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5 1 UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
) f: PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

et Curso 2025-2026
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente a cinco preguntas, tres de ellas
obligatorias y dos de ellas a escoger entre dos opciones. Todas las respuestas deberan estar
debidamente justificadas.

CALIFICACION: Cada pregunta se calificara sobre 2 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

Responda a las tres preguntas siguientes (calificacion méxima por pregunta: 2 puntos):

Pregunta 1. (2 puntos) La NFL es la principal liga profesional de fatbol americano de los Estados
Unidos. En un partido de la NFL se pueden anotar puntos de diversas formas, siendo las mas
comunes las siguientes: touchdown, field goal y extra point al que solo se puede optar después
de anotar un touchdown. Segun la normativa de la liga, un touchdown vale 6 puntos, un field
goal 3 puntos y un extra point 1 punto.
De uno de los dos equipos de un partido finalizado de la NFL se sabe que solo ha conseguido
puntos mediante touchdown, field goal y extra point. Ademas se sabe que:

e Ha anotado 63 puntos.

e El doble de field goals anotados coincidié con el nimero de touchdowns conseguidos.

e Lasuma del nimero de touchdowns y field goals anotados fue cuatro veces el nimero de

extra points conseguidos.

Halle el nimero de touchdowns, field goals y extra points anotados por el equipo.

Pregunta 2. Dada la funcion real de variable real f (x)= ‘xz —6x+5‘ , Se pide:

a) (1 punto) Hallar donde se alcanzan los maximos y minimos relativos de f(x), asi como sus
correspondientes valores.

b) (1 punto) Calcular el area del recinto delimitado por la grafica de la funcidn, el eje de
abscisas y las rectas x=3y x=6.

Pregunta 3. Sea r la recta que pasa por A(l, 2,-5) y B(2, 4,—11), sea s la recta dada por la
interseccion de los planosx—2y+3z=3, x—y=0, y sea t la recta paralela a s que pasa por
C(1, 0, 0).
a) (1 punto) Determine la posicion relativa de r y s.
b) (1 punto) Responda solo a uno de los dos apartados siguientes:
b1) Halle la distancia entre s y t.
b2) Halle el coseno del &ngulo que formanrys.

Responda a una de las dos preguntas siguientes (calificaciéon maxima: 2 puntos):
Pregunta 4.1. Se consideran los sucesos A y B de un experimento aleatorio que verifican
P(A)=06, P(AUB)=0.75y P(B/A)=0375. Se pide:

a) (1 punto) Calcular P(B).

b) (1 punto) Calcular P(ﬂ/ B).
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Pregunta 4.2. En los barrios de Tokio se considera el reciclaje y la clasificacion de la basura una
obligacion ciudadana. Si no se clasifican los residuos de forma correcta para que sean retirados
por la empresa de recogida de basuras, estos no son recogidos y el barrio puede ser penalizado
por el ayuntamiento. En el barrio de Ueno, el 82.5% de los hogares realizan esta tarea de forma
adecuada.
a) (1 punto) Se analizan los residuos de diez hogares de este barrio. Calcule la probabilidad
de que a lo sumo uno de ellos no clasifique correctamente sus residuos.
b) (1 punto) EI ayuntamiento selecciona una muestra aleatoria de 200 hogares en este barrio
y si el porcentaje de familias que comete errores en la clasificacion de sus residuos es
superior o igual al 10%, el barrio es penalizado. Calcule, aproximando por una distribucion
normal adecuada, la probabilidad de que los vecinos de Ueno no sean sancionados.

Responda a una de las dos preguntas siguientes (calificacion maxima: 2 puntos):

Pregunta 5.1. Sea la funcién f (x)=x’+bx.
a) (1 punto) Determine los valores de b para que la recta y = x—1 sea tangente a la gréafica

de la funcion f(x).
b) (1 punto) ¢Es cierto que para cualquier valor de b existe una recta tangente a la grafica de
la funcion f(x) que sea paralela a la recta y = x—1? Justifique la respuesta.

Pregunta 5.2. Calcule los siguientes limites:

a) (1 punto) lim (\/x2 +3X —x)

e -1
b) (1 to) im —————,
) (1 punto) x>0 In(1+2x)
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DISTRIBUCION NORMAL

Ejemplo: si Z tiene distribucién N{0,1), P(Z < 0,45) = 0,6736.

z 000 001 002 003 004 005 006 007 008 0,00
U0 | 05000 05040 05080 05120 05160 05100 05230 05270 05310 0,5350
01| 05308 05438 05478 0,5517 05557 05506 05636 05675 05714 0,5753
02| 05703 05832 05871 05010 05048 035987 06026 06064 06103 06141
03| 06170 06217 06255 06203 06331 06362 06406 06443 06480 06517
04| 06554 06501 06628 06664 06700 06736 06772 06808 06844 06870
05| 06015 06050 06085 07010 07054 07082 07123 07157 07100 0,7224

06| 07257 0,7201 07324 07357 0,7380 07422 0,7454 07486 07517 0,7540
0,7 | 07580 07611 0,7642 07673 07704 07734 07764 07794 0,7823 07852
08| 07881 07010 07030 07967 0,905 08023 08051 08078 0,8106 0,8133
00| 08150 08186 08212 08238 08264 08280 08315 08340 08365 0,8380
1,0 | 08413 0,8438 08461 08485 08508 08531 08554 08577 08500 0,8621

1,1 | 0,8643 08665 08686 08708 08720 08740 08770 08790 08810 0,8830
1,2 | 0,8840 08860 0,8888 08007 08025 08944 0,8962 08080 08007 0,0015
13| 00032 00040 00066 00082 00090 00115 09131 009147 09162 00177
14 | 00102 09207 09222 09236 00251 09265 09270 09292 09306 0,0310
15| 00332 09345 00357 00370 00322 00394 09406 09418 00420 00,0441

1,6 | 00452 09463 00474 09484 00495 09505 09515 09525 09535 00545
1,7 | 00554 09564 00573 00582 00591 00500 09608 09616 09625 0,0633
0,0641 00640 00656 00664 09671 00678 00686 00693 00600 0,9706
0,0713 00710 00726 00732 009738 00744 00750 00756 00761 09767
0,0772 00778 00783 00788 09793 00798 00803 00808 00812 09817

_.
(=]

b =

=

09821 09826 09830 09334 09838 09842 09346 09850 09854 09857
0.9861 09864 09868 09871 09875 09878 00881 09834 09887 0,95890
0.9803 09296 09808 09901 09904 09006 09909 09911 09913 09016
0.9918 09920 09922 09925 09927 09929 09931 09932 09934 09936
0.9938 09940 09041 09943 09945 09946 00948 09949 09951 09952

e e
[ R R

2,6 | 0,0053 009955 00056 00057 00050 00060 09961 009062 00063 0,0064
7| 09065 00966 09967 09968 09960 09070 00971 09972 09973 0,0974
28 | 00974 09975 00076 009077 00077 00978 09970 09070 09980 0,0081

20 099581 09952 090582 09983 09934 09984 09985 09935 D:.QDEE 0,9936
3,0 [ 09987 089987 090957 09988 09988 00989 09980 09939 00000 0,99050)
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SOLUCIONES

Pregunta 1. (2 puntos) La NFL es la principal liga profesional de fatbol americano de los Estados

Unidos. En un partido de la NFL se pueden anotar puntos de diversas formas, siendo las méas

comunes las siguientes: touchdown, field goal y extra point al que solo se puede optar después

de anotar un touchdown. Segun la normativa de la liga, un touchdown vale 6 puntos, un field

goal 3 puntos y un extra point 1 punto.

De uno de los dos equipos de un partido finalizado de la NFL se sabe que solo ha conseguido

puntos mediante touchdown, field goal y extra point. Ademas se sabe que:

e Ha anotado 63 puntos.

e El doble de field goals anotados coincidi6 con el nimero de touchdowns conseguidos.

e Lasuma del nimero de touchdowns y field goals anotados fue cuatro veces el nimero de
extra points conseguidos.

Halle el nimero de touchdowns, field goals y extra points anotados por el equipo.

Llamamos “x” al nimero de touchdowns anotados, “y” al namero de field goals y “z” al nimero
de extra points. Obtenemos las ecuaciones asociadas a la informacion proporcionada.

Un touchdown vale 6 puntos, un field goal 3 puntos y un extra point 1 punto. Ha anotado 63
puntos - 6x+3y+z=63.

El doble de field goals anotados coincidio con el nimero de touchdowns conseguidos > 2y = x

La suma del numero de touchdowns y field goals anotados fue cuatro veces el nimero de extra
points conseguidos > X+Yy=4x.

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

6X+3y+2=63
6-2y+3y+2=63 15y+2z=63
2y =X = = =
2y+y=4z 3y=4z
X+y=4z
z=63-15
= y}:3y=4(63—15y):>3y=252—60y:>
3y=4z
z=63-15-4=3
=63y =252= y:E:4:> | |
63

El equipo ha anotado 8 touchdowns, 4 field goals y 3 extra points.
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Pregunta 2. Dada la funcion real de variable real f (x)= ‘xz —6x+5‘ , Se pide:

a) (1 punto) Hallar donde se alcanzan los méximos y minimos relativos de f(x), asi como sus
correspondientes valores.

b) (1 punto) Calcular el area del recinto delimitado por la gréfica de la funcidn, el eje de abscisas
ylasrectas x=3y x=6.

a) Obtenemos la expresion de la funcién valor absoluto como una funcion a trozos.

- 6+4 5_
Gi,/ —6) —-4-1.5 T =
X*—6X+5=0=x= (-6) _64_) 2
2:1 2 6-4
2
x=0=0"-6-0+5=5>0 xe(-0,1)—> f(x)>0
x=2=2"-6-245=-3<0,=xe(L5)—> f(x)<0
X=6=6"-6-6+5=5>0 x € (5,40)— f(x)>0
x> —6x+5si x<1
f(x):‘x2—6x+5‘: —X*+6x-5si1<x<5
X’ —6Xx+5si x>5
Calculamos su derivada y averiguamos cuando se anula (puntos criticos).
2x—6si x<1 2x—6=0—>x=3¢(-x,1)
f7(x)=1-2x+6si1<x<5 f(x)=0=:-2x+6=0 - x=3¢(15)
2x—6si x>5 2x—6=0-—>x=3¢(5+x)

El Unico punto critico se obtiene para x =3. Sustituimos este valor en la segunda derivada.

2si x<1
f7(x)=q-2sil<x<5= f"(3)=-2<0
2si x>5

Para x =3 se anula la primera derivada y la segunda derivada toma valor negativo. La funcion
presenta un maximo relativo para x=3.

Para x =3 la funcion vale f(3)=[3"—6-3+5=|-4|=4.
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b) Como x=5 pertenece al intervalo (3,6) la funcion cambia de definicion en este intervalo.
Hallamos el area del recinto delimitado por la grafica de la funcion, el eje de abscisas y las
rectas x=3 y x=6 como la suma de la integral definidade 3a5de f (x) =—X*+6Xx-5y

la integral definidade 5a 6 de f (x)=x*—6x+5.

_ 3 5 3 6
Area:Jj—xz+6x—5dx+_|.56x2—6x+5dx:{TX+3x2—5x} +{X€—3x2+5x} =

3 5

_53 _23 3 53
{?ﬁ;-s2 —5-5}{?%32 —5-3}{;—3-62 +5-6}{§—3-52 +5-5} -

:—_1325+75—25+9—27+15+72—108+30—12?5+75—25=?+91= %zmﬁuz

El area tiene un valor de ? =7.66 unidades cuadradas.
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Pregunta 3. Sea r la recta que pasa por A(1, 2,-5) y B(2, 4,—11), sea s la recta dada por la
interseccion de los planos x—2y+3z=3, x—y=0, y sea t la recta paralela a s que pasa por
C(1, 0, 0).
a) (1 punto) Determine la posicién relativa de r y s.
b) (1 punto) Responda solo a uno de los dos apartados siguientes:

b1) Halle la distancia entre s y t.

b2) Halle el coseno del angulo que formanrys.

a) Obtenemos un punto y un vector director de cada una de las rectas.

X—-2y+3z=3 X—-2y+3z=3
S: = =>y-2y+321=3=-y+3z=3=>

X-y=0 X=y

=>Yy=-3+371=s:{y=-3+31=
v, =(3,31)

X=-3+31 {PS(—B,—S,O)
z2=1

u, = AB=(2,4,-11)-(1,2,-5) = (1,2.-6)

_{A(l, 2,-5)er S{A(l, 2,-5)er

|B(2, 4,-11)er

Los vectores directores de las rectas no tienen coordenadas proporcionales. Las rectas no
son paralelas ni coincidentes.
v.=(331) } 3 3
=

u, =(1,2.-6)

Las rectas se cortan o cruzan. Hallamos el valor del producto mixto [vs,u,, APS] :

AL2.-5) AP =(-3,-3,0)—(L12,-5)=(-4,-5,5
= AP, =(-3,-3,0)-(1,2,-5) =(-4,-5,
P (-3-3,0) s =( )= ( )=( )
v, =(3,32) 3 3 1
u, =(1,2.-6) :D[Q;E]KE]= 1 2 -6/=30+72-5+8-15-90=0
AP, = (~4,-5,5) -4 5 5

Como el producto mixto es nulo las rectas r y s se cortan (coinciden en un punto).
Iﬂ
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b1) Hallamos la ecuacién de la recta t. Esta recta es paralela a la recta s por lo que tiene como
vector director v, =(3,3,1).

u——_\T_(sgl)} Xx=1+31
R A SN

y=31 ;41eR
C(l,0,0)et .

Las rectas s y t son paralelas. Hallamos la ecuacion del plano m perpendicular a la recta t que
pasa por el punto C. Luego hallamos el punto D de corte de la recta s con el plano . La

distancia entre las rectas es el modulo del vector CD.

s t

-D .C
: . '
V.4 : '

Hallamos la ecuacion del plano 1 perpendicular a la recta t que pasa por el punto C. Este
plano tiene como vector normal el vector director de la recta.

:E=(3,3,1)} 7:3x+3y+z+K=0

= =3+0+0+K=0=>
C(l,0,0)en }

= K=-3=|7:3x+3y+2z-3=0)

Hallamos el punto D de corte de la recta s con el plano .

m:3x+3y+2-3=0

x=-3+31
:>3(—3+3ﬁ)+3(—3+3&)+1—3=0:>
S:cy=-3+31
z=41

=-9+91-9+91+1-3=0=194=21=>

x=—3+32—1=E
19 19
:>ﬂ=2—l:> y=—3+32—1=£:> D EEZ_l
19 19 19 19 19 19
21
71=—
19

9de 16 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2026 Ordinaria (incidencias) Matemdticas Il en Madrid Juan Antonio Martinez Garcia

Calculamos la distancia entre las rectas s y t.

D(Egé) 6 6 21 13 6 21
19’19’19 jﬁ=(_!_1_)_(11010)=(__1_!_j

19'19'1 19 '19'19
C(1,0,0)

2 2 2
d(s.t)=[cD|- (‘—13] +(£j +(2_1j _| 646 _ 1 33774
19 ) "\19) "\19) [ 10

“1646 =1.3377 unidades.

La distancia entre las rectas s y t vale

b2) Las rectas r y s se cortan. Utilizamos el producto escalar de sus vectores directores para
determinar el coseno del angulo que forman.

v. =(3,3,1 v,

= (331) :cos(r,s)=cos(vs, ur)= I

u, =(1,2.-6) v |-u,
(3.31)(L2.-6) _ 3+6-6 3779

N 12422+ (-6) J19.a1 779

SNT19 =0.1075.
779

El coseno del angulo que forman r y s vale

www.ebaumatematicas.com
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Pregunta 4.1. Se consideran los sucesos A y B de un experimento aleatorio que verifican
P(A)=06, P(AUB)=075y P(B/A)=0.375. Se pide:

a) (1 punto) Calcular P(B).

b) (1 punto) Calcular P(ﬂ/ B).

a) Como P(K) =0.6 entonces P(A)=1- P(K) =1-0.6=04.
Utilizamos el teorema de Bayes.

P(A) =

P(B/A)=
=0.375= P(ANB)=0.4-0.375=0.15

=0.75=0.4+P(B)-0.15=

= P(B):O.75—0.4+0.15: P(B)=0.5

b) Aplicamos el teorema de Bayes.

P(B) P(B) 0.5

SR P(ANB) P(B)-P(ANB) 05-015 _[67]
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Pregunta 4.2. En los barrios de Tokio se considera el reciclaje y la clasificacion de la basura una
obligacion ciudadana. Si no se clasifican los residuos de forma correcta para que sean retirados
por la empresa de recogida de basuras, estos no son recogidos y el barrio puede ser penalizado
por el ayuntamiento. En el barrio de Ueno, el 82.5% de los hogares realizan esta tarea de forma
adecuada.

a) (1 punto) Se analizan los residuos de diez hogares de este barrio. Calcule la probabilidad de
que a lo sumo uno de ellos no clasifique correctamente sus residuos.

b) (1 punto) El ayuntamiento selecciona una muestra aleatoria de 200 hogares en este barrio y si
el porcentaje de familias que comete errores en la clasificacion de sus residuos es superior o
igual al 10%, el barrio es penalizado. Calcule, aproximando por una distribucion normal
adecuada, la probabilidad de que los vecinos de Ueno no sean sancionados.

a) X = Numero de hogares que no clasifican los residuos en un grupo de 10. Esta variable es una
binomial donde n = nimero de repeticiones = 10 y p = probabilidad de que un hogar no
clasifique bien los residuos = 1 — 0.825 = 0.175. X = B(10, 0.175).

Nos piden calcular P(X <1).

P(X <1)=P(X =0)+P(X =1):[20j0.175°-0.8251° +GOJO.1751.0.8259 _

=0.825" +10-0.175-0.825° =|0.4559

La probabilidad de que a lo sumo uno de los 10 hogares no clasifique correctamente sus
residuos tiene un valor aproximado de 0.4559.

b) X = Ndmero de hogares que no clasifican los residuos en un grupo de 200. Esta variable es
una binomial donde n = nimero de repeticiones = 200 y p = probabilidad de que un hogar no
clasifique bien los residuos = 0.175. X = B(200, 0.175).

Para que no sean sancionados el nimero de errores debe ser menor del 10% de hogares, es

decir, menor de 0.1 - 200 = 20 hogares. Nos piden calcular P(X < 20) . Como el nimero de
repeticiones es muy alto aproximamos esta binomial por una normal Y de media

J462

np =200-0.175 =35 y desviacion tipica o =/npg = /200-0.175-0.825 = — = 5.3735.

Y:N[ @J

35 ——
4

Esta aproximacién es buena pues np=35>5 y nq=200-0.825=165>5.

Tipificamos
{Correccion de Yates} = P(Y <19.5) = 5 _ X35 (=

~ 46274

P(X <20)

= P(Z < 195_35}: P(Z<-2.88)=P(2>288)=1-P(Z <2.88)=

" 46213
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Miramos en la
= =1-0.998 ={0.002
tabla N(0, 1)

La probabilidad de que los vecinos de Ueno no sean sancionados tiene un valor de 0.002.
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Pregunta 5.1. Sea la funcién f (x)=x?+bx.

a) (1 punto) Determine los valores de b para que la recta y = x—1 sea tangente a la gréfica de la
funcién f(x).

b) (1 punto) ¢Es cierto que para cualquier valor de b existe una recta tangente a la gréfica de la
funcidn f(x) que sea paralela a la recta y = x —17? Justifique la respuesta.

a) Larecta y = x—1 tiene pendiente m=1. Para que la recta sea tangente a la funcién en x=a
debe cumplirse que f“(a)=1yque f(a)=a-1.

f’(x)=2x+b
=2a+b=1=b=1-2a
f'(a)=1
f(a)=a-1
(3) —a-1l=a’+ba
f (x)=x*+bx

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

a-1=a’+ba

a-l=a’+(1-2a)a —1=a’+ 4 —2a?
b=1-2a }j (1-2a)a= A Aozt

a=-1-|b=1-2(-1)=3

—>-l=-a’=a’=1=la=+1=+1|=

a=1- b=1—2-1=—1|

Existen dos soluciones posibles.
Para b=3 la funcion queda f (x) =x*+3x ylarecta y=x-1 estangente a la gréfica de la

funcion f(x) en x=-1.

L1

\

[3¥] [3%]

[

............... f(x)=x"+3x

(2%

(&5
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Para b =-1 la funcion queda f (x) =x*—x ylarecta y=x-1 es tangente a la gréfica de la
funcién f(x) en x=1.

[3¥]

b

y=x-1

b) Una recta paralelaa y = x—1 tiene su misma pendiente y por tanto tiene ecuacion y=x+c .

Con el mismo razonamiento del apartado anterior: Para que la recta sea tangente a la funcion
en x =a debe cumplirse que f“(a)=1yque f(a)=a+c.

f'(x)=2x+b
=2a+b=1=b=1-2a
f'(a)=1
f(a)=a+c
(3) —a+c=a’+bha
f (x)=x*+bx

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema e intentamos resolverlo.

a - 2
1-b 1-b
| =— | +(b-1)—
1-b =C ( 5 J +( ) 5 =

a+c=a’+ba :c:a2+ba—a
b=1-2a 2a=1-b

2
Para cualquier valor de b la recta y = X —(Tj es una recta paralelaa y = x—1 siendo

tangente a la grafica de la funcidon f(x).
Si b=-1 0 b=3 larectatangente es la propiarecta y=x-1.Ysi b=-1y b=3 larecta

tangente a la grafica de la funcion es paralelaa y = x-1.
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Pregunta 5.2. Calcule los siguientes limites:

a) (1 punto) lim (\/x2 +3X —x)

e -1
b) (1 punto) lim————.
) (1 punto) x>0 In(1+2x)

a) Calculamos el valor del limite multiplicando y dividiendo por el conjugado de la expresion.

\/27 (\/x2+3x—x)(x/x2+3x+x)
Iim( X +3x—x): lim =
X>4a0 X>4a0 M+x

'—2
:Iim( X2+3X) _XZ:Iim XX X
N I R R T

= lim ——==—=lim S . 3 __ 3 —
X—>+00 X—>+00 ,\, 2
X (oKL X /1+§+1 ,/1+i+1 1+0+1
G G X +00

b) Calculamos el valor del limite utilizando la regla de L"Hopital.

3x
X
P &

e*—1  e'-1
In

lim = 0 Indeterminacion (L"Hopital) =
x~0In(1+2x) In(1) 0

3™ 3e¥(1+2x) 3e*°(1+2:0) 31 |3

=lim =[im = i

x—0 2 x—0 2 2 2
1+2x
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