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MATEMATICAS II
MATEMATIKA II

Este examen tiene CINCO ejercicios, de 2 puntos cada uno.

En los ejercicios CUARTO y QUINTO solo hay que responder a UNA de las dos opciones.
Si se responde a las dos, se corregira la que aparezca en primer lugar en las hojas del
examen.

Las respuestas deben escribirse con boligrafo azul o negro. No pueden usarse ni lapiz, ni
boligrafo borrable, ni boligrafo de otro color. Solo se pueden utilizar boligrafos o
rotuladores para hacer graficos.

No se podran usar calculadoras que tengan alguna de las siguientes prestaciones:
pantalla gréfica, posibilidad de transmitir datos, programable,

resolucidn de ecuaciones, operaciones con matrices,

calculo de determinantes,

calculo de derivadas e integrales,

almacenamiento de datos alfanuméricos.

No olvides incluir el codigo en cada uno de los cuadernillos de hojas de examen.
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PRIMER EJERCICIO (2 puntos).

Se considera un gas ideal clasico en equilibrio térmico a temperatura T. El sistema viene
descrito por la estadistica de Maxwell-Boltzmann. A pesar de que el médulo de la velocidad
de las moléculas del gas no es gaussiano, cada componente cartesiana de la velocidad si lo es.
Teniendo en cuenta la primera componente de la velocidad, su distribucion normal es

kg T . .
N(O,L), siendo kg la constante de Boltzmann y m la masa de una molécula del gas
m

considerado. En el caso del nitrégeno a T = 300 K, la desviacion tipica es kel _ 298 m/s.
m

() (0,75 puntos) Calcula la probabilidad de que el valor absoluto de la primera componente
de la velocidad de una molécula de nitrégeno a una temperatura de 300 K sea inferior a
300 m/s.

(b) (0,75 puntos) Calcula la probabilidad de que la primera componente de la velocidad de
una molécula de nitrogeno a una temperatura de 300 K esté comprendida entre -600 m/s y
-300 m/s.

(c) (0,5 puntos) Un investigador estudia otro gas, argon, cuyas moléculas tienen mayor masa
que las del nitrégeno y, por tanto, si se mantiene la temperatura T, la desviacion tipica
correspondiente es menor. Sin realizar ningun célculo numerico, responde razonadamente:
¢la probabilidad de que la primera componente de la velocidad de una molécula de argén
tenga valor absoluto menor que 300 m/s sera mayor, menor o igual que en el caso de una
molécula de nitrogeno? Justifica tu respuesta utilizando la expresion de la desviacion tipica,

kT
O =—".
m

SEGUNDO EJERCICIO (2 puntos).
Dado a =0, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

X+ay =1,
X+ay+z=a, :
(a—2)x+ay+(a-1)z=a+2.

(@) (1 punto) Encuentra un valor de a para el que el sistema dado tiene mas de una solucion.
(b) (1 punto) Encuentra todas las soluciones del sistema para el valor de a del apartado
anterior.
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TERCER EJERCICIO (2 puntos).
(@) (1 punto) Dibuja el recinto limitado por las parabolas de ecuaciones y = x(2x—3) e

y=x(2-x).
(b) (1 punto) Calcula el &rea del recinto del apartado (a), y da el resultado como una fraccion.

CUARTO EJERCICIO (2 puntos). Responde solo a una de las opciones.

(4A) Sean larecta r=x=y-1=-z,yelplano 7=-x+2y+z+A=0.

(a) (1,5 puntos) Discute la posicién relativa de la recta r y el plano 1 en funcion de los valores
del pardmetro A.

(b) (0,5 puntos) Calcula la distancia de la recta r al plano m en funcion de los valores del
parametro A.

(4B) Sean los puntos A= (1, 1,2) yB= (-1, 0, 3).

(@) (1,5 puntos) Encuentra la ecuacion del plano 1 que cumple que A y B son simétricos con
respecto a .

(b) (0,5 puntos) ¢Cuél es la distancia de A a mt?

QUINTO EJERCICIO (2 puntos). Responde solo a una de las opciones.

(5A) Un monticulo de hormigon tiene forma parabdlica con una altura de 12 m y una base de
6 m, como se ve en la figura. Se quiere colocar una escalera apoyada en el monticulo y de
forma que su extremo superior quede 3 m por encima de la cuspide del monticulo. ;A qué
distancia de la base del monticulo debe colocarse el extremo inferior de la escalera?

(5B) En el suelo de una sala rectangular con paredes que miden 6 m y 8 m se quiere acotar
una zona triangular colocando una barra recta de 4 m de longitud, como se ve en la figura.
¢Donde debe colocarse la barra para que el area de la zona acotada sea maxima?

6m 4 m
\\

8&m

4 de 16 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2026 Ordinaria Matemadticas Il en el Pais vasco Juan Antonio Martinez Garcia

SOLUCIONES

PRIMER EJERCICIO (2 puntos).

Se considera un gas ideal clasico en equilibrio térmico a temperatura T. El sistema viene
descrito por la estadistica de Maxwell-Boltzmann. A pesar de que el mddulo de la velocidad
de las moléculas del gas no es gaussiano, cada componente cartesiana de la velocidad si lo es.
Teniendo en cuenta la primera componente de la velocidad, su distribucion normal es

kT . )
N(O,L), siendo kg la constante de Boltzmann y m la masa de una molécula del gas
m

considerado. En el caso del nitrégeno a T = 300 K, la desviacion tipica es ke _ 298 m/s.
m

() (0,75 puntos) Calcula la probabilidad de que el valor absoluto de la primera componente
de la velocidad de una molécula de nitrégeno a una temperatura de 300 K sea inferior a
300 m/s.

(b) (0,75 puntos) Calcula la probabilidad de que la primera componente de la velocidad de
una molécula de nitrégeno a una temperatura de 300 K esté comprendida entre -600 m/s y
-300 m/s.

(c) (0,5 puntos) Un investigador estudia otro gas, argon, cuyas moléculas tienen mayor masa
que las del nitrégeno y, por tanto, si se mantiene la temperatura T, la desviacion tipica
correspondiente es menor. Sin realizar ningun célculo numerico, responde razonadamente:
¢la probabilidad de que la primera componente de la velocidad de una molécula de argon
tenga valor absoluto menor que 300 m/s sera mayor, menor o igual que en el caso de una
molécula de nitrogeno? Justifica tu respuesta utilizando la expresion de la desviacion tipica,

kT
O =—".
m

Sea X = La primera componente de la velocidad de una molécula de nitrégeno a una
temperatura de 300 K. X = N(0, 298).

(a) Debemos calcular P(|X|<300).

P(|X| < 300) = P(~300 < X <300) = {Tipificamos} = P(‘SOO_O <z< 300‘0)=

298 298
= P(-1.01< Z <1.01)= P(Z <1.01)-P(Z <-1.01) = P(Z <1.01)~P(Z >1.01) =

Miramos en la

=P(Z <1.01)-[1-P(Z <1.01) ] :{ }: 0.8438-1+0.8438 =

tabla N(O, 1)

fr—
| ooo [oo1] ¢
00 | 05000 o
01 | 05398 o
02 | 05793 o
03 | 06179 o
04 | 06554 o
05 | 06915 o
06 | 07257 o
07 | 07580 o
08 | 07881 o
09 | 08159 o
0

171 0’8643 0°8665¢ B
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(b) Calculamos la probabilidad P(-600< X <-300).

P(-600 < X <-300) = {Tipificamos} = p(—600—0 <7< —300—0) _
298 298

=P(-2.01<Z<-1.01)=P(Z<-1.01)-P(Z <-2.01)=

=P(22101)-P(Z2201)=1-P(Z <1.01)-[1-P(Z <2.01) | =

Miramos en la
tabla N(O, 1)

=P(2<201)-P(z 31.01)2{

} =0.9778-0.8438 =

(c) Las moleculas de argon tienen mayor masa que las del nitrégeno y, por tanto, si se mantiene

o . kgT .
la temperatura T, la desviacion tipica correspondiente es menor o = —2—. En el calculo de

m

P(]X|<300)=P(-300< X <300) al tipificar para la obtencion de este valor dividimos

300 por la desviacion tipica P(ﬂ <Z <@j Al ser menor la desviacion tipica del
o o

-300 300} :
——, = | tiene mayor
(o3 (o3

amplitud y la probabilidad del argdn sera mayor que la de la molécula de nitrégeno.

argon el resultado de la division es mayor y el intervalo (
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SEGUNDO EJERCICIO (2 puntos).
Dado a = 0, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

X+ay =1,
X+ay+z=a, :
(a—2)x+ay+(a-1)z=a+2.

(@) (1 punto) Encuentra un valor de a para el que el sistema dado tiene mas de una solucién.
(b) (1 punto) Encuentra todas las soluciones del sistema para el valor de a del apartado
anterior.

1
(a) La matriz de coeficienteses A=| 1 a 1 |y lamatrizampliadaes
a-2 a a-1

1 a o0 1
A/B=| 1 a 1 a
a-2 a a-1 a+2

Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

1 a O

A=[1 a 1 :M+a(a—2)—g@%ﬂ—a:a(a—2)—a:

a-2 a a-1

=a(a-2-1)=a(a-3)

|Al=0=a(a-3)=0=

Como a = 0 nos planteamos dos situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO 1. Si a=3.
En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, al igual que el rango
de A/B y el nimero de incognitas (3). El sistema es compatible determinado (una Unica
solucién).

CASO 2.Si a=3
En este caso el determinante de A es nulo y el rango de A no es 3.
Transformamos la matriz ampliada A/B en otra equivalente mas facil de estudiar.

3 0 Fila22—-Filal?
A/B 13 l; 1 s 13
= ~i21 -3 0 -1

1 3 25

0 0 1 2 — Nuevafila2?
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Fila3?+2-Filal?

1 3 2 5 1 3 01
1 30 -1 =0 0 1 2|
0 0 2 4 — Nuevafila3? 0024
Fila3®—2-Fila2? B
00 2 4 130l
= 00 -2 -4 =|0 0 1 2
0 0 0 O — Nuevafilazd? LQ_Q 0

La matriz A tiene rango 2, al igual que la matriz A/B, pero es menor que el nimero de
incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: El sistema dado tiene méas de una solucion para a=3.

(b) Resolvemos el sistema para a =3 partiendo del sistema triangular equivalente obtenido
en el apartado anterior.

A/B
1 301 x=1-34
x+3y =1
0012|= =>x=1-3y=>ky=4 ;1eR
0000 £= 2=2
—
A
x=1-34
Las infinitas soluciones del sistemason {y=A4 , para cualquier valor A eR.
z2=2
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TERCER EJERCICIO (2 puntos).

(@) (1 punto) Dibuja el recinto limitado por las parabolas de ecuaciones y = x(2x—3) e
y=x(2-x).

(b) (1 punto) Calcula el &rea del recinto del apartado (a), y da el resultado como una fraccion.

(a) Hallamos los puntos de corte de las graficas.

x(2x—3)

X(2-x) = X(2x-3)=x(2-x)= x(2x-3)-x(2-x)=0=

<
Il

= X(2x-3-2+x)=0=x(3x-5)=0=
3X-5=0->3x=5—>

>
3

Obtenemos una tabla de valores de cada pardbola y dibujamos el recinto limitado por ellas.

X | y=x(2x-3) X | y=x(2-x)
0 0 0
-1 1 1
5/3 5/9 5/3 5/9
2 2 2 0

+H

Y
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(b) Contando cuadrados de 1 unidad cuadrada el area del recinto dibujado debe tener un valor
entre 2 y 3 unidades cuadradas. Hallamos su valor exacto como la integral definida de 0 a
5/3 de la diferencia de las dos funciones.

Area = J;/32x— NG —(Zx2 —3x)dx = I§/32x— X2 —2x% +3xdx = .[:/S—SXZ +5xdx =

5 2
2 5/3 3 5() . 2
I ‘Fj 8| g 20 Z125 125 125, a5
0 3 2 2 27 18 |54

El &rea del recinto tiene un valor aproximado de 2.315 unidades cuadradas.
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(4A) Seanlarecta r=x=y-1=-z,yelplano 7=-x+2y+z+A=0.

(a) (1,5 puntos) Discute la posicién relativa de la recta r y el plano 1 en funcion de los valores
del pardmetro A.

(b) (0,5 puntos) Calcula la distancia de la recta r al plano m en funcion de los valores del
parametro A.

(a) Determinamos un vector director y un punto de la recta, y un vector normal del plano.

T=-x+2y+2+A=0=n=(-121)

r

x-0 y-1 z-0 [|R(010)
= = - .
11 1|V =(1-)

Comprobamos si el vector director y el vector normal son perpendiculares.

Los vectores son perpendiculares y la recta es paralela o esta contenida en el plano.

Para que la recta esté contenida en el plano el punto P. de la recta debe pertenecer al
plano.
T=—X+2y+2+A=0
P (0,1, O) ern

}:>—0+2+0+A:0:>

Para A=-2 la recta esta contenida en el plano y para A= —2 la recta es paralela al
plano.

(b) Para A=-2 larecta esta contenida en el plano y la distancia de la recta al plano es 0.
Para A=—2 calculamos la distancia de la recta al plano como la distancia del punto P.

de la recta al plano.
r=-X+2y+z+A=0 _|F0+2+0+A  ||A+2
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(4B) Sean los puntos A= (1, 1,2) yB= (-1, 0, 3).

(a) (1,5 puntos) Encuentra la ecuacion del plano 1 que cumple que A y B son simétricos con
respecto a .

(b) (0,5 puntos) ¢Cuél es la distancia de A a ?

(a) Hacemos un dibujo de la situacién planteada.

A

M

B

*l'
,L
l T
:

El punto medio M del segmento AB pertenece al plano.

(11, 2)+2(—1,o,3) _ (O%gj

El vector normal del plano es el vector AB.
AB=(-10,3)-(112)=(-2,-11)
El plano que buscamos contiene el punto My tiene como vector normal el vector AB.

n=AB=(-2-11)| 7z:-2x-y+z+D=0

15 = 15 :>—2-0—1+§+D:0:>
M 0,—,— en M 01_’_ S/ 2 2
2’9 2 2

=D=-2=7:1-2X-y+2-2=0=>|7:12X+y-2+2=0

El plano que cumple lo pedido tiene ecuacion 7z :2x+y—-z+2=0.

(b) La distancia del punto A al plano m es la mitad del modulo del vector AB.

d(A7)= ‘?‘ A +2(_1)2 o ?:1.22 U
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(5A) Un monticulo de hormigén tiene forma parabdlica con una altura de 12 m y una base de
6 m, como se ve en la figura. Se quiere colocar una escalera apoyada en el monticulo y de
forma que su extremo superior quede 3 m por encima de la cuspide del monticulo. (A qué
distancia de la base del monticulo debe colocarse el extremo inferior de la escalera?

Situamos el origen de coordenadas en el punto de encuentro de la altura con la base y
hallamos la ecuacion de la parabola del monticulo.

El vértice de la pardbola tiene coordenadas (0, 12) y los puntos de corte con el eje de
abscisas son A(-3, 0) y B(3, 0).

f(x)=ax*+bx+c ,
=0+c=12>c=12= f(x)=ax’+bx+12
f(0)=12

f(3)=0 N 9a+3b+12=0
f(-3)=0[  |9a-3b+12=0

18a +24=0> a=—=—:>9_?4+3b+12=0:>

= -12+3p+12=0=30=0=[b =0

La parébola tiene ecuacién f (x)= %4x2 +12.

La escalera debe ser tangente a la curva y pasar por el punto C(0, 15).
Hallamos la ecuacion de la recta tangente a la parabolaen x=a.
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f(x):%x2+12:> f'(x):%8x

y-f(a)=f"(a)(x-a)= y_(‘?“amz}‘—if"(x—a):

— 2 —
= y+éa2—12:ﬁx+8i:> y:ﬁx+ia2+12
3 3 3 3 3

La recta tangente debe pasar por el punto C(0, 15).

—8a 4 ,
=——X+—-a"+12 -
y 3 X+3 " :>15=ﬁ-0+ﬂa2+12:>3:£a2:>9=4a2:
3 3 3
Xx=0—->y=15
2
:>a2=g:>a: g:iﬁz{a>0}:>a:§_) y:__8.§)(+ﬂ E +12 =—-4x+15
4 4 2 2 3 2 3\ 2

La ecuacion de la recta tangente (escalera) es y =—-4x+15.
Hallamos el punto de corte de la tangente con el eje X.

y =—4x+15
y=0

}:>—4X+15=0:>4X:15:> X=§=3-75

La distancia del punto de apoyo de la escalera al extremo inferior del monticulo es 3.75 — 3
= 0.75 metros.

13
\ flx)=-4x+15
3

-4

——
e

14 de 16 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2026 Ordinaria Matemadticas Il en el Pais vasco Juan Antonio Martinez Garcia

(5B) En el suelo de una sala rectangular con paredes que miden 6 m y 8 m se quiere acotar
una zona triangular colocando una barra recta de 4 m de longitud, como se ve en la figura.
¢Donde debe colocarse la barra para que el &rea de la zona acotada sea maxima?

6Em

DA

8m

4
X

y

El recinto que delimita la barra de 4 metros es un tridngulo rectangulo de catetos x e y,
Aplicando el teorema de Pitagoras tenemos:

X +y?=4> 5 y*=16-x" = |y =16 -X°

Obtenemos la expresion del area delimitada por la barra.

A(X’y):? :A(x)zixm? xe[0,4]
N i

Derivamos la funcidn y averiguamos cuando se anula.

—2X 16— x> NG
= - =

X
2 216-x2 2 216 — X2

A(x):g 16— x> = A’(x):%\/16—x2 +

2
2 2
(VlG‘X ) X 16-x-x*  16-2¢  8-X

= A'(x)= = = =
() 216 — X2 2J16—x2  2416—-x* 16-x

8—x?

A(x)=0= —

=0=>8-x"=0=x*=8=|x=8=212=283¢(0,4)

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x = 242 =2.83.
e Enelintervalo [0,2«/5) tomamos x =1 y la derivada vale

2
A'(1) 81 _ 7 >0. La funcion crece en [0,2«/5).

CJ16-1r 15

15de 16 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2026 Ordinaria Matemadticas Il en el Pais vasco Juan Antonio Martinez Garcia

e Enelintervalo (2\/5, 4} tomamos x =3 Y la derivada vale

8-3°

\16 -3 )

La funcidn érea tiene un punto critico en x = 22 = 2.83, crece antes y decrece después de
x = 24/2 = 2.83. La funcién tiene un maximo relativo en dicho valor.

Para x = 2/2 = 2.83 hallamos el valor de yry= 16—(J§)2 =J8=22.

La barra de 4 metros debe apoyarse a 2.83 metros de la esquina de la sala.

A(3)= ~= <0. La funcion decrece en (2\/5, 4]

1
Ni

I~3
’J"‘“-»..
B2 |
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