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Tema 1. Matrices

s FREE YOUR MIND.

' THEMATRIX

EL ARBOL CAIDO

1.Definicion de matriz. Tipos de matrices

Se define la matriz A de dimensién mxn al conjunto de nimeros reales dispuestos en m
filas y n columnas de la siguiente forma:

&; Qp .. By
a8y e Ay | - . : —
A= siendo aij = elemento de la matriz A situado en la fila iy
aml am2 amn
columna j.

La matriz A se denota también como A= (ai j)

La dimension mxn de una matriz es el nimero de filas y columnas de la misma (el primer
namero indica el nimero de filas (m) y el segundo el namero de columnas (n)).

Ejemplos:

1 2 1

A= es una matriz de dimensiéon 2x3.
2 1 2

B=(0 1 1 0) esunamatriz de dimension 1x4.

6
C= (9) es una matriz de dimension 2x1.

Tipos de matrices:

1. Matrices cuadradas: son las matrices que tienen igual namero de filas que de columnas (m=n).
Cuando se habla de su dimension se dice matriz cuadrada de orden n.

Ejemplos:

11
D= (1 J es una matriz cuadrada de orden 2.
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es una matriz cuadrada de orden 3.

m

I
w N
w N
w N

Elementos de las matrices cuadradas:
a. Diagonal principal: elementos de la forma aii.
2 1

Q

. 4
En la matriz A= . son los elementos rodeados.

2. Matrices triangulares superiores e inferiores: son las matrices cuadradas tal que:
Superior: elementos por debajo de la diagonal principal son nulos a; =0 si i > j

Inferior: elementos por encima de la diagonal principal son nulos a; =0'si i < j

Ejemplos:
1 2 3
TS=|0 1 2 | esuna matriz triangular superior.
0 0 -2
1 0 0
Tl=|-5 -1 0 | esuna matriz triangular inferior.
0 -3 -2

3. Matrices simétricas: matrices cuadradas donde &; = @;; .

Ejemplos:
1 2 3 -1 2 3
-1 23
S=|2 -1 12| SS= SSS=| 2 -1 4
23 4
312 2 3 4 -1

4. Matrices diagonales: matrices cuadradas donde todos los elementos fuera de la diagonal
principal son cero.

Ejemplos:
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2 0 0

0 3 0 10
D: R:

00 -10 (o 2}

0 0 0 2

5. Matriz escalar: matriz diagonal en el que todos los términos de la diagonal son iguales:

Ejemplos:

E=

O O O N
o O N O
O N O O
N O O O

6. Matriz unidad o matriz identidad: matriz escalar cuyos elementos de la diagonal principal
son todos iguales a 1. Se denota como | o Id.

Ejemplos:

10 N

Id, = 0 1) matriz identidad de orden 2
100

Ild,=/0 1 O |matriz identidad de orden 3
0 01
1000
0100 o

Id, = matriz identidad de orden 4
0010
0 001

7. Matriz nula (o cero): la matriz con todos los elementos iguales a 0.

Ejemplos:

0=

o O O
o O O

o o o
O
I
7N\
o o
N——

8. Matriz columna: toda matriz con una sola columna.

Ejemplos:
-1
-3 -2
C=|1|,D=  F =
0 2
1

9. Matriz fila: toda matriz con una Unica fila.
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Ejemplo:
G=(3 0 H=(210 J=(-1-212

2.0peraciones con matrices

2.1. Igualdad de matrices

Dos matrices M y N se dicen que son iguales (M = N) si se cumplen:
- misma dimension
- elementos que ocupan la misma posicion son iguales.

2.2. Suma de matrices

Solo se pueden sumar matrices de la misma dimension.
Veamos en qué consiste la suma de matrices:

La suma de dos matrices Ay B de la misma dimension es otra matriz que se denota
como A+B con misma dimensién que las otras dos y definida como:

A+B = (aij) + (bu) = (aij + bij)
Es decir, A+B se obtiene sumando los elementos que ocupan la misma posicion en las
dos matrices que se estan sumando.

Ejemplo:
111
2 2
a) (111 +(2 2] No se puede sumar
111
-1 2 -1+3 2+2
b) +1-3 1|=| 1-3 0+1 | Sise puede sumar
0 1 3+0 5+1

2.3. Producto de una matriz por un numero (escalar)

Sea k un nimero real (escalar) y A= (aij) una matriz de dimension mxn. El producto
de k por A es otra matriz k -A de misma dimension tal que:

k-A=k(a;)=(k-a;)
, €s decir la matriz k -A se obtiene de multiplicar por k cada elemento de la matriz A.

Ejemplos:
-1 2 -3 6
a 3|1 0|=3 0
3 5 9 15
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2 1 2) (-8 -4 -8
by —4{3 0 1 |=[-12 0 -4
2 2 2) (-8 -8 8

Observaciones:
e Se puede sacar factor comudn en una matriz:

3 6 1 2
3 0[=3|1 0
9 15 3 5
1,7
3 3 10 7
> 1 21 1, o,
3 3 3| 3

1 09 1
0 3 =

3
-3 -4) (3 4
8 -11) |8 11
3/2 -5/4) 1(6 -5
5/4 3 | 4|5 12

e Una matriz escalar se puede expresar en funcion de la matriz identidad:

50 0 100
0 5 0/=5:{0 1 0|=5-Id,
005 001

2.4. Producto de matrices

El producto de matrices es una operacion mas compleja que las anteriores.

Si A'y B son dos matrices, para poder realizar A-B es necesario que el n° de columnas de la
primera matriz (A) del producto sea igual al n° de filas de la segunda matriz (B).

El producto de la matriz A=(a;) de dimension mxny B=(b;) de dimension nxp es
otra matriz C = A - B, con igual n°de filas que Ay de columnas que B, tal que el elemento

Cij de la matriz C se obtiene multiplicando la fila i-esima de la primera matriz (A) con
la columna j-esima de la segunda (B).

Ejemplo:
4
(1 2 3):|5|=(14+25+30)=(14)
0

1x[3 = 31 >1x1
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1 2 3)(1 11+2:(-1) +32 5
-1 -2 3| |-1|=| (-)1+(-2)-(-)+(-3)2 |=| -5
0 2 0)\2 01+ 2-(-1)+0-2 -2
3xx1 »3x1
1 -2
1 2 3 0 _1l- 11+2:0+31 1.(-2)+2:(-1)+32 (4 2
0 -1 -2 01+ (-D)0+(-2)1 0-(-2)+(-)-(-)+(-2)2) |-2 -3
2x[3 = 32 > 2X2
1 2\ (1 -2
3 410 -1|= jiNo se puede realizar el producto!!
3 2)(1 2
3x2_=_ 3k

Ejercicios.

Ejercicio 1. Escribir matrices de los siguientes tipos:
a) De dimension 3x2
b) Cuadrada de dimension 4
c) Triangular inferior de dimension 3
d) Diagonal de dimension 4
e) ¢Qué tipo de matriz es de dimension 1x1? Pon un ejemplo. ;Cudl sera la matriz identidad de
orden 1?

Ejercicio 2. Decir que tipo y de que dimension son las siguientes matrices:

7

3 21 7 00
-1 111

A=|{0 4 9| B= C= D=0 7 O
1 111

0 0 2 0 0 0 7

Ejercicio 3. Calcule el valor de a, b, ¢ y d para que se cumpla la igualdad:
2a 2b) ( a+5 7+a+b
2c 2d) \-2+c+d 3d+4

L i 1 -1 4 0 -1 2 .
Ejercicio 4. Dadas las matrices A:(O j B:( ] C:( 5 3j,reallce las

1 -1 -2 -
siguientes operaciones: a) A+B b) A-B-C c) 3A+5B-6C
1 2 3 1 2 1 0
Ejercicio 5. Dadas las matrices siguientes A={1 1 1 |,B=|2|,C :(3 4 5j,realice, si
01 -1 1

es posible, los siguientes productos:
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a) AAB b) B-A c) B-C d) C-B e) A-C f) C-Ag) AA
1 2 3 1 0 -1

Ejercicio 6. Dadas las matrices: A=|{4 5 6| , B=|{2 0 O
7.8 9 1 2 3

Realiza los dos productos siguientes: A-B'y B-A, ;Se obtiene el mismo resultado?

Ejercicio 7. Calcular A, B?, A*~B?, (A+B)’ y (A-B)’ siendo Ay B las siguientes

matrices:
1 2 0 0
A={0 1 1|, B=-1
2 1 -1 0 2

Ejercicio 8. Calcular los valores de las incognitas que verifican las siguientes igualdades:

o[z 33 6 o
I P

0 -1
Ejercicio 9. Sea Az(l 0] calcule A%, A3, A%, Calcule A%, A0,

101
Ejercicio 10. Sea A={0 1 0|, calcula A".
1
Soluciones:
1 2 4 1
71 3 100 000
6 7 8 9 0200
1. a.|2 3|h. c./1 1 0|d
9 8 7 6 0 030
2 3 111
4 3 21 0 0 0 4
e. 1filay 1 columna. Los numeros reales, ejemplos 2,-1.3. La identidad de orden 1 es el
namero 1.

2. Aes una matriz cuadrada, triangular superior, dimension 3x3 o cuadrada de orden 3. B es
una matriz columna de dimension 4x1. C es una matriz rectangular de dimension 2x3. D es
una matriz cuadrada, escalar de dimensidn 3x3 o simplemente matriz cuadrada de orden 3.

3. 2a=at+5 > a=5

2b=7+a+bh > b=12
2c=-2+c+d - c¢=d-2 >c=-6
2d=3d+4 > d=-4

5 -1 2 -3
4.2) A+B = b) A-B-C = ¢) 3A+5B—6C =
1 -1 3 0

29 -15
7 =25
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8

5.a) AB=|4| b)B-A=iNoesposible! ¢) B-C=iNo es posible! d)C-B:(;;}
1
3 7 2
e) A-C =jNo es posible! f)C-A:(3 > 7) g)AA=|2 4 3
7 15 8

1 0 2
8 6 8 -6 -6 -6
6. AB=(20 12 14| , BA=| 2 4 6
32 18 20 30 36 42

No es el mismo resultado. No siempre se cumple que A-B = B-A, es decir, no se cumple la
propiedad conmutativa del producto de matrices. Existen algin tipo de matrices que si
conmutan. A-B = B-A, si esto ocurre se dice que Ay B conmutan.

1 4 2 15 2 2 -1 0
7.A=2 2 0| , B’=|-1 0 2| , A*-B’=[3 2 2
04 2 2 4 1 2 0 1

2 15 5 2 3 3

(A+B) =(A+B)(A+B)=|-1 4 0| , (A-B)'=(A-B)(A-B)=| 3 0 -4

-1 12 7 3 4 -1

Nota: Al no ser conmutativo el producto de las matrices las igualdades notables no son
ciertas cuando Ay B son matrices.
8.a) x=y=0 b) a=2;b=1c=0;d=-1

9. P=—Id; A=-A A'=Id
Cada 4 se repite la secuencia. Luego A = A®.A° =1d-A>=A°=-Id AP =1Id
1 0 n
10. A"=/0 1 O
0 01

3.Trasposicion de Matrices.

Sea A una matriz de dimension mxn se llama matriz traspuesta y se escribe como Ata la
matriz que resulta de cambiar las filas por las columnas.

Ejemplos:

Tema 1. Matrices 9
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1 -1 2 1 0 -2
¢ C={0 2 5|>»C'=|-12 1
-2 1 2 2 5

Observaciones:
t t
. (A ) =A
e Si B es una matriz simétrica cumple que B' =B
e Si A esuna matriz escalar cumple que A' = A

4.Matriz inversa

Se habla de matriz inversa solo para matrices cuadradas.

La matriz inversa de una matriz cuadrada A es otra matriz cuadrada de la misma
dimension que se denota como A tal que se cumple:
A-AT=A-A=Id

El método mas sencillo para el calculo de la inversa se realiza con ayuda del determinante de la
matriz que se vera en el tema siguiente.

Para matrices 2x2 podemos calcular la inversa a partir de la definicion:

Ejemplo:
) 2 2 . L, (a b .
Dada la matriz A= 3 7 calculemos su inversa A~ = ¢ d . Debe cumplirse:
. 2 2)(a b) (1 0
AAt=1d > : = —
3 7){c d 0 1
2a+2c=1

3a+7c 3b+7d 0 1 3a+7c=0
3b+7d =1

(2a+20 2b+2dj El Oj 2b+2d =0
— = —

Pudiendo separar las 4 ecuaciones en 2 sistemas de 2 ecuaciones:

3-Ecuaci6n1®-2-Ecuacion 23%

{2a+20:1

6a+6Cc=3
3a+7c=0

—6a—-14c=0

~8c=3-[c=-3/8]

—»2a-6/8=1—>[a=7/8]

Tema 1. Matrices 10



Juan Antonio Martinez Garcia curso 2026/27

20+2d =0 ;coionis 2 cuscions R 6b+6d =0
3b+7d =1 "|-6b-14d = -2

~8d =-2—[d =2/8|

—>6b+12/8=0—>|b=-2/8

La matriz inversa es:
aa 718 218)_1(7 -2
-3/8 2/8 8\-3 2

Se podria comprobar que también se cumple:

A*A=1d

5.Resolucion de ecuaciones matriciales

Las ecuaciones matriciales son ecuaciones algebraicas donde los coeficientes y las
incAgnitas son matrices.

Ejemplos:

2 —
a) Resuelve la ecuacion X-B+B=B" siendo B = %( 1 2 j

b) Encuentra la matriz B que cumple la ecuacion P™-B-P = A siendo

1 11 -1 0 O
P=(-1 0 1|yA={0 -1 0
0 -11 0 0 2

Resolver una ecuacion matricial es obtener la matriz incégnita, que generalmente se
denota como X, despejandola de la igualdad.

Para conseguirlo tenemos las siguientes reglas:

1) Si una matriz esta sumando a un lado de la igualdad pasa restando al otro lado de la

igualdad y al revés.
X+B=C—>X=C-B

X-B=C—>X=C+B

2) Si multiplicamos una matriz por la izquierda a un lado de la igualdad también lo tenemos
que hacer en el otro lado de la igualdad por la izquierda. Igual por la derecha.
AX=B—>A"AX=A"B>Ild-X=A"B>X=A"B
X-A=B—> X-AA'=B-A" > X:1d=B-A" > X =B-A"
Ejemplos:
Veamos la resolucién de los dos anteriores ejemplos:
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2 -1
a) Resuelve la ecuacion X-B+B=B" siendo B :%( 1 9 j

XB+B=B'=XB=B'-B= X :(B‘l—B)-B‘1:> X =B~B'-Id
Necesitamos calcular la inversa de B:

B'= [a b]. Debe cumplirse:
c d
B-B‘lzld—>1 2 -1)(a b _ 10 R
3(-1 2 ){c d 01
2a—Cc=3

1( 2a—-¢  2b-d 1 0 2b—-d =0
- = = -
3\l—-a+2c -b+2d 0 1 —a+2c=0

-b+2d =3

Pudiendo separar las 4 ecuaciones en 2 sistemas de 2 ecuaciones:

2a—Cc=3 c=2a-3
- —>-a+4a-6=0—->3a=6—-a=2—>
-a+2c=0 -a+2c=0

—c=4-3=1

2b—-d =0 d=2b
— —>-b+4b=3—->3b=3->b=1>d=2
—b+2d=3 |-b+2d=3
B 2 1
1 2
Asi la solucién es

1 1 2 1 2 1 1 0 5 4 10 4 4
1 2 1 2 0 1 4 5 0 1 4 4

b) Encuentra la matriz B que cumple la ecuaciéon P™-B-P = A siendo

1 11 -1 0 0
P=|-1 0 1|yA=/0 -1 0
0 -11 0 0 2

Despejemos B en la ecuacion

P—l_B_P — A Multiplicamos por P por la izquierda N B —_ P_A_P—l

Multiplicamos por P~ por la derecha

Necesitamos calcular la inversa de P:

Tema 1. Matrices
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a b c
Si consideramos P =|d e f |, debe cumplirse:
g h k
1 1 1Y(a b c 1 00
PP'=ld—>|-1 0 1|{d e f|=|{0 1 0
[o -1 1){g h k) (0 0 1
a+d+g=1
b+e+h=0
c+f+k=0
a+d+g b+e+h c+f+Kk 1 00 -a+0=0
-a+g —b+h —c+k |[=|0 1 0|—><-b+h=1
—-d+g —-e+h —f+k 0 0 1 —c+k=0
-d+9=0
—-e+h=0
-f+k=1
a+d+g=1
b+e+h=0
c+f+k=0 g+g+g=1 g=1/3
a=g b+e+e=0 =-2e
-b+h=1 =Jc+f+c=0=:f=-2c =
k=c -b+e=1 b=e-1
d=g -f+c=1 c="f+1
h=e
-f+k=1
b=-2/3
f=-2/3
{—Zeze—l { a=g=1/3
= =
c=-2c+1 c=1/3 d:g=1/3
h=e=1/3
k=c=1/3
1/3 -2/3 1/3 1 -2 1
Asi queda la inversa de P como P =|1/3 1/3 -2/3 :%1 1 -2
1/3 1/3 1/3 1 1 1

Y la matriz B solucién de la ecuaciéon matricial es:
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1 1 1)(-1 0 O 1 2 1

B=PAP*'=|-1 0 1|0 -1 0 % 1 2|=
0O -11){0 0 2 1 1 1
-1 -1 2y1 2 1 0 3 3 011
=% 1 0 2|1 1 -2 =% 3 0 3|=|1 01
0 1 2)1 1 1 330 110

Nota: Se observa en este Gltimo ejemplo que es necesario un método mas agil y cémodo para el
calculo de la inversa. Lo volveremos a calcular con el uso de determinantes (¢, Como sera?).

Ejercicios

1. Calcular la inversa de las siguientes matrices:

2 B:[O 1] b)C:(l 2) c)D:(l 2]
2 0 3 4 4 8

0o -1 -2
2. Sea la matriz A=|-1 0 -2].
1 1 3

Calcule k tal que se cumpla la siguiente igualdad (A— k-1d )2 =0

3. Calcule la matriz X, en la ecuacion matricial B(2A+ Id)= AXA+B siendo

3 -3 -1 1 -1 2
A=|-4 1 -1|yB=|-1 0 1
2 0 1 0 -1 1

2 1
4. Sea | la matriz identidad de orden2y B :(0 1] .Halle X paraque BX +B=B*+1.

01

a) Calcula A'Ay AA!, donde At denota la matriz traspuesta de A.
a

) 010
5. Dada la matriz A= 1

b) Encuentra las matrices de la formaY =| b |, tales que A*AY =Y
C

X
¢) Encuentra todas las matrices de la forma X :( j,tales que: AA'X =X
y

Tema 1. Matrices 14
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6. Se considera la matriz A= , donde a, b y ¢ son tres nimeros reales.

o O O
o O o
o o T

a) Encuentra A" para todo natural n.

b) Calcula (A® — A)’

31
7. Dada la matriz A= (O J calcula A", siendo n un nimero natural.

2 3
8. Si | es la matriz identidad de orden 2 y Az( ) 1] , halla el valor que deben tener x e y para

que se cumpla la igualdad A? —xA—yl =0.

x 0 0
9. Calcula los valores de x para que lamatriz A=| 0 x 0| verifique la ecuacion
0 0 x

A*—6A+91 =0, donde 1 y 0 son, respectivamente, las matrices identidad y nula de orden
tres.

b 0 1
10. Siendo A= (: aj y B= (O Oj' halla los valores de a'y b de forma que A>-2A=B.

Soluciones:
4, 1(0 1 L, 1(-4 2 ) ] }
1. B == C == La matriz D no tiene inversa.
2{2 0 203 -1
2. K=1
2 5 -9
3. X=2| 3 9 -16
-4 -11 19
31
4. X:l
2(0 Zj
0
1 0 1
X
5. AtA=<0 1 0>,AAt=(1 0),Y: b [,dondebeR X:( ],dondeXER
0 2 0
10 1 0
0 0 ac
35 2
6. A"'=0paran>3. (A —A) =0 0 O
00 O
L3 s . -1 . 1
7. A'= 2 8. x=3,y=-8 9.x=3 10. Sia=0;b=—Sia=2;b==
0 1 2 2

Tema 1. Matrices 15
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Tema 2. Determinantes

ONONO
A A A= OALIOACGO A -

16 | -0AL-0 AF-OAL

En ningln producto coinciden color o forma y son todos los productos posibles cumpliendo esta regla.

1.Definicion general de determinantes

Solo se habla de determinantes en matrices cuadradas.

Sea A una matriz cuadrada. Se le asigna un escalar denominado determinante de A, denotado por
|A| o por det(A). Este escalar se obtiene como combinacién lineal de los elementos que componen
la matriz.

La definicion de determinante es mas compleja, pero nos limitamos a determinantes de matrices
de orden 2 y 3. Aprenderemos una forma cdmoda y rapida de calcular dicho determinante de la
matriz. Mas adelante veremos sus multiples aplicaciones.

2.Determinante de matrices de orden 1, 2 y 3.
2.1. Determinante de matrices cuadradas de orden 1
|a11|:a11 El determinante es el propio nimero.

2.2. Determinante de matrices cuadradas de orden 2

q; 4,

= a8y, —a,ay
)

(El producto de la diagonal principal — el producto de la diagonal secundaria)

2.3. Determinante de matrices cuadradas de orden 3

a, &, a;
Ay Ay 8y [T Ay Ay Ayt Ay Ay8y + Q138 85, — 81385, Ay — A, Ay Ay — 8y Ay385
Ay Qp A

Lo podemos calcular usando uno de los dos métodos siguientes:
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1. Regla de Sarrus

DIAGONALES + DIAGONALES =

Los términos con signo + estan formados por los elementos de la diagonal principal y los de las
diagonales paralelas con su correspondiente vértice opuesto.

Los términos con signo — estan formados por los elementos de la diagonal secundaria y los de las
diagonales paralelas con su correspondiente vértice opuesto.

Ejemplos:
1 2 3
a)[4 5 6/=159+267+348-357-249-168=45+84+96-105-72-48=0
7 8 9
0O 0 3
b) 0 -1 0[=0+0+0—(—6+0+0)=6
2 0 0

2. Otro método

Para calcular el determinante:

&y d, 9
| A| =8y 8y Ay
A3 8y Ay

Escribes a continuacion, detras de la 3% columna, las dos primeras:

8, &, &43,8; &,
8y 8y 8yl 8y Ay

A 8y Ay dy Ay
Ahora realizas las sumas de los productos de los 3 elementos de la diagonal principal y

diagonales paralelas a la misma (que son las lineas azules del dibujo). Y restas los productos de
3 elementos en la diagonal secundaria y paralelas a ella (son las lineas rojas del dibujo).
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Ejemplos:

a) |1 -1 3=|1 -1 3i
—4 -2 4 |-4 -2 44

1 0 0 [t 0 01 ot 0 01
b) 0 -1 0/=0 -1 0:0 -1-0 -1 0:i0
0 0 4 [0 0 4i0 0 0 4i0

Ejercicio 1. Calcular los siguientes determinantes

1

a -5 -3 -4 1-a®> a-—
3) b) c) d)l1
5 a 2 -5 a+1 1 0

1 2 0 |1 2 of1 2|1 2 01

0

2

~1-|1 -1 31 -1=-4-24+0-(0-6+8)=-30
—4 -2 44 =2

-1=-4+0+0-(0+0+0)=—4

Solucién: a)a’+25 b)23 c)2-2a° d) -2

3.Determinante de algunas matrices especiales

e) 79

m

f)|1
5

1 3
-1 -1
-3 m

f) -m* —4m+1

En este apartado calcularemos de forma sencilla el valor de los determinantes de algunas matrices

cuadradas especiales.

1. Determinante de la matriz nula.

La matriz cuadrada nula es aquella en la que todos los coeficientes son ceros, se denota como

0. Su determinante es 0.

1+2. Matrices y determinantes
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=0+0+0-(0+0+0)=0

o O O
o O O
o O O

2. Determinante de la matriz identidad
Recordemos que la matriz identidad es aquella donde todos los elementos fuera de la diagonal
son nulos y los de la diagonal valen 1. Su determinante es 1.

1 00
0 1 O=1+0+0—(0+0+O)=1
0 0 1

3. Determinante de la matriz diagonal
Matrices diagonales son aquellas donde los elementos fuera de la diagonal principal son nulos,
pudiendo valer cualquier valor los elementos de la misma. Su determinante es el producto de
los elementos de la diagonal principal.

1 0 O
0 -1 0/=—4+0+0-(0+0+0)=-4=1-(-1)-4
0O 0 4

4. Determinante de la matriz triangular
El valor de un determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos de la
diagonal principal.

1 2 3 1 0 O
0 -1 —3:—4+O+0—(0+0+O):—4 10 -1 O:—4+0+0—(0+0+O):—4
0O 0 4 8 -5 4

4.Propiedades de los determinantes

En este apartado veremos las propiedades mas importantes de los determinantes, a partir de las
cuales serd mas facil calcular el valor de los determinantes de algunas matrices.

Propiedad 1: el determinante de una matriz es igual al determinante de su matriz traspuesta:
det(A)=det(A")

Importante: a partir de esta propiedad todas las propiedades de los determinantes que relacionen
columnas seran ciertas también para las filas y al revés.

Ejemplo:

A= ‘_23 :2‘ = (-3)(-5) - (-4)2=[238] = |A| = ‘j _25‘ =(=3)(-5)-2(-4)=

| IMGUALES! |

Propiedad 2: si los elementos de una fila (o columna) de una matriz se multiplican por un
ndmero el determinante de la nueva matriz queda multiplicado por dicho nimero.

Ejemplo:
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1 -3 5
Si A={2 3 6|—>|A=13.
0 1 1
1 -3 10
e Si multiplicamos la columna 32 de la matriz A por 2 obtenemos otra matriz B=|2 3 12
0o 1 2
cuyo determinante valdra 2 veces el determinante de A.
1 -3 10
|B|= 2 3 12/=26 > |B|=2-|A
0o 1 2
e Si cambiamos el signo (multiplicamos por —1) de los elementos de la 22 fila de la matriz
1 -3 5
obtenemos otra matriz C = -2 -3 -6 | cuyo determinante valdra lo mismo que el de A
0o 1 1
pero cambiado de signo.
1 -3 5
|C|:—2 -3 -6|=-13 > [C|=—|A
0o 1 1

Propiedad 3: Si a una matriz cuadrada A de orden n la multiplicamos por un nimero k (B=k-A),
el determinante de la nueva matriz, B, es k" veces el determinante de A:

det(k-A)=k"-det(A)

Ejemplo:
1 -3 5
A=|2 3 6|—>|A=13 Obtenemos una matriz B al multiplicar la matriz A por 5.
0 1 1
5 -15 25
B=5-A=10 15 30|—|B|=5"|A=12513=1625
0 5 5

Propiedad 4: Si los elementos de una columna i-esima (o una fila) de una matriz cuadrada se puede
descomponer como suma de dos numeros, su determinante serd igual a la suma de los
determinantes de las matrices que tienen las deméas columnas (filas) iguales y la columna i-esima
de cada uno de ellas uno de los elementos de la suma.

Ejemplo
1 35
A=|2 3 6|—>|A=13
0 1 1
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1 -8 3+2 1 3 3+20 1 3 3 |1 3 2
A=2 3 5+41|—>12 3 5+1=12 3 5+12 3 1=
0 1 1+0 0 1 1+40 ©0 1 11 0O 1 O

=[3-0+6-0+6-5]+[0+0+4-0-0-1]=10+3=13

Propiedad 5: El determinante del producto de matrices cuadradas es igual al producto de los
determinantes de ambas matrices.

det(AB)=det(A)det(B)

Propiedad 6: Si una matriz permuta dos columnas (filas), su determinante cambia de signo.

Ejemplo:
1 -3 5
2 3 6|=13
0 1 1
Intercambiamos la fila 32 y la 12. Comprobamos que el determinante cambia de signo.
0o 1 1 1 -3 5
2 3 6/=0+6-6-3-10=-13=-]2 3 6
1 -3 5 0o 1 1

Propiedad 7: Si una matriz tiene una fila o una columna formada por ceros su determinante es

cero.
Ejemplos:
1 -3 5 1 0 8
2 3 6/=0 2 0 7|=0
0 0 O -2 0 -2

Propiedad 8: Si en una matriz tiene dos filas o columnas iguales o proporcionales su determinante

es cero.
Ejemplo:
1 -3 5
{Filal*=Fila3*} =2 3 6/=15-18—30—(15-30-18)=0
1 -3 5
1 2 2
{Fila3*= -2-Filal?}=|2 0 4|=-16-16—(-16-16)=0
-2 -4 -4

Propiedad 9: Si en una matriz cuadrada los elementos de una fila (o columna) son combinacion
lineal de las restantes filas (o columnas) entonces su determinante es cero. Y viceversa.

Ejemplo:
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1 -3 5
{Fila3®=Fila1®+Fila2?}={2 3 6|=33-54—-(45-66)=0
3 01
Propiedad 10: El determinante de la matriz A™ es: det(A™) L
det(A)
Ejemplo:
L, (213 -1/3 2 1
B~ = —->B=
-1/3 2/3 1 2
Calculemos sus determinantes respectivos:
2 1
|B|= L o =4-1=3
S[B-=
8- 213 -1/3 4 1 3 1 |
-1/3 2/3] 9 9 9 3

Propiedad 11: Si a los elementos de una fila (columna) se les suma una combinacion lineal de
otras filas (o columnas), su determinante no varia.

Ejemplo:
1 -3 5
2 3 6|=13
0 1 1
Si le sumo a la fila 22 la fila 12 multiplicada por —2
2 3 6
+ -2 6 -10
0 9 -4
Con la nueva fila 22 el determinante queda:
1 -3 5
0 9 -4=9+4=13
0 1 1

5.Calculo de la matriz inversa.

Una matriz se dice regular si tiene inversa.

Una matriz tiene inversa si su determinante no es cero. En caso contrario la matriz no
tiene inversa.
| A0 — Aes regular o inversible (existe A™)

|A|=0— Aes singular o no tiene inversa (no existe A‘l)

1+2. Matrices y determinantes
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5.1. Calculo de la matriz inversa con determinantes

La formula del calculo de la inversa de una matriz es:
At [ Matriz adjunta(A)] _ Matriz adjunta(A')
A A

Para utilizar esta formula necesitamos definir varios conceptos:

Menor complementario
Se llama menor complementario de un elemento ajj al valor del determinante de orden n—1 que
se obtiene al suprimir en la matriz la filai y la columna j.

Adjunto
Se llama adjunto del elemento a;j al menor complementario anteponiendo:

El signo + si i+j es par.
El signo — si i+j es impar.

Matriz adjunta
Se llama matriz adjunta a la compuesta por todos los adjuntos de cada elemento de la matriz inicial.

Ejemplos:
1 0 1
a) Dadala matriz A=| -1 0 3| veamos si se puede calcular su inversa, para ello
2 -1 4
comprobamos si su determinante es 0 0 no.
1 0 1
|Al=|-1 0 3|=4=0->Existe lainversa de Ay proseguimos con su calculo.
2 -1 4
Para hacer el adjunto de cada elemento de la matriz basta con aplicar esta plantilla de cambio
de signos:

+ -+

Vamos cambiando el signo al menor complementario de la posicion con un menos (—) y
dejamos sin cambio de signo el de posicidén con un mas (+).

L K X

Adjuntodea, =|>( 0 3|=
X -1 4
OO (R
Adjuntodea, =—-|-1 X 3=—‘ ‘:—(—10):10
2 4
2 X 4

0 3
-1 4
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O O (E
Adjunto dea,;=|-1 0 X:‘ ‘:
2 -1
2 -1 X
X 0 1 0 1
Adjunto de a,, =—| > X X:—‘ ‘:_1
1 4
X -1 4
1 X 1 -
Adjunto dea,, =[> X X:‘ ‘:2
2 4
2 X 4
10X 1 0
Adjunto de a,, =—[>( ¥ X=—‘2 ]J=—(—1)=1
2 -1 X
X 0 1 0 1
Adjuntodea,, =[>( 0 3=‘0 3‘:O
X X X
1 g 1 L1
Adjunto de a,, =—|-1 X 3=—‘ . 3‘=—4
X X X
1 0
_ A 1 0
Adjunto de a,, =|-1 0 X:‘ . O‘:O
X X X
La matriz adjunta de A queda:
3 10 1
Adjunta(A)=|-1 2 1
0 -4 0
Y la traspuesta de la matriz adjunta de A queda:
3 -1 0
Adjunta(A) =10 2 -4
1 1 0
3 -1 0
La matriz inversa de Aes A = ﬁ Adjunta(A)t =% 10 2 -4
1 1 0

1 4
b) Si B= (O 2} Procedemos al calculo de su inversa.

1 4
1°. Calculo del determinante: |B|= ‘0 2‘ =220 - Existe la inversa de B.

1+2. Matrices y determinantes
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1 0
2°, Traspuesta de B> B' = (4 2]

otz )= M)-(3

2 4 1 -2
4. InversadeB > B = = Adjunta(B") 1 =
B| 20 1)7\0 1/2

5.2. Método de Gauss-Jordan del calculo de la matriz inversa

Lo explicamos con dos ejemplos.

Ejemplo 1.
0

1

esta matriz para trasladar la matriz identidad de la derecha a la izquierda. Estas
transformaciones son sumar a una fila otra fila multiplicada por un namero o dividir/multiplicar
una fila por un nimero.

1 2 1 211
Si A:[3 4) consideramos la matriz [3 4‘0 j Vamos a realizar transformaciones en

Fila2® — 3 - Fila 12

120 0) |3 4 01 1 2[1 0
(3 4‘0 J: 3 -6 -3 0 :{o —2‘—3 1}3
0 -2 -3 1-— NuevaFila2?
Fila 12 + Fila 22
12 10 1 0}]-2 1
Zl0 2 31 :{o —2‘—3 1]3

1 0 -2 1— NuevaFila1?

o 10-2 1 (=2 1
= {Fila 2 dividida por —2} = = A'=
0 13/2 -1/2 3/2 -1/2

Ejemplo 2.
1 0 1 1 0 111 0 O
SiB=|-1 0 3] consideramoslamatriz|{-1 0 30 1 0].
2 -1 4 2 -1 40 0 1
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Fila 22 + Fila 12
1 0 11 0 0 103010
-1.0 30 1 0/=4¢, 111 0 o0 =
2 -1 4001 0 0 4 1 1 0->NuevaFila2?
Fila3® —2 - Fila 12
101100 2 -1 4 0 01
:>004110:>_20_2_200 =
2 -1.40 01 0 -1 2 -2 0 1— NuevaFila3®
Fila 22 —Fila 3
1o 1o 00 4 110
=0 0 41 1 0|=10 1 , , 4 4 =
0 -1 2201 0 1 2 3 1 —1->NuevaFila2?
Fila 32 +Fila 22
1o 3o 0 -1 2 -20 1
:>0123l—1:>01231_1 =
0 -1 2201 0 0 4 1 1 0— NuevaFila3®
Fila 1 — L Fila 3°
1 11 0 0 4
—/0 1 231 -1|=¢1 0 1 1 0 0 -
0 41 1 0 0 0 -1 -1/4 -1/4 0
1 0 0 3/4 -1/4 0— NuevaFila12
Fila 22 — L Fila 3°
1 0 0[B3/4 -1/4 0 2
=10 1 3 1 -1|=:0 1 2 3 1 -1 =N
0 0 1 1 0 0O 0 -2 -1/2 -1/2 O
01 0 5/2 1/2 -1— NuevaFila2?
1 0[3/4 -1/4 0 1 0 0[3/4 -1/4 0
=|0 1 05/2 1/2 -1 :{%Fila?"}: 0 1 05/2 1/2 -1
0 0 4|1 1 0 0 0 111/4 1/4 0O

1+2. Matrices y determinantes
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3/4 -1/4 0
La matrizinversadeBes B*=|5/2 1/2 -1/|.
1/4 1/4 0

6.Rango de una matriz

Menor de orden k de una matriz A de dimension mxn es toda submatriz con k filas y k
columnas pertenecientes a la matriz A, obtenida quitando filas y columnas de la matriz
original.

Ejemplo:

Dada la matriz A de dimensién 3x4, vamos a detallar distintos menores de distinto orden de
dicha matriz:

1 2 3 4
A=/5 6 7 8
9 10 11 12

e Menores de orden 4:

No existen. La matriz es de dimensidn 3x4, no puedo extraer una matriz de orden 4.

e Menores de orden 3: Debo de quitar una columna, obteniendo 4 menores.

1 2 3 1 2 4
Quito lacolumna4® —|5 6 7 Quitolacolumna3*—|5 6 8
9 10 11 9 10 12
1 3 4 2 3 4
Quito lacolumna22 —»|5 7 8 Quito lacolumnal®—»| 6 7 8
9 11 12 10 11 12

e Menores de orden 2 (hay muchos, detallamos algunos):

Quitamos la fila 32 y las columnas 32y 42 —

Quitamos la fila 32 y las columnas 12y 42 —

~N w oo NN O
0o A N W OO

Quitamos la fila 32 y las columnas 12y 22 —

. 7 8 .
ol 12)"

e Menores de orden 1 (hay doce, cada uno de los elementos de la matriz):

1+2. Matrices y determinantes
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(1); (2); (3); (4); (5);...

Rango de una matriz A de dimension mxn es el orden del mayor menor con determinante
no nulo de la matriz A.

También se define como el nimero de filas o columnas linealmente independientes de la
matriz A.

Una forma de obtener el rango de una matriz:

1) Calculamos todos los menores de mayor dimension de la matriz A.
Kk = minimo(m,n)
1.a. Si algiin menor es distinto de cero - rang(A) = k
1.b. Si todos los menores son iguales a cero - rang(A) < k

2) Calculamos los menores de dimension k — 1.
2.a Si algun menor es distinto de cero - rang(A) =k -1
2.b Si todos los menores son nulos - rang(A) <k -1

Y asi sucesivamente....

Esto termina cuando algiin menor es distinto de cero, siendo nulos los calculados antes de mayor
dimension.

Una segunda forma:
Observar las filas y columnas de la matriz buscando lineas nulas, iguales o proporcionales.
También buscar si una linea es combinacion lineal de las otras.

Ejemplos:
111
1. Calcularelrangode B=|1 1 1|.Comparando las filas las tres son iguales, su rango es 1.
111
1 2 3
2. Calcular el rangode C=| -1 -2 -3 |. Comparando las filas las tres son proporcionales, su
4 8 12
rango es 1.
1 2
3. Calcularel rangode D=|1 2 2 |.Comparando las filas o las columnas hay 2 iguales, su
10
rango es como maximo 2.
0 3
4. Calcularel rangode E={0 2 -1|.Como hay una columna nula su rango es como mucho
0 3

2 3

2. ‘2 ]J:_2_6=_8¢0 Yy su rango es 2.
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0 0 3
5. Calcularelrangode F=|{0 0 -1|.Como hay dos columnas nulas su rango es 1.
0 0 3
1 0 3
6. Calcularelrangode G=|0 3 -1|.Surango como mucho es 3, veamos el valor de su
0 2 3
1 0 3
determinante |G|={0 3 -1/=9+2=11=0.Elrangoes3.
0 2 3
1 0 3
7. Calcularelrangode H=|0 1 -1{.Surango como mucho es 3, veamos el valor de su
0 -3 3
1 0 3
determinante |H | =0 1 -1=3-3=0.Elrango no es 3. Busquemos un menor de orden 2
0 -3 3

1
no nulo, por ejemplo 0

0
1‘ =1+=0 . Elrango es 2. Puedes observar que en la matriz H la 28 y

32 filas son proporcionales, por ello no puede ser 3.

1 0 1
8. Calcularelrangode M =0 1 1 |.No seobservaigualdad o proporcionalidad entre filas
2 -3 -1
0 entre columnas. Procedemos con el método del determinante.
1 0 1
¢Rangode M es3? M|=/0 1 1|=-1-2+3=0 Elrango noes3.
2 -3 -
1 0 1
¢Rangode Mes2?De M =0 1 1 |sacamos el menor 2‘ =1=0.
2 -3 -1
El rango de M es 2.
1 2 3 4
9. Calcularelrangode A=| 2 4 6 9| .En este caso requiere mas trabajo.
-3 6 -9 1

Buscaremos el menor de la matriz mas grande posible con determinante no nulo.

Paso 1. Calculamos el determinante de los menores de orden 3 = minimo(3,4):
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1 2 3
2 4 6|=0Ilacolumna 32es tres veces la columna 12
-3 6 -9

3 4

6 9/=0 lacolumna 22 es tres veces la columna 12
-3 9 1
1 2 4
2 4 9/=0lacolumna 22 es dos veces la columna 12
-3 6 1
2 4 1 3 4 1 1 4
4 9=2{2 6 9|=23]2 2 9|=0Iacolumna1?®y 22son iguales
-6 -9 1 -3 9 1 -3 31

El rango de A es menor de 3.
Paso 2. Calculamos el determinante de los menores de orden 2, en busca de uno no nulo:

12_02 4
2 4  |-3 -6

6 9
=0 .... Pero hay uno que ‘9 1‘:6+81=87;«t0érang(A):Z
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30



Juan Antonio Martinez Garcia curso 2026/27

Ejercicios

1. Calcular los siguientes determinantes
) 110 1 -2 3 m 1 3
1-a° a-
11d)101e)034f)1—1—1
at 011 |4 15 |5 3m

a -5
5 a

3 -4

a
) 2 -5

b)‘ ‘ c)

2. Calcula la matriz inversa, si es posible, de las matrices:

2 -1 4 12 2
A:(l _Zj B:(O _BJ C=l4 -1 2| D=|11 1
-3 4 -1 2
5 5 0 101
3. Averigua para que valor de x las matrices son regulares:
3 X =X 3 X =X 3 1 —x
A=l 2 -1 0 B=|2 -1 -4 C=(2 x -4
x+1 1 0 1 0 -2 1 0 -2
100 011 1 00
4. Dadas las matrices: A={1 1 0 B=({1 0 O C=/0 1 0].
111 0 01 1 01
Resuelve la ecuacion matricial: A-X +2-B=3-C
5. Calcule el rango de la siguiente matriz:
2 3 1 6
-1 -2 0 -3
3 51 9
1 21
6. Discltase, segun el valor de a, el rango de la matriz A=|2 1 3
0 1 a
2 1 m
7. Discutir, en funcion del nimero real m, el rango de la matriz A={1+m 2 3
-2 -1 2

8. Determina el rango de las matrices:

2 1 3 0O 0 O
A= 2 1 3 B={1 1 1
-2 -1 -3 -2 -1 1

9. Indica el rango de la matriz identidad de orden 3 y de la matriz nula.

10. Determina el rango de las matrices:
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2 1 3 0 20
A=0 1 3| B=|0 1 1
0 0 -3 0 01

. - : 10 -1 2
11. Resuelve la ecuacion matricial 2A = AX + B, siendo A:( 1 Jy B:( 2 J

12. Estudia el rango de la matriz M segln los valores de a. ¢Existe algun valor de a que haga
que ran(M) =1?

a l 4
M=|la 2 4
1 0 a
Soluciones:
1. a)a’+25 b)23 «c)2-2a° d)-2 e)79 f) —m* —4m+1
4 2 5 _3 10 20 6 -1 2 0
2. A‘lz1 B‘1:1 C‘lzi -10 -20 20 D*'=|0 1 -1
2{-3 -1 3l-1 0 130
25 -15 2 1 -2 1

3. Aesregular para cualquier valor de x distinto de 0 y —3.
B es regular para cualquier numero distinto de 6.
C es regular para cualquier valor de x distinto de 0 y 6.

3 -2 =2
4. X=|-5 5 2
5 -3 1
5. Rangoes 2
6. Sia=-1/3 el rango es 2 y si a es distinto de —1/3 el rango es 3.
7. Sim=30m=-2elrang(A) =2y si mes distinto de —2 y 3 el rang(A)=3.
8. Elrangode AeslyeldeBes 2.

9. El rango de Idz es 3 y el de la matriz nula es 0.
10. Elrangode Aes3yeldeBes 2

3 -2
11. X =
4 -1

12. Si4—a?=0— a=2,a=—2: Las dos ultimas filas coinciden — ran(M) = 2
Sid—-a’#0—a+2 a#—2:ran(M) =3. Elrango de M no puede ser igual a 1 para
ningun valor de a, ya que las dos primeras filas son linealmente independientes para
cualquier a.
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Tema 3. Sistemas de ecuaciones lineales

DiSCUSION de uUN SiSteMa
Discute segln los valores de m:

2xX + my + 3z = 3
X + y —2z =0

5x + (m+1l)y + z =9

Tema 3. Sistemas de ecuaciones lineales 33



Juan Antonio Martinez Garcia curso 2026/27

1.Definiciones, tipos de sistemas y distintas formas de

expresarlos

1.1. Definicion, sistemas equivalentes

X +a, X Fo X =h (1)

a; coeficientes del sistema
A X, F Xy +.+ 8y X, =h,  (2)

Siendo< x;, X,,...., X, incognitas
b. términos independientes

.................................

a, X +a, % +...+a X =b (m)

Se llama sistema de ecuaciones lineales al conjunto formado por m ecuaciones con n incognitas.

Ejemplos:
1

3x—4y+5z=13 (1)

2Xx+3y=2 (2) 3 ecuaciones y 3 incognitas

—x+y-z=-3 (3)
2.

2x+3y+t=6 (1)

2 ecuaciones y 3 incognitas
x—t=0 (2) } y = heod

Resolver un sistema es obtener todas sus posibles soluciones.
Debiendo ser solucién de todas las ecuaciones.

Ejemplos:
1. Lasoluciones x=1, y=0; z=2
2. Las solucionesson x=t; y=2—t

Dos sistemas son equivalentes si tienen las mismas soluciones.

Formas de obtener sistemas equivalentes:

1) Sumar una constante a ambos miembros de la igualdad de una o varias ecuaciones
X+y=1 X+y+10=1+10 X+y+10=11
= =
3X+y=3 3X+y=3 3X+y=3

2) Multiplicar por una constante, distinta de cero, a ambos lados de la igualdad de una o varias

ecuaciones

X+y=1 3(x+y=1)] 3x+3y=3
= =

3X+y=3 3X+y=3 3X+y=3

3) Sustituir una ecuacién por una combinacion lineal de la misma con las restantes ecuaciones

X+y=1 x+y=1 X+y=1
= =
3x+y=3] " 2(x+y=1)—(3x+y=3)] —x+y=-1
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4) Afadir o quitar ecuaciones que sean combinacidn lineal de las restantes ecuaciones:
Xx+y=1 x+y=1
X+y=1
=3x+y=3 = 3X+y=3
3X+y=3
2(x+y=1)—-(3x+y=3)] —x+y=-1

1.2. Tipos de sistemas de ecuaciones.

Existen dos criterios para clasificar los sistemas de ecuaciones lineales:

Los sistemas se pueden clasificar segun el valor de los términos independientes:

- Homogéneos: todos los términos independientes son nulos.
- No homogéneos: algun término independiente es diferente de cero.

Ejemplos:
X+y=0
y } No homogéneo
3X+y=2
—-5x+y=0 )
Homogéneo
3x+y=0

Los sistemas se pueden clasificar segin el nimero de soluciones:

- Compatibles: tienen solucion. Distinguimos dos casos distintos.
Compatibles Determinados: tienen una unica solucién
Compatibles Indeterminados: tienen infinitas soluciones
- Incompatibles: no tienen solucion.

Ejemplos:
X+2y=3
. L , 1yt
1) 2X+y=3 Tiene una Unica solucion > xX=1,y

Xx-y=0 o |
2) 3x—3y =0 Tiene infinitas soluciones > X =Yy
Xx—-y=0
3) X—y=2 No tiene solucion

1.3. Expresion de sistemas en forma matricial

Una manera mas comoda y util de trabajar con los sistemas de ecuaciones lineales es expresandolo

de forma matricial.
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QX T X A X, = b1
Ay Xy + 8y X, +...+ 8, X =D,
de forma matricial se puede expresar como:

a; ap A | % by
aZl a22 aZn XZ — b2
aml amz amn Xn bm
A & - - G X b,
. . aZl a22 ' ) aZ X2 b2
Asignando a cada matriz una letra: A= "l X= ,B=
aml am2 amn Xn bm

El sistema queda: AX =B

La matriz A es la matriz de los coeficientes.

La matriz ampliada A/B es la matriz que resulta de afiadirle a la matriz de los coeficientes una
columna con los términos independientes:

&, a8, . . a,lb
A/B: a21 a22 ) ' a2n bZ
am1 amZ ) ' amn bm
Ejemplo:
2X—y+3z=2 2 -1 3 X 2 2 -1 3|2
—x-2y+z=0}=>A=|-1 -2 1 X=ly| B=|0 A/IB=|-1 -2 1|0
X+y-z=-1 1 1 -1 z -1 1 1 -1-1
La expresion matricial del sistema es:
2 -1 3)\(x 2
AX =B,esdecir,|-1 -2 1 |{y|=|0
1 1 -1)\z -1

2.Sistemas de Cramer

Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es de Cramer si cumple las siguientes condiciones:
- Mismo nimero de ecuaciones que de incognitas n=m
- El determinante de la matriz de coeficientes es distinto de cero |A|£0

Los sistemas de Cramer son todos compatibles determinados (una Gnica solucion).
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Existen dos métodos de resolucion de los sistemas de Cramer.

Método 1: a partir de la matriz inversa.

El sistema de Cramer se puede escribir en forma matricial como AX=B, y tal que A tiene
inversa al ser una matriz cuadrada con determinante distinto de cero.
Asi podemos expresar las soluciones como:

X=A1B
Ejemplo:
X+y+z2=3 1 1 1
x—y=0 = 3 ecuaciones = 3 incognitas. |A| =l -1 0|=3%0— Elsistemaes de Cramer
X—2=0 1 0 -1

1 1
A=|1 -1 0 |=>A'=
1 0 -1
. 1)(3 . 3
X=A" B=§l -2 140 :53 =|1|= Lasolucibnesx=y=z=1
1 1 210 3 1
Método 2:
En este método no tendremos que calcular la matriz inversa, sino tantos determinantes como
incognitas.
Ejemplo:
X+y+2=3 1 1 1
x—y=0 =|Al=1 -1 0[=3=0; laférmulaes:
Xx-2=0 1 0 -1
bl a12 a13 ail bl a13 all a12 bl
b2 a’22 a23 a21 b2 a23 a'21 a'22 b2
X = b3 a32 a33 y — aSl b3 a’33 7= a31 a32 b3
8; ap 84 a; ap 85 8; ap 84
a‘21 a22 a23 a21 a‘22 a23 aZl a22 a‘23
8y 8y 8y 8y 8y 8y 8y 8y 8
3 1 1 1 3 1 1 1 3
0 -1 0 1 0 O 1 -1 0
0 0 - 1 0 - 1 0 O
3 3 3 3 3 3
Ejercicio 1: Resuelve, si es posible, los siguientes sistemas con el método de Cramer.
X+3y—-z=-5 X+3y-z=4 X+3y—-z=4
X+3y=5
a ox _0} b) x+3y-z=4 C) X+y+z=6 d) x+y+z=6
y= 5x+47-8 X+3y=7 X+2y=5
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3.Teorema de Rouche-Frobenius. Discusion de un sistema

Sea un sistema con m ecuaciones lineales y n incdgnitas, el sistema es compatible (tiene
soluciones) si, y sélo si, el rango de la matriz de los coeficientes es igual al rango de la matriz
ampliada

Sistema compatible < rang ( A) = rang (Ampliada)

Segun la relacion entre el rango y el nimero de incognitas tenemos que el sistema serd compatible
determinado, compatible indeterminado o incompatible.

Veamoslo en la siguiente tabla resumen:

Rang(A) # Rang(Am) > El sistema no tiene solucion
Rang(A) = Rang(Am) - El sistema tiene solucion, pero hay dos opciones:
Rang(A) = Rang(Am) = n° incognitas = El sistema tiene una solucion Unica

Rang(A) = Rang(Am) < n° incognitas = El sistema tiene infinitas soluciones

4.Discusion y resolucion de sistemas por Gauss.

El método de Gauss consiste en transformar el sistema inicial en otro sistema triangular
equivalente realizando operaciones con las ecuaciones del sistema: sumar a una ecuacion otra de
las ecuaciones multiplicada por un namero, multiplicar una ecuacion por un nimero o intercambiar
las ecuaciones. Estas operaciones son mas comodas de realizar si utilizamos la expresion matricial
del sistema de ecuaciones. Realizaremos las operaciones usando la matriz ampliada. Sabemos que
cada fila es una ecuacion del sistema y cada columna son los coeficientes de cada incognita.

Aplicamos este método para resolver el sistema del ejemplo:

X+3y—-z=4 X+3y—-z=4 o X+3y—-z=4
; : —-Fila2?
_ Fila22—Fila1? _ 2 _ resolvemos
X+ y +Z 6 Fila3?—Filal? 2y + 22 2 y z 1 el sistematriangular
x+3y=7 2=3

x+3y—3:4} X+3y=7

Toyee=af”

La solucién del sistemaesx =1,y =2,z=3.

}%Hezm

También podemos discutir un sistema utilizando el método de Gauss. Lo aplicamos en un ejemplo:
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X+y+az=1 1 1 a|l

X+ay+z=1 Su matrizampliadaes A/B={1 a 1 |1]|Vamosa transformarla hasta
ax+y+z=1 a1l 1)1
conseguir una matriz triangular:

1 1 ajll 1 1 a 1 1 1 a 1
1 a 1|1|—2REmE 510 a-1 1-a| 0 |—HEZ 510 a-1 1-a 0
a 1 1]1 0 1-a 1-a*|1-a 0 0 2-a-a’|l-a

X+y+az=1
El sistema equivalente queda (a-)y+(@-a)z=0
(2-a-a*)z=1-a

1 1 a
Para este sistema equivalente la matriz de coeficienteses A=| 0 a-1 l-a y su
0 0 2-a-a’
1 1 a
determinante vale |A|=|0 a-1 1-a :1-(a—1)-(2—a—a2). Este determinante se anula
0 0 2-a-a°
cuando a—1=0 o cuando 2—a—a* =0. Resolviendo estas dos situaciones tenemos que a=1 0
a=-2.

Distinguimos tres casos:

e Casol. a=1lya=—-2.Elsistematendra una tnica solucion ya que se podra hallar el valor
de z y después el de las otras incognitas.

X+y+z=1
e Caso 2. a=1 El sistema queda <0=0
0=0

X=1-y-z2
El sistema tiene infinitas soluciones {y =y
z2=12

X+y—-2z=1
e Caso 3. a=-2 El sistema queda {—-3y+3z=0 .
0=3

El sistema no tiene solucidn al aparecer una igualdad imposible.
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5.Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales por Cramer.

Hemos resuelto sistemas con igual nimero de incdgnitas que de ecuaciones cuando el
determinante de la matriz de los coeficientes es distinto de cero (método de Cramer).

Vamos a ser mas genéricos, resolviendo por Cramer todo tipo de sistema compatible; es decir
sistemas en los que rang(A) = rang(Am) tanto si son compatibles determinados como
indeterminados.

5.1. Sistemas compatibles determinados

Para que un sistema sea compatible determinado es necesario que el nimero de ecuaciones sea
mayor o igual que el de incognitas, y que se cumpla que rang(A)=rang(Am)=numero de
incognitas.

De esta forma hay ecuaciones sobrantes y podemos eliminarlas. Es importante comprobar que las
ecuaciones que no se eliminan sean independientes, lo cual se comprueba viendo que el rango del
nuevo sistema continde siendo el mismo. El nuevo sistema se puede resolver por Cramer.

Ejemplo:
X+y=7
2X—-y=—7
x—-2y=-14

El sistema no es de Cramer, niimero de incognitas # nimero de ecuaciones

Pero estudiemos si es compatible o no, utilizando los rangos:

1

1
A=12 =11 consideramos el menor que resulta de quitar la tercera fila >
7

-2
1 1
‘2 1‘:—1—2:—3;&0 - El rango de A es 2.

1 17 1 17

AIB=|2 -1-7 |- |2 -1-7|=0 > Elrango de A/B es 2.
7 —-2-14 7 -2-14

Luego rang(A) = rang(A/B) = 2 = nimero de incognitas - El sistema es compatible

Como el rango es 2, tenemos s6lo 2 ecuaciones linealmente independientes, de forma que
podemos eliminar una de las 3 ecuaciones, el rango del sistema continua siendo 2.

Vamos a quitar la tercera ecuacion pues, cuando calculamos el rango de A comprobamos que,
para los coeficientes de las dos primeras ecuaciones, el determinante es distinto de cero.
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X+y=7
) y 7} Este nuevo sistema, equivalente al anterior, es de Cramer, ya que cumple que
X—y=-—
Rang(A) = rang(A/B) = nimero de incognitas = 2
7 1 1 7
LI"X_7_1OOy2_7_217
asoluciones Xx=———=—= = =——=
-3 -3 -3 -3
Ejercicio 2: Resuelve el sistema con el método de Cramer si es posible.
X+3y=-5
—X-y=2
5x+3y=-7

5.2. Sistemas compatibles indeterminados

Sea un sistema con m ecuaciones y n incognitas, tal que rang(A) = rang(A/B) = r < n, entonces
el sistema es compatible indeterminado.
Tenemos que buscar un sistema equivalente con r ecuaciones y r incognitas:
1. Tomamos r ecuaciones independientes (rango del sistema es r)
2. Pasamos n-r incognitas a la derecha de la igualdad y las tratamos como parte del término
independiente.
3. El sistema se resuelve por Cramer, dependiendo la solucion de esos parametros.

Ejemplo:
X+y+z=3
—X-y+2z2=0
X+y+4z=6
1 1 1 1 1 13
A=-1 -1 2| A/B=|-1 -1 2|0
1 1 4 1 1 416

Si calculamos los rangos se cumple que rang(A) = rang(A/B) = 2. Luego el sistema es compatible
indeterminado con un parametro.

Como no observamos que ninguna ecuacion sea igual o proporcional a otra, tomaremos la z como
parametro y las 2 primeras ecuaciones como independientes entre si:

X+y=3-12
—X—y=-22
; 1 1
A= 1 por lo tanto, el rango de la matriz de los coeficientes no sera 2, tenemos que o
bien coger la otra ecuacién o cambiar de pardmetro. Cambiaremos de pardmetro tomando la y:
X+z2=3-Yy
—X+22=Y
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-1

REEERHE
a1 27

5 =2+1=3%#0 El rango de la matriz de los coeficientes es

2 = namero de incognitas = numero de ecuaciones. El sistema es de Cramer y podemos dar

sus soluciones:

3-y 1‘
wo oY 2:6—2y—y:6—3y:2_y
3 3 3
1 3—y‘
-1 —
3 3 3
y=y

6.Resolucion de sistemas homogéneos.

nulos.
X +a, X, ... +a, X, =0
Ay Xy + 8, X, +...+a,, X =0

a, X +a X, +...+a. X =0

Recordemos que los sistemas homogéneos son los que tienen todos sus términos independientes

(1)
(2)

(m)

Una de sus caracteristicas mas relevantes es que todo sistema homogéneo es compatible, ya que
la Gltima columna de la matriz ampliada es nula, con lo que siempre rang(A) = rang(A/B).
Ademas, es facil ver que todo sistema homogéneo tiene como solucion la denominada solucion

trivial x1=x2=...=xn=0.

rang(A) = rang(Am) = r con n incégnitas:

« Si r < n, compatible indeterminado.

Para discutir y obtener la solucidn del de un sistema homogéneo tenemos el siguiente esquema

« Si r = n, compatible determinado. La Unica solucion la solucion trivial.

Ejemplos:

1. Estudiar el nimero de soluciones del siguiente sistema en funcién de m, resolver cuando sea

posible.
X+y+2=0
X+my+mz=0
2X+(M+1)y+2z=0
Solucién:
Obtengamos la matriz de coeficientes asociada al sistema y estudiemos su rango.
X+y+z=0 1 1 1
X+my+mz=0 —->A={1 m m
2X+(Mm+1)y+2z=0 2 m+l 2
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Veamos el rango de A en funcion de m igualando a O el determinante:
2422 —4(-1)-(-1) —2+0 4
2(-1) -2
Segun el valor de m el sistema de ecuaciones puede ser de las 2 formas siguientes:
a) Sim #1 2 |A[£0 y rang(A) = 3, sistema compatible determinado.
111
b)Sim=1->|AF0yA=|1 1 1| ->rang(A) =1, sistema compatible indeterminado
2 2 2

|Al=-m*’+2m-1 -m’+2m-1=0=m=

Resolvamos el sistema en cada caso de los estudiados.
a) Sim # 1 (compatible determinado): La Unica solucién es la trivial x=y=z=0

b) Sim =1 (compatible indeterminado):

X+y+z=0 X=X
X+y+z=0 >X+Y+2=0>2=-X-y—>y=Y
2X+2y+2z=0 Z=—-X-Y

2. Seconsidera el sistema
X—y+z=-1
y+z=2a  dondea esun pardmetro real
X+2z=a’

a) Discutir el sistema en funcion del valor de a
b) Resolver el sistema paraa =0
c) Resolver el sistema paraa =1

Solucién:

a) Consideremos la matriz de coeficientes y la matriz ampliada del sistema del problema:
X—y+z=-1 1 -11 1 -1 1|-1
y+z=2a =A=/0 1 1|; A/B=|0 1 1|2a
X+2z=2a’ 1 0 2 1 0 2|a

Determinemos el rango de ambas.

e Rango de A:
1 -11
0 1 1/=2-1+0-(1+0+0)=0; Elrango de A <3
1 0 2
1 -
0 1]1:1;&0; El rango de A es 2

Independientemente del valor de a.

e Rango de Matriz ampliada A/B:
Cambiamos la columna tercera de A por la de los términos independientes y veamos si

1 -1 -1
seanula el determinante:|0 1 2aj=a’-2a+0—(-1+0+0)=a’-2a+1
1 0 a°

Siiigualamosa 0 nos sale a = 1.
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Hay dos situaciones diferentes a estudiar, en funcion del valor de a:
e a# 1 >Rango de A/B = 3 distinto del rango de A = 2. Sistema sin solucion.
e a=1-> Rangode A= Rango de A/B = 2 < namero de incognitas. El sistema
tiene infinitas soluciones (dependientes de 1 parametro)

b) Paraa =0 el sistema es sin solucién segun lo visto en el apartado anterior.
c) Paraa =1 el sistema es con infinitas soluciones. Las determinamos:

X—y+z=-1
y+z=2 Quitamos la primera ecuacion y nos quedamos con el sistema:
X+2z=1
y=2-12
y+z=2 .,
—|Lasolucidnes ¢ x=1-2z
X+2z=1 s

3. Sea a un parametro real. Se considera el sistema
X+ay+z=2+a
(l-a)x+y+2z=1
ax—-y-z=1-a
a) Discutir el sistema en funcion del valor de a.
b) Resolver el sistema para a = 0.

c) Resolver el sistema para a = 1.

Solucion:
a) Consideremos la matriz de coeficientes y la matriz ampliada del sistema del problema:

X+ay+z=2+a 1 a 1 1 a 1 |2+a

(l-a)x+y+2z=1=A=|1-a 1 2|; A/B=|1l-a 1 2 1

ax—-y—-z=1-a a -1 -1 a -1 -1|1-a
Determinemos el rango de A.
1 a 1
|Al=fl-a 1 2|=-1+2a’-l+a—(a-a+a’-2)=a’+a=0-a(a+1)=0;
a -1 -1

El determinante de A es 0 cuando a=0 y cuando a=-1

Hay tres situaciones diferentes, en funcién del valor de a:
e a#0ya=#-1->Rango de A= Rango de A/B = nimero de incognitas = 3.

El sistema tiene una Unica solucién.

1 0 1
10
e a=0>|A=0; A=|1 1 2 eRangodeA:Zyaque1 l‘:l;to
0 -1 -1
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1 0 1]2
A/B={1 1 2 |1 |->Probamosel menor de orden 3 que resulta de quitar la 32
0 -1 -1|1
1 0 2
columna {1 1 1/=1+0-2-(0+0-1)=0 ->Rango de A/B=2
0 -1 1

Rango de A = Rango de A/B =2 < 3 = nimero de incognitas
El sistema tiene infinitas soluciones.

1 -1 1
e a=-1>|A=0; A=l 2 1 2 éRangodeA:Zyaque; _1‘:37&0
-1 -1 -1
1 -1 1|1
A/B=| 2 1 2 |1]|Comola3?columnay la1?soniguales, probamos el menor
-1 -1 -1|2
de orden 3 que resulta de quitar la 12 columna
-1 1 1
1 2 1=-4-1-1-(-2+2+1)=-7#0 >Rango de A/B=3
-1 -1 2

Rango de A # Rango de A/B. El sistema no tiene solucion.

b) Para a=0 el sistema tiene infinitas soluciones. Debemos eliminar una ecuacion y la
solucion dependera de un parametro.

X+2=2
x+y+22:1qMMnmsMemmdén?que%]ﬁ-?yquam{x+zzz
-y-z=1
-y-z=1
X=2-12
Despejando la z la soluciénes |y =—1-z
z2=12
c) Para a=1 el sistema tiene una Unica solucién.
X+y+z=3 1 1 1 1 1 13
El sistema queda {y+2z=1 A=/0 1 2|, A/B=(0 1 2|1
X-y—-2=0 1 -1 -1 1 -1 -1|0

Resolviendo por Cramer:
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31 1 13 1
11 2 01 2
L0 -1 - 3-1+1+6 _3 y=1 0 -§_-1+6-1_,
1 1 1| -1+2-1+2 2 2 2
01 2
1 -1 -1
1 1 3
0 1 1
St -1 0 1-3+1 1
2 2 2

4. Discutase, en funcion del parametro real k, el siguiente sistema de ecuaciones lineales. Resolver
cuando sea posible.

kx+3y =0

3x+2y =Kk

3x+ky=0
Solucion:

k 3 k 3 0
Las matrices asociadas al sistemason A=|3 2|; A/B=[3 2 k
3 k 3 k 0

|

Estudiemos el rango de A/B que puede ser 3y el de A solo puede llegar a ser 2.

k 30
k=0
3 2 k|=9%-k’=0—k(9-k*)=0— , ,
3 k0 9-k*=0—->9=k" >k=23

Estudiemos por separado cada uno de los cuatro casos posibles:

CASO 1. k#0;k=-3k ¢39|A/ B| #0 >El rango de A/B es 3y como el rango de A es 2
0 menos, entonces el sistema no tiene solucién.

3y=0
=0
CASO 2. k=0 >El sistema queda <3x+2y=0— {y_ 0 —El sistema tiene una Unica
3x=0 B

solucion
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3x+3y=0

CASO 3. k=3->El sistema queda<3x+2y =3 La ecuacion 12 y 32 son iguales, podemos
3x+3y=0

. ., : 3x+3y=0
suprimir la 12 ecuacion y el sistema queda

Lo podemos resolver utilizando

3x+3y=0
reduccion: 4 —3x—2y=-3 - 3x+3(-3)=0—>3x=9—> x=3
y=-3

El sistema tiene una Unica solucién |x=3; y =-3

—-3x+3y=0
CASO 4. k =—3->El sistema queda <3x+2y =-3 La ecuacion 1%y 32 son iguales, podemos
3x—-3y=0

. ., . -3x+3y=0
suprimir la 12 ecuacion y el sistema queda

3X+2y=-3
Lo podemos resolver utilizando sustitucién:

-3x=-3 = = —
Y - x=J - x=J —>5y:—3—>y=—§—>x:—3
3X+2y=-3 3X+2y=-3 3y+2y=-3 5 5

, . - . -3 -3
El sistema tiene una unica solucion x=?; y=?

5. Dado el sistema:

1+a

(a+1)x+2y+(a-1)z
(a+1l)y+(a+1)z=2
X+y+az=a

a) Estudia su compatibilidad en funcién de los valores de a.
b) Resuélvelo cuando a=0

Solucioén:

Vamos a discutirlo de dos formas distintas:

PRIMER METODO (Gauss) Triangulando la matriz ampliada

(a+1)x+2y+(a-1)z=1+a

(a+1)y+(a+1)z =2} = Lamatriz asociada al sistema de ecuaciones es
X+y+az=a

a+l 2 a-1|a+1
0 a+1l a+l1l| 2
1 1 a a

1 1 a a
= {Cambio fila1?por fila3?}=| 0 a+1 a+1| 2

a+l 2 a-1|a+1
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Fila 32 la cambio por Fila 32 - (a+1) - Fila 12

a+l 2 a-1 | a+1 1 a a
_a-1 -—a-1 -a’—-a|-a’-a =0 a+l1 a+1l 2 |=
0 -a+l —a’-1|-a’+l 0 1-a —a’-1]1-a’

Fila 3% la cambio por (a-1) - Fila2? + (a+1) - Fila3?

0 a*-1 a’-1 2a-2
~l0 1-a® -a’-a’-a-1| 1-a’+a-a’ -
0 0 —a’-a-2 |-a'-a’+3a-1
1 1 a
=0 a+l a+l 2
0 0 -a*-a-2|-a*-a’+3a-1

Una vez obtenida la matriz equivalente triangular, igualamos los elementos de la diagonal a O:

a+1=0>@a=-1

-1 0 -1 -2
—a’ —a—2=0— Resolviendo por Ruffini—1 1 -1 2 unadelasraicesesa=-1
-1 1 -2 |o

y resolviendo la ecuacion de 2° grado del cociente —a® +a—2 =0 obtenemos

—b++/b?— —J_r«/— (- 144

a= b+ vb” —4ac = L+ y1-4(1(2) = 1+ 7= No tiene solucion
2a -2 -2

La Gnica solucion es

NOS PLANTEAMOS dos CASOS DISTINTOS:

e CASO 1.a#-1. El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO, ya que ningun elemento
de la diagonal de la matriz equivalente es nulo y por tanto tiene una unica solucion.

a+l 2 a-1 a+1
0 a+1 a+1l 2
0 0 -a*-a-2|-a*-a’+3a-1

e CASO2.a=-1

a+l 2 a-1 a+l
La matrizampliadaqueda | 0 a+1 a+l 2
0 0 -a’-a-2|-a*-a*+3a-1
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a+l 2 a-1 a+l 0 2 2|0
0 a+l a+l 2 =0 0 0|2 |=
0 0 -a‘-a-2|-a*-a’+3a-1) (0 0 0 |4
El sistema de ecuaciones equivalente al inicial queda asi:

2y—-22=0
0=2 Este sistema es INCOMPATIBLE (las ecuaciones 22 y 32 son absurdas)
0=-4

SEGUNDO METODO (Rouché - Frobenius) con el uso de los rangos

Estudiamos los rangos de la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada, los comparamos entre
si y con el nimero de incAgnitas (3).

a+l 2 a-1
A=l 0 a+l a+1
1 1 a

Para obtener el rango de esta matriz, estudiamos primero el valor de su determinante:
a+l 2 a-

|A=| 0 a+l a+l=a(a+l)(a+D+2(a+)+(a-1)01-((a-D(a+1)+0+(a+1)(a+1))=
1 1 a

:a3+2a2+a+2a+2—(a2—1+a2+2a+1)=a3+§a{+a+2§+25a2\+15a2\725—1
A—a+a+2

Para averiguar cuando se anula este determinante necesitamos usar Ruffini
1 0 1 2

a’+a+2=0=> -1 -1 1 -2 unadelasraicesesa=-1
11 -12 [0
y resolviendo la ecuacion de 2° grado del cociente a® —a+ 2 = 0 obtenemos
o= ~b++b*-4ac 1+1-412 1+ -7
2a 2 2
La Gnica solucion es

= No tiene solucién

NOS PLANTEAMOS dos CASOS DISTINTOS:

e CASO1l.a#-1

En este caso no se anula el determinante de la matriz de los coeficientes, luego su rango es 3.
El rango de la matriz ampliada como maximo puede ser 3, luego es también 3.

Rango de la matriz de los coeficientes = Rango de la matriz ampliada = Numero de incognitas
(3=3=3)

El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO para a # —1.

e CASO2.a=-1
El rango de la matriz de los coeficientes es 2
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a+l 2 a-1 0 2 -2
A=| 0 a+l1 a+1|={0 0 O | estamatriztienerango 2,
1 1 a 11 1

0 2
ya que hay un menor de orden 2 con determinante no nulo 1 1‘ =-2%0

a+l1 2 a-1|a+1 0 2 -2|0

La matrizampliadaes| 0 a+1 a+1| 2 |=|0 0 0 | 2
1 1 a a 11 -1|-1

Su rango es 3, ya que puedo elegir el menor de orden 3 que resulta de quitar la columna 32 con

0 2 O
determinante 0 0 2({=0+4+0-(0+0+0)=4=0
11 -

Rango de la matriz de los coeficientes # Rango de la matriz ampliada (2#3) luego el sistema
es INCOMPATIBLE paraa =-1

Ejercicios

1. Discute y resuelve, cuando sea posible en funcion del parametro a:
2x+3y-4z=1
4X+6y—az=2
X+y+az=10

ax—ay+z=2
2. Dado el sistema {3x+2y—-2z=a
—ax+3y—-z=2
a) Estudia sus soluciones en funcién de a.
b) Resuelve paraa=1

3. Se considera el sistema de ecuaciones lineales
X+2y+2=3
l+a)y+z=4
X+2y+az=4

a) Discutase el sistema segun el valor del parametro real a.
b) Resuélvase el sistema para a = 2.

4. Sea k un namero real. Considérese el sistema de ecuaciones lineales
kKx+y+z=1
X+ky+z=4 .
X+y+kz=k?
a) Discutase segun los valores de k e interprétese geometricamente el resultado.
b) Resuélvase el sistema para k = 2.
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X+ay—z=2
5. a) Discutase el sistema < 2x+y+az=0 , en funcion del valor de a.
x+(a+)y-z=a-1
b) Para el valor a = 1, hallese, si procede, la solucién del sistema.

6. Se considera el sistema de ecuaciones lineales
X+2y+3z=1
X+ay+3z=2
2X+(2+a)y+6z=3

a) ¢Existe algin valor del parametro a para el cual el sistema sea incompatible?
b) ¢Existe algun valor del pardmetro a para el cual el sistema sea compatible determinado?
c) Resuélvase el sistema para a = 0.

X+y+z=A4
7. Se considera el sistema < x+y+A4z=1
X+Ay+z=1

a) Discutase segun los valores del parametro A.
b) Resuélvase para A =-3.
c) Resuélvase para 4 =1.

X+y+az=4
8. Se considera el sistema sax+y—z=0 , donde a es un pardmetro real.
2X+2y—1=2

a) Discutir el sistema en funcion del valor de a.
b) Resolver el sistema para a=1.

Soluciones:

1. Si a =8 el sistema tiene infinitas soluciones y si a es distinto de 8 el sistema tiene una
unica solucion. Para a=8 la solucion es x=114-112z; y=—19+20z

2. a)a=30a=-3/2no tiene solucion y a distinto de 3 y —3/2 el sistema tiene una Unica
solucion. b) x=1; y=2; z=3

3. a) Paraa =10 a=-1 el sistema no tiene solucion y para un valor distinto tiene una Gnica
solucion b) x=0; y=1; z=1

4. a) k= -2 el sistema no tiene solucidn; k=1 el sistema tiene infinitas soluciones y si k es
distinto de 1y —2 el sistema tiene una Unica solucion  b) x=-3/4,y = 1/4, z=9/4.

5. a) Sia =00 a=1/2 el sistema no tiene solucion y si a es distinto de 0 y 1/2 el sistema tiene
una Unica solucion b) x=-6, y=10, z=2

6. a)a=2 b)a#2 c) x=2-3z; y=-1/2
7. a) Para 4 =1 el sistema tiene infinitas soluciones y para valor distinto de 1 el sistema tiene
una Unica solucién.b)x=y=z=-1.¢c)x=1-y-z;y=y;z2=12

8. a) Si a=-0,5 el sistema no tiene solucidn; si a=1 el sistema tiene infinitas soluciones y
para todo valor de a distinto de 1y -0’5 tiene una Unica solucién
b) X=X, y=2-X =2
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Ejercicios en pruebas EBAU y PAU de Murcia

Estas son las preguntas correspondientes al bloque de algebra (Matrices, determinantes y
sistemas de ecuaciones) que han aparecido en las pruebas EBAU o PAU de los ultimos aiios en
Murcia. Si se desea ver la resolucion de los ejercicios ir al archivo correspondiente a la PAU o
EBAU de ese aiio en la web www.ebaumatematicas.com.

EXTRAORDINARIA 2026

PREGUNTA 1: Una empresa produce pequefias cajas con piezas de fruta. Hay tres tipos de cajas,
A, By C. En las cajas de tipo A hay 1 manzana, 1 pera y 1 naranja. En las cajas de tipo B hay 2
manzanas, 1 pera y 1 naranja. En las cajas de tipo C hay 1 manzana, 2 peras y 1 naranja. Un dia
prepararon x cajas de tipo A, y cajas de tipo B y z cajas de tipo C, y en total se usaron 400 manzanas,
500 peras y k naranjas.

a) [1 ptos.] Plantee un sistema de ecuaciones para averiguar cuantas cajas de cada tipo se

prepararon.
b) [1 pto.] Discuta y resuelva, si se puede, el sistema, dando la solucién en términos del parametro
k.
X+2y+2z=400
Solucién: a) x+y+2z =500 b) El problema tiene solucion Unica para todo valor k
X+y+z=Kk

entero y comprendido entre 300 y 400. La solucion del sistema es x =3(k —300); y =400—k ;
z=500-K.

ORDINARIA 2026

PREGUNTA 1: Dario y Cayetana estdn organizando un pequefio negocio y deciden invertir
dinero en tres cosas: x miles de euros en publicidad, y miles de euros en materiales, z miles de
euros en logistica. El reparto depende de un parametro positivo, k, que representa una estrategia
de ajuste econdmico segun la situacion del mercado. Se sabe que la suma de todo lo invertido es
en total 12 mil euros. Dario propone que la inversidn en publicidad més el doble de la inversion
en materiales sea igual a la inversion en logistica mas k. Cayetana quiere que el doble de la
inversion en publicidad menos la inversion en materiales mas la inversion en logistica sea igual a
4 mil euros.

a) [0,75 ptos.] Plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incdgnitas que refleje los datos del
problema.

b) [1,25 ptos.] Discuta el correspondiente sistema. En caso de existir solucion Unica, encuéntrela
y exprésela en funcidn de k si es necesario.

X+y+z=12

Solucién: a) x+2y—-z=k b) El sistema siempre va a tener solucién unica,
2X—y+2=4

independientemente del valor de k. La solucion del sistema es x = %; y= 4+;; z= 8—%.

EXTRAORDINARIA 2025
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CUESTION 1 (a elegir entre 1A'y 1B):

1A) Considere el siguiente sistema de ecuaciones:
X+y+z=1
2X+2y+kz=2
X+ky+3z=0

a) [1] Discute el sistema en funcién del parametro k.

b) [0,5] Calcule su solucién en el caso en el que sea compatible indeterminado.

c) [1] Calcule su solucion (expresada en funcion de k) para cualquier valor de k para el que el
sistema sea compatible determinado.

Solucion: a) Si k #1 y k =2 el sistema es compatible determinado (una unica solucion), si

k =1 el sistema es incompatible (sin solucién) y si k =2 el sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones). b) Para k =2 las soluciones del sistema son
X=2+41 )
y=-1-21, A€ R ¢)Lasolucién del sistema es x = 1 y= 1 1k , =0, para cualquier
=1

valor de k distinto de 1 y 2.

1B) Sea A una matriz cuadrada de orden 3 que cumple que A’ =0, donde O es la matriz nula de
orden 3 (todos sus elementos son cero).

a) [0,75] Demuestre que (A+1)°=2A+1 y que (A+1) =3A+1, donde | es la matriz

identidad de orden 3.
b) [0,75] Demuestre que la matriz | — A es inversa de la matriz | + A.
c) [1] Resuelva la ecuacion matricial X + AX = A expresando X en funcion de A.
Solucion: a) www.ebaumatematicas.com b) www.ebaumatematicas.com c¢) X = A.

ORDINARIA 2025

CUESTION 1 (a elegir entre 1Ay 1B):

1A) Daniel quiere contratar a los masicos Dario, Hugo y José. El sueldo de Dario es el de Hugo
multiplicado por un parametro m> 0. El sueldo de Hugo es el doble del de José. La suma del
sueldo de José multiplicado por m més el sueldo de Dario (sin multiplicar por m) més el sueldo
de Hugo (sin multiplicar por m) es 600 €.

a) [0,75] Denotando por x el sueldo de Dario, por y el sueldo de Hugo y por z el sueldo de José,
plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente los datos del ejercicio.
b) [0,25] Justifiqgue que con estos datos se puede conocer el sueldo de cada uno (que solo
dependera de m).
c) [1,5] Calcule la expresion general de cada sueldo (en funcion de m), y lo que cobra cada uno
para m=2.
x—-my =0
Solucion: a) y—-2z=0 b) El rango de la matriz de coeficientes es 3, al igual que el
X+ Yy +mz =600

rango de la matriz ampliada y el nimero de incégnitas. El sistema es compatible determinado
para cualquier valor de m> 0. c¢) El sueldo de Dario es 300 euros, el de Hugo es 150 euros y
el de José es 75 euros
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: . 2 1 10 50
1B) Considere las matrices A= , B= y C= .
1 3 2 1 50

a) [1,25] Compruebe que las matrices A'y B son regulares (o invertibles) y calcule sus matrices
inversas.

b) [1,25] Resuelva la ecuacion A'XB =C, donde A' es la traspuesta de A.
- , (3/5 -1/5y , (1 0 2 0
Solucion: a) A~ = ,B™ = b) X = .
-1/5 2/5 -2 1 10

EXTRAORDINARIA 2024

1: [2,5] Taylor Swift tiene un total de 435 millones de seguidores en las tres siguientes redes
sociales: Instagram, X (antiguo Twitter) y YouTube. Si ganara en Instagram tantos seguidores
como la mitad de los que tiene en YouTube, el nimero de sus seguidores en Instagram seria el
doble de la suma de los que tiene en X y en YouTube. Ademas, si Taylor recibiera cada mes 10
dolares por cada millon de seguidores en Instagram, 20 délares por cada millén de seguidores
en Xy 30 dolares por cada millén de seguidores en YouTube, tendria unos ingresos mensuales
de 6.500 ddlares.

Calcule cuantos seguidores tiene Taylor Swift en cada una de estas redes sociales.
Solucion: Taylor Swift tiene 280 millones de seguidores en Instagram, 95 millones en X y 60
millones en YouTube.

2: Se dice que una matriz cuadrada A de orden 2 es una matriz ortogonal si cumple que A-A' =1

, donde A' denota la matriz traspuesta de A e | denota la matriz identidad de orden 2.
a) [1] Estudie si las siguientes matrices son ortogonales o0 no:

Y312 1/2 , Y312 112
~1/2 312 ~1/2 312
b) [0,75] Si A es una matriz ortogonal cualquiera de orden 2, calcule razonadamente su
determinante.
c) [0,75] Justifique que si Ay B son dos matrices ortogonales cualesquiera de orden 2, entonces
el producto C = A-B también lo es.

Solucion: a) La primera matriz es ortogonal y la segunda no lo es.
b) El determinante de una matriz ortogonal vale 1 0 —1. c) www.ebaumatematicas.com .

ORDINARIA 2024

1:[2,5] En los afios 2022 y 2023, Carlitos Alcaraz gano un total de 10 torneos de categorias Grand
Slam, Masters 1000 y ATP 500, lo que le proporcioné un total de 10.000 puntos. EI nimero de
torneos ganados de categoria ATP 500 fue 1 mas que la mitad de la suma del nimero de torneos
ganados de las otras dos categorias.

En la siguiente tabla se detallan los puntos conseguidos por cada torneo ganado en cada una de
las categorias:

| Grand Slam = 2.000 puntos | Masters 1000 = 1.000 puntos | ATP 500 = 500 puntos |

Con esta informacion, calcule el namero de torneos de cada una de las tres categorias ganados
por Carlitos en los afios 2022 y 2023.

Solucion: Carlitos Alcaraz durante los afios 2022 y 2023 gan6 2 Grand Slams, 3 Masters 1000
y 4 ATP 500.
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2: Se dice que una matriz cuadrada A de orden 2 es una matriz de Hadamard si esta formada solo
por I’sy -1’sy cumple que A-A' =21, donde A' denota la matriz traspuesta de A e | denota

la matriz identidad de orden 2.
a) [1] Determine cuél de las siguientes matrices es de Hadamard:

1 1 1 1
(G
b) [0,75] Si A es una matriz de Hadamard cualquiera de orden 2, calcule razonadamente su
determinante.
c) [0,75] Justifique que toda matriz A de Hadamard de orden 2 es regular (o invertible) y
obtenga una expresion para su inversa en términos de A'.
Solucidn: a) La primera matriz si es una matriz de Hadamard y la segunda no lo es.

b) El determinante de una matriz de Hadamard vale 2 0 —2.

c) |A=+2+0. AlzéA‘.

EXTRAORDINARIA 2023

1: Se quiere calcular un nimero de tres cifras con los siguientes datos:
i) Lasuma de sus tres cifras es 9.
i)  Si permutamos la cifra de las centenas con la cifra de las unidades, el nGmero obtenido es
el nimero inicial menos 99.
iii)  Si permutamos la cifra de las decenas con la cifra de las unidades, el nimero obtenido es
el nimero inicial mas 36.

a) [1,5 p.] Denotando por x la cifra de las centenas, por y la de las decenas y por z la de las
unidades, plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente la informacion
dada en i), ii) y iii).

b) [1 p.] Calcule el nimero en cuestion.

X+y+z=9
Solucion: a) z—x=-1 b) El nimero es el 504.
-y+z=4

2: Se dice que una matriz cuadrada A es 2-nilpotente si cumple que A’ =0.

a) [0,75 p.] Justifique razonadamente que una matriz 2-nilpotente nunca puede ser regular (o
invertible)

3
b) [0,75 p.] Compruebe que la matriz A= (1 3] es 2-nilpotente.

. 6 a .
c) [1 p.] Demuestre para qué valoresde ay b la matriz A= (4 bj es 2-nilpotente.

Solucion: a) La matriz A no es invertible pues su determinante es nulo. b) La matriz A es 2-
nilpotente. c) Los valores buscados sona=-9yb =-6.

ORDINARIA 2023

1: Una papeleria vende boligrafos, rotuladores y libretas. Una libreta cuesta el doble que un
boligrafo y un rotulador juntos, un boligrafo cuesta la sexta parte que una libreta, y un rotulador
cuesta el doble que un boligrafo.
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a) [0,75 p.] Denotando por x el precio de cada boligrafo, por y el de cada rotulador y por z el de
cada libreta, plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente los datos
del ejercicio.

b) [0,25 p.] Justifique que, con estos datos, no se puede conocer el precio de cada uno de los
tres productos.

c) [1 p.] Calcule el conjunto de todas las posibles soluciones del sistema.

d) [0,5 p.] Sabiendo que una libreta cuesta 18 euros, calcule el precio de cada producto.

Z=2Xx+2y
Solucion: a) 6x=z b) El sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas
y = 2X

soluciones. No se puede determinar de forma Gnica el valor de cada articulo con la informacion
proporcionada.

C) X= %; y=A1;,2=34,1€R d) El boligrafo cuesta 3 €, el rotulador 6 €'y la libreta 18 €.
2: Considere las siguientes matrices:
a a -1 -4 5 -6
A: , B = y C =
-1 a 2 3 -2 3
a) [0,5 p.] Determine para que valores del parametro a la matriz A es regular (o invertible).
Se sabe que cuando a = -2 la matriz A es regular (o invertible). Para ese valor de a:

b) [1 p.] Calcule la inversa de Ay compruebe que A-A™ =1, con | la matriz identidad de
orden 2.

¢) [1 p.] Resuelva la ecuacion matricial AXA™+B=C", donde C' denota la matriz traspuesta
de C.

Solucion: a) La matriz A es invertible para cualquier valor de a distinto de 0 y de —1. b)
L, (-1 1 30 32
A = . C) X =
1/2 -1 -23 -24

EXTRAORDINARIA 2022

1: [2,5 p.] Un conocido defraudador fiscal tiene distribuido su dinero negro en tres paraisos
fiscales, las Islas Caiman, Panamd y Fiji. La suma total de este dinero es de 150 millones de
euros. Si perdiera la cuarta parte del dinero que tiene en las Islas Caiman, seguiria teniendo alli
el triple del dinero que tiene en Panama. Ademas, el dinero que tiene en Panaméa sumado a las
dos quintas partes del dinero que tiene en Fiji es exactamente la mitad del dinero que tiene en
las Islas Caiman. Calcule cuanto dinero tiene en cada uno de los paraisos fiscales.

Solucién: En las Islas Caiman tiene 80 millones de euros, en Panama 20 y en Fiji tiene 50
millones.

2: Se dice que una matriz cuadrada A es idempotente si cumple que A’ = A
a) [0,75 p.] Si A es una matriz idempotente, calcule razonadamente A%,
b) [0,75 p.] Si A es una matriz idempotente y regular (o inversible), calcule razonadamente su
determinante.
c) [1 p.] Determine para que valores de a y b la siguiente matriz es idempotente
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a 0 O
A=|2 1-a 0
0O 0 b

Solucion: a) A®? =A b) El determinante de Aes 1. c) Losvaloressona=0o0a=1y
b=0ob=1.

ORDINARIA 2022

1:[2,5 p.] La suma de las edades de Carmela, Esperanza y Aurora es 68 afios. La edad de Carmela
es 5 afios mas que la mitad de la suma de las edades de Esperanza y Aurora. Ademas, dentro de
4 afios la edad de Aurora serd la edad que actualmente tiene Esperanza. Calcule las edades de
cada una de ellas.
Solucion: La edad de Carmela es 26, la de Esperanza es 23 y la de Aurora es 19.

0 3 4 1 00
2: Considere las matrices A=| 1 -4 -5|yB=|1 1 0].
-1 3 4 111
a) [1 p.] Si | denota la matriz identidad de orden 3, compruebe que A®=—Iy calcule A*%,

b) [0,5 p.] Calcule la inversa de A.
¢) [1 p.] Resuelva la ecuacion matricial AX —B" = A?, donde B' denota la matriz traspuesta

de B.
0 3 4 1 0 -1 1 4 4
Solucion:a) p2=_pa_| 1 4 5| b)at_{_1 4 —4| C) Xx=|0 -9 -14
1 3 4 1 3 3 0 7 1

EXTRAORDINARIA 2021

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
x+ay— z=0
2x+ y+az=0
X+5y—az=a+1
a) [0,75 p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene solucidn Unica.

b) [1 p.] Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en
ese caso.

c) [0,75 p.] Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucién.
Solucion:
a) El sistema tiene solucion Unicapara a=-1 y a=#3

b) Para a=-1. Las soluciones son x = -2t; y = t,z = -3t.
c) Para a=3

2 a
2: Considere la matriz A:[ 1 2} )

a) [1 p.] Si se denota por tr(A) la traza de la matriz A (es decir, la suma de los elementos de
su diagonal principal) y por |A| el determinante de A, compruebe que, para cualquier valor
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de a, se cumple la ecuacion A’ =tr (A)A—|All, donde | denota la matriz identidad de
orden 2.

b) [0.5 p.] Determine para qué valores de a la matriz A es regular (o inversible).

¢) [1 p.] Paraa = -3, resuelva la ecuacion matricial AX —A' = A, donde A' denota la matriz
traspuesta de A.
Solucion:
a) Se comprueba que es cierto.
b) La matriz A es regular para cualquier valor de a distinto de —4.

4 4
2 X:(—4 4]

ORDINARIA 2021

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
ax+y+ z=4
X—ay+z=1
X+ y+z=a+2

a) [0,75 p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion unica.
b) [1 p.] Determine para queé valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuéelvalo en ese

caso.
c) [0,75 p.] Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucién.
Solucioén:
a)Cuando a=1 y a=-1.
b) Cuando a=-1. x:—g; y=t; z:g—t
c) Para a=1
2: Considere las matrices
111 1 0
-2 0 -1
A=/0 1 0| B= -1 y C= .
1 -1 1
1 2 2 2 1

a) [1,5 p.] Compruebe que la matriz A es regular (o inversible) y calcule su inversa.
b) [1 p.] Resuelva la ecuacion matricial AX —B =C", donde C' denota la matriz traspuesta de C.

2 0 -1 -3 0
Solucion: a) [Al=1#0. A*=| 0 1 o| b) x=|0 -2
-1 -1 1 2 3

EXTRAORDINARIA 2020

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
X+ y+ 2=2

Xx—ay+a‘z=-1
—ax+a’y-a’z=2
a) [1p.] Comprueba que el sistema nunca tiene solucién unica.
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b) [1 p.] Determine para queé valor de a el sistema tiene infinitas soluciones.
c) [0,5 p.] Si es posible, resuélvalo para el valor de a = 2.
Solucion:
a) |A| =0, independientemente del valor de a 'y el rango de la matriz A nunca va a ser 3.

b) El sistema tiene infinitas soluciones para a = 2.
c) Paraa =2 lassolucionesson x=1-2t; y=1+t; z=t

) ) -1 -3
2: Considere la matriz A= N

a)[1 p.] Calcule las potencias sucesivas A2, A3, A%, AS, AS,

b) [1 p.] Calcule A%9%0,

c) [0,5 p.] Compruebe que la matriz A es regular (o inversible) y calcule su inversa.
Solucioén:

a) AZ:(_lz _13}A3:[_01 _01);A4:(—11 —32];A5:(—21 flj;Asz(‘l’ Sj
b) Am:(—ll —sz

¢) |Al=10. Alz(z 3)

-1 -1

ORDINARIA 2020

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
X+ y—z=4
x+a’y— z=3-a
X— y+ az=1
a) [1 p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion Unica. Si es posible,
calcule dicha solucion para a = 0.
b) [1 p.] Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en
ese caso.

c) [0,5 p.] Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucién.
Solucién: a) Para az1lya=-1. Paraa=0 lasoluciénes x=2; y=1 z=-1.

b) Para a=-1. Las soluciones son x :g+t; y :g; z =t . c) No tiene solucion para a=1.

2 3 -1 -3
-1 -2 1 2
a) [1 p.] Compruebe que las matrices A y B son regulares (o inversibles) y calcule sus
matrices inversas.
b) [1,5 p.] Resuelva la ecuacion matricial AXB = A'—3B, donde A' denota la matriz

traspuesta de A.
Solucién: a) |A|=—1=0— La matriz A es regular. |B|=10—> La matriz B es regular.

A= 2 3 B 2 3 b) x - 28 38
-1 -2 -1 - | -18 -23

2: Considere las matrices
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SEPTIEMBRE 2019

A.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
ax+ y—-2z=0
X+ y—az=-1
X+ y+ z=a

a) [1 p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion Unica. Si es posible,
calcule dicha solucion para a = 2.
b) [1 p.] Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en

ese caso.
c) [0,5 p.] Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucién.
Solucion:
a) Para a#—-1ya=1 Paraa=2lasoluciénes Xx=1y=0;z=1
b) Para a=-1. La soluci6n es x = 1+23t Ly = _12+t rz=t
c) Para a=1
-1 a 0
B.1: Considere lamatriz A=| 0 1 a
1 -1 1

a) [1 p.] Determine para qué valores de a la matriz A tiene inversa.
b) [0,5 p.] Para a=1, calcule la inversa de A.

c) [1p.]Para a=1, resuelva la ecuacion matricial XA+2l =2A, donde I es la matriz identidad
3x3.

-2 1 -1 6 —2 2

Solucion: a) Cuando a es distinto de -5y de 1++5 b) At-|_1 1 _1/0) x{ J
2 2 -

101

JUNIO 2019

A.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del parametro a:
X+ y+az=1
X+ay+ z=a
ax+ y+ z=a+3

a) [1p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion unica. Si es posible, calcule
dicha solucion paraa = 0.

b) [1 p.] Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese
caso.

c) [0,5 p.] Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucién.

Solucion:

a) a =1, a#—2 2El sistema es compatible determinado. a=0 = La solucién esx=-1,y=2,z=1

b) a =—2 = El sistema es compatible indeterminado. La solucién esx =t, y = 1+t, z =t.
c) para a =1 el sistema es incompatible.
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1 1 1
B.1: Considere la matriz A=|0 1 0
0 0 1

a) [1 p.] Calcule las potencias sucesivas A%, A® y A’

b) [0,5 p.] Calcule la expresion general de A" para cualquier valor de neN.
c) [1 p.] Determine si existe la inversa de A . En caso afirmativo, calculela.

12 2 133 14 4 Lnon
Solucion: @) a2—1o 1 0|,A°=0 1 0|,A'=|0 1 © b) A'=|0 1 0
0 01 0 01 0 01 0 01
1 -1 -1
c) |A|=1=0. Lainversaexisteyvale p+_|g 1 g
0 0 1

SEPTIEMBRE 2018

-2
a) [1 p.] Compruebe que la matriz A es regular (o invertible) y calcule su inversa.

b) [1,5 p.] Determine la matriz X que cumple la ecuacion AX = A+ A" , donde A’ es la
matriz traspuesta de A.

ia -2 -1 4 -4
Solucién: a) |A|=1+0— Aes regular A‘lz[ 3 2} b) X=[4 4}

B -2 1
CUESTION A.1: Considere la matriz A:[ 3 ]

CUESTION B.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones homogéneo en funcion del
parametro a:
ax +y + az=0
X +Yy + az=0
2x +(a-1l)y+az=0
a) [1,25 p.] Determine los valores del parametro a para los que el sistema tiene Unicamente la
solucidn trivial (0, 0, 0).
b) [1,25 p.] Si es posible, resuélvalo para el valor del parametro a =2.
Solucioén:

a) El sistema tiene una unica solucién (0, 0, 0) cuando a es distinto de 0, 1y 2.
b) La soluciénes x=0; y=-22, z=12.

JUNIO 2018
1 0 2
CUESTION A.1: Considere la matriz A={0 1 0
0 0 1

a) [1,5 p.] Calcule las potencias sucesivas A%, A® y A*.

b) [1 p.] ¢Cual sera la expresion general de la potencia A" para cualquier valor de ne N?
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10 4 106 10 8 1 0 2n
Solucién:a) aA2—{o0 1 o| A*=[0 1 0| A*=|0 1 O b) An={0 1 0
00 1 00 1 00 1 00 1

CUESTION B.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
X—y+ z=4a
y+ z=-4

X +2z=a’

a) [1 p.] Justifique que el sistema nunca es compatible determinado.

b) [1,5 p.] Determine para qué valor del parametro a el sistema tiene infinitas soluciones y

resuélvalo en ese caso.
Solucién:

a) El sistema no puede ser compatible determinado pues el rango de la matriz de los coeficientes es
menor que el nimero de incognitas.

b) a=2; LasolucibnesX =4 — 2Z;y=—2—-4,2=12

SEPTIEMBRE 2017

. 2 4 -2 1
CUESTION A.1: Considere las matrices A=(1 3} y B:[ 5 Oj .
a) [1,5 puntos] Compruebe que las matrices Ay B son regulares (o invertibles) y calcule sus
correspondientes matrices inversas.
b) [1 punto] Determine la matriz X que cumple la ecuacion AXB= A + B .

Solucion:
a) |A|=|B|=2=0, por lo que las matrices A y B son invertibles.
3/2 -2 0 -1/2 _
Al Bl b) x — 3/2 -5/2
-1/2 1 1 -1 1/2 0

CUESTION B.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
ax + 2y+ z=1
X +2ay+ z=2
X +2y + az=-3
a) [0,75 puntos] Determine para qué valores del parametro a el sistema tiene solucién Unica.
No hay que resolverlo.
b) [1,25 puntos] Determine para qué valor del pardmetro a el sistema tiene infinitas
soluciones y resuélvalo en ese caso.

c) [0,5 puntos] Determine para qué valor del parametro a el sistema no tiene solucion.
Solucion:

a) Para a =1, a=—2 el sistema tiene una Unica solucion

) NP . - 1+6 5+6
b) Para a = -2 el sistema tiene infinitas soluciones. La solucién es X = Ty; y=y;z= 3 y

c) Para a =1 el sistema no tiene solucion.

JUNIO 2017
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. ) ) -2 0 1 3 0 2
CUESTION A.1: Considere las matrices A= , B= y C= :
1 2 2 2 -1 2

a) [1,5 puntos] Compruebe que las matrices A'y B son regulares (o invertibles) y calcule sus
correspondientes matrices inversas.

b) [1 punto] Determine la matriz X que cumple la ecuacion AXB = C.

Solucioén:

a) |Al=|B|=—4=0. Por lo tanto, las matrices Ay B son invertibles.
Al —% 0 Bl— _% % b) X _{% 4}
Y 7 % h S/

CUESTION B.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
2X+ y+2z=0
2X+3y+2z=0
x—y+a‘z=a-1
a) [0,75 puntos] Determine para qué valores del parametro a el sistema tiene solucién unica.
No hay que resolverlo.
b) [1,25 puntos] Determine para qué valor del pardmetro a el sistema tiene infinitas
soluciones y resuélvalo en ese caso.

c) [0,5 puntos] Determine para qué valor del parametro a el sistema no tiene solucion.
Solucion: a) a=lya=-1 b)Paraa=1. Lasolucionesx=-z;y=0; z=z c)a=-1

SEPTIEMBRE 2016

sene cosa O
CUESTION A.1: Considere la siguiente matriz A=| cosa —sena 0
0 0 1

a) [1 punto] Calcule el determinante de A.
b) [1,5 puntos] Calcule las potencias sucesivas A?, A3, A*y A5, Calcule A2016,

Solucién: a) |Al=-1 by A=1d;: A*=A; A'=Id; A’ =A.AD6=|g
X Yy z
CUESTION B.1: Sabiendoque |1 0 1|=2 , calcule razonadamente los siguientes determinantes:
2 4 6
3 0 1
a) [1 punto] |3x 2y z
6 8 6

2+X 4+y 6+z
b) [1,5 puntos] 3x-1 3y 3z-1
1 0 1
Solucion: a) —12 b) 6

JUNIO 2016
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. ) ) 4 -2 4 -2
CUESTION A.1: Considere las matrices A= {1 y B= 3 1)
a) [1,5 puntos] Compruebe que ambas matrices son regulares (o invertibles) y calcule sus
correspondientes matrices inversas.

b) [1 punto] Determine la matriz X que cumple la ecuacion AXB = A+B.

Solucién: a) |A/=6=0, |B|=—2#0, lamatriz Ay B son invertibles. A~ =1[ 1 ZJ,

6l-1 4
-1 -2
L, =1(1 2 - —
Bl:—-( ].b)xz 3 3
213 4 -5 -4
3 3

CUESTION B.1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
X+3y+z2=5
ax+2z=0
ay—-z=a
a) [1 punto] Determine para qué valores del parametro a el sistema tiene solucién Unica.
Calcule dicha solucion paraa =1.
b) [1 punto] Determine para qué valor del parametro a el sistema tiene infinitas soluciones y
resuélvalo en ese caso.
c) [0,5 puntos] Determine para qué valor del pardmetro a el sistema no tiene solucion.
Solucion:
a) Para a=#-1y a=0 Lasolucion del sistemacuandoa=1esx=-2,y=2,z=1
b) Paraa=0. Lasolucibnesx=5-3y; y=y; z=0
c) Paraa=-1

SEPTIEMBRE 2015

CUESTION A.1: Considere las siguientes matrices:

el 5 o]

a) [1,25 puntos] Calcule C = At-A-B-B!, donde Aly B! denotan, respectivamente, las
matrices traspuestas de Ay B.
b) [1,25 puntos] Halle una matriz X tal que X -C = D, siendo

2 -2

D=|-2 2

4 4
, 2 2 S 4
Solucion: a) C:(z J b) x=| 3 -4
2 0

CUESTION B.1: Observacion: Los apartados a) y b) de este ejercicio son absolutamente
independientes y se pueden resolver en el orden que se quiera.
Se dice que una matriz cuadrada A es idempotente si cumple que A?= A,
a) [0,5 puntos] Si A es una matriz idempotente, calcule razonadamente A2%5,
b) [2 puntos] Determine para qué valores de los pardmetros a y b la siguiente matriz es
idempotente
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a -a 0
A=|-a a 0
0O 0 b
Solucion: a) A?®=A b) a=0 0 a=1/2 y b=0 0 b=1.
JUNIO 2015
CUESTION A.1:
a) [1,5 puntos] Discuta el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
X+y+az=1
X+ay+z=a
ax+y+z=1

b) [1 punto] Si es posible, resuélvalo para el valor de a = —2.

Solucién:

a) Para “a” distinto de 1 y —2 el Sistema es Compatible Determinado. Para a=1 el sistema es
compatible indeterminado. Para a=-2 el sistema es compatible indeterminado.

b) Lasolucibnesx=A4;y=1+4;z2=41

CUESTION B.1: Observacion: Los apartados a) y b) de este ejercicio son absolutamente
independientes y se pueden resolver en el orden que se quiera.
Se dice que una matriz cuadrada A es involutiva si cumple que A2=1, donde | denota la
matriz identidad.
a) [0,5 puntos] Justifique razonadamente que toda matriz involutiva es regular (o invertible).
b) [2 puntos] Determine para qué valores de los parametros a y b la siguiente matriz es

involutiva
a a o0
A=la -a 0
0 0 b

Solucidn: a) Se cumple que la inversa de la matriz A es ella misma y por tanto tiene inversay
es regular. b) azi\ﬁ 0 b=+1
2

SEPTIEMBRE 2014

CUESTION A.1:
1

1
a) [1,25 puntos] Compruebe que la matriz A:( 3) , es regular (o invertible) y calcule

su matriz inversa.
b) [1,25 puntos] Resuelva la ecuacion matricial AXA = B, siendo A la matriz anterior y

(3 )

iOJO!: El producto de matrices NO es conmutativo.

Solucion:
a) |A=-1=0, la matriz es regular. 5+ :( 3 1] b) La solucién es x :( 68 25j
2 - 49 18
CUESTION B.1:
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a) [1,5 puntos] Discuta el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
ax+2z=0
ay—-z=a
X-y+z=0

b) [1 punto] Si es posible, resuélvalo para el valor de a = 0.

Solucion:
a) Sia =3 El sistema es incompatible. Si a = 0 El sistema es compatible indeterminado.

Sia#0ya+#3 el sistema es compatible determinado.
b) Para a=0 el sistema es compatible indeterminado. La solucion es x=A4; y=4; z=0

JUNIO 2014
111

CUESTION A.1: Sabiendo que |x y z|=4, calcule, sin desarrollar ni utilizar la regla de
0 2 4

Sarrus, los siguientes determinantes, indicando en cada paso qué propiedad de los determinantes
se esta utilizando.

3x 3y 3z X y z
a |1 1 1|][1punto] b) | 3x  3y+2 3z+4| [1,5 puntos]
0o 1 2 X+2 y+2 7+2
Solucion: a) -6 b) 8
CUESTION B.1:

a) [1,5 puntos] Discuta el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
ax+3y+z=a
X+ay+az=1
X+y—-z=1

b) [1 punto] Si es posible, resuélvalo para el valor dea=—1.

Solucion:
a) Para a #—1, a # 2el sistema es Compatible Determinado

Para a = -1 el sistema es compatible indeterminado.
Para a = 2 el sistema es compatible indeterminado.
b) La solucién del sistemaes X=X; y=0; z=-1+X

SEPTIEMBRE 2013

CUESTION A.1: [2,5 puntos] Clasifique y resuelva, si es posible, el siguiente sistema de

ecuaciones:
2x+3y+z=1
2x+2y+z=1
4X+5y+22=2
Solucion:

El sistema es Compatible Indeterminado. La solucion del sistema es x = 1_72; y=0,z=12
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CUESTION B.1: Sabiendo que
a b c

6 0 3=2
1 11

calcule, sin desarrollar ni utilizar la regla de Sarrus, los siguientes determinantes, indicando en
cada paso qué propiedad de los determinantes se esta utilizando.

1 1 1
a)[1,25puntos] (2 0 1
3a 3b 3c
a b c
b) [1,25 puntos] [2a+6 2b 2c+3
a+l b+l c+l1

Solucion: a) -2 b) 2

JUNIO 2013

CUESTION A.1: [2,5 puntos] Discuta, en funcion del parametro a, el siguiente sistema de
ecuaciones:

X+y+z=1
Xx—ay+z=1
ax+y+z=4

No hay que resolverlo en ningun caso.
Solucion:
Si a#1ya=-1elsistema es compatible determinado.

Si a =1 el sistema es Incompatible.
Si a =-1 el sistema es Compatible Indeterminado.

CUESTION B.1:

4 1
a) [1,25 puntos] Compruebe que la matriz A:( J , esregular (o inversible) y calcule

su matriz inversa.
b) [1,25 puntos] Resuelva la ecuaciéon matricial AX +A?= B, siendo A la matriz anterior y

1 2
B= .
3 4
iOJO!: El producto de matrices NO es conmutativo.

y L 1 1
Solucion: a)|A|=-1+0, luego tlenelnversa:A‘lz[ 3 4] b) x :( 22 21]

SEPTIEMBRE 2012

CUESTION A.1:
a) [1,25 puntos] Determine para qué valores del parametro a el conjunto de vectores

S={(La1),1-a,a-10),(1,1a)} forma una base de R®.
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b) [1,25 punto] Estudie el rango del conjunto de vectores S en los casos en que no forme una

base de R®.
Solucion:

a) Para a=1ya=—2 siforman unabase de R*
b) Sia=1elrango de lamatrizSes1.Sia=-2el rango es 2.

CUESTION B.1:
0 3 4
a) [1,25 puntos] Dada la matriz A=| 1 -4 -5, calcule las potencias A%, Ay A%,
-1 3 4
b) [1,25 puntos] Calcule A%012,
Solucién:
-1 0 1 -1 0 O . -1 0 1
Ap-|1 4 4| A=|0 1 0] A=-ADAE_1 4 4
-1 -3 -3 0 0 -1 -1 -3 -3
JUNIO 2012
CUESTION A.1:
a) [1,5 puntos] Discuta el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
X+y+z2=2

Xx+ay+a‘z=-1
ax+a’y+a’z=2

b) [1 punto] Resuelva el sistema cuando sea compatible.

Solucion:
a) Cuando a = -2 el sistema es Compatible Indeterminado. Cuando a # —2 el sistema es Incompatible

b) Cuando a= - 2 la solucion del sistemaes X=1-24; y=1+4;,z2=1

CUESTION B.1: [2,5 puntos]

Se dice que una matriz cuadrada A es ortogonal si cumple que At -A =1, donde | denota la
matriz identidad y Ates la traspuesta de A.

Determine para qué valores de los pardmetros a y b la siguiente matriz es ortogonal

a —-a b
a a ©0
0 b -1

Solucién: a=+/0'5 yb=0

SEPTIEMBRE 2011

111
CUESTION A.1: Sabiendoque [|a b c|=6, calcule, sin utilizar la regla de Sarrus, el valor del
X y z

siguiente determinante, indicando en cada paso qué propiedad (o propiedades) de los
determinantes se esta utilizando.
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a b ¢ | [2.5 puntos]

5+3a X+3b E+30
2 2 2

Solucién: 15
CUESTION B.1:
a) Determine para qué valores del parametro a la matriz
a® a a
A=l a a’ 1
a 1 a°

es regular. [1.25 puntos]
b) Estudie el rango de la matriz A en los casos en que no sea regular. [1.25 puntos]
Solucion:
a) Paratodo adistintode 0,1y -1
b) Paraa=0e¢lrangode Aes 2. Paraa=1elrango de Aes 1. Paraa = -1 el rango es 1.

JUNIO 2011

CUESTION A.1: Demuestre, sin utilizar la regla de Sarrus y sin desarrollar directamente por
una fila y/o columna, que
X X+1 Xx+2

X X+3 Xx+4{=0
X X+5 X+6

Indique en cada paso qué propiedad (o propiedades) de los determinantes se esta utilizando.
[2.5 puntos]

Solucion: La 32 columna se obtiene como la suma de la 12 y 22 columna, por tanto el
determinante es 0.

CUESTION B.1: Discuta, en funcion de los parametros a y b, el siguiente sistema de ecuaciones.
No hay que resolverlo. [2.5 puntos]
X+ay+2z=3
X-3y-z=-1
—-X+8y+4z=Db
Solucioén:

Para a # 2 el sistema compatible determinado. Para a = 2 y b # 5 el sistema es incompatible.
Paraa=2yb =5 el sistema es compatible indeterminado.

SEPTIEMBRE 2010

CUESTION A.1: Definicion de rango de una matriz. Calcular el rango de la matriz A en funcion
del parametro k. [2.5 puntos]
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1 1 1

0 2 1
A=

1 3 0

1 1 k

Solucion: K#-1 2 el rango de A es 3K=-1 2El rango de A es 2

CUESTION B.1: Discutir y resolver el sistema siguiente en funcion de los posibles valores del
parametro k. [2.5 puntos]

X+2y+4z=0
—2X-4z=0
X—y+z=Kk

Solucién: k#0 El sistema es incompatible. k=0 El sistema es compatible indeterminado.
X=-22;y=-2;21=1

JUNIO 2010
CUESTION A.1: Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A. [2.5 puntos]
1 2 0
A=l1 1 1
-1 0 -1
1 -2 22
Solucién: |A=—1=0y portanto tiene inversa: po1=| 0 1 1
-1 2 1

CUESTION B.1: Enunciar el teorema de Rouche-Frébenius. Aplicar dicho teorema para discutir
si el sistema siguiente tiene solucién y si la solucidn es Gnica en funcion de los posibles valores
del parametro k (no es necesario resolver el sistema). [2.5 puntos]

X—y+z=Kk
3x-3y=0
X+ky+3z=1
Solucion: El sistema es incompatible para k= —1. El sistema es compatible determinado para k# 1.
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