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Tema 7. Limites y continuidad de funciones.

1. Limite de una funcién cuando x — a (en un punto)

1.1. Cuestiones previas

Una funcidn real de variable real:
f :Domf c R >Recf R

es una relacion que a cada elemento x de un subconjunto de R (Domf) le asigna un
Unico elemento y de un subconjunto de R (Recf).

A las magnitudes que intervienen en una funcion se les llama variables. Una de ellas es la variable
independiente y la otra, cuyos valores se deducen (dependen) de los valores de la primera, se
llama variable dependiente.

La variable independiente se designa por x y sus valores son representados en el eje horizontal (eje
de abscisas). La variable dependiente se designa por y y sus valores son representados en el eje
vertical (eje de ordenadas).

La grafica de una funcion es el conjunto de todos los puntos cuyas coordenadas son (x, f(x)), con
x € Domf.

/

A el
e o

Ay

SI ES UNA FUNCION NO ES UNA FUNCION

T
Una funcion se puede describir verbalmente, con una tabla de valores, dando su grafica, o por
medio de su formula o expresion algebraica.

Tema 7. Limites y continuidad de una funcion 5
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20
Asintota vertical x=-3

A
;,’/ 10

Asintota horizontal ¥ =1

N/

DOMINIO Y RECORRIDO DE UNA FUNCION.

Al conjunto de todos los valores x que tienen imagen, se llama dominio de f (Domf).
El conjunto de todas las imagenes se llama recorrido de f (Recf).

Si a € Domf = atiene imagen = el punto (a, f(a)) esta en la gréafica de f y ningin otro punto de
abscisa a esta en la grafica de f (puesto que a solo tiene una imagen).

Si a ¢ Domf = a no tiene imagen = no hay ningln punto de la grafica de f cuya abscisa sea a =
la grafica de f no cruza la recta vertical x = a.

Si b ¢ Recf = no existe a del dominio cuya imagen sea b => no hay ningin punto de la grafica de
f cuya ordenada sea b => la grafica de f no cruza la recta horizontal y = b.

El dominio de una funcién puede estar determinado:

- por la definicion de la funcién,

- por la propia naturaleza de la magnitud cuyas cantidades son los valores de la variable
independiente, o

- por las operaciones que aparecen en la expresion algebraica de la funcion, que pueden no estar
definidas para ciertos valores.

Dominios de algunos modelos de funciones:

Las funciones polindmicas (y:3x4—5x2+x—2 ), las exponenciales (a*), las trigonométricas

(senx, cosx, arctgx), las radicales de indice impar (Q/; con n impar), estan definidas en todo R .

Las funciones racionales ( f (x) = X;i - Dom=R—{-2} ) tienen como dominio todos los reales
X+

salvo los valores que anulan el denominador, las funciones radicales de indice par ( f (X) = Jx >
Dom =[O,+oo)) tienen como dominio los valores que hacen positivo o cero el radicando y las
logaritmicas ( f(x) = Iog(x—l) > Dom:(1,+oo)) los valores que hacen positiva la expresion
contenida en el logaritmo.

Tema 7. Limites y continuidad de una funcién 6
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GRAFICAS DE ALGUNOS MODELOS FUNCIONALES.
Funciones polindmicas

De grado 0 - La recta horizontal. y=c

De grado 1 - Larecta oblicua. y=bx+c
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De grado mayor que 2 > y =x* —4x?

_ov=xtoay
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0. 0664

1]
-0.05868
-0.4375
-1.3711
-2.0
-5.3711
-8.4375
-12.0586
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-19.9336
-23.4375
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1
or f () =x
l__
051
0:.5 1} l:.j 2:, 2:.5
EEN
Funcion exponencial
v= f(x)=a"| Funcién exponencial
| v’ / v1’ 1
f(x)=a" 4 | f(x)=a" [0<a<l
3 <.
# 4q
3 3
” {1
—j— —-;- =20 o 2 3 4 o — —
-4 3 -2 -1 2 3 4q

y=f(x)=log, x

Funcion logaritmica

-1 A 2 3 4

P f(x)=log, x

Y

f(x)=log, x

[ v N

1

-4

Funcién trigonométrica
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\/

e =
"

y=senx y=cosx » =tan x

Funcidén a trozos

£(0) = xzsix_<1
2X+1six>1 g & & ermdoeend]

|
|
!
|
|
1

Funcién valor absoluto

x*—2x-3 si x<-1
f(x)=[x*-2x-3={-x"+2x+3 si-1<x<3
x*—2x-3 si x>3

1.2. ldea inicial de limite de una funcién en un punto (cuando x — a).

Tema 7. Limites y continuidad de una funcién 10
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Si una funcion f esta definida para todos los valores de x préximos a a, aunque no necesariamente
en el mismo a, entonces, se dice que el limite de f (x) vale L, cuando x tiende a a, si el valor de

f (x) se aproxima a L cuando x se aproxima a a.

Se escribe asi:
leir; f(x)=L Selee: f(x) tiende a L cuando x tiende a a.

Si una funcioén f (x) no tiende a ningiin namero concreto, cuando x tiende a a, se dice que no
tiene limite cuando x tiende a a.

Ejemplos:

Usando la calculadora puede estudiarse el limite, cuando x tiende a 2, de las funciones:
3 X—2
a) f(x)=x"-3 b) g(x) = —— c) h(x) ==
X—2 X°—4
Para ello, en todos los casos, se daran a x valores proximos a 2 y se calcularan los valores que
toma la respectiva funcion.

a) Para f(X)=x"-3

X>2 x>2*
X 1,9 1,99 1,999 e e, 2,001 2,01 2,1

f(x)=x"-3 | 0,61 0,9601 | 0,996001 2>1€ 1,004001 | 1,0401 | 1,41

Tanto para valores menores que 2 como para mayores que 2 (en ambos
casos proximos a 2), la funcion toma valores muy proximos a 1.

En este caso se escribe, |im(x2 —3) =1
X—2

2
Observa que la funcion esta definida en x = 2 y que el limite coincide /
con f(2). F=P=3

b) Para g(x) =i
X—2

X>2 X>2"
X 19 199 1999 | .. ....... 2001 | 201 | 21
3
9=5— | 80 -300 | -3000 ¢? 3000 300 30

Tema 7. Limites y continuidad de una funcién 11
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Para valores cercanos y menores que 2, la funcion toma
valores grandes y negativos; para valores cercanos y
mayores que 2, la funcién toma valores cada vez mas ﬁ:x)=i
grandes. UK

3 ——]
En este caso, no existe lim——
x—>2 X —2

Observa que la funcion no esta definidaen x =2y que
tampoco tiene limite en ese punto.

X—2
2

Para h(x) =

X2 x>2*

X 1,9 1,99 1,999 2,001 2,01 2,1

0,2439

0,24994 | 0,2494

2
h(x) = 0,2564

0,2506 | 0,25006

Para valores préximos y menores que 2, la funciéon se
acerca cada vez mas a 0,25; y lo mismo hace para valores
proximos y mayores que 2.

. X

lim——=0,25

En este caso, 1M a2 | p
Observa que la funcion no esta definida en x = 2y sin
embargo tiene limite en ese punto.

1.3. Definicidon de limite de una funcion en un punto

A la vista de los ejemplos anteriores, se concluye:

1) Para la existencia del limite de una funcion en un punto a no

importa que la funcion esté o no definida en ese punto.

Fla)

2) Lo que importa son los valores que toma la funcién en un
entorno de ese punto a.
3) Existira el limite, y su valor serd L, cuando todos los puntos

a+ht

proximos a a se transformen, mediante la funcién, en puntos
proximos a L. Esto es, si X1 esta cerca de a, entonces f(x1) esta cerca de L.

O con més precision:

Existira el limite de f(x), cuando x — a, y su valor sera L, si se cumple:

limf(x)=L<Ve>0,35>0/VX, |x-a<s=|f(x)-L|<e

1.4. Limites laterales

Tema 7. Limites y continuidad de una funcién
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En la definicion de limite no se distingue entre las posibilidades de que x se aproxime a a con
valores mayores 0 menores que a. No obstante, algunas veces conviene distinguir si x — a por la
izquierda (siendo x < a), que se escribe x — a -, 0 si x — a por la derecha (siendo x > a), denotado
por x — a+.

Esta distincion da lugar al estudio de los limites laterales.
e A lim f(x) se le llama limite lateral por la izquierda.

X—a~

e A lim f(x) se le llama limite lateral por la derecha.

x—a*

A Observacion:

Este estudio tiene interés cuando:

1) La funcién esta definida a trozos y se quiere calcular el limite en alguno de los puntos de union
de los diferentes trozos.

2) La funcion tiene asintotas verticales y se quiere determinar la posicion de la curva respecto a
ellas.

Pues bien, para que exista el limite de una funcién en un punto es necesario que existan los limites
laterales y que sean iguales. Esto es, para que exista es necesario que lim f(x) = lim f(x) =L
X—a X—a

Ejemplos:
x> siox<1
a) Para estudiar el limite de la funciéon f(x) = ] 2 -
2—-x si x>1
en el punto x = 1 es necesario considerar los limites laterales. 1-
e Porlaizquierda: lim f(x)=limx* =1 _/
x—1" x—1" | I
e Por la derecha: lim f(x)=lim(2-x)=1 -1 0 1 2
x—1" x—1"
-1 -
Como ambos limites coinciden, existe el limite y vale Iirrll f(x)=1.
x> siox<1
b) Para estudiar el limite de la funcion f(x) = ] 2
1+x si x=>1
en el punto x = 1 es necesario considerar los limites laterales. 14
o Porlaizquierda: lim f(x)=limx* =1 /
x—1" x—1" T I T
e Por laderecha: lim f(x)=lim(1+x)=2 -1 0 1 2
x—1* x—1*
-1 4

Como ambos limites no coinciden, no existe el limite.

Tema 7. Limites y continuidad de una funcién 13
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2. Calculo practico de limites

2.1 Casos inmediatos

Si f (x) es una funcion usual (polindmicas, racionales, logaritmicas, etc.) y esta definida en el
punto x=a, suele cumplirse que: lim f(x) = f(a).
X—a

Esto es, el limite se resuelve sustituyendo el valor a en la funcion.

Ejemplos:

a) lim(x*-3)=2"-3=1

X—2

b) Iirrg\/x2+4:\/02+4=\/2:2

. X+1 2+1 3
) lim—=—=-=—=
x>2x-1 2-1 1
d) lim22 =242 =25=32

X—2

e) Iim(ln(x2—2)):In(32—2):ln7

x—3
f) lim x-2 = 2-2 = 0 =0
x>2x+2 2+2 4
X—2 . 2-2 0
>—-Yya que al sustituir obtenemos ——-=— que no esuna
X —4 2°-4 0
operacion valida. No podemos calcular este limite de forma tan sencilla como hemos
calculado los anteriores.

g) Estonoesasienel lim
xX—2

2.2. Algunas propiedades de las operaciones con limites

En relacién con las operaciones algebraicas pueden aplicarse las siguientes propiedades.

Si lim f(x)=m y lim g(x) =n, siendo m y n finitos, entonces:

L lim(f(x)£g(x))=lim f(x)£lim g(x) =m=n
x—a X—a x—a
“El limite de una suma es igual a la suma de los limites. «

2 Wl g-eley)= i 663 e

Tema 7. Limites y continuidad de una funcién 14
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“El limite de un producto es igual al producto de los limites”

fo)_Imfl) m
(g(x))‘ limg() n

“El limite de un cociente es igual al cociente de los limites”. Siendo n un valor no nulo.

3. lim

X—a

lim g(x)

4. i 100 >0,lim(f(9°?)=(lim f ()™ =’
X—a Xx—a
“El limite de una potencia es igual al limite de la base elevado al limite del exponente”

5. i f(x)>0, lim(log, f(x))=|ogc(!(i£ra| f(x))=|ogc m

“El limite de un logaritmo es igual al logaritmo del limite”

2.3. Indeterminaciones

Hay siete casos en los que al sustituir el valor x = a en la funcién dada se llega a situaciones
extrafias, no definidas, que reciben el nombre de indeterminaciones: formas indeterminadas.

Escritas esquematicamente, estas 7 indeterminaciones son:
0 o0
— — 00 — 00 1~ 0-00 0° o0

0 00

Ejemplos:
En los limites siguientes, al sustituir, aparecen las formas que se indican.

Tema 7. Limites y continuidad de una funcién 15
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2) lim>X=2_9
-2x2 -4 0
. X—=2 oo
b) lim =—
) X—)+00X2_4 o0
. 2 8
¢) lim| — ———— |=0—0
-2\ X° -4 x-2
d) |im(1+1j _1
X—2 X
. 1
e) lim(x-2)5—=0-
X—>+00 X
f) limx*=0°

g9) lim (x+2)x =

Algunas veces estas formas indeterminadas pueden resolverse. Los métodos de resolucion estan
muy estudiados y se concretan en los siguientes procedimientos:

1) Algebraicos. Consisten en aplicar las propiedades de las operaciones con limites y, cuando estas
sean insuficientes, recurrir a transformaciones algebraicas en la funcion dada: simplificar,
extraer factor comdn, sumar o restar, operar con potencias y raices, con logaritmos, ...

o . - : 0 00 -
Se aplicara este método en limites de los tipos: 0 — 00 — 00 1 0
o0

2) Regla de L"Hopital, dando asi entrada al calculo infinitesimal. Se vera con las derivadas. Con
este método se resolveran las 7 formas indeterminadas.

o

2.4. Limites de funciones racionales cuando x — a. Indeterminacion —

o

P(x)

Las funciones racionales son de la forma f(x) =——=, siendo P(x) y Q(x) polinomios. El unico
X

caso de limite no inmediato es cuando da lugar a la indeterminacién del tipo 0 Esto es, cuando

P(@) =0y Q(a)=0.
Este caso puede resolverse factorizando los polinomios y simplificando la expresion inicial.

Ejemplo:

. X=2 . . . x=2 0 .

lim no resulta inmediato ya que lim——-=— . Puede resolverse asi:

x=2 X —4 x->2 X —4 0
IimXZ;Z:Q(Indeterminacién)
-2x°—4 0

Factorizamos el polinomio x*—4, realizando la division por Ruffini con el nimero 2 al que
tiende x.

Tema 7. Limites y continuidad de una funcién 16
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1 0 -4
2 2 4 =x-4=(x+2)(x-2)
12 |0
Utilizando el resultado obtenido terminamos de resolver eI limite.
lim X=2 0(Indetermlnacmn =lim ! E
-2 x2—4 0 2 (x+2) M i X+2 |4
k
2.5. El caso 0

hace tan grande como se quiera, infinitamente grande.

se obtienen signos distintos para el infinito.

o .k .
Cuando al hacer cualquier limite aparezca la expresion 0’ se pondra que el valor de ese

limite es infinito (o). Esto significa que, aunque el limite no existe, el valor de la funcion se

En estos casos es conveniente estudiar los limites laterales en el punto, pues con frecuencia

A

Ejemplos:
X2 4
a) lim =—=+o00. Si estudiamos los limites laterales:
x>2x—2 0
2 -,
. ositivo
- lim = (probamos con 1,9) p— = —00
X2 X — negativo
2 -y .
. ositivo
- lim = (probamos con 2,1)pf =
x>2" X — positivo

No coinciden los limites laterales, son infinito pero de signo distinto.

2 2
X
decir que no existen lim = A o que vale lim =t
X2 X —2 x-2 X —2
X2 4
b) lim————=—=x00. Si estudiamos los limites laterales:
-2 x> —4x+4 0
2
. ositivo
- lim— = (probamos con 1, 9)p—
x-2" X° —4X+4 positivo

2

= (probamos con 2 1)&“"O
x—>2* X —4x+4

pOSItIVO
2

Coinciden los limites laterales y el limite es lim

————— =4
-2 X* —4X +4

]

En estos limites se puede
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II Ejercicios:

Calcula el valor de los limites siguientes:
2

. Xt -
a) lim =
x—>-1 x+1
2
. X"—X-6
b) lim———=
x->3 X° -9
. X*+3
c) lim =
x—0 X
2
. X°+3
d) lim—-—=
x=0 X
. xX*—x-6
e) lim =

x>3 X2 —BX+9

Solucion: a) -2 b) 5/6 ¢) o0 d) +o0 e) +oo

. . ., 0 . ,
2.6. Laindeterminacion 0 en funciones con raices

En las funciones con radicales, la indeterminacion 5 suele resolverse multiplicando y

dividiendo la funcion dada por la expresion conjugada de alguno de sus términos. A
continuacion, se opera y simplifica.

Ejemplos:

a)
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]

=9[Indeterminacién]:Iim(z_&)(ZJM/;):Iim =
4 (x=4)(244x) 7 (x=4)(2+x)
4-x S I

=lim =lim =lim S

S (2ea) O ] (20 x) 2 L

Iimz_&

x>4 X—4

b)
Iimzﬁ_z:Q[Indeterminacién]zIim(zﬁ_z)(zﬁJrz)=|im (2\/;)2—22 _
-1 21 0 x—1 (x2_1)(2\/;+2) x»l(xz_l)(z\/;_i_z)
7
— lim 4'(%) -2 i Ax=4

(ke -1)(2vx+2) (e -1)(24x+2)
4(x~T) 4 4 1

:%[Indeterminaci(’)n] =lim =lim =

=1 (xT) (x+1) (2% +2) X-—’l(x+1)(2\/§+2) 24 |2
TEjercicios:

Calcula el valor de los limites siguientes:

) Iimg’_— VX+9:
x—0 X
b) |im*/§_*/;=
x>3 3—X
Solucion: a) 1 b) ﬁ
6 6

3. Limite de una funcion cuando x — oo (en el infinito)

Antes de estudiar estos limites conviene recordar algunos resultados de las operaciones
relacionadas con el infinito.

+00 + 00 = + © — 00 —00=— 00 [00 — 00] es indeterminado.
400 + k = +o0 —wtk=-—o

(+ K) - (+o0) = +o0 (—k) - (+0) = —o0  [0-0] esindeterminado.
400 + (+00) = +o0 +00 - (— 0) = —
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En todos los casos + k indica un nimero positivo fijo y —k indica uno negativo.

3.1. Limite finito de una funcién cuando X = oo

Pongamos un ejemplo de esta situacion.
La funcion f(x) :% tiende a 2 cuando x — +oo.
+
Efectivamente, si x = 1000 - f(1000) = 1,983; si x = 10000—~> f(10000) = 1,9995;...

Se escribe lim 2X_l=2
X—> +00 X+8

3.2. Limite infinito de una funcién cuando x — oo

La funcién f(x) = x*—1 toma valores cada vez mas grandes cuando x — +o. Efectivamente,
f(100) = 9999, f(1000) = 999999, ....
Se escribe: lim x* —1=+o

X—> +o0

La funcién f(X)=—x*+1 toma valores cada vez més pequefios cuando x — +oo. Efectivamente,
f(100) = —9999, f(1000) = 999999, ....
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Se escribe: lim —x? +1=—o0

X—>+00

La funcién f(x) = x®—3 toma valores cada vez mas pequefios cuando x — —o. Efectivamente,
f(~100) = — 999997, f(~1000) = —999999997, ...
Se escribe: lim x* —3=—0

X—> —©0

im f(x)= -

X=s to

lim f(x)=+w

X—s +w

Y

3.3. Limite de una funcién polinémica en el infinito

Si P(x) es un polinomio de cualquier grado, se cumple que:
. n 2 n
lim a x"+....+a,x" +ax+a,) =2, (+00)" =0

El signo +o0 0 —oo depende del coeficiente de monomio de mayor grado del polinomio, aplicando
en todos los casos las reglas de los signos.

Ejemplos:
a) lim (5x-3)=

X—>+00

b) lim (5x—3)=—0

X—>—©

¢) lim

X—> +00

—X +4x—3):—

d) lim

X—> —00

X3 +4x— 3)

X—>+00

) lim

X—> —0

(
(-
(-

€) lim (x*-300x°+x— 2)
(x*~300x° +x—2) =+
(-

g) lim (—2x* —300x° + x— 2)

X—> —o0

3.4. Limites de funciones racionales cuando x — oo. Indeterminacion =

00]
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Un procedimiento para justificar estos resultados consiste en dividir el numerador y el
denominador de la funcion dada por la mayor potencia de x presente en la expresion, como se hace
en el ejemplo siguiente. Ademas, en todos los casos se tendran en cuenta los signos.

Ejemplos:
X 43 43
a3 . X ¢ ¢ TMaETe as0-0 [0
a) lim ————=1lim = lim = =|—
e xE4B44xT xow g2 3 g4y e 13 040+4 |4
;+;+7 x X
X 4+4x-3 . x . -1 4
b) im —— = Ilim—=lim —=——=
)X—>+oo X4+3+4X3 X—>+o0 X4 x>+ X +o0 @
. —x*+4x-3
c) lim——m=
)H—wx4+3+4x3 o
X +4x-3 . x> X 4o
d) lim—————=1Ilim—=Ilim —=—=|+x0
) Jm, X+3+4x° o= 4x? x> 4 4 o

4
. —X"+4x-3 . =X . —X° —oo
e) lim —————=1lim — = lim —=—=
x>—0 X+34+4X" o0 4XT o= 4 4

X +4x-3 . X
m ———
o0 X0 +3+4X0 o ¥

|I Ejercicios:

Calcula el valor de los limites siguientes:

. -3
a) lim ————ou=
x>+ X* + 3+ 4X
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b) lim i:
x>0 X+ 3+ 4x°
2
C) lim i:

x>0 X+ 3+ 4X°
d) lim—8x*+4x*-5x+2=

X—> +00

e) lim—8x"+4x*-5x+2=

X—> —00

f) lim 4x®-5x+2=

X—> —0

g lim —3+4x*-2x"
x>-o X +342X

. —3+4x7-2x"
h)y IIm ————=
x>+ X +3+2X

i) lim x+3-4x°=

X—>—©

D lim Jx+3-4x* =

X—> —00

Solucion:a)0 b)0 c¢)-3/4 d)—o g)—o f)-o g)+wo h) oo i)+ j)+oo

3.5. La indeterminacion = en funciones con raices

o0

En las funciones con radicales, la indeterminacion puede resolverse aplicando la comparacion de
grados, teniendo en cuenta que al aparecer raices los exponentes pueden ser fraccionarios.

Ejemplos:
3
x+3+4x . 4x° . 4.2
S G o
x—)+oo X— +00 X X— +00 X
3
\/x+3+4x A Yax> . a4
b) | nm—:nm[ = lim [XZWZ
X~>+oo X+ X X—> +00 X X—> 400 )(/
3
G T TG VIV I PR
¢) lim = lim 222 i 22
X—> +00 X + 8 X—> +00 X X—> +00 X
2 3 2
. XS4 . X .
= lim 22 2 lim 2= = lim x=[+o0]
X—> 400 X X—> +00 X X—> 400
—2x? —5x+\/x+3 ) —2x? —2x? 2x . =2X
d) lim = lim —==— = lim = lim = lim === =[]
X—> +00 X+8 ,X +X— x»+aox+8 / X—> 400 X+8X X—> +00 9X X—> 400 9

lim —5x+\/x+ _Im —5x —5x 5x . =5 5

€)
x>ty 1 8 ’X +X— Xoto 1 8 / Xﬁ+oo X+8X x»+oc Ox x—>+0 Q 9
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3.6. Laindeterminacién 1° . El nmero e

El nimero e se define como el limite, cuando X — + o, de la funcion f(X) = (1+ 1) . Es decir:
X

lim (1+ 1) =€=2,71828182846...
X—>0 X

Una forma de resolver estas indeterminaciones es aplicar la transformacion:

Iim[ f (X)]g(x) =1°°[Indeterminacién]:ex'm[f(X)_l]'g(X)

X—>0

Otra forma es utilizar la derivacion logaritmica (se vera mas adelante).

Ejemplos:

a)

b)

d)

3X X 3 X 3
lim [1&) = lim [[1&] } { lim (1+1j ] —|¢’]
X—> 400 X X—> +0 X X—> +00 X
1Y 1\ 1Y) 1
lim (1——) = lim [1+—j = lim ((M—j ] =let==
X—> 400 X X—> 400 _X X—> +00 _X e

2 x-3 2 lim (x-3) ; (x2+1_1] )
- X +1 - X +1 X—> 400 . L Xlnjw XZ? (X 3)
"m( 2 j :( lim j =17 (Indeterminacion) = e 2 =

2

x—>+o| X5 —2 X+ Y& —
. X2+1—X2+2] 3 3x—9 3x 3
n[ZE5e_ (e _ () mf3)_ )
[P e m(32) m(%] (3 _e-f]

x>+ X —2 X—> 40 X5 —

2 x2_3 9 lim (Xz,g) ; [X2+1—1] .
- X +l - X +1 X—> +o0 ] .. M'T% Xzf (X 3)
lim ( 2 j :L lim = j =17 (Indeterminacion ) == 2 -

2 2 2 2
. X“+1-X"42 |/ 2 i 3 2 . 3x“-9 . 3x i
XIJT%[ X2—-2 ](X _3) xLITm( Xz,zj(x _3) xLlToo x2-2 xLITw X2 XLIle(S) 3
=€ =€ =€ =€ =€ =€

2 : 2
(x+1) x4l o tim (X2 4 )023
lim (—j =£ lim —) =1°°(Indetermlnacmn)=e“*’4{x‘2 ]( )=
x—>+o| X —2 X—>+0 X — 2
L (xH=x+2) o (3 )2 i [3X2—9] i [3x2]
I G I CE G A =S LI S I
lim (3x) "
=e~"  =e”{Como e=2,71...>1} =[+o0]
2.3 lim (x2—3) o (x-1 )
. X—l X . X—l X—> 400 . ., lim | —=-1|[x*-3
lim (—j =( lim —) =1°°(Indeterm|naC|on)=e“*°°(X+2 ]( )=
x—>+0\ X4 2 X—>+00 X 4 2
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2 2
- (x=1-x-2) .2 (3.2 im | =3x+9 lim | =3%
fim ( X+2 J(X 73) lim (EJ(X 73) X—> +00 X—2 _ Q¥ X _

— ex»wo — exa+w =g =g —

lim (-3x)

e~ =™ {Comoe=2,71..>1} =[0]

II Ejercicios:

Calcula los limites siguientes:

a) lim 1—Ej =
X—> +00 X
b) lim XLZJ =
X— —0 X_3
32
[ XP+2x |6
c) lim 5 =
x>0\ X4+ 4
| 2
d) lim 5X++/X*+3 B

x>+ey 3 X2 4 x—5

i —5x%°
e) lim =
x>0y 1 X2+ x-5

. —2x% + X
f) lim —2X X
= x4 AIX + X5

Solucion: a)e” b) e® ¢)e® d)-1 e —o f)-2

3.7. Comportamiento de otras funciones en el infinito

El limite cuando x — oo de las funciones exponenciales, logaritmicas y trigonométricas se
pueden calcular como se indica a continuacion.

e Funciones exponenciales

Para el calculo de limites de expresiones exponenciales, ademas de las propiedades usuales de la
potenciacion, se emplean las siguientes:
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En este contexto viene bien recordar la representacion gréfica de las funciones exponenciales
elementales.

Fixy=a’

axl l<a<l

Ejemplos:
. _ lim (x-2
a) lime*? =g — g =

X—>+0

i lim (x+1)
b) lime* =g~  =e™ =[0]

5
£

lim (3x

¢ lim 2% =e™" —e= =[0]

) 2 3x 2 Xﬂnjm(?:x) Zj—oo (3j+w
d lim|[2]| =2 -12] =[2] -[=
(3] -8 A8 3 =

. [ 4Ax*+2x o . [ 4x*+2x s
e) lim| ———| =lim|—; = 4" = |+o0]

X—> 400 X°+4 X—> +00 X +4

4% +2x = 4% +2x 3 o

lim| —— = lim| —— =47 =

f x—»—w( X* +4 ) xe—w( X +4 j

o e
o xXE2x )8 (xP42x o (1
lim = lim - = -
9 X—>+°°(2X2+4j X—>+°°(2X2+4} (2) @

e Funciones logaritmicas

La propiedad particular que puede aplicarse aqui es: Iim(loga f (x)) =log, (Iim f (x)).

Ejemplos:

a) lim Iog(lo—szlog(lim (m—xj)zlogloz
X+5 X+5

X—>+00 X—> +00

b) lim (31x-+In(10x+5)) = lim (31x)-+ In1im (10x-+5) | = +e0-+ o0 =

X—>+0 X—>+0 X—0
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II Ejercicios:

Calcula los limites siguientes:

X

. 2X+2
a) lim =
X—> —o0 X—3

b) lim 2X+2 _
x40\ X —3

_(2x+2)
c) lim =
X— 40 3X—3

d) lim x+|n(2x+2j =
X—> +o0 3x—-3

Solucién:a) 0 b)+oo ¢)0  d) +oo

3.8. Laindeterminacién de la forma «—owo

Cuando se plantea la indeterminacion co—oo, tanto cuando x — a como cuando x — oo, el
procedimiento general consiste en operar la expresion inicial hasta transformarla en otra expresion

. . . . . 0 o .
no indeterminada o en otra forma indeterminada del tipo o 0 — . Estas otras formas se resolverian
o0

por cualquiera de los métodos vistos anteriormente.

Ejemplos:
. (2x-3 x*+1 . . . .
a) lim 3 9 es una forma indeterminada oo—oco. Sumamos las fracciones algebraicas
X—3 X — X5 —

y simplifiqguemos todo lo posible la expresion.

“m(zx—s X2+1j:'xi£2‘[(zx_3)(x+3) X2 +1 ]_

x-3 x2-9 (x=3)(x+3) (x=3)(x+3)

x—3

2x% +6Xx—3x—-9)-x*-1 2 _
.im(< ) JHQL(H&Jﬁ

X3 (x=3)(x+3) x—-3)(x+3)) 0

Este resultado se podria decir que no existe, ya que el limite por la derecha de 3 es +oo y por la
izquierda es —o.

2 2
b) lim 2x° =3 _ X' +5x :oo—oo(lndeterminacién)
xorol 2X—=3  X+2

Para resolverla realizamos la resta de las fracciones:
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X—>+00

2Xx—3  Xx+2 (2x=3)(x+2)

[ 2 +4x* -3x—6—(2x° ~3x* +10x* ~15x)
= lim =
x>+ (2x-3)(x+2)
[ =3x*+12x-6) -
=lim| ———
x>4o| - 2X°+X—6 +00 x>+

c) lim (sz 4 X —X° —x) = o0 —oo( Indeterminacion ) =

X—>+0

- («/x2 +x—\/x2—x)(«/x2 +x+«/x2—x)
X (\/x2+x+\/x2—x)

= lim

i [2x2 —3 ¥ +5x] _ X@@L(sz -3)(x+2) (% +5x)(2x—3)] i

—_— 2 — —_—
=—(Indeterminacién) = lim 3—X2 T :
2)( X—> +0 2 2

X2+ X—X+X

X—> +00

(o) (=) _ Iim( X rxo(x %) J: Iim[

] IR NCIT VR NI | [x? 4x 4 IX2 =X

— lim 2x — lim 2X__ | jim — lim
X— 400 \/X2+X+\/X2—X X—> 400 /X2+ ’XZ X—+0 X 4 X X—> +00 2X

3.9. Laindeterminacion de la forma 0-

2X Q

UE+x +Ux% =X

=[1

jz

Para resolverla suele dar resultado operar la expresion inicial hasta transformarla en otra expresion

. . . . .0
no indeterminada o en otra forma indeterminada del tipo o 02

Q0
Ejemplos:
2
a) lim (X-ZX;SJ:oo-O(Indeterminacién)z lim XZ;?’X
X—> o0 2X° —X+5 x40\ 2X° —X+5

b) lim (x-%j:oo-o(lndeterminacién): lim (3_j: lim 3_3_
X

X—> 400 X—> +o0 X

X—> +00 X x—>+o| X

2
¢) lim (xz -%}:oo-O(Indeterminacic’)n)z lim (3%}: lim 3=[3]

|1

2

2
d) lim (xz -Ej:oo-O(Indeterminacién): lim [sz lim 3x = [o0]

X—> +00 X—> +00 X—> +00

X X
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4. Continuidad de una funcion en un punto

Una funcidn es continua en un punto cuando el limite de la funcion en dicho punto es igual al
valor de la funcion en él.
La definicion es la siguiente: f (x) es continua en el puntox =a < lim f(x) = f (a) .

X—a

Una funcidn es continua en x = a cuando cumple las tres condiciones:
1) La funcion f (x) esta definida en el punto x = a. Esto es, se sabe cuanto vale f (a).
2) Existe el limite en x = a: existe lim f(x) =L

X—a

3) El valor del limite coincide con f (a). Esto es, lim f(x)=L= f(a).

De las cuatro funciones siguientes, solo la primera es continua en el punto x = a.

(1 (3) (4)
L fx) f(@) f---mn=- * @ /
L8 =0 e N
d s N e TR v

fix)es continuaenxy = a Jixino es contina enx = a:

fla)no esta definida

Jixino es contina enx = a:

Iim £(x) = (@)

Jix)no es continua enx = a:
no existe el limite enx = a

Ejemplo:

., 4 . .
La funcién f(x) = il es discontinua en x =1, pues en
X+
ese punto no esta definida.

\‘\

|
|
|
|
— .
4 4 2 h 0 i
|
|
|
|

Si calculamos los limites laterales en X =—1:

lim —=—=-—w
x>-1 X+1 0
-
4 4

x->-1"X+1 0 ]

4.1.Funciones continuas.
1) Las funciones polinémicas f(x)=a,+aXx+...+a,X", son continuas para todo nimero real x.

Son funciones continuas:

a) f(x)=2.Las funciones constantes se representan mediante una recta horizontal.
b) f(x)=2x-1. La funcién polinébmica de primer grado es una recta.

c) f(x)=x*+2x-1. La funcién polinémica de segundo grado es una parabola.
d) f(x)=x>—3x*+2x-1. Todos los polinomios, de cualquier grado son funciones continuas.
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)= 3, +aX+...+ax"
- m
b, +b,X+...+b, X
dominio; esto es, siempre que no se anule el denominador.

2) Las funciones racionales f(x , son continuas en todos los puntos de su

Ejemplos:

a) Lafuncion f(x)=— es continua siempre, para todo nimero real, pues su denominador

X“+2
siempre es distinto de 0.

3x-1
X° -4
dos valores se anula el denominador.

b) La funcién f(x)= es continua para todo namero real distinto de 2, y —2. Para esos

3) Las funciones con radicales, trigonométricas, logaritmicas y exponenciales son continuas en
todos los puntos de su dominio.

Ejemplos:

a) Lafuncion f(x)=+/x*—4 escontinua paratodo x >2; y para todo x <—2. En el primer caso
por la derecha; en el segundo, por la izquierda. No esta definida en el intervalo (-2, 2).

b) La funcion f(x)=+/4—x* es continua s6lo en el intervalo [-2, 2], que es su dominio de
definicion.

c) Las funciones seno y coseno son continua siempre. Si aparecen en cocientes habrd que
aplicar el criterio general de denominadores no nulos.

. . . 3x-1 . ,
Asi, por ejemplo, la funcion f(x) = T cosx no es continua en los puntos en los que no esta
SX

definida, que son: 0, 27, 4r, 67, ...... en esos valores se anula el denominador.

d) La funcion f(x) = Iog(x2 —1), que esta definida siempre que X ¢ [—1, 1] , €S continua para

todo x e (—oo, —1) u(l, +oo) .

2
e) Lafuncion f(x)=(x—3)e”" es continua en todo R. En cambio, f(x)=(x—3)e** noes

continua en X =1, ya que no esta definida en ese punto.

4) Las funciones definidas a trozos seran continuas si cada funcién lo es en su intervalo de
definicion, y si lo son en los puntos de union de los intervalos; para esto Ultimo es necesario
que coincidan los limites laterales.

Ejemplos:

x* si

., x<0 .
a) Lafuncion f(x)= ) es continua en todo R.
0 si x>0
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-2 0

X si x<

b) La funcion f(x)= )
Xx=1 si x>0

continua en R —{0}.

es discontinua en x = 0. También podemos decir que €s

-2 2
xX*+x-1 si x<0
c) Lafuncion f(x)=4x-1 si 0<x<2escontinuaenx =0y discontinuaenx =2,
X—2 .
—_— si x>2
X+1
También podemos decir que es continua en R —{2} .
\ 3 , _
- x+x-1 s x=0
fx)=9x-1 sio Dex=2
l.\'—E
5 ox>2
N x+1
-2 1 I k
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5. Resumen de operaciones con expresiones infinitas

Suma

Producto

Cociente

Potencia

=400  Siendo K un nimero real positivo

=—oo  Siendo K un nimero real negativo

K (+0)
K (+0)
K -(—oo) =—oo  Siendo K un ndmero real positivo
K -(—o)=+0 Siendo K un niimero real negativo

K . , .
— =0 Siendo K un ndmero real cualquiera
o0
+00 . , .-
e =+oo  Siendo K un numero real positivo
+00 . , .
« =—oo  Siendo K un numero real negativo
—00 . , .-
Da —oo  Siendo K un namero real positivo
—Q0 . , .
« =+oo  Siendo K un numero real negativo

0 .

—=0 Siendo K #0

K

K

o = ( Indeterminacic’)n)

K™ =400 SiendoK >1
K™ =0 Siendo0<K <1

K™ =0 SiendoK >1
K™ =400 Siendo0<K <1
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" Ejercicios
[ ]

TCélculo de limites por métodos algebraicos

1.

Utiliza tu sentido comun para asignar valor a los siguientes limites:
a) lim x* = ; lim x® = s lim=x3+x* =
X—> +0 X—> +00 X—> 400
b) lim x* =  lim x® = D lim=x3—x% =
X—> —00 X—>—0 X— —0
) limx® = climx® = D limx®—x% =
X—2 x—0 X——-1
.1 .1 . 1
d) lim = = ; lim — = ; Iim ——— =
X—)+OOX X—)+30X X—)+00X _X
. 3—x+x° _ 3—x+X° _ 3—x+X°
e) Iim ——s—= ; im ———= ; im ————=
X—> —00 X X—> —00 X X— —00 X _X
_ 3—x+X _ 3-x+X _ 3-x+X
) lim ——= ; im ——— = ; im ———— =
X—» —00 X X—> —00 X X—> —0 X _X
_ 3=x'+X . 3-x+x* _ 3=x+x°
9) lim ———= ; lim ———— = ; lim ———=
X—> —o0 X X—» —o0 X X—> —00 X _X
Utilizando la calculadora, indica el valor aproximado de los limites:
. tgx
a) lim X _
x>0 X
. Inx
b) lim —=
X—>+0 ¥
X
c) lim — =
X—>+o0 X

3. Resuelve los siguientes limites:

. x>+ x> —8x-12
a) lim|— 5 >
x>=2{ X" +4X°+5X" +4x+4

3_
b) Iim[x SJ
x-2| xX—2

3 —x3—x?
¢ lim| X=X X

x-0| x* —4x* +5x

4. Halla, en funcion de los valores de p, los siguientes limites:

2_
a) lim| P
x=>2| X —3X+2

3
b) Iim[xz_8J
x—=2\ X _p

5. Calcula los siguientes limites:
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Jx+l—1
X

a) lim

x—0

b) lim

4x
0 JA+ X —J4—X
N —(x-2)

c¢) lim
) X—> +00 X—2
6. Calcula:
) 2x% +10x
a) lim -
x>+o| X*—3X+4
2_
o) lim >x—%
x>+ 2X —5X
3_
0 X =2

Im ———
x40 X +12X

7. Calcula el valor de los siguientes limites:

_AIX?=5x+1

a) lim —/—m——
X—>+00 4X2+3X

2

. X® +2X

b) lim——
x40 2x—1

3x? +5x

¢ lim —— 12X
X—>+00 'X3+5X_3

2 +2
8. Halla el valor de a para que lim [3)( +Xj =2

-+ 3X2
9. Calcula:
2 2 2
a) lim |1 X2 b) lim | log| 73X o lim | In| X43X
X—>+e0 X+2 x>~ X +2 x—>2" X—2
10. Calcula:
1
. x—2)? . % . 3X—9
) lim3" b) Jim 3+ 2 'Lm[?]
11. Calcula:
—3x+2 —3x+2 —3x+2
3x-1 3x—1) x1 x?—1) %41
lim| — b) lim c) lim| —
x>\ x°+1 x>1\ X+ 2 x—>+o| X 4+ 2
12. Halla el valor de los siguientes limites:
_ _ 2 _ 2 2
) lim X X 12 b) lim 2X-3 X +25x 6 o lim X1 X erB
x=2| X—2 (X—Z) x>3| X—3 X°—=9 x—>+o| X —13 X
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13. Calcula los siguientes limites:

a) lim («/ﬁ—«/;)

X—> +00

b) Xlirpoo(\/x2 42X —X2 —3x)

c) lim (\/x2 —5x+4 —x)

X—> 40

14. (EBAUM) Calcule los siguientes limites:

X2 +5

: (X—G)X+3
a) lim|——
X—>+00 X+1

15. (EBAUM) Calcule los siguientes limites:

i )
At

b) lim

x—0

16. (EBAUM) Calcule los siguientes limites:

_(x*=3 X
a) lim —
x>+l X—=5  X-=2

b) lim (\/x2 +2—\/x2—2)

X—>+00

UM
X Continuidad

17. Indica los puntos de discontinuidad de cada una de las siguientes funciones. Justifica la
respuesta en cada caso.

a) f)=x+8 b) f(x)=—2 X X

3 c) f(X)== d) f(x)=—
X7+ X — X°+8

) F()=x2+4 ) F(x)=/x+4 g) f(x)=e*? h) f(x)=log(5x—6)

18. Indica los puntos de discontinuidad de cada una de las siguientes funciones. Justifica la
respuesta en cada caso.

D f(x)= cosx Si x<0
Cx+1 si x>0

et si x<1

by (0= i si x>1
X—2
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c) f(X)={

1-x si x<1
In(2-x) si x>1

19. (EBAUM) Considere la funcion dada por

2x° +ax+b six<1
f(x)= .
Inx-1 six>1

Determine los valores de los pardmetros a y b sabiendo que f (x) cumple las siguientes
propiedades

a) f(x)es continua en todo

R

b) f (x)tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x = 0.

Soluciones

1. a) +oo; +00; —00 b) +o0; —00; +00 c)4;0;-2 d)0;0;0 e)1;0;0
f) -o0; -1; -1 g) —00; —00; +00

2. a)1;0; +oo

3. a)-1.b)12.¢)0.

4. a) Sip #2 el limite sera infinito; si p = 2, vale 2.

18.
19.

d) Sip #4ellimite valdra 0; si p = 4, vale 3.

a) 1/2.b) 8.¢) 0.

a) 0. b) -3/5. ¢) +oo.

a) 1/2. b) 1/2. ¢) +oo.

a=3In2

a) +00. b) 0. ¢) +oo
a) +oo. b) 3. ¢) 1/3.

. a) 1. b) No existe: 0; +c0. C) 1

a) —0.b) 2/3.¢) +©
a) 0. b) 5/2.c) -5/2
a) e’ b) + oo

1 .1
. a) = b)=
a) 7 )3

a)3b) 0

a) No tiene b) -2 ¢) {—\/§; J§} d) No tiene e) No tiene f) (—o0,—4) g) No tiene h) (—oo,g}

a) No tiene b) x=1;x=2  ¢)
a=0yb=-3

X>2
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No es lo mismo...
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... bajar por el tobogéan de un parque infantil que tirarse desde lo mas alto de una montafia
rusa.
Si dibujaramos el perfil del descenso de estas tres atracciones podriamos decir que se trata de la
grafica de tres funciones decrecientes, pero es evidente que el ritmo de decrecimiento en cada

una de ellas es muy diferente. Por ejemplo, hablariamos de un decrecimiento lento en el primer
caso y un decrecimiento muy rapido en el tercero. ;Como describirias el de la segunda imagen?

¢Como podemos cuantificar la velocidad a la que crece o decrece una funcion? con la derivada.

La derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta tangente en ese punto.
Pues bien, ese nimero es el que nos informara de si una funcién esta creciendo en un punto o

decreciendo y a qué ritmo lo esta haciendo.

La derivada nos informa de como y a qué velocidad varia una funcién

En este tema definiremos formalmente conceptos como méaximo y minimo relativo —en la
tercera imagen aparece un maximo— o punto de inflexion, como los que puedes visualizar en
la segunda imagen. Gracias al calculo de estos puntos podras dibujar con precision graficas de

funciones que hasta ahora sélo podias esbozar.

Acabaremos resolviendo problemas para que puedas apreciar la gran potencia que tiene la
derivada tanto como herramienta de calculo como en el andlisis de funciones.

Un tipo de problemas muy interesantes son los de optimizacion. En la vida cotidiana interesa
con frecuencia lograr que una cierta magnitud sea lo mas grande o lo mas pequefia posible. Por
ejemplo: calcular el precio a que debe venderse un producto para obtener el maximo beneficio,
0 bien, averiguar la forma que debe tener una caja de una cierta capacidad para que el coste de

produccién sea minimo.
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1. Derivada de una funcion en un punto

1.1. Definicion

Una funcién f (x) es derivable en el punto x = a si existe el limite:
. f(a+h)-f(a
im @ -f@
h—0
Este limite se denota por f “(a), y existe cuando resulta un nimero real finito.

/
tangente f’

fa pLEDS

La derivada es el limite de un cociente de dos cantidades infinitesimales. EI numerador mide la
variacion de la variable dependiente (f (x)) cuando la variable independiente (x) pasa de aa a + h.

El cociente mide la tasa de variacion media de una variable respecto a la otra. Cuando se impone
que la variable independiente varie una cantidad infinitesimal (eso indica que h — 0), lo que se
esta calculando es la tasa de variacion instantanea de la funcion f (x) en un punto determinado.
Esto es, qué le pasa a f (x) cuando varia x en los alrededores de un punto a.

-Eiemplo:

Dada la funcién f(x)=—x*+4x, su derivada en el punto x = 3 es f "(3) = Lim

—0

f(3+h)—f(3)
h

Como f(3+h)=—(3+h)’ +4(3+h)=-9-h*-6h+12+4h=-h?-2h+3y
f(3)=-3°+43=-9+12=3, se tendra:

2 2
=lim —h"-2h+3-3 - imﬂz |imwz_2
h—0 h h>0 | h—0 o

@ =lim f(3+hg— f(3)

Luego f "(3)=-2. Este numero indica que en el punto x = 3, la funcidn esta decreciendo en la
proporcidn 2 a 1: la razon que expresa la relacion entre ambas variables vale —2.

1.2. Interpretacién geométrica de la derivada (recta tangente a la funcion)
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La derivada, f "(a) , es un nimero que da el valor de la pendiente de la recta tangente a la curva
f (x) en el punto P(a, f (a)) . Esto es, en la recta y = mx + n se tiene que m = f "(a); como ademas
la recta pasa por P(a, f (a)) , se obtiene que la ecuacion de dicha recta tangente sera:

y—f(a)=f (a)(x-a).

F=wr+n

L% 0

@'Eiemplo:

La recta tangente a la funcion f (x) =-x"+4x enel
punto de abscisa x = 3, sera:

y—f (3) =f ’(3) (x-3) . A S e
Como f(3)=3yf’(3)=-2, se obtiene:

(B35 ——f—— — — — —

y=-2x+9

-3 =209 = [y=2x79]

ot — — — — — — — —

/f
7
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1.3. Derivabilidad, continuidad y derivadas laterales.

Para que una funcidn sea derivable en un punto son precisas dos condiciones:

1) Que la funcion sea continua en dicho punto.
2) Que las derivadas laterales existan y coincidan en ese punto.

« Derivadas laterales

T Ghall) ik GV W f (@)= lim
h—0~ h h—0*

Izquierda: f (a”) =

f(a+h)-f(a)
h

La derivada f (a), existe cuando f '(a”)="f"(a").

Geométricamente significa que la tangente a la curva en el punto

(a, f(a)) es la misma tanto si se traza por la izquierda como por

la derecha.

Las derivadas laterales no coinciden en los puntos angulosos, en —

los picos de las funciones. Por tanto, en esos puntos no existe la
derivada.

Esta condicion es particularmente importante en las funciones definidas a trozos. Para esas
funciones resulta obligado estudiar las derivadas laterales en los puntos de separacién de los
distintos trozos.

. Continuidad y derivabilidad

La relacién entre derivabilidad y continuidad es la siguiente:

e “Sif(x) esderivable enx =a = f (x) es continuaen x =a”

e Elreciproco no es cierto: “si f (X) es continua en x = a = f (x) es derivable en x = a”

Para comprobar este resultado basta con dar un contragjemplo. EI méas sencillo es considerar la
funcion f(x)=|x| , que es continua en x = 0, pero no derivable.

£ ()=

=
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@.Eiemplos:

2 -
. —X“+4x si x<3 .
a) La funcion f(x)= ) es continua y
—2X+9 si x>3
derivable en el punto donde se unen las funciones a trozos, Sy =-x"+4x
en x = 3. Esto implica que se puede pasar de una funcion a

otra sin cambios bruscos. (Recuerda quey = -2x+9 es la
recta tangente a y =—x°+4x en x = 3). y=-2x+9

0
2 H T I
., x“+1 si x<0 ) \
b) La funcion f(x) = ) es continuaenx =0, / 0 2 3 4
Xx+1 si x>0
pero no es derivable en ese punto. (En el punto x = 0, la funcién hace un cambio brusco, tiene

un pico).

Ffixy=x+1

2.Funcion derivada

La funcion derivada de una funcidn f (x) es una nueva funcién que asocia a cada namero real su
derivada. Se denota por f “(x). Su definicion es la siguiente:

; . f(x+h)—f(x
f(x)=lim ( )= T(X)
h—0 h
Si y=f(x),seescribe y'=f’(x). También es frecuente escribir f’(x)=¥o y’=3—i.

2.1. Derivada de algunas funciones

Para obtener la funcion derivada de cualquier funcién conviene seguir el proceso siguiente:

1) Dada y = f(x) , hallar f (x+h).
2) Hallar y simplificar la diferencia f (x+h)— f (x).
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f(x+h)— f(x)

3) Escribir y simplificar el cociente

h
L. . f(x+h)—f(x) _
4) Resolver el limite f (x)= Lm h . En el célculo de este limite suele estar la

dificultad mayor.

Para las funciones usuales existen una serie de formulas que dan su funcidn derivada. Mas adelante
se dara una breve tabla con las mas frecuentes.

Aqui, para que se aprecie el método a seguir (y quizas la dificultad de ello) se obtendra la derivada
de una funcion sencilla.

@.Eiemplos:

a) La funcion derivada de f (X) =X*+2x puede obtenerse siguiendo los pasos siguientes:

1) Se calcula f(x+h):
f(x+h) =(x+h)’ +2(x+h)=x2+h?+2xh + 2x+2h
2) Sehalla f(x+h)—f(x):
f(xh)= F (x)= X +h7 +2xh+ 2%+ 20 = X+ 2x ) =h" + 2xh+ 20 = (h-+ 2+ 2)
f(x+h)—f(x).
- :
f(x+h)—f(x):h(h+2x+2)

h h
f(x+h)— f(X)
- .

3) Se forma el cociente

=h+2x+2

4) Se calcula el limite f "(X) =lim
h—0

00 = lim f(x+hr)]— f (%)

h—0

=lim(h+2x+2)=|2x+2
h—0

Por tanto, la funcion derivada de f(x)=x?+2xes T (X)=2X+2.

Si ahora se desea hallar la derivada en cualquier punto, basta con sustituir. Por ejemplo:
f(0)=20+2=2; f'()=21+2=4; f'(-2)=2(-2)+2=-2

3. Reglas de derivacion para las operaciones con funciones

Se puede demostrar que la derivada de una funcién polinémica es la siguiente:

f()=a,x"+a,_x""+..+a,x +ax+a, = f (X)=nax ' +(n-1)a,_x"*+..+2a,x+a,

@;Eiemplos:

a f(x)=-32= f(x)=0
b. f(X)=x=f"(x)=1
c. T(X)=x=1f"(x)=3%
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d. f(x)=x"= f(x)=5x"
e. F(X)=xX+x+x-32= f"(x)=5x"+3x*+1

Cuando las funciones no aparezcan en una forma tan simple o cuando intervengan mas de una
funcion se aplicaran las siguientes propiedades.

Derivada de una constante por una funcion:

f(x)=k-g(x)=f"(x)=k-g"(x)

'Eiemplos:

a. y=-4x'=y=-44x"=-16x

-1 -1
b. y=—x* = y'=—4x3=-x°
y 4 y 4

C. y= 2_ 2X P =y =2(-1)x7 = _—3
X X

d y= % =2X° =y =2(-3)x" = _—?
X X

Derivada de una suma o diferencia de funciones:
f(X)=g(X)xh(X)= f (X) =g (X) £h"(x)

<©;'.Eiemplos:

a. y=3x"—-4x® -5 y=15x*-12x*

2 . =2
b, y=—Sx-4-y="2%
=75 Y=

Derivada de un producto de funciones:
f(x)=p(x)-s(x)= () = p"(x)-s(x) + p(x) - s°(X)

'Eiemplos:

a. y=3x"5x" = y'=15x*5x* +3x>- 20x> = 75x° +60x® =135x® . También se puede
multiplicar primero y derivar después, obteniendo el mismo resultado.
y =3x%-5x* =16x° = y'=135%".

b. y=(2x-3)(x*~5)= y'=(2)(x*~5)+(2x-3)(3x*) = 2x° 10+ 6x° - 9x* =8x’ —9x* ~10
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Derivada de un cociente de funciones:

_ N (x)-d(x)=n(x)-d"(x)

n(x) ,
f(X)=—== f(x) -
[d()]

Cd(x)

@‘.Eiemplos:

_x+l_ _Hx=1)-H(x+1) x-1-x-1_ -2

a y

x1 T ey (x-1f  (x-1)

2_ 2x—3)}(x-1)-1{ x* —=3x+1
_X 3x+1:> , ( )( ) ( )

b.
Y T (x-1)

2% —2%x=3X+3-X2+3x-1 _ X*—2X+2

(x-1)° (x-1)°

Derivada de la funcion compuesta (regla de la cadena):

f)=g(h(x))= f'(x)=g"(h(x))-h"(x)

@.Eiemplos:

a. y= (3x5 )4 =y= 4-(3x5 )3-15x4 =4.27-x"°15x* =1620x". Evidentemente esta derivada

sirve como ejemplo, pero la forma légica de hallarla es simplificar antes de derivar para
hacerla de forma méas agil y segura.

y=(3¢)" =81x* = y'=1620x"

b. y=(3x"-3x+5x —12)4 = y'=4{3x" —3x’ +5x —12)3-(15x4 —9x* +5). Con esta derivada

es mas logico utilizar la regla de la cadena.

4. Formula de la funcidon derivada de las funciones usuales

4.1. Derivada de potencias y raices
Son dos casos particulares de funciones compuestas: y =( f (x))n ey={1(x).
Sus derivadas son:
y=k=y=0
y=x=y=1
y=x"=y=n-x""

y=k-x"=y=k-n-x"*
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Para el caso particular de la raiz cuadrada es conveniente aprenderse la formula répida:

F(x) = y'= zf ’f(z‘))() .

La derivada de las raices también puede obtenerse convirtiendo la raiz en una potencia de
exponente fraccionario y derivando como potencia:

T =(f00) =y =

1 1y,
H-(f(X))n f7(x).

@ Ejemplos:

a. y=x4—2x2+%x—32:> y’=4x3—4x+%

5 4
Y=[x4—2x2+%x—32j = y'=(x4—2x2+%x—32] -(4x3—4x+%j

2_
c. y=UxX*-5x+3=y'= 3x —10x
2% —5x*+3

2_
d y=3Ix-5x+3=y'= S —10x

3\/ —5x%? +3

o

4.2. Derivada de las funciones logaritmicas

. . 1
Logaritmo neperiano: y=Inx=y’'==
X

Logaritmo en basea: y=Ilog, x=y'= 1 log, e
X
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.Eiemplos:

2x—4
a. y=In(xX*-4x+1l)=>y =—"———
Y ( ) Y e
2x—4
b. y=log(x’*-4x+11)=y =——" " _.loge
Y g( ) R ET

4.3. Derivada de las funciones exponenciales

Exponencial de base a: y=a" = y'=a*Ina

Para la funcion compuesta: y=a'®=y=a"™.f"(x)-Ina

Exponencial de base e: y=¢"=y’'=¢"

Para la funcién compuesta: y=e'® =y=e"™.f(x)

-Eiemplos:

a. y=10"=y'=10"In10=2,310"
b, y=2*% = y'= 2*2’4X-(2x—4) In2

x*-4

2 ,
c. y=e""*=>y’=2x-e

4.4. Derivada de las funciones trigonométricas

Las reglas de derivacidn de las funciones trigonométricas se obtienen aplicando las férmulas
trigonométricas y las propiedades de la derivada de las operaciones con funciones.

o s !
Funcion seno: (senx) = COS X

-7 1
Funcion coseno: (cosx) =—senx

<, ' 1
Funcién tangente: (tgx) = =1+1tg°x
X

-Eiemplos:

a. y=sen(x’—1)= y'=(2x)cos(x*-1)
b. y=cos(x-2x*)=y'=—(1-4x)sen(x—2x*)

.1 1 gcesx 1 1
c. y=In(tgx)=>y'=———= ——=
th COS™ X SenX ¢cos” X Senx-coSX

4.5. Derivada de las funciones trigonométricas inversas
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La formula de la derivada de cada una de estas funciones puede obtenerse a partir de su definicion.

., 1 1
Funcion arc sen x: (arc sen x) =
1-x°
Funci6n arc cos x : (arc cos x)' =
1-x°
Funcién arctg x: (arctg x)' _ 1
1+ x°
Eiemplos:
a. y=arcsen(x-1)=y’= ! ! = !
(x— 1)2 \/1— x2+1—2x) J=x2 +2x
b. y=arc cos :> y'= 1 = 1
X 4 NS
1_ 2
4
2X
C. arct =y'= COX =
y=arctg(x’) 1+(Xz)2 1+x*

4.6. Tabla de la derivada de las funciones usuales

Resumiendo todo lo anterior puede formarse la siguiente tabla. En ella:
® C,n,ay e sonndmeros
e Xx designa la variable independiente.
e y representan la funcion de x.

TABLA DE FUNCIONES DERIVADAS
Funcion Funcic’)n derivada

<
I

0

<
||

<
I
x
<
II

y:Xn y: n—l
, 1
y=+/x V=T
1
=n y:
y=4Ux e
y=a" y'=a*Ina
y:e" y':ex
y=log, x y'= 1Ioga
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4.7.

.1
y=Inx y'==
X
y =sen X y ‘= cos X
y =COS X y '=-—sen x
y=1g X y'=—=— obieny’=1+tg*x
COS” X
. 1
y =arc sen x y'=
1-x°
. -1
y =arc cos X y'=
1-x°
y=arctg x y = !
1+x°

Derivadas sucesivas

A la funcion derivada de f "(x)se le llama derivada segunda; se escribe f “(x). De manera
analoga se puede definir la derivada tercera: f ““(x), que es la derivada de la derivada segunda.

Y también la derivada de orden 4: f “'(X), que es la derivada de la derivada tercera.

A la derivada de orden n se le llama derivada n—ésima; y se escribe f "(x).

II Ejercicios:

N

© o &~ w

. Calcula la derivada primera, segunda y tercera de f (X) =—x° +4x

3X

Calcula la derivada de f(x) = -

Calcula la derivada de f (x) = (x* —2x* ~3)

Calcula la derivada de f (x) =/3x* —2x

Calcula la derivada de f (x) =3/x*+1

Calcula la derivada de f (x) = %

Calcula la derivada de f(x)=2-7x° +i5—5\/§
X

. Calcula la derivada de f(x)=3""

9. Calcula la derivada de f(x)= X
10. Calcula la derivada de f(x)=In(x"+x)
11. Calcula la derivada de f(x) =log(3x* +2)
12. Calcula la derivada de f(x)=x-¢€"
13. Calcula la derivada de f(x)=x*-¢"
14. Calcula la derivada de f(x)=x-e*
Tema 8. Derivada de una funcion 48



Juan Antonio Martinez Garcia CURSO 2025/26

15. Calcula la derivada de f(x)=x-e™
16. Calcula la derivada de f (x)=x-Inx

17. Calcula la derivada de f(x)=sen §+3cos 5x —tg x°

18. Calcula la derivada de f(x)=1In(cosx)

1+¢*
1-¢e*

20. Calcula la derivada de f(x) = sen %X

19. Calcula la derivada de f(x) =

21. Calcula la derivada de f(x)=2"*"" +e

Soluciones:
1) f()==2x+4f"(X)==2; f 7"(x)=0 2 f’(x):_3x—_125
(x*-5)
. 3 2 4 a2 , 3x-1 , 2X
3) f/(x)=5(x"-2x"-3) (3x*—4x) 4) f'(x)= 5) f ()=

\3x% = 2x

-9 20 5 , ;
6) f ' (x)=— 7) f()=—12- 8) f'(x)=4In3.3"*
) =73 ) £7(%) ¥ 2dx ) £°(%)
2 4X3+1 6X .
9) f'(x)=(2x-1)-e*~* 10) f'(x)= 11) f(x) = 12) f'(x)=e*-(1+x
) F(x)=(2x-1)-e ) £7(%) oy W =gz, 12 (x) =€*(1+x)
13) f (x)=e*(x*+2x) 14) £ (x)=e"" (1+2x°) 15) f(x)=e™(1-X)
16) f (x)=1+Inx 17) f’(x):lcosf—lssenx—% 18) f "(X) = —tgx
2 2 COoSs™ X
2:e" X

19) f'(x)= 20) 109 =Zcos 2% 21) 1700 =(-3x" +2)2 " InZ—%-e%

(1-e7)

5. Aplicacion al calculo de limites. Regla de L"Hoépital

En el calculo de limites pueden aparecer siete expresiones (formas) indeterminadas. Son:
0 00
0 0
— — 00 — 00 1” 0-00 0 00
0 00
Hasta ahora, cuando se presentaba alguna de esas indeterminaciones, se resolvian, si era posible,
mediante transformaciones algebraicas. Sirva como recordatorio el siguiente ejemplo:

x>~2 . 1 |1

:%(Indeterminacién): lim =lim =|=

XHZ(X‘FZ)M x>2 X4+ 2 4

A partir de ahora puede emplearse otro procedimiento mas eficaz y que, ademas, permite estudiar
una mayor variedad de funciones. Este procedimiento se sirve de las derivadas y recibe el nombre
de regla de L"Hopital.

. X=2
lim >
x—=2 X _4
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o

5.1. Regla de L"Hopital para resolver la indeterminacién —

o

(Esto es igualmente valido para los limites laterales o en el infinito: si x—>a",a”, +©00—oo ).

-
@ Ejemplos:

senx O

1. IirrgT = 6(Indeterminacién)Aplicando la regla de L"Hépital= Iing% =
. x=x 0 - . L 1-3x% =2

2. lim————— =—(Indeterminacidon ) Aplicando la regla de L"Hépital=lim =—=|2
i 3x:2 0\ )4 g = 3~ _1
__1-cosx+x> 0 N : a1 e SENX+2X

3. lIm—5— =—(Indetermlnacmn)Apllcando la regla de L"Hopital=lim—— =
X—>0 2% 0 x>0 4xX

0 L . craie g s COSX+2 |3

= 6(Indetermlnacmn)Apllcando de nuevo la regla de L"Hopital= ImAT =17

5.2. Regla de L Hopital para resolver la indeterminacién =
o0

(Esto es igualmente valido para los limites laterales o en el infinito: si x »a*,a”, +©00—-w).
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“El limite de un cociente del tipo — es igual al limite del cociente de las derivadas”
o0

@.Eiemplos:

1. lim Inx =2(Indeterminacién)Aplicando la regla de L"Hopital= lim & = lim 1 =[0]

X—=>+0 ¥ o0 x>+ ] X—=+0 X

2. El siguiente limite se puede hacer con métodos algebraicos (mas facil), pero lo podemos hacer

también con esta nueva regla:

3 2

. X—X — L . A . 1-3x

lim ———= io(Indetermlnamon)Apllcando la regla de L"Hopital= lim 3 =
xoto X°—3X+2 o x>+ X —3

= ﬁ( Indeterminacién ) Aplicando la regla de L"Hopital= lim —ox_ lim -3x=

0 X—> +00 X—> +00

D G N : A 2
3. lim — =—(Indeterminacion ) Aplicando la regla de L"Hopital= lim — =

X—>+0 @ o0 X—>+o0 @

= E(Indeterminacic')n)Aplicando de nuevo la regla de L "Hopital= lim e—zx: 2_ 0]

o0 X—> 40 o0

6. Aplicacion de la derivada para el estudio de la variacion de una
funcion

El signo de la derivada primera de una funcion permite conocer los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de la curva asociada a ella. Ademas, en muchos casos posibilita la obtencion de
maximos y minimos relativos.

6.1. Crecimientoy decrecimiento

o f(x)escrecienteenunpuntox=asi f(a—h)<f(a) <f(a+h), parah>0y pequefio.
o f(x) esdecreciente en un puntox = asi f(a—h)>f(a)> f(a+h), parah >0y pequeio.
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Decreciente

YA
Méaximo
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Caracterizacion del maximo o minimo mediante la derivada primera y segunda

« Maximo relativo en x = a si se cumple: f’(a)=0yf “(a)<0 .

« Minimo relativo en x = a si se cumple: f(a)=0yf “(a)>0.

Decredente
03t

|

|

|

|

|

|
'Decrenente

) ) )
i 13 2

,
b s 03
| Creciente
51
| fxy=—x"+3x
e
|
|

La funcién f(X)=—x*+2x es creciente a la izquierda 17
del punto x = 1, y decreciente a su derecha, pues

f /(X)=—2x+2 es positiva para x < 1 y negativa para
x> 1. .
Por tanto, f(X)=-x*+2x tiene un maximo en x = 1. £
Es evidente que f (1) = 0.

|
|
| .
I
1

1
13

z\

sl Fix)= —xta2x

La determinacion de los puntos singulares de una funcion (aquellos en los que la derivada vale 0,
[lamados también puntos estacionarios o criticos; y los puntos en lo que la funcién no esta
definida), permitira obtener el crecimiento, el decrecimiento, los maximos y los minimos.
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[
i

i

[y

6.2. Aplicaciones de la derivada segunda. Curvatura: concavidad,
convexidad, inflexion

La concavidad y la convexidad dependen del punto de vista del que mira. Adoptaremos la decision
de que la concavidad sera asi: M; y la convexidad asi: w. En algunos libros se expresa al revés.

Observa lo gue sucede en un intervalo de concavidad.

— Las tangentes a la curva estan por encima de ella. /

— Las rectas tangentes, de izquierda a derecha, tienen cada \
vez menor pendiente. O, lo que es lo mismo, sus
pendientes decrecen. (La pendiente viene dada por la
derivada).

— Luego la derivada decrece: f “(x) es decreciente. - , - —

— En consecuencia, su derivada (la de f "(x)) sera L
negativa: f”""(x) < 0. N\,

— Los maximos se dan siempre en una concavidad. A

— Por tanto, si en x = a hay un méaximo de f (x), se
cumpliraque f ""(a) < 0.

@"Eiemplos:

a) Lafuncion f(x)=-x*+2x es concava, pues su derivada segunda o
es siempre negativa:

\
Concavidad \ ] \

y=-x-3x

f(x)= -2x+2>f"(x)= -2 < 0. Fixi=—x +2x
b) La funcién logaritmo, f (x) =Inx es concava en todo su dominio: R*. /
Efectivamente, derivando: o/1 o
f’(x)=1—>f”(x)=_—3<0paratodox. fid=1nx
X X -3

Observa lo gue sucede en un intervalo de convexidad.

- Lastangentes a la curva estan por debajo de ella.

- Las rectas tangentes, de izquierda a derecha, tienen cada
vez mayor pendiente. O, lo que es lo mismo, sus
pendientes crecen. (La pendiente viene dada por la
derivada)

- Luego la derivada crece: f “(x) es creciente.

- En consecuencia, su derivada sera positiva: f ""(x) > 0.

- Los minimos se dan siempre en una convexidad.

Convexidad

Ve
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- Por tanto, si en x = a hay un minimo de f (x), se cumplira que f ""(a) > 0.

s
@ Ejemplos:

. 2 . S =x"-1x
a) La funcion f (x) = X" —2X es convexa, pues su derivada segunda /
es siempre positiva:

f () =2x—2—>f"(x)=2>0. 1 1 /2 3
b) La funcion exponencial, f(X)=e" es convexa siempre, pues su 21 /
derivada segunda es siempre positiva: fx)=¢

f’(x)=€*— f “(x)=e*>0 para todo x.

Puntos de inflexion

-1-..____"

Puntos de inflexion

. .

P

Y

L .

Convexa a concava Concava a convexa

s
@ Ejemplos:
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a) Lafuncion f(x)=x°—3x cumple:
f(x)=3x*-3
f(x)=0

Los puntos x=-1;, x=+1 , son candidatos a maximos o0 minimos.
Para decidirlo estudiemos la variacion de la derivada primera:
e Antesde x=-1, por ejemplo x=-2— f (-2) = 3(—2)2 —3=9>0. Creciente.

}:3x2—3:0:>x2—1:03x2:1:> X=+1=+1

e Entre x=-1 y x=1,porejemplo x=0— f '(O):3(0)2—3:—3<0. Decreciente.

e Después de x =+1 por ejemplo x=2— f (2) = 3(2)2 -3=9>0. Creciente.

Obteniendo el esquema siguiente, que nos permitira establecer los intervalos de crecimiento y
decrecimiento, asi como los maximos y minimos.

Observando esta evolucion de la derivada primera, se puede afirmar:
e Enlosintervalos (—o,—1)\(1,+0) la funcién crece

e Enelintervalo (—1,+1) la funcién decrece.

e En x=-1 hay un maximo.
e Hay un punto de inflexion entre -1y +1.
e En x=+1hay un minimo.

Obtenemos el punto de inflexion con la derivada segunda.

f7(x)=6x
S SN
f7(x)=0

La grafica de esta funcion es:

Mdximo

f@)=x -3
| Minimo
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7.Optimizacion de funciones. Problemas de optimizacion

La optimizacion es uno de los problemas econdmicos mas interesantes de resolver. Consiste en
determinar el valor que maximiza (beneficios) o minimiza (costes) una funcién sujeta a
determinadas condiciones.

Un problema de optimizacion clasica es el siguiente:
Se desea construir, al lado de una carretera, una zona de descanso para automovilistas. Tendra
forma rectangular y estard vallada por los tres lados no adyacentes a la carretera. Si su
superficie es de 7.200 m?, ¢qué dimensiones debe tener para que el coste de la valla sea
minimo?

La situacion planteada se representa en la figura adjunta,
que en este, como en la mayoria de los casos, es clave
para entender el problema.

7.1. Planteamiento y resolucion de un
problema de optimizacion

Un problema de optimizacion vendra dado, generalmente, en términos de enunciado. Se dice que
esta planteado cuando se sabe exactamente qué funcion hay que hacer maxima o minima; quedara
resuelto cuando se halle y critique la solucion. Para ello, puede seguirse el proceso que se detalla
a continuacion:

1) Saber qué objetivo hay que hacer maximo o minimo. En el ejemplo anterior hay que hacer
minimo el coste de la valla. (Este mismo ejemplo nos servira para ilustrar los demas pasos).

2) Expresar en forma de funcion el objetivo propuesto.
El coste de la valla serd minimo cuando su longitud (L) sea minima.
Por tanto, la funcion que hay que hacer minima es L = x + 2y.
Generalmente esta funcidn dependera de varias variables; aqui, de dos. Hay que determinar cual
de ellas depende de la(s) otra(s) y buscar en el enunciado la relacion que liga esas variables;
esta relacion siempre es una igualdad. Se obtendra asi una funcién de una sola variable, que
puede designarse por f (x) o por cualquier otra letra. Aqui se ha elegido L.
En L = x + 2y aparecen dos variables, x e y, que son las medidas del largo (x) y ancho (y) de
la zona de descanso.
¢Qué relacion existe entre x e y? Como se dice que la superficie de la zona es de 7.200 m?, y
esta superficie vale S=x-y , se tendrd que 7200 = x -y . De donde:

y=@:> L(x)=x+2@ :
X

(Aqui termina el planteamiento del problema. Ahora hay que resolverlo)

3) Determinar el maximo o minimo buscado.
Los Optimos se encuentran entre los puntos criticos de la funcion, que son las soluciones de

f (x) =0. Para que sea maximo hay que exigir que f (x) <0 ;y para que sea minimo, que
f7(x)>0.
En este caso hay que buscar un punto que cumpla: L' (x) =0y L""(x) > 0.
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L) = x+ 27200 L 14400 ) (=1 14400 14200
X X X =1-———=0=
L(x)=0 X
2_
= L:MOO =0 = x?—14400 = 0 = X = /14400 = +120
X

La solucion x =120 hay que descartarla por no tener sentido una longitud negativa.
Sustituimos en la derivada segunda el valor x=120.

144200 LX) = 2_144300 . L7(120) = 2_144030
X X 120

L"(x)=1- >0.

Por tanto, el minimo pedido se obtiene cuando x = 120 metros e y = 60 metros.

@;Eiemplos:

1. Descomponer el namero 80 en dos sumandos cuyo producto sea maximo.
Solucion:
Llamemos a estos nimeros x e y.
1) EIl objetivo es hacer maximo el producto de dichos nimeros.
2) La funciones P =x-y, como la suma de ambos es 80, tenemos:

=80 =80-
{x+y :{y X P(x) =x-(80—x)=80x—x’

P=x-y P=x-y
3) Para hallar el maximo de la funcién, calculamos su derivada e igualamosa 0.
P’(x)=80-2x=0 = 2x=80 = x=40
Ademas, tenemos que: P “(x)=-2<0 = x =40 esun maximo

Por lo tanto, los nimeros buscados son: x =40 y =40

2. Se quiere construir una caja, sin tapa, partiendo de una ldmina rectangular de 32 cm de larga
por 24 de ancha. Para ello se recortara un cuadradito en cada esquina y se doblara. ¢ Cudl debe
ser el lado del cuadradito cortado para que el volumen de la caja resultante sea maximo?
Solucion:

Dibujemos la situacion planteada:

<
T

32
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A partir del enunciado y siguiendo el proceso aplicado en el ejemplo anterior se tiene:

1) El objetivo es que el volumen de la caja sea maximo.
La caja es un prisma rectangular, cuyo volumen = é&rea de la base por la altura.

2) Observando el dibujo superior si se corta un cuadradito de lado x, el volumen de la caja
obtenida seré:
V(X)) =(32-2x)(24—-2x)x =V (x) = 4x° —112x* + 768X .

3) Los puntos méximos o0 minimos se encuentran, si existen, entre las soluciones de V "(x) =0.

V(x)=4x*-112x* + 768x =V '(x) =12x* - 224x + 768 =0 =

56832 ., .,
:>3x2—56x+192:0:>x:%: 6 o
56—6«/832 us

Se obtienen x=4,53 y x=14,14.

4) Averiguamos cual de estos dos valores es el maximo usando la segunda derivada.

B \Y "(4, 53) =24-4,53-224 <0
V7(x)=24x-224=4
\Y (14,14) =24-14,14-224>0

El maximo se da para x = 4,53.
Esta es la solucidon buscada: El cuadradito debe medir 4,53 cm de lado.

También se puede tener en cuenta que el valor x = 14,14 no es posible, pues 24 cm no da
para cortar dos trozos de ese tamafio.

" Ejercicios:
Lavyad

W
Tangente a una curva

1. Halla la ecuacidn de la recta tangente a cada una de las curvas siguientes en los puntos que se
indica:
a. f(X)=—x*+4x enel punto x=3 .
2 .
y =—— enel punto de abscisa x=1 .
X+3

c. f(X)=e*?enelpunto x=2.

., 2
2. Lacurva de ecuacion y=3x>—1y larecta y=4x+b son tangentes en el punto x = 3

¢ Cual debe ser el valor de b?
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3. Determina los puntos de la curva y =X>—3x*+2 en los cuales la recta tangente es paralela a
la recta de ecuacion y =9x+5. Halla las ecuaciones de las rectas tangentes en esos puntos.

4. EBAUM. Dada la funcion f(x) = xInx—x , se pide:
a) Determine el punto de la gréafica de f para el cual la recta tangente es paralela a la bisectriz
del primer cuadrante. Calcule la ecuacion de dicha recta.
b) Determine el punto de la grafica de f para el cual la recta tangente es paralela al eje OX.
Calcule la ecuacién de dicha recta.

@,
Y Calculo de derivadas

5. Deriva las siguientes funciones. Simplifica el resultado y calcula en cada caso f (1), si
existe.

a. f(x)=(1+ 2x)(x—x2)3

b. f(x)=Inv2x*-2x

6. Dada f(x):(zz—x)s, halla los valoresde f ')y f Q2.
X° -3

(2x—1)2

7. Halla los puntos en los que se anulan las derivadas primera y segunda de f(X) = il
X+

2x+1
8. Halla el valor de las derivadas primera y segunda de g(x) =

| 1
> enel punto X__E'

(x-1)

9. Deriva las siguientes funciones simplificando el resultado. Calcula, si es posible, su valor en

el punto x=0:

a) f(x)=-2xe* b) f(x)=(1-x")e* ¢) f(x)=In(2x*+2)

L _ XZ—X
10. Deriva, simplificando el resultado: f(x)=———
(2x-1)
11. Deriva las siguientes funciones simplificando el resultado. Calcula en cada caso f (1), si
existe.
3 f—
2) f(x)= 2X° —3X

1 b) f(X)=x%*? ¢ f(x)=sen(x+1)"—cos(zx)

12. Halla la funcién derivada de:
a) y=2%"%h) y=cos’x c) y=cosx’ d) y=tg%x e)y=tg(3x+2) ) y=v9-x’

=y

i Célculo de limites aplicando la regla de L Hopital

13. EBAUM. Calcule los siguientes limites:
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2 lim In(cos x + senx)

x—0 X

b) .im(i_ij
1 Inx x-1

. Senx— X Ccos X
c) lim—————

x>0 X —Senx

. senx(1-senx
d) lim (—2)

X— 7/2 COS“ X

. XInx+1-x
e) lim————

X1 (x _1)2

14. (EBAUM) Considere la funcion dada por
a+In(1-x) si x<O
f(x)= _
x’e™* si x>0
a) Calcule XIirp f(x)y XIim f(x)

b) Determine el valor de a para que la funcién sea continua en todo R .

15. (EBAUM) Considere la funcion dada por

si x=#0
f(x) =<1-¢"

-1 si x=0

Demuestre que la funcion es continua en todo IR .

. 2+e}/x
16. (EBAUM) a) Calcule Ilm—y.
=0 e
i 2+e%
b) Calcule lim ——~
0 1 4k
. . iy 2+e}/X _ -
c) ¢(Es continua la funcion f (x) == en x = 0? Justifique la respuesta.
1+ex

17. Calcula el valor de los limites:

Jx+1—1
X

3X _ A—3X
b) lim————
x—0 4x
. Xsenx
c) lim

x-7/2 |3 - c0S 2X

. Xsenx
d) lim
x=0 1 —COS X

. e —X—CosX
e) lim—————
x>0 sen’x
f) lim(senx-Inx)

x—0"

a) lim

x—0
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j) lim

K) lim

] ( Crecimiento, decrecimiento, maximos, minimos y puntos de inflexidn

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

Dada la funcion f (x) =(x+3)(x-2)", determina:

a. Los puntos de corte con el eje OX.
b. Sus maximos y minimos.
c. Sus puntos de inflexion.

Comprueba que la funcién y=2,[——1 es decreciente en todo su dominio.
X

s - . senx .
Halla los maximos y minimos de la funcion f (x) = 3 cosx en el intervalo [0, 27:]
S X

Demuestra que la funcién f (X) =6x> —15x* +10x° nunca es decreciente. ¢Es posible que, a
pesar de lo anterior, tenga puntos de inflexion?

Dada la funcion f(x)=(x—1)e** , halla sus intervalos de crecimiento y decrecimiento; y
sus maximos y minimos.

- 3x* —ax - .
Halla el valor que debe tomar a para que la funcién f(x) = 7 tenga un minimo relativo
X+

enx=2.

- 7 2 - Ve - -
Comprueba que la funcién f(x)=e"™ tiene un minimo local en x =0 para cualquier valor
de p. ¢ Tendra algan punto de inflexion?

Halla el valor de p para que la funcion f(x)=e*+ px—1 tenga:
a.  Un minimo.
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b. Un maximo.
c. Un punto de inflexion.

26. Calcular los valores de a 'y b para que la grafica de la funcion f(x) = ax+b+ﬂ pase por el
X

punto (-1,-3) y admita en ese punto una tangente horizontal.

27. a) Calcula los valores de ay b para que la graficade f(x)= ax+E tenga un minimo relativo
X

en el punto (1/2, 4).
a) Para esos valores de a y b estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) .

28. EBAUM. Considere la funcion f (X) = Xv/18 =X con -4<x<4 .
a) Calcule la derivada de f(X)y determine sus puntos criticos.
b) Justifique si la funcién f (X) tiene algtin maximo o minimo.

29. EBAUM. Dada la funcién f(x)=xe™ se pide:
a) Calcular lim f(x)

b) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los extremos relativos
de la funcion.

30. EBAUM. Calcule los maximos y los minimos de las siguientes funciones:
a) f(x)=xIn(x), con x>0.
2
b) g(x)=x—x, conxe R
e

31. EBAUM. Dada la funcion f(x) =ax+b+/x , determine los valores de los parametrosay b
sabiendo que f(x) cumple las siguientes propiedades:
a) f(x) alcanza su maximo en el punto de abscisa x=100;
b) La gréafica de f (x) pasa por el punto (49,91).

2X

32. EBAUM. Dada la funcién f (x) = se pide:

el+ 2

a) Estudie las asintotas de la gréfica de f (x).

b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los extremos
relativos de la funcién.

" Problemas de optimizacion

33. Lasuma de dos nimeros positivos es 36; encuentra aquellos cuya suma de cuadrados sea
minima.

34. Determina las medidas de los lados de un tridngulo rectangulo de perimetro 6 y cuya area
sea maxima.

35. EBAUM.
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a) Descomponga el nimero 10 en dos sumandos positivos de manera que la suma de uno de
ellos mas el doble del logaritmo (neperiano) del otro sea maxima.
b) Calcule dicha suma maxima.

36. EBAUM. La vela mayor de un barco tiene forma de triangulo rectangulo. Sabiendo que la
hipotenusa debe medir 6 metros, calcular sus dimensiones para que la superficie de la vela sea

maxima.
Solucién:
-1 5
l.a) y=-2x+9 b)y:§x+§ c) y=—x+3
2b=-1
3

3.(-1-2)y(32), y=9x+7; y=9x—25
4.a)X=€;, y=X—¢€ b) x=1 y=-1

oy 2 2\2 . oy 2x=1 3
5.0 f (x)_(3+2x—14x )(x—x ) ‘0 b) f (X)_2x2—2x’ -
. —6x° -6, .. 24X +72x . 3. ..
6. f (X)=ﬁ; (X)=ﬁi ffQ=-; f"Q)=6
(x*-3) (x*-3) 2
7. x=i1;x:0;x=i£
2 2
40.16
12773
9.0) f(x)=-2¢"(1+2x*);=2 b) T (x)=(1-2x=x*)e*; F'(0)=1 ¢) f"(x) = 22X 0
X“+1
10. £ ()= —
(2x-1)
4 a2
11.a) £ (X) :w; No existe b) f "(x)=2x(1+x)e”?;0
(x*-1)
¢) f"(x) =2(L+x)cos(L+x)* +zsen(zx); 0
12.a) y'=(6x-1) 291 b) y'=-2cosx-senx c) Y =—-2XC0SX’ d) y’=%tg%x
ey " cos’ (3x+2) 0y = 022

13.a)1 b)1/2 ¢)2 d)1/2 e)%

14. a) +o2; 0 b) a=0

15. Es continua pues coinciden los limites laterales en x= 0

16.a)2 b)0 c)No escontinua, pues no coinciden los limites laterales.

17.a)1/2 b)3/2 c) 714 d)2 e)1 fJO0O g)+wo h) +0o i)=1/2 j)O k) +oo ) 400 m) +oo

18. a) x=—3; x=2 b) mdximo en (-2,256). Minimo en (2,0) c)x=-1

20. X=7x1/3max; X=5x13 minimo

21. Siempre es decreciente al ser su derivada primera positiva antes de 1y después de 1. Tiene un punto
de inflexion en x=1

22. decrece Xx<0; crece x>0

23.0=18
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25. a) si p>0, en x=—Inp hay un minimo b) no hay mdximo c¢) No tiene punto de inflexion.
26. a=4; b=5 27.a)a=4; b=1 b) madximo (-1/2, -4); minimo (1/2, 4)
, 18— 2x? L . -
28.a) f'(x)= ——===, Sus puntos criticos son x=-3 y x=3 b ) x =—3 es minimo y x=3 es mdximo
18-x

29.a) 0 b)f(x) es decreciente en (_Oo, _\/EJU[\/E +OOJ y es creciente en el intervalo [_\P +\EJ
2 2 2" N2

1 1
Presenta un minimo relativo en X = —\/; y un mdximo relativo en X =+ E

30. a) x =e™ es un punto minimo b) x = 0 es minimo y x=2 es mdximo
31. Los valores de las variables sona =-1y b =20
32. a) No tiene asintota vertical ni oblicua y la horizontal es y=0 b) La funcion es decreciente en el

intervalo {_OO _ \/i ], creciente en [_ \/i + \/i J y decreciente en [ \/i +OO]. La funcion presenta un
] 2 2 2 2 ]
- 1 . 1
minimoen X=— E y un mdximo en X = E

33.18y 18

32.a=b=6-3\2;c=62-6

35. a) Los numeros son 1y 9 b) La suma mdxima es 9.

36. Las dimensiones de la vela con superficie mdxima son de catetos X =Y = \/E m.
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fo o dx

_LO QUE SE DERIVA dxzém: _ PAN'INTEGRAL

1. Concepto de integral indefinida

La derivada de una funcién permite conocer la tasa de variacion (el cambio instantaneo) de un
determinado fendmeno a partir de su funcion. Con la integracién, el proceso es inverso: se trata
de conocer la funcion inicial a partir de su derivada: partiendo del estudio de la variacion de un

fendmeno, llegar a conocer la funcion que lo explica.

1.1. Primitiva de una funcién

Si se conoce una funcion F(x) , es facil hallar su derivada F '(x)aplicando las formulas.

El proceso inverso, encontrar F(x)a partir de F“(x), se llama integracion.

derivacion
funcion _ funcion
imiti .
primitiva integracion derivada

A la funcién F(x)se le llama primitiva o antiderivada de la funcién f (x). Para ver que la

primitiva de una funcidn es correcta basta con derivar, pues:
F(x) es una primitiva de f (x) = F’(x)=f(x)

@.Eiemplos:
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a) Si F(x)=x"+3x, suderivada es F’(x)=2x+3; entonces: una primitiva de f (x)=2x+3

sera F(x)=x"+3x.

b) Si F(x)=In(3x+1), suderivadaes F’(x)= ; en consecuencia, una primitiva de

3x+1

f(x)= 3x3+1 sera F(x)=In(3x+1).

Todas las funciones de la forma F(x)=1In(3x+1)+ K son primitivas de f (x)= 3x3 T
+

3x2
24/ X3 +17

de laraiz”’; esto es, que si y=vx*+17 = y'=

3% .
de f(x):m serd F(x) =vx*+17.

c¢) Para hallar una primitiva de f (x) = hay que conocer la féormula de la “derivada

3x2

24x° +17

. En consecuencia, una primitiva

1.2. Integral indefinida

Dada una funcion f (x),si F(x) esuna de sus primitivas, la integral indefinida de f (x) esla

funcion F(x)+K, donde K es un nimero que se llama constante de integracion.
Se escribe asi:

I f(x)dx=F(x)+K , (dx indica la variable de integracion; de derivacion).

En consecuencia, la derivada y la integral son “operaciones” inversas; de manera analoga a como
lo son la raiz cuadrada y el cuadrado o la exponencial y el logaritmo. Esto es, al aplicar
sucesivamente la integral y la derivada a una funcion se obtiene la misma funcion:
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([food) =t vy [ xdx=f(x).

@'Eiemplos:

a) I(2x+3)dx = x> +3x+ K . Puede comprobarse que (x2 +3X+ K)' =2x+3.

3
3x+1

b) I3X3+1dx =In(3x+1)+ K . Puede comprobarse que (In(3x +1)+ K)' =

c) j4x3dx = x* + K . Puede comprobarse que (x4 + K)’ =4x3.

d) Halla la primitiva F(x) de f(x)=4x> que cumple F(1)=0.
Una primitiva esta calculada en el ejemplo anterior y es F(x) = x" + K, calculemos K para
que F)=0=>1"+K=0=K=-1

La primitiva pedida es [F(x) = x* -1

1.3. Propiedades de la integral indefinida

1) La integral de un nimero por una funcién es igual al nimero por la integral de la funcion:
jk f (x)dx =k j f (x)dx .

Esto significa que los ndmeros que multiplican a una funcion pueden entrar y salir del
integrando, segun convenga.

Esta propiedad facilita el calculo de integrales mediante el sencillo procedimiento de ajustar
constantes.

.Eiemplos:

a) Para hallar J8x3dx puede realizarse el procedimiento siguiente:

I8x3dx :_[2-4x3dx = 2.[4x3dx = 2(x4 + K) =

b) Para hallar I 7x%dx puede realizarse el procedimiento siguiente:

J?xsdx:7jx3dx:7'[%-4x3dx:7-%I4x3dx:£j4x3dx:£(x4+K): £x4+K

2) Laintegral de una suma de funciones es igual a la suma de las integrales de cada una de
esas funciones:

I(f(x)ig(x))dx=_[f(x)dxi_[g(x)dx

©.Eiemplos:
a) j(2x+3)dx :I2xdx+I3dx =
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b) j(ex +1)dx = Iexdx+jldx =

2. Relacion de integrales inmediatas

Las integrales de las funciones usuales, que conviene saber de memoria, son las siguientes.

TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

ICdX:CX+K

n+l

Ix"dx: X +K; siendon=-1

n+1

I%dx=\/§+K

j cos xdx = senx + K

Isen Xdx = —cos x+ K

1
dx = arctgx + K
I1+x2 g

dx = arcsenx + K

J

1-x°

@ Ejemplos:

a) Idx=x+K

b) j—%dx:—%x+K
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2 x°
C) J‘X dX=§+K
-1

d) I%dx:jx‘zdx:i—l:—%+K

e) '[ﬂdx:4lnx+K
0 [

3. Técnicas y métodos de integracion

dx—In X +1) +K

Cuando el integrando no coincida con alguna de las férmulas anteriores y el calculo de la integral
no sea inmediato, se recurrird a algiin método de integracion.

Estos métodos son procedimientos que permiten escribir el integrando inicial en otro equivalente
cuya integral sea mas sencilla de calcular.

3.1. Descomposicion elemental

Consiste en transformar el integrando mediante operaciones algebraicas basicas, como:
multiplicar o dividir por una constante apropiada; sumar o restar un nimero u otra expresion;
efectuar las operaciones indicadas...

Para que esas operaciones tengan sentido hay que tener presentes las formulas de las
integrales inmediatas; y, obviamente, las propiedades de la integral.

AEiempIos:

a) j(Gx2 +5x —1) dx = {Se descompone en suma de integrales} =

2

3
=GIxzdx+5dex—jdx=6-%+5-X?—x= 2x3+§x2—x+ K

b) j(xz —3)2 dx = {Se realiza la operacion indicada en el integrando} =

3 X5

=|(x*+9-6x?)dx= | x*dx+ [9dx—6 xzdx:x—5+9x—6x—x:——2x3+9x+K
5 3 5

Se ajustan las constantes en busca de la integral del Iogarltmo}

:4-_—I :6 dx = _?zln(5—6x)+K
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5x° +4x—3
d) j—x

j@‘; ‘)‘()( 3} j5dx+4j dx - 3j—dx_

dx = {Se hace la division indicada en el integrando} =

-1

=5x+4In x—3_|.x‘2dx:5x+4|n x—3X—l: 5X +41In x+§+K
- X

Se ajustan las constantes en busca de la integral del arco tangente}

I o =[éarcigx K]

f) _[ 1 dx {Se separa en busca de la integral del arco tangente y Iogaritmo} =
+

dx+_[ dx = 4J 4arctgx+%ln(1+x2)+K

-[1+x 1+%° 1+ %% _Il+x

AObservacién:

Para aplicar este método es necesario conocer muy bien las formulas de integrales
inmediatas. (Ademas hay que tener “suerte” y paciencia, pues no siempre que se hace una
transformacion da el resultado apetecible. Con frecuencia hay que volver a intentarlo o
recurrir a otro método).

También es imprescindible operar con soltura.

1+ x°

) J-4+ X—2x3 dx = El polinomio del numerador es de mayor grado que el denominador, |
|y se realiza la division de polinomios B

23+ x+4] X2 +1

={ea2x -2x  p=[-2x+ 3X+4dx [-2xax ji”fdx:
+X
X2 _1¢ 2x 1
:—Zdex+j T dx -[1+x x:—2?+3-EJ‘1+X2 dx+4j1+X2 dx =

_ —x2+gln(l+x2)+4arctgx+K

3.2. Método de integracion por partes
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Este método suele ser apropiado cuando en el integrando figuran funciones
trigonométricas, exponenciales y logaritmicas multiplicadas entre ellas o por
expresiones polindmicas.

El método consiste en descomponer el integrando en dos partes:
Una de ellas se llamau ; la otra se designa por dv que debe integrarse facilmente. Una
vez integrada dv surgird otra integral que deberd ser mas sencilla que la inicial.

La formula a aplicar es la siguiente:

J.udv:u-v—jvdu

AObservacién:

Para la eleccion de las partes u y dv no hay un criterio concreto; pero, puede ser
recomendable tomar dv como la parte mas grande del integrando que se pueda integrar
de forma sencilla. El resto del integrando seré u.

u-dv=u-v— | v-du

“Un dia Vi Una Vaca Vestida de Uniforme”

'Eiemplos:

a) Calculamos j X-senxadx .

Se mezclan funciones polindmicas y trigonométricas
'[ x-senxdx =4 Integracion por partes

I- =u=X, dv=senxdx
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U=X =du=dx
I X-senxdx = Iudv = =
dv =senxdx = v = jdv = _[senxdx = —CO0S X

=u-v—[vdu = x-(—cosx)— [(—cos x)dx = —xcos x+ [ cos xdx = [=xcos x+ senx + K]

b) Calculamos Jx-ex dx.

Se mezclan funciones polindmicas y exponenciales
_[ x-e* dx = Integracion por partes

I- =u=x, dv=e‘dx

U=X = du=dx
J.X.e dX:IUdVZ{dvzexdij:Idv:J.eXdX=eX}:

=u-v—Ivdu=x-eX—Iede: —xe*—e*+K

¢) Calculamos J'xz-ln xdx .

Se mezclan funciones polindémicas y logaritmicas
Ixz-ln xdx = Integracion por partes

_[-:>u:x2; dv = In xdx

u=x> = du=2xdx
sz-lnxdx:_[udv: e =
dV=|nXdX:>V:J.dV=I|nXdX:iDIfICI|!

No podemos seguir con estas partes que hemos elegido y cambiamos de separacion en partes
a estas otras para intentar que la integral sea inmediata.
Se mezclan funciones polindmicas y logaritmicas
Ixz-ln xdx = Integracion por partes

I-:>u:lnx; dv = x?dx

u=Inx :du:idx

Ixz-lnxdx:judv: X 0=

dV:XZdX:V:IdV:jXZdX:iFéCi|!ZX—
3

1

3 3 3 2
:u-v—_[vdu:%-Inx—j—-%dx:%-lnx—_[x?dx:
X

XS

:—-Inx—lj'xzdx: . Inx-—+K
3 3

Tema 9. Integrales 73



Juan Antonio Martinez Garcia CURSO 2025/26

d) Calculamos Iex-cos xdx.

Se mezclan funciones exponenciales y trigonométricas
J.ex-cos xdx = Integracion por partes

j-:>u =e*; dv=cosxdx

u=e* = du=e*dx
_[ex-cos Xdx = judv:

dv=cosxdx:>v=fdv=jcosxdx=senx

=u -v—jvdu =ex-senx—jex-sen xdx =

Esta integral puede volverse a hacer por partes:

Se mezclan funciones exponenciales y trigonométricas
_[ex-sen xdx = Integracion por partes

I- —u=¢e dv=senxdx

X

u=e* =du=e‘dx

Iex-sen xax = IUdV - dv =senxdx = v = Idv:jsenxdx =—C0S X

=u -v—jvdu =ex-(—cosx)—jex-(—cosx)dx = —C0s X-e* +IeX cos xdx

Si sustituimos la integral del principio y los resultados obtenidos, podemos observar que
vuelve a aparecer la integral inicial:

Iex-cos xdx =e*- senx—jex-sen Xdx =

=e*-senx— (—cos x-e* + _[ex cos xdx) =e*-senx+cos x-e* — _[ex cos xdx
Despejando en esta igualdad:

jex-cos xdx + Iex-cos xdx = e*- senx +cos x-e* = ZJ'eX-cos xdx = e*- senx +cos x-e* =

e*. senx + cos x-e*
2

e (senx +COos x)
2

+K

= _[ex-cos xdx =

= .[ex-cos xdx =

3.3. Integracion por cambio de variable

Consiste en hacer un cambio de variable (x = g(t) ot =h(x) , segin convenga) de manera que la
integral inicial resulte mas facil de calcular.
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El proceso es el siguiente.
Si se desea hallar la integral j f (x)dx, si se hace x=g(t)=dx=g/(t)dt .

Con esto, puede escribirse: I f (x)dx :j f(g(t))g (t)dt.

Una vez resuelta la integral en la variable t hay que deshacer el cambio inicial, pues la
solucion debe darse en funcion de x.

-Eiemplos:

a) Para calcular I(ZX—3)5 dx puede hacerse un cambio de variable para que sea méas facil la

integral resultante, para ello se puede valorar que la base es mas sencilla si la cambiamos por
ty asi no tenemos que hacer ajustes de constantes.

t=2x-3=>dt=2dx=dx= 1dt Sustituyendo en la integral inicial quedaria:

s, 110 t°
[(2x=3) dx=|t° —dt_—jtdt 1
Deshaciendo el cambio de variable (volviendo a x)
6 _a)\®
[(2x-3y o= |23y
12 12

Cambio de variable

b) Ie4xdx= 1 =J‘etldtzljetdt=1et =
t=4x:>dt=4dx:>dx=zdt 4 4 4

= {Deshaciendo el cambio de t a 4x} = %e“ +K

Cambio de variable

c)_[ 4 dx = -1 =
5-6X t:5—6x:>dt:—6dx:dx:gdt

_I_—dt_—4j%dt :%Zlnt:{Deshago el cambio t a (5-6x)} = %Zln(S—Gx)+ K

d) [ <1+ xdx ={

Cambio de variable
JArx=t=l+x=t?=dx=2tdt|
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Como debo quitar esa x
= I xt-2tdt =< despejo la x del cambio de variable ; = J.(t2 —1)-t-2tdt = J.Zt4 —2tdt =
y la sustituyo por x =t* -1

ot |2 5 2 3
=2ftdt-2[tdt =2 -2 = g\/(1+x) —g\/(1+x) +K

1 = Puede hacerse con un cambio de variable, todo el denominador lo llamamos t.
+e

1+eX:t:>ede:dt:>dx:d—I
e

[ jﬁ’(dt [t

Deshamendo el cambio de variable t por 1+e* :

=Int= In(1+ex)+K

1+¢*

4. Integral definida: area bajo una curva

La integral definida permite calcular el area del recinto limitado, en su parte superior por la
grafica de una funcion f(x), continua y no negativa, en su parte inferior por el eje OX, y en

los laterales por lasrectas x=a y x=Db. Esto es, el area S del recinto coloreado en la figura
adjunta.

Rged)

xX=a x=5b

b
El valor de este area se llama “integral definida de f(x) entre ay b” y se escribe: L f(x)dx.

f (X) = integrando

Ibf(x)dx

o _ _ b =limite superior
a limites de integracion

a = limite inferior
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B

@.Eiemplos:

a) Vamos a calcular el area bajo la grafica de la funcion f(x)=x+1entre x=1y x=3:
Dibujando la gréfica y la situacion planteada se observa que:

fx) =x+1
-1
El area pedida sera:
] 3 Contando cuadraditos= )
Areazj X+1dx = . . . =
1 5 cuadraditos + 2 medios cuadraditos

O bien con métodos geométricos:

Area de la zona sombreada = Area del cuadrado de lado 2 + el area del triangulo de base y

altura 2 =22+%=4+2=6u2.

b) Vamos a calcular el area bajo la gréafica de la funcion f(x) =-2x+1 entre x=—4y x=-2.
Dibujando la grafica y la situacién planteada se observa que:
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fx) = -2x+1

El area pedida sera:
Contando cuadraditos=

Area = _[:42 —2x+1dx =412 cuadraditos + =14 u®
+ 4 trozos que parecen ser 2 cuadraditos

O bien con métodos geométricos:

Area de la zona sombreada =

=Area del rectangulo de base 2 y altura 5 + el area del triangulo de base 2 y altura 4 =

= 2-5+%:10+4:14u2

c) Vamos a calcular el area bajo la grafica de la funcién f(X)=—x*+3x+4 entre x=1y
x=3.
Dibujando la grafica y la situacién planteada se observa que:

El area pedida sera:

Tema 9. Integrales 78



Juan Antonio Martinez Garcia CURSO 2025/26

Contando cuadraditos=
Area = f—xz +3X + 4dx = {10 cuadraditos + =171... u?

+ 3 trozos que parecen ser 1 cuadradito
AObservacién:

Para hallar el &rea bajo una curva el método del cuenteo no ha sido muy preciso.

Con métodos geométricos ya no es posible el céalculo del area bajo una curva.
Necesitamos otro método, aqui es donde aparece el célculo integral y las integrales
definidas.

4.1. Propiedades de las integrales definidas

1) .[: f(x)dx=0 Si los limites de integracidn coinciden, la integral definida vale 0.

2) _[: f(xX)dx = —La f (x)dx El valor de la integral definida cambia de signo si se permutan los

limites de integracion.

3) J‘: kdx =k (b—a). Siendo K un ntimero real cualquiera.

4) I: k-f(x)dx = kjba f (x)dx . Siendo K un nimero real cualquiera. La integral del producto de

una constante por una funcion es igual a la constante por la integral de la funcion.

5) J.: f(X)+g(x)dx= I: f (x)dx+J‘ab g(x)dx. La integral de una suma de funciones es igual a la

suma de las integrales.

6) J‘: f(x)dx = Lc f(x)dx+'[cb f (x)dx. Siendo ¢ un punto interior del intervalo [a, b], la integral

definida se descompone como suma de dos integrales correspondientes a los intervalos [a, c]
y [c, b].

4 .-*""f-;r ft:;fﬁ_,---""_. | fix) /

7y Si f(x)>0 en [a,b]:>j:f(x)dx20

Tema 9. Integrales 79



Juan Antonio Martinez Garcia CURSO 2025/26

4.2. Regla de Barrow

Si F(x) es una primitiva de f(x), esto es J f (x)dx = F(X), entonces:

[[ 0 =[FX] =F) -F(@)

@.Eiemplos:

a) .[0” senxdx =[—cos x|, =(—cosz)—(-cos0)=1+1=

b) [[2-e'dx=[2x—e*] =(21-¢')-(20-€")=2-e+1=[3"¢]

c) Vamos a calcular el area bajo la grafica de la funcién f(X)=—x*+3x+4 entre x=1y
X=3:
Dibujando la grafica y la situacién planteada se observa que:

Fl) = —x +3x+4

/
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El area pedida sera:

3 2 3 3 2 3 2
[[x*+3x+ddx=| -2 437 +4x | = B IY S I Ty
1 32 3 2 3 2

1

_ 54481472 249424 68 _34 ) 405 2
6 6 6 3

d) Vamos a calcular el area encerrada entre la grafica anterior y el eje de OX. En estos casos no
se dan los extremos a y b del intervalo, sino que hay que determinarlos. Para ello, basta con
resolver la ecuacion f (x) = 0, pues a'y b son los puntos de corte de la gréafica con el eje OX.

Asi, si se desea calcular la superficie encerrada entre la curva f(X) =—x*+3x+4 y el eje

OX, los limites de integracion se obtienen resolviendo la ecuacion 0=—-x*+3x+4. (En la
figura anterior se observa que esos puntos son -1y 4).

El valor del &rea es:

3 2 4 3 P 1) )2
[ —xt+3x+ddx=| -2 +37-+4x| = BT I B B +4(-1) |=
3 T2 |, 3 72

1284144496 2+49-24 125
6 6 6

20,83...u°

4.3.Aplicacién de la integral definida al calculo de areas de recintos planos

Pueden presentarse los siguientes casos:

CASO | CASOII CASO 111 CASO IV CASO V

; A)=xi3x
SOy =—xered T 4 >

=i

Caso I. La funcidn es positiva en todo el intervalo de integracién.
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@Eiemplo:

L, 3
Este ejemplo ha sido resuelto anteriormente: Area = L ~X?+3x+4dx=|—u

Caso Il. La funcidn es negativa en todo el intervalo de integracion.

@Eiemplo:

El 4rea del recinto limitado por la funcién f(x)=x*—4x y el eje OX viene dada por:
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3 4 3 3 B
[(xt —axax=| -2 -2x* | = LN WER [ DSV i Y T
1 3 B 3 3 3 3

Area = —fxz —Axdx =|—"u

Caso I11. La funcién cambia de signo en el intervalo de integracién (corta al eje OX).

El punto c, de corte, se obtiene resolviendo la ecuacion f(x)=0

4

I - c b
El 4rea viene dada por: Area= Ua f (X)dX‘ +U¢ f (X)dX‘

-Eiemplos:

a) El 4rea encerrada entre la graficade f(X)=x>—2x y el eje OX, en el intervalo [1, 4] , que
aparece en la imagen superior, se obtiene realizando los siguientes pasos.

Averigiiemos el punto o puntos de corte de la grafica de la funcion con el eje OX:

x=0
x?=2x=0 :>{ 5 ; El nico valor que esté en el intervalo [1, 4] es x = 2.
X =

Calculemos las dos integrales definidas (de 1 a 2 y de 2 a 4) y sumando sus valores
absolutos obtendremos el valor final del area.

3 2 3 3
szz—Zxdx: Xl | Zp | (Lo |28y L2
! R 3 3 3 3

1 X L] (& 2° 20
jx2—2xdx= Zox?| = 4 || 22 =22
2 3 3 3 3

2

Area :Ulz X2 —2xdx‘+“‘:x2 —2xdx‘ = %Jr? _|122 2

b) El area limitada por la grafica de f(x)=cosx y el eje OX en el intervalo [0, 27[], viene
dada por la suma:
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T§§§§§§§u ! -“‘\\\\\M
T

Averigliemos el punto o puntos de corte de la grafica de la funcién con el eje OX:

T
X==
2
3 . . .
cosx=0= x=7ﬂ ; El Uinico valor que esta en el intervalo [0, 27]son x:%; x:%[.

Aunque podriamos utilizar la simetria de la funcion para hallar el &rea de la zona rayada,
vamos a calcular las tres integrales definidas (de 0 a n/2, de n/2 a 3n/2 y de 3n/2 a2n) y
sumando sus valores absolutos obtendremos el valor final del &rea.

J‘O% oS xdx = [senx];% = (sen %) —(sen0)=1-0=1

J';% cos xdx = [senx]f;f = (sen 3%)—(sen %) - 1-1=-2

27 _ 27 _ 3 B _
L%cosxdx—[senx]s%—(senzﬁ)—(sen %)_0+1_1

T, 3
jécosxdx J;/cosxdx =1+2+1=|4u?
2

0

Area = + +

J-er d
COS XaxX
%

Caso 1V. Si el recinto viene limitado por dos curvas, con f (x) > g(x) en todo el intervalo de
integracion.

41

3+

El area encerrada entre dos graficas f (x)yg(x), siendo f (x) > g(x)
; Xx=ay x=Dbsus puntos de corte, viene dada por:

Area = jb f (%)= g (x)dx

Tema 9. Integrales 84




Juan Antonio Martinez Garcia CURSO 2025/26

@'Eiemplos:

a) El area del recinto limitado por las gréficas de las funciones f(x)=xy g(x) =x*-3x, que

aparece en la imagen superior, tiene un paso previo que es comprobar si se cortan sus graficas
y averiguar cual es mayor.

x=0

x=4

Y con un valor de x comprendido entre 0 y 4 (por ejemplo, x = 2) vemos cual es mayor:
f(2)=2yg(2)=2°-32=4-6=-2= f(x) > g(x) enel intervalo [0,4]

El area se obtendra con la expresion:

Area = _[04 f(x)—-g(x)dx= j04x—(x2 ~3x)dx = I;—xz +4xdx =

_X3 4 _43 N3 32
N DS IV I s WL B P ¥ ) P
3 3 3 3

b) El célculo del area del recinto limitado por las graficas de las funciones
f(X) =—x*+3x+1y g(X) =—x+4 tiene un paso previo que es comprobar si se cortan sus
graficas y averiguar cuél de ellas es mayor. .t
x=1

—x2+3x+1:—x+4:>0=x2—4x+3:>{ 2 Nt
X=

x:x2—3x:>0:x2—4x:>{

Y con un valor de x comprendido entre 1 y 3 (por ot
ejemplo, x = 2) vemos cual es mayor:

f(2)=-4+6+1=3yg(2)=—2+4=2 1
= f(x)>g(x) enel intervalo [0,3] /

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
.
1

El area se obtendra con la expresion: &
Area = js f(xX)—g(x)dx = j3—x2 +3x+1—(—x+4)dx = J'3—x2 +4x—3dx =
1 1 1

3 3 a3 13
B . SO NCTT 90 [ B Y O ¥ Y IV P e
3 A 3 3

Caso V. Si el recinto viene limitado por dos curvas que se cortan en el intervalo de integracion.
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%/

.

-
@ Ejemplos:

a) Determinar el 4rea del recinto limitado por las gréficas de las funciones f(x)=x*-3x y
g(x) = x> —3x°.
Primero averiguamos los puntos de corte de ambas graficas.

x2—3x:x3—3x2:>0=x3—4x2+3x:>0=x(x2—4x+3):>x=0;x=]; Xx=3

Area = U:XS —3x? —(x2 —3x)dx‘+‘fx3 —3x? —(x2 —3x)dx‘ =

Ix3 ~3x? —(x2 —3x)dx =J‘x3 —4x% +3xdx =XT4—47X3+3—)2(2

El area quedaria:

xoax 3T x4 3|
— et — | |+ ———+—
4 3 2 | 4 3 2 |

1.4, 3 3_4_4_33 332 (14,3 —32 _[37
4 3 2 4 3 2 12

Area =
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b) El 4rea del recinto limitado por las graficas de las funciones f(X)=x>—3x y g(x)=x es el
area del recinto sombreado de la imagen inferior.

Vemos que las dos graficas se cortan ndo el
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“ Ejercicios:

@,
X Integrales indefinidas

1.

Calcula las siguientes integrales:

a)_|.<3x2 +x—2«/§)dx

9 J.3+3 2

I(sean —%cosij dx

X sen2x
3cos—=— dx
9) j( g j

) jcos x-sen’xdx

X2
m) J'X3+2dx

p) | ,—15_)()(2 dx

S) I(l— x)3 dx

. Calcula las siguientes integrales:

a) J'Sx(l— 2x)2 dx

2X
d) dx
‘[ \1+3x2

. Calcula las siguientes integrales:

a) I e*dx
d) 4 dx

. Calcula las siguientes integrales:

2 3
a)J-Zx x4+3x dx

dx

3 —-x?+4x-5
d)j

. Calcula las siguientes integrales:

a) I X COS Xdx

b)jx(4—4x2)dx

e) jcos(4x+3)dx

h) jxcos(?axz)dx

k) ISx(l—sz )2 dx

3
2 J.1+ X2 dx

o | ,—:Xz dx

) _[x(l— x)3 dx

b) J'(3x2 - 2x)2 dx

e) I&(?xz +3)dx

b) je%dx
e) I 4.3"dx

) IJ’J_J’

X —x*+4x-5
e)J' X+1

b) jxezxdx

dx

i) Icos 2x —3e***dx

1) [(2-3%)" dx

4x? q
o)j '_3—x3 X

r) Ier3X2 dx

u) jﬂd

X

2 J.1+3x2 o
5X ++/3X

N | X;/_dx

c) .[ erzdx
f) j e +e”

x+3

dx

3¢ —x?>+4x-5
D -[ x*+1

c) _[xln Xdx
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d) | x° cos xdx e) jeixdx ) [Inxdx

6. Calcula las siguientes integrales:

a) jx\/l— X2 dx b) J'sen3xdx c) j d) jx\3/4+ x2dx

In X)

7. Halla la integral indefinida I dx mediante el cambio de variable \/;:t :

1
l+\/§

8. Calcula las siguientes integrales:

e
)IZZX )-[ +3e* +2
9. Calcula las siguientes integrales:
2

a dx o

) J‘1+ X ) I 1+x

senx

d) | 2In xdx d tgxdx

) | [y 9) ftg

10. Determina la funcién f(x) cuya derivada es f "(X) =2xe> y que verifica que f(0)=2.

11. Laderivada de una funcién f(x)es f '(x)=(x—1)’(x—3). Determina la funcion f(x)
sabiendo que f(0)=1.

II Integrales definidas vy areas

12. Halla el valor de:

a) Ii(xz + 2) dx b) J.07 \/E% dx C) L;ﬁ XA /1_'_ 2 dx d) _Ll Xe—3x2+1dx

13. Calcula la integral Leln(x2 Jdx.

- . . e? 3
14. Utilizando el cambio de variable t =Inx calcula ——dx.
e Xx(4+Inx)

15. Calcula razonadamente las siguientes integrales definidas:
A Senx-cos X x
b) |2
1+cos’ x x

16. Calcula el area de la region limitada por y = 4 ,eleje OXylasrectas x=1, x=4.
X

T 2x
a) , € cos X dx

17. Halla la superficie del recinto plano encerrado entre la curva dada por la funcion f(x) = xe*
y el eje OX, en el intervalo [-2,0].
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

217.

2

. - X
Calcula el area encerrada entre la curva de la funcion f(x) =
+ X

OX, en el intervalo [0,2]. 1

y el eje

Calcula el rea determinada por las curvas de ecuaciones y =2x° e
y=x"—2x* , representadas en el dibujo adjunto. 51

Halla el area de la region limitada por las curvas y=senx e y=cosXx y las
rectas x=xz/4y x=5xz/4 .

Dibuja el recinto finito del plano limitado por la recta x = 1, la parabola

y =Xy la hipérbola y = % . Calcula su area.

EBAUM. Calcule la siguiente integral indefinida Isenx e"*dX . Determine el 4rea del

recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x=0 y x=/2, yla grafica de la funcion
COSX

f (X) =senxe™” .
EBAUM. Calcule la siguiente integral indefinida J.X In X dX . petermine la primitiva de
la funcion f(X) = XINX que pasa por el punto de coordenadas (1, 0).

EBAUM. Calcule la siguiente integral indefinida J. dx. Determine el area del recinto

_x
V2x? +1
limitado por el eje OX, las rectas verticales x=0 y x=2, y la gréfica de la funcion
F(X) =

V2x% +1

EBAUM. Calcule la siguiente integral indefinida J.XEXdX. Determine la primitiva de la

funcion f(X)=xe* que pasa por el punto de coordenadas (0, 1).

EBAUM. Calcule la siguiente integral indefinida J'xsen(%xjdx . Determine el area del

recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales Xx=0 y x=1,y la gréafica de la funcion

X
f (x) = xsen (7]

X

- . : - e .
EBAUM. Calcule la siguiente integral indefinida J'W dx . Determine el valor dea >0
1+e*
a e 1
para que _[0 (l ex)z dXZZ
+
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28. EBAUM. Calcule la siguiente integral indefinida 2X—+12dx . Determine el area del
(x2 + x+1)
recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x=0 y x=2,y la grafica de la funcion
2x+1
f)=—"—"—
(x +x+1)

24X
29. EBAUM. Calcule la siguiente integral indefinida _[X e"dx . Obtenga una primitiva F(x)

de la funcion f(X) = x%€* que cumpla la condicion F(0) =1.

Soluciones:

1.a. x3+1x2—ﬂx%+K b. 2x* —x*+K c. —ie’2X+K d.§ln(3+3x2)+K
2 3 10 6
1 1 1 Xx 1
e. =sen(4x+3)+K f) —=cos2x—-—senbx+K g) 6sen—+-—cos2x+K
4 2 15 2 10
h) Lenaxt+ K i) Lenax—2e2 1k i) Lenix+ K k) —3(1—2x2)3+ K
6 2 2 3 12
) 4x—6x*+3x*+ K m) %In(x3+2)+K n) 3arctgx+ K o) —g\IS—xs +K

p) —-5vV1-x* +K ) 5arcsenx+K r) %egxz +K ) x—gx2+x3—%x4+K

t)lxz—x3+§x4—lx5+K u) Inx—3x+§x2—1x3+K
2 4" 5 2" 3
z.a)Exz—@x3+5x“+K b)9x5—3x4+fx3+|< c)lln(1+3x2)+K d)g\/3x2+1+K
2 3 5 3 6 3
o 2¢4 1 2% + K ) 5inx- 23 4k
Jx
3.a)1e4X+K b) 3%+ K c) —lel‘xz+K d) 4X-i+K e) i-3X+K f)lezx—e‘X
4 2 In4 In3 2

3

4. a) —iz+£+3|nx+K b)ﬂx%—EX%HK c)X——§x2+9x—28In(x+3)+K
X X 3 7 3 2
d) x3—%x2+4x—5ln x+K e) X’ —2x* +8x—13In(x+1) + K

f) Exz—x+lln(x2 +1)—4arctgx + K
2 2

1 0 1 5 1., X® o
5.a) xsenx+cos X+ K b)Exe —Ze +K C)EX Inx—Te +K

d) x%senx+3x°cosx—6xsenx—6cosx+K e) —xe*—e*+K f) xInx—x+K

1 3 1 3 2
6.a. —54/(1—x2) +K D) —cosx+§cos3x+K c) —In(4-Inx)+K d)§$/(4+x2) +K

7. 2&—2|n(1+&)+|<

8.a) iarcthX +C b)
In2

e +1+K
e*+2

+K ¢)In

X

1+e

Tema 9. Integrales 91



Juan Antonio Martinez Garcia CURSO 2025/26
-2 2
9.a) 2arctgx+K b) —+K ¢) 2In(1+x)+——+K d) 2(xInx—x)+K
1+x 1+Xx
e) e —In(1+e*)+K f) 13 +K g) —In(cosx)+C
3 X
5X
10. F(x) =28 (x—1j+2
5 5) 25
1 5 3 4 3 2
11. f(x)=gx _EX +4x° -5X"+3x+1
12.a) 65/3 b)8 ¢)7/3 d) —%(ez—e)
13.2
14. 3In§
5
1 1
15.a) =(—2—2e*") b) =In2
5(2-27) b3
16.4In4
17.1-3e”
18. 4In2-2
19.128/15 u?
20. 242 U?
21. 82— 2
3
22. F(X)=—"""+K Area=e-1
2
23. F(x )_x nx x +K F(x )_x Inx_x_+l
2 4 4
24, %\/2x2+1+c. Area=1 u?
25. F(x)=x-e"—e"+C F(x)=x-e"—e"+2
26. F(x) = ——cos[ﬁx}rizsen[ﬁ—x}rc Area:i2 u’
T 2 T 2 Vs
27. F(x)= _1X+C a=1In3
l+e
28. F(x)——1 6u2
X*+x+1 7
29. F(X)=x"e"-2xe" +2" +C F(X)=x*€" —2x€* +2e* ~1
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Ejercicios de Analisis en pruebas EBAU y PAU de Murcia

Extraordinaria 2026

PREGUNTA 2: Sea P(x, y) un punto del primer cuadrante que esta en la grafica de la funcion
g(x)=~/x+1.
a) [0,5 ptos.] Demuestre que la distancia de P(x,y) al punto A(2,0) viene dada por la funcién

f(x)=vx*-3x+5.

b) [1 pto.] Determine el valor de x para que la distancia a A sea minima.
c) [0,5 ptos.] Calcule esa distancia minima.

Solucion: a) www.ebaumatematicas.com b) x = =1.66 unidades.

N | w

PREGUNTA 4: 4.1) [2 ptos.] Justifique que la derivada de la funcion f (x)=xIn (x2 +1) alcanza

el valor In (%) en algln punto del intervalo (1,2).

Solucién: Aplicamos el teorema del valor medio.

PREGUNTA 4: 4.2) Considere la funcién f (x)= % +cos(x), donde la variable x esta expresada

en radianes.
a) [0,5 ptos.] Calcule la integral indefinida j f (x)dx

b) [1,5 ptos.] Determine el area del recinto del plano limitado por la grafica de la funcién f(x)
coneleje Xy lasrectas x=0y x=r.

Solucion: a) I f (x)dx :%x+ sen(x)+K b) %+J§ = 2.26 unidades cuadradas.

Ordinaria 2026

PREGUNTA 2: Considere un punto P de coordenadas (a.b) que esté en el primer cuadrante, sobre

una circunferencia de radio 10 centrada en el origen O(0,0). Sea x el angulo que forma el radio OP

con el eje horizontal (o eje X), medido en radianes.

a) [0,75 ptos.] Demuestre que el area del rectangulo de vértices 0(0,0), A(a,0). B(0, b) y P(a,b)
viene dada por la funcion f (x)=100-sen(x)-cos(x).

b) [1,25 ptos.] Calcule el &ngulo x (en radianes) para que el area de dicho rectangulo sea maxima.

- . T
Solucion: a) www.ebaumatematicas.com b) X = 2

PREGUNTA 4: 4.1) [2 ptos.] Justifique que la derivada de la funcion f (x)=e*(x—1)+1-x se

anula en algun punto del intervalo (0.1).
Solucién: Aplicamos el teorema de Rolle.

dx

PREGUNTA4: 4.2)a) [1,5 ptos.] Calcule la integral indefinida J (I )2
X(Inx
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b) [0,5 ptos.] Determine la primitiva de la funcion f (x): > Cuya grafica pasa por el

x(Inx)
punto de coordenadas (e. 1).
Solucién: a) ! ~dx = 1K b) F(x):_—1+2
x(Inx) In x In x

Extraordinaria 2025

CUESTION 2 (a elegir entre 2A y 2B):
2A) Calcule los siguientes limites:

a) [1] nm(l— ! ]

0" X sen(x)
V2x2+1
9 +5
¢) [1] lim x(e** 1)
Solucion: a) 0. b) 0. ¢) 1.

b) [05] lim

2B) Considere la funcion f (x)=tg*(x).
a) [1,5] Calcule la integral indefinida _[ f (x)dx

b) [0,75] Calcule el area de la region delimitada por la grafica de la funcion f (x) y el eje OX

entre los valores x=0y x:%.

c) [0,25] Demuestre, sin aproximar con nimeros decimales, que el area pedida en el apartado
anterior esigual a 1, (Ej
2 \2

y tg®(x) 1 .
Solucién: a) If(x)dx:T+ln|cos(x)|+C .b) E(l—ln 2) unidades. c)

www.ebaumatematicas.com .

Ordinaria 2025
CUESTION 2 (a elegir entre 2A 'y 2B):

2A) Considere el triangulo rectangulo de catetos x e y cuya hipotenusa mide 7+/2 cm.
a) [0,5] Demuestre que su area viene dada por la expresion

f (x) :%x\/98— x>

b) [2] Calcule las dimensiones que debe tener dicho tridngulo para que su area sea la mayor
posible. ¢ Cual es el valor de dicha area maxima?

Solucién: a) www.ebaumatematicas.com b) El tridngulo rectangulo cumpliendo las condiciones con

area maxima tiene ambos catetos iguales y de longitud 7 cm. Este valor méximo del &rea es 24.5

centimetros cuadrados.

2B) Considere la funcién f (x)= In(x—ﬂj.
X

a) [1,5] Calcule la integral indefinida _[ f (x)dx
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b) [1] Compruebe que el area de la regién delimitada por la grafica de la funcion f (x) y el eje
OXentre los valores x=1y x=2 es In(i—é) :

Solucion: a)J' x)dx =(x+1)In(x+1)—xIn x+C . b) www.ebaumatematicas.com

Extraordinaria 2024

2
3: Considere la funcion f(x):%, definida para todo valor x e R.
X°—2X+

a) [0,5] Calcule I|m f(x)y lim f(x).

X—>+0
b) [1,5] Determlne Ios intervalos de crecimiento y/o decrecimiento de la funcion f (x) y
calcule sus extremos relativos (maximos y minimos relativos).
c) [0,5] Justifique que la funcidn alcanza sus extremos absolutos (maximo y minimo absolutos)
y calcule el valor de dichos extremos absolutos.

Solucion: a)  lim f(x)— I|m f(x)=2 b) La funcion crece en (0,3) y decrece en

X—>—00

(—oo,O)u(3, +00). Tiene un minimo relativo en (0, 0) y un maximo relativo en (3, 3). c) Tiene un
minimo absoluto en (0, 0) y un maximo absoluto en (3, 3).

4: Considere la funcion f (x) = InT: definida para todo valor de x>0.

a) [0,5] Calcule Xlirpw f(x).

b) [1,5] Calcule la integral indefinida If x dx

c) [0,5] Determine el valor de a >0 para el cual se cumple que j x)dx=4.

Solucién: a) lim f ( Ob)_[ x)dx =2x (Inx-2)+C c) a=¢?

Ordinaria 2024
3: Calcule los siguientes limites:
cos(3x)—cos(2x)

a) [1] hi | v
b) [0, 75] I|m X+9 —x—
¢ [0.75] lim "X

X—>+00

Solucion:a)-25 Db)0 ¢)0

4: a) [1,5] Calcule la siguiente integral indefinida Ixzsenxdx.

b) [1] Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x=—z/2 'y
x =712,y lagrafica de la funcion f (x)=xsenx.

Solucién: a) J.xzsenxdx =(2-x*)cos x+2xsenx+C b) El area del recinto tiene un valor
aproximado de 2.28 unidades cuadradas

Extraordinaria 2023
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3: Considere la funcion f (x) =xe ', definida para todo valor de xeR.
a) [0,75 p.] Calcule lim f(x).

b) [0,75 p.] Calcule la derivada de f(x) y determine los intervalos de crecimiento y/o
decrecimiento de la funcion f(x) y sus extremos relativos (maximos y/o minimos).
c) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcidn f(x).

Solucion: a) 0. b) f"(x)=(1—x)e™. La funcion crece en (—,1) y decrece en (1,+).

La funcién presenta un maximo relativo en x = 1. c) j f(x)dx=—xe™—e™+K

4: Considere la funcién f(x):%, definida para todo valor de xeR, donde
+

cos® x = (cos x)2 .

a) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcidn f(x).
7l2

b) [0,75 p.] Calcule la integral definida I f (x)dx.

0
c) [0,75 p.] Determine la primitiva de f(x) que pasa por el punto (7,1)

zl2
Solucién:a)_[f(x)dx=—arctg(cosx)+K b) jf(x)dx:%
0

¢) F(x)=-arctg(cosx) +1—%

Ordinaria 2023

3: Calcule los siguientes limites:

2 [1.25 p] lim S22
x>0 xsen(x)

V9+ X —+/9-x
3X

Solucion: a) -2 b) 1/9

b) [1,25 p.] Iirrg

2
4: Considere la funcion f (x)= 1X—x2 , definida para todo valor de xeRR.
_+_

a) [0,5 p.] Calcule lim f(x).

b) [0,5 p.] Calcule la derivada de f(x) y determine los intervalos de crecimiento y/o
decrecimiento de la funcion.

c) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcidn f(x).

d) [0,5 p.] Determine la primitiva de f(x) que pasa por el punto (1, 1).

Solucion: a) 1 b) f°(x)= 2x2 > . La funcion decrece en (—,0) y crece en (0,+x).

c) F(x)= x—arctg(x)+%

Extraordinaria 2022

3: Considere la funcidn f(x) dada por
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Inx
f(x)=9x-1
a Si x=1

Si x>0y x=#1

a) [0,5 p.] Calcule el limite de f(x) cuando x tiende a +oo.

b) [1 p.] Determine el valor de a para que la funcién f(x) sea continua en x = 1.

c) [1 p.] Estudie si, para dicho valor de a, la funcion f(x) es derivable en x = 1. En caso
afirmativo, calcule el valor de la derivada de fen x = 1.

Solucion: a) lim f (X) =0 b)a=1 c)Lafuncionesderivableenx=1ysuvalores f(1)=-

X—>+00

1

4: Considere la funcion f (x)=x’", definida para todo valor de x € R.

a) [1 p.] Calcule la derivada de f(x) y determine sus intervalos de crecimiento y/o decrecimiento.
b) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).
c) [0,5 p.] Determine la primitiva de la funcion f(x) cuya grafica pasa por el punto de

coordenadas (0,1).
Solucion: a) f'(x)=xe™(2-x). La funcion decrece en (—,0)(2,+0) y crece en (0,2).
b) J' f(x)dx=—e™(x*+2x+2)+K c) F(x)=—e" (X’ +2x+2)+3

Ordinaria 2022

3: En este ejercicio se puede utilizar el resultado del apartado a) para realizar el apartado b), aun
en el caso en que no se sepa realizar el apartado a).
Un triatleta participa en una competicion de SwimRun en la que debe ir desde el punto A,
situado en la orilla de un canal de agua en reposo de 2 kilometros de ancho, hasta el punto B,
situado en la otra orilla del canal y a una distancia de 10 kilémetros del punto C (punto opuesto
de A), tal y como se indica en la figura. Para ello, debe ir nadando desde A hasta cualquier
punto D de la otra orilla del canal y continuar corriendo desde D hasta B. El triatleta tiene plena
libertad para elegir D.

10 km

2 km /
LA

a) [1 p.] Sabiendo que el triatleta es capaz de nadar a una velocidad de 4 km/h y de correr a una
velocidad de 12 km/h, demuestre que el tiempo total empleado por el triatleta en ir desde A

)_\/x2+4+10—x
4 12

hasta B (pasando por D) viene dado por la funcion f (x , donde x denota

la distancia de C a D.

b) [1,5 p.] Calcule cual debe ser el punto D para que el tiempo empleado por el triatleta en ir
desde A hasta B sea minimo. ;Cuanto tardara en dicho caso?

Solucion: a) en web b) El punto D esta situado aproximadamente a 707 metros del punto C. Y
tardaria 1 horay 18 minutos aproximadamente.

4: Considere la funcion f (x)=x In(x), definida para x> 0.

a) [1 p.] Calcule la derivada de f(x) y determine sus intervalos de crecimiento y/o decrecimiento.
b) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).
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c) [0,5 p.] Determine la primitiva de la funcion f(x) cuya grafica pasa por el punto de
coordenadas (1,0).
Solucion: a) f’(x)=1In(x)+1. La funcién decrece en (0,1/e) y crece en (1/e,+x)
2 x* 1

b) F(X)zx—;ln(x)—XT:+C c) F(x):%ln(x)_IJrZ

Extraordinaria 2021

3: Dada la funcion f(x) = x%* definida para todo valor de x R, se pide:

a) [1,5 p.] Calcule sus extremos relativos (maximos y minimos) y determine sus intervalos de
crecimiento y decrecimiento.

b) [1 p.] Calcule lim f(x) y lim f(x)
Solucion: a) La funcion crece en (0,2) y decrece en (—o,0)(2,+<0). Tiene un minimo

relativo en P(0, 0) y un m&ximo relativo en Q(z,izj b) lim f(x)=0y lim f(x)=+w
e X—>+00 X—>—00

4: a) [1,5 p.] Calcule la integral indefinida jxsen(xz)dx utilizando el método de cambio de
variable (0o método de sustitucion).

b) [1 p.] Determine el menor valor de a > 0 para el cual se cumple jxsen(xz)dx =1
0
: 1
Solucion: a) | xsen(x*)dx=—-=cos(x*)+K b) a=+r
) [xsen(x*)dx=—cos(x*) + K b) a=v

Ordinaria 2021

3: En este ejercicio se puede utilizar el resultado del apartado a) para realizar el apartado b), aun
en el caso en que no se sepa realizar el apartado a).

Se quiere disefiar una lata de refresco de forma cilindrica, con tapas inferior y superior. El
material para las tapas tiene un coste de 5 euros cada cm? y el material para el resto del cilindro
tiene un coste de 3 euros cada cm?.

a) [1 p.] Si denotamos por x el radio de las tapas y por y la altura de la lata, demuestre que el

coste total del material necesario para construir dicha lata viene dado por 1077x* +67xy .

b) [1,5 p.] Si el volumen de la lata es 907z cm?, determine sus dimensiones (radio y altura)
para que el coste del material sea minimo.

Solucién: a) www.ebaumatematicas.com b) El cilindro de 90z cm?® con dimensiones que

minimizan el coste es el que tiene como radio 3 cmy como altura 10 cm

4: En este ejercicio las cuestiones a) y b) son totalmente independientes.
a) [1 p.] Calcule lim («,/x2 +1—x).
b) [1,5 p.] Calcule la integral indefinida sz In(x)dx. Determine la primitiva de la funcién

f (x) = x*In(x) cuya gréafica pasa por el punto de coordenadas (1, 0).

3 3 3 3
Solucion: a) 0 b) Ixz In(x)dx:x—ln x—2 4K F(x):X—Inx—X—+1
3 9 3 9 9
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3: Calcule los siguientes limites:
In(3+x)—In(3—x
0 125 iy "CnE

b) [1,25 p.] Ilm(\/ﬁ Jx+2 )

Solucion: a) 1/3 b) 0

4: a) [2 p.] Calcule la integral indefinida _[In(1+ Xz)dX :

1
b) [0,5 p.] Calcule la integral definida _|'In(1+ xz)dx .
0

Solucion: a) Iln(l+x2)dx: xln(1+x2)—2x+2arctg(x)+K b) :[In(1+ xz)dx:%—2+ln2

Ordinaria 2020
3:[2,5 p.] De entre todos los triangulos rectangulos cuya hipotenusa mide 4 metros, determine
las dimensiones de aquel cuya area es maxima. ¢Cudl es el valor de dicha &rea maxima?

Solucion: Un triangulo rectangulo con area maxima tiene catetos iguales a«/g e hipotenusa
4. El &rea maxima tiene un valor de 4 u®.

Y,

4: a) [2 p.] Calcule la siguiente integral indefinida J. \/_

b) [0,5 p.] Determine el area del recinto limitado por el eje OX, la grafica de la funcion

Jx .
f(x)= la recta vertical Xx=1.
(X) o J—y
Solucién: a) | Vx dx = x— 2\/_+In(1+\/_) +C b) Area=-1+In4=0,38u°
1+x
Septiembre 2019
A2:
X? +2X

, definida

a) [1,5 p.] Calcule los extremos relativos (maximos y minimos) de f(Xx) =

para todo valor de X €R. Determine también los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de f(X).

) 1 1
b) [1 p.] Calcule lim ,
) [Lp] acuem(X ex_l}

Solucion: a) La funcion tiene un minimo relativo en X = 2 y un maximo relativo en

X=++2 . La funcidn decrece en (—oo, —\/E)U(—i-\/z, +oo) y crece en (—\/E \/E) . b)1/2

B.2:

N

a) [1 p.] Calcule la integral indefinida I—dx
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b) [0,5 p.] Determine la primitiva de ﬁ que pasa por el punto (1,2).

X
c) [1 p.] Calcule el limite lim —.
) [1p] lim ==

Solucién: a) j%dx = 2\/;—2arctg\/§ b) F (x) —2Jx - 2arctg\/§+% )0

Junio 2019

A2:
a) [1,5p.] Calcule la siguiente integral indefinida _|.x2 cos x dx

b) [1 p.] Determine el &rea del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x = 0 y

X = 7,y lagrafica de la funcion f(X)=x*cosx .
2
., w
Solucion: a) _[xz Cos X dx = X*- Senx + 2X - oS X — 2senx + K b) 7+27r—4u2

B.2: Considere un triangulo isésceles cuya base de 12 cm es el lado desigual y cuya altura es de 5
cm. Se quiere determinar un punto A situado sobre la altura a una distancia x de la base de
manera que la suma de las distancias del punto A a los tres vértices del triangulo sea minima.
Observe la figura:

o d _ k.
< »
12

a) [0,5 p.] Demuestre que la suma de las distancias del punto A a los tres vértices del
triangulo viene dada por la expresion: f (x) =5—x+2+/x? +36

b) [1,5 p.] Calcule el valor de x para que la suma de las distancias sea minima.
c) [0,5 p.] Calcule dicha cantidad minima.

Solucion: b) x =12 ¢) f(\/1_2):5+6\/§

Septiembre 2018

CUESTION A.2: Calcule los siguientes limites:
a) [Lp] lim (\/x2 +2 % —2),

In(cos x+ senx)

b) [1 p] lim
Solucion: a) 0 b) 1

CUESTION A3:
a) [1 p.] Calcule la siguiente integral indefinida Isenx e“*dx

b) [0,5 p.] Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales X=0 vy
COS X

x=712,y lagrafica de la funcion f(X)=senxe™"
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Solucion: a) F(x) =—“*+K b) Area=e-1

. [ 2
CUESTION B.2: [2 p.] Considere la funcién T (X) = XN18—X" con —-4<x<4 .
a) [1 p.] Calcule la derivada de f(x) y determine sus puntos criticos.
b) [1 p.] Justifique si la funcion f(X) tiene algin maximo o minimo.
18-2x°

RN T

b) x =—3 es minimo y x=3 es maximo

Solucion: , SUS puntos criticos son x=-3 y x=3
CUESTION B.3:

a) [1 p.] Calcule la siguiente integral indefinida _[X In x dx

b) [0,5 p.] Determine la primitiva de la funcion f(X) = XInX que pasa por el punto de
coordenadas (1, 0).

2 2 2 2
Solucion: a) F(x):X InX—X—+K b) F(X):X Inx_x" 1
4 2 4 4
Junio 2018
CUESTION A.2:

a) [1,5 p.] Descomponga el nimero 10 en dos sumandos positivos de manera que la suma de

uno de ellos mas el doble del logaritmo (neperiano) del otro sea maxima.

b) [0,5 p.] Calcule dicha suma maxima.
Solucién: a) Los nimeros son 2 y 8 b) La suma maxima es 9,386.

CUESTION A.3:
- : e X
a) [1 p.] Calcule la siguiente integral indefinida Igdx

J2x% +1

b) [0,5 p.] Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales X = 0

X

N

y X = 2,y lagréafica de la funcion f(x)=
1 :
Solucion: a) E\IZX2 +1+C b) Area=1 u,

CUESTION B.2: [2 p.] Considere la funcién dada por:

f)=1 ° .
a+bsenx si x>0

si x<0

Determine los valores de los parametros a y b para los cuales la funcion f(x) es continua 'y

derivableen x=0.
Solucién: a=h=1

CUESTION B.3:
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X
a) [1 p.] Calcule la siguiente integral indefinida I xe”dx

b) [0,5 p.] Determine la primitiva de la funcion f (X) = xe* que pasa por el punto de
coordenadas (0, 1).

Solucion: a) F(x)=x-e“—e*+Ch) F(x)=x-e*—e*+2

Septiembre 2017

CUESTION A.3: Calcule los siguientes limites:

a) [1 punto] |Im( _1j

x>+o| X+ 3

b) [1 punto] Ilm[li—ij

nx x-1

Solucién: a) €*  b) E

CUESTION A 4:
COS X Sen?x

dx
1+ sen®x

a) [1,5 puntos] Calcule la siguiente integral indefinida I

2
N ., COSXsen“x
b) [0°5 puntos] Obtenga una primitiva F (X) de la funcién Treeix que cumpla la condicién
+senx

Solucién: a) F(x) = senx —arctg(senx)+C b) F(x) = senx —arctg(senx) +%

CUESTION B.3: Dada la funcién f(x)=xe™ se pide:
a) [0,5 puntos] Calcular Xlirpw f(x)

b) [1,5 puntos] Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los extremos
relativos de la funcion.

Solucion: a) 0 b) f(x) es decreciente en (—oo, _\/%ju[ﬁ +OOJ y es creciente en el intervalo

1
( f \/j Presenta un minimo relativo en x__f y un maximo relativo en x = +\/;

In (1+ x2)
CUESTION B.4: [2 puntos] Calcule la siguiente integral indefinida J—XZ dx .

—In(1+x%)
X

Solucion: F(x) = + 2arctgx+C

Junio 2017
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CUESTION A .3: Calcule los siguientes limites:

4
a) [1 punto] Ilm(\/_ 2 - 4]

. SenX — X CoS X
b) [1 punto] liM————
x>0 X —Senx

1
Solucién: a) 2 b) 2

CUESTION A 4:
X
a) [1,5 puntos] Calcule la siguiente integral indefinida Ixsen(%jdx :

b) [0°5 puntos] Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales X=0 y

X
Xx=1 ,ylagrafica de la funcion f(x)=xsen (%j

Solucién: a) F(X)Z—QCOS(HXJ 4 Sen( ]+C b)Area—i2 u?
Vs 2 7 2

T

CUESTION B.3: [2 puntos] La produccion mensual de una fabrica de bombillas viene dada por P=2LK?
(en millones), donde L es el coste de la mano de obra y K es el coste del equipamiento (en millones de
euros). La fabrica pretende producir 8 millones de unidades al mes. ;Qué valores de L y K minimizarian el
coste total L+ K?

Solucion: Se minimiza el coste con K = 2 millones de euros y L = 1 millon de euros.

X

CUESTION B.4: [2 puntos] Calcule la siguiente integral indefinida I 2 +X—6 dx .

Solucién: F(x):éln|x—2|+gln|x+3|+c

Septiembre 2016

CUESTION A.3: Dada la funcion
100=
e
se pide:
a) [1 punto] Estudie las asintotas de la grafica de f (x).
b) [1,5 puntos] Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los extremos

relativos de la funcion.
Solucidn: a) No tiene asintota vertical ni oblicua y la horizontal es y=0 b) La funcion es

decreciente en el intervalo (_ \/EJ creciente en ( \/7 \/j y decreciente en (\/7 wJ. La

funcion presenta un minimo en x = _\/:y un maximo en x = \/;
2

CUESTION A4:
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X

a) [1,5 puntos] Calcule la siguiente integral indefinida I > dx .
(1+e )

b) [1 punto] Determine el valor de a > 0 para que I > dx = 1

(1+e ) 4

-1
+C b)a=1In3

X

Solucién: a) F(x) = 1

CUESTION B.3: Considere la funcion dada por
a+In(1-x) si x<O0
f(x)= _
x’e™ si x>0
a) [1,5 puntos] Calcule lim f(x) y lim f(x)
X—>—00 X—> +00

b) [1 punto] Determine el valor de a para que la funcién sea continua en todo R .
Solucion: a) +o; 0 b) a=0

CUESTION B.4:
a) [1,5 puntos] Calcule la siguiente integral indefinida JL)(lrl dx
X° +
X+ Xx+1 o
b) [1 punto] Obtenga una primitiva F(x) de la funcion f(X)= Tzap e cumpla la condicién
F(0)=2.
XZ XZ
Solucioén: a) F(x) = > +arctgx+C b) F(x)= > +arctgx + 2
Junio 2016

CUESTION A 3: Calcule los siguientes limites:

4x '

a) [1,25 puntos] |XILTJ)

senx(1— senx
b) [1,25 puntos] lim # .
X—> /2 COS”“ X

1
Solucién: a) — b) —
) 8 ) 2
CUESTION A 4:

2x+1
a) [1,5 puntos] Calcule la siguiente integral indefinida I4d

(x +x+1)

b) [1 punto] Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales X=0 y
2x+1

X=2 ,ylagréfica de la funcion f(x)= >
(x2 + x+1)

-1

6 ,
- ~u
X2 +Xx+1 b)7

Solucién: a) F(x)=
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CUESTION B.3: El niimero de personas, medido en miles, afectadas por una enfermedad
90x

X* +2X+9

medido en dias, desde que se inicio el contagio.

infecciosa viene dado por la funcién f (x) = , donde x es el tiempo transcurrido,

a) [0,5 puntos] ¢Cudl es el nimero de personas enfermas el cuarto dia?

b) [1,5 puntos] ¢Qué dia se alcanza el maximo niimero de personas enfermas? ;Cual es ese
ndmero maximo?

c) [0,5 puntos] ¢Puede afirmarse que la enfermedad se ird erradicando con el paso del
tiempo? Razone la respuesta. (Indicacion: calcule el limite de f (x) cuando X >+ vy

observe qué ocurre.)
Solucidn: a) 10909 personas aproximadamente b) El dia 3, con 11250 personas c) Si, el limite
es 0.

CUESTION B.4:

2 X
a) [1,5 puntos] Calcule la siguiente integral indefinida IX e"dx :

b) [1 punto] Obtenga una primitiva F(x) de la funcion f (X) = X°€* que cumpla la
condicion F(0)=1.
Solucion: a) F(x) = x*e* —2xe* +2e* +C b) F(X) =x*€* —2xe* +2e* -1

Septiembre 2015

CUESTION A.3: Observacion: Los apartados a) y b) de este ejercicio son absolutamente
independientes y se pueden resolver en el orden que se quiera.
Calcule los siguientes limites:

x°+5

) [1,25 puntos] Iim(x_ejx+3
a , untos —
g ool x+1

; 1 1
b) [1,25 puntos] )!l_gl ? _;

Solucién: a) e’ b) +oo
CUESTION A.4:
a) [2 puntos] Calcule la integral indefinida ftgz (X )dx

b) [0,5 puntos] De todas las primitivas de la funcion f(x) =tg*(X) , encuentre la que pasa
por el punto de coordenadas (7/4,1) .

Solucion: a) F(x) =tgx—x+C  b) F(x)=tgx—x+%

CUESTION B.3: Observacion: Los apartados a) y b) de este ejercicio son absolutamente
independientes y se pueden resolver en el orden que se quiera.
Calcule los maximos y los minimos de las siguientes funciones:

a) [1 punto] f(x)=xIn(x), con x>0 .
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2

b) [1,5 puntos] g(x)=X—X, conxe R
e
Solucion: a) x = e es un punto minimo b) x = 0 es minimo y x=2 es maximo
CUESTION B.4:
a) [2 puntos] Calcule la integral indefinida Iln(1+ x?)dx

b) [0,5 puntos] De todas las primitivas de la funcion f (x)=In(L+x?) , encuentre la que pasa
por el punto de coordenadas (0, —2)
Solucion: a) F(X) = x-In(1+x%)—2x+2arctgx+C b) F(x)=x-In(L+x*)—2x + 2arctgx —2

Junio 2015
CUESTION A 3:
i 2+ e%
a) [1 punto] Calcule X'_)rg! 1+ey .
lim 2+ eyX
b) [1,25 puntos] Calcule  ° = 1+e%
| ) 2+ .
c) [0,25 puntos] ¢Es continua la funcion f(X)= 7 en x = 0? Justifique la respuesta.
1+e7x
Solucién: a) 2 b) 0 ¢) No es continua
CUESTION A 4:

a) [2 puntos] Calcule la integral indefinida ‘[Zxarctgx dx

b) [0,5 puntos] De todas las primitivas de la funcién f (x) = 2xarctgx , encuentre la que pasa
por el punto de coordenadas (0,—2).
Solucion: a) F(x) = x*-arctgx—x+arctgx+K  b) F(x) = x*-arctgx — X +arctgx — 2

CUESTION B.3: [2,5 puntos] Considere la funcion dada por
x> +ax-3 si x<1
f(x) = .
In(x*)+b si x>1
Determine los valores de los parametros a y b para los cuales la funcion f(X) es continuay

derivable en todo R .
Solucion: a=0 y b=-2

CUESTION B.4: Considere el recinto limitado por la grafica de las funciones f(x)=2senx y
g(x) =tgx en el primer cuadrante del plano XY, que esta representado en la figura adjunta.
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X
a) [0,75 puntos] Determine los puntos de corte de dichas gréaficas.
b) [1,75 puntos] Calcule el &rea de dicho recinto.

Solucion: a) Los puntos de corte del dibujo son (0,0) y (%,\E) b) Area=1-In2 u’

Septiembre 2014

CUESTION A.3: [2,5 puntos] Dada la funciéon f(x) = ax +b/x , determine los valores de los

parametros a y b sabiendo que f (x) cumple las siguientes propiedades:
a) f (x) alcanza su maximo en el punto de abscisa x = 100;
b) La grafica de f (x) pasa por el punto (49,91).
Solucion: Los valores de las variablessona=-1yb =20

CUESTION A 4:
a) [2 puntos] Calcule la integral indefinida _[arctgx dx , donde arctgx denota la funcion arco-

tangente de x.
b) [0,5 puntos] De todas las primitivas de la funcion f (x) = arctgx, encuentre la que pasa por
el punto de coordenadas (0,3).

Solucion: a) F(x) = x-arctgx—%ln‘1+ x2‘+ K b) F(X)= X-arctgx—%ln ‘1+ XZ‘ +3

CUESTION B.3: Calcule los siguientes limites:

a) [1 punto] lim x2—3_ X
P x>t X—=5  X—2
xInx+1-x

(x-1)

Solucion: a) 3 b)

b) [1,5 puntos] Ixigll

2

CUESTION B.4:
Inx
a) [1,5 puntos] Encuentre una primitiva de la funcion f(x) = -

b) [1 punto] Calcule el &rea del recinto limitado por la grafica de la funcion f (x) y el eje de

1
abscisas entre X = oY X=¢

I 2
Solucion: a) F(x)=(n;) +C by1w
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Junio 2014

X

CUESTION A .3: Dada la funcion f(x) _< , Se pide:
X

a) [0,5 puntos] Dominio de definicidn y cortes con los ejes.

b) [0,75 puntos] Estudio de las asintotas (verticales, horizontales y oblicuas).

c) [0,75 puntos] Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos (maximos y minimos).
d) [0,5 puntos] Representacion grafica aproximada.

Solucién: a) Dom( f ) = R—{O} . No hay puntos de corte con los ejes. b) x=0; y=0 c¢)La

funcion es decreciente en el intervalo (-0, 0) U(0,1) y creciente en el intervalo (1, +x). Tiene un
minimo en el punto (1, e)

e ORrNWA UG N®WD

Do Nue bl

d)

CUESTION A .4:

a) [2 puntos] Calcule la integral indefinida Itgx dx

b) [0,5 puntos] De todas las primitivas de la funcién f (x) =tgx, encuentre la que pasa por el
punto de coordenadas (0,2).
Solucion: a) F(x) =—In|cosx|+C b) F(x) =—In|cosx|+2

CUESTION B.3: Dada la funciéon f(x)=xInx—x | se pide:

a) [1,25 puntos] Determine el punto de la grafica de f para el cual la recta tangente es paralela
a la bisectriz del primer cuadrante. Calcule la ecuacion de dicha recta.

b) [1,25 puntos] Determine el punto de la grafica de f para el cual la recta tangente es paralela
al eje OX. Calcule la ecuacidn de dicha recta.

Solucién: a)X=g; y=x—¢ b) x=L y=-1

CUESTION B.4:
a) [1,5 puntos] Encuentre una primitiva de la funcion f (x) = xcosx .

b) [1 punto] Calcule el &rea del recinto limitado por la gréfica de la funcién f (x) = xcosx y

el eje de abscisas entre Xx=0y X=7 .
Solucién: a) F(x) = x-senx+cosx+ K b) 7z u?

Septiembre 2013
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CUESTION A.3: Calcule los siguientes limites:

2 x2+2
I X“+1
a) [1 punto] XLTD x2 _1

lim senx’
b) [1,5 puntos PR
JLep ] x-01—C0S X

Solucién: a) e? b) 2
CUESTION A 4:

6
s ., f X) =
a) [1,5 puntos] Encuentre una primitiva de la funcion (X) —x2 +ox_8

b) [1 punto] Calcule el area del recinto limitado por la grafica de la funcion f(x) y el eje de
abscisas entre X=—2yX=0

Solucién: a) F(x)=In i%i K b)Area = ‘In 0'25‘

CUESTION B.3: [2,5 puntos] Descomponga el nimero 48 como suma de dos niimeros positivos
de tal manera que el producto de uno de ellos por el cubo del otro sea el mayor valor posible.
Solucion: 12y 36

CUESTION B.4:

2
a) [2 puntos] Encuentre una primitiva de la funcien T (X) =X e

1
24X
b) [0,5 puntos] Calcule la siguiente integral definida ,[0 x“e"dx

Solucion: a) F(x) =€ (x* —2x+2)b) e —2

Junio 2013

X2

CUESTION A .3: Dada la funcion f(X)= w1 pide:

a) [0,25 puntos] Dominio de definicion y puntos de corte con los ejes.

b) [1 punto] Estudio de las asintotas (verticales, horizontales y oblicuas).

c) [0,75 puntos] Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos (maximos y minimos).
d) [0,5 puntos] Representacion gréafica aproximada.

Solucion: a)Dominio=R—{1} b) x=1;y=x+1c) Crece en el intervalo (-, 0)(2,+)

y decrece en el intervalo (0,2). Maximo en (0,0) y un minimo en (2,4)
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8 -
7 —
6 - -
5 ~2h -
4 - -
3 -
2 -7
247
I -1 4 1 2 é 4 5

-2 -
3
4
5 -
-6 -
7 -

d) -

10
CUESTION A.4: [2,5 puntos] Calcule la siguiente integral indefinida J.—_ X—6 dx
. x—3Y
Solucion: F(x)=Inf ——| +C
X+2

CUESTION B.3: Considere la funcién dada por

Xx=0

f(x) =
-1 si x=0

a) [1 punto] Demuestre que la funcién es continua en todo IR .
b) [1,5 puntos] Determine si la funcion es derivable en x = 0 y, en caso afirmativo, calcule

£2(0).

Solucion: a) Es continua  b) Es derivableenx =0y f'(0) _1

CUESTION B.4:
a) [1,5 puntos] Encuentre una primitiva de la funcion f (x) = arctgx.
b) [1 punto] Calcule el &rea del recinto limitado por la gréfica de la funcion f (x) y el eje de
abscisasentrex=0y x =1.

Solucién: a)F(x):x-arctgx—%ln(h X*)+C  b) Area:%—lnTzunidades2

Septiembre 2012

. x+1
CUESTION A.3: Dada la funcion f(x) = XUE —lj , se pide:
a) [0,75 puntos] Dominio de definicion.
b) [0,5 puntos] Calcule !LT f(X) ;Es posible calcular también !LT f(X) 2 Justifique la

respuesta.
¢) [1,25 puntos] Calcule X'LVPOO f(x).
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Solucion: a) Dominio = (o0, ~1] (1, +0) b) +o0; No existe  c¢) 1

2Xx
CUESTION A.4: [2,5 puntos] De todas las primitivas de la funcion f (x) :16—X , encuentre la
+e

que pasa por el punto de coordenadas (0,1).
Solucion: F(x)=e*—In ‘1+ e*[+In2

CUESTION B.3: [2,5 puntos] Considere la funcion dada por
X’ —3x+a si x<0
fx)=1 .
—X“+bx+b+1 si x>0
Determine los valores de los parametros a y b para los cuales f (x) es continua y derivable en

todo IR .
Solucion:a=-2yb=-3

CUESTION B.4: [2,5 puntos] Calcule el area comprendida entre la curva y = el eje de

6+2x* "
abscisas y las rectas verticales que pasan por los puntos de inflexién de dicha curva.

Solucién: % unidades cuadradas

Junio 2012

CUESTION A.3: [2,5 puntos] Considere la funcion dada por
() = 2x° +ax+b s_i x<1
Inx-1 six>1
Determine los valores de los parametros a y b sabiendo que f (x) cumple las siguientes propiedades

a) f (x) es continua en todo R
b) f (x) tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x = 0.
Solucién: a=0y b= -3

CUESTION A 4:
1

1+\/; '

b) [1 punto] Calcule el area del recinto limitado por la grafica de la funcion f (x) y el eje de
abscisasentrex=0y x=9.

Solucioén: a) F(x) = 2x=2In (1+ «/§)+ K b) 6—2In4 unidades cuadradas

a) [1,5 puntos] Encuentre una primitiva de la funcion f(x) =

2

X° -9 )
—— , se pide:

CUESTION B.3: Dada la funcion f(x) =

a) [0,5 puntos] Dominio de definicidn y cortes con los ejes.

b) [0,75 puntos] Estudio de las asintotas (verticales, horizontales y oblicuas).

c) [0,75 puntos] Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos (maximos y minimos).
d) [0,5 puntos] Representacion grafica aproximada.
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Solucion: a) El dominio de la funcion es (—oo, —3]u[3, +oo) y corta el eje X en los puntos A(-

3,0)yB(3,0) b) Lasasintotassony=1;y=-1 c) Decrecimiento en (—0,—-3)\(3,9)

2
y Crecimiento en (9, +o0). El maximo relativo esté situado en el punto £9, Tj

CUESTION B.4:

X2

a) [1,5 puntos] Encuentre una primitiva de la funcion f(x)= "

b) [1 punto] Calcule el area del recinto limitado por la grafica de la funcion f (x) y el eje de
abscisasentrex =0y x = 1.

Solucion: a) F(x) = 2\/§—2In(1+ \/§)+ K b) 6—2In4 unidades cuadradas

Septiembre 2011

CUESTION A.3: Dada la funcion f (x) = x> —6x*+8x | se pide:
a) Determine los puntos de la grafica de f para los cuales la recta tangente es paralela a la
bisectriz del segundo cuadrante. [1.5 puntos]
b) Determine si, para alguno de dichos puntos, la recta tangente a la grafica coincide con la
bisectriz del segundo cuadrante. [1 punto]

Solucién: a) P(3,-3) y Q(1,3) b)Para el punto P(3,-3) su tangente es y=—x
CUESTION A.4:
sen(x)
a) Calcule la integral indefinida Im dx [1.5 puntos]
=2 sen(X)

b) Evalle la integral definida_[ dx [1 punto]

0 1+cos®(X)

Solucién: a) F(x) =—arc tg(cos(x))+K  h) %

CUESTION B.3: Dada la funcion f (X) =x—x®, se pide:

a) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto (1,0). [1.25 puntos]
b) Calcule los puntos de corte de dicha recta con la grafica de f . [1.25 puntos]
Solucion: a)y =—2X+2  b) Los puntos de corte son (1, 0) y (-2, 6)

CUESTION B.4:
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2 X
a) Calcule la integral indefinida _[X e"dx . [1.5 puntos]

1
2 X
b) Evalle la integral definida Io x“e"dx . [1 punto]

Solucion: a) F(x) = x*-¢* —2x€e* +2e* +K b) e —2

Junio 2011

X

e +1 .
—, se pide:
e -1
a) Estudiar si existen asintotas verticales y calcular los limites laterales en caso de que las
haya. [1.25 puntos]
b) Estudiar si existen asintotas horizontales y calcularlas en caso de que las haya. [1.25

CUESTION A .3: Dada la funcion f(x) =

puntos]
Solucion: a) x=0: lim S22 - o im&1_2 o byy=1:y=1
x>0 e*¥—-1 0 x—0t e* -1 O
CUESTION A .4:
Jx

a) Calcule la integral indefinida j

dx utilizando el método de cambio de variable (o

1+\/;

método de sustitucion). [1 punto]
1
b) Calcule la integral definida J.O In(1+ Xz)dX , donde In denota la funcion logaritmo

neperiano, utilizando el método de integracion por partes. [1.5 puntos]

Solucién:a)F(x)=x—2\/§+In(\/§+1)+C b)%—2+ln2

CUESTION B.3: Las manecillas de un reloj miden 4 y 6 cm; uniendo sus extremos se forma un
triangulo.
a) Demuestre que el &rea de dicho tridngulo viene dada por la funcién A(x)=12sen(x), donde X
denota el &ngulo formado por las manecillas del reloj. [1.25 puntos]
b) Determine el angulo que deben formar las manecillas del reloj para que el area de dicho
triangulo sea maxima ¢ Cudl es el valor de dicha area maxima? Se puede utilizar el apartado
a) aunque no se haya demostrado.[1.25 puntos]

., < 6-4.senx .
Solucién: a) Area = =12senx  b) Para %; Area =12 u?

CUESTION B.4:

a) Dada la funcion f (X) = definida para los valores —1 < X < 1, determine los

1-x?
puntos de corte de la recta'y = 4X con la grafica de f . [0.75 puntos]
b) Calcule el area del recinto limitado por la recta y = 4X y la grafica de f . [1.75 puntos]
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. 1 1 3, (3
Solucion: a) Los puntos de corte son: X=0, x = iE b) —+Eln(—j u’

Septiembre 2010

. X+1
CUESTION A.3: Dada la funcién f(x) :4——+x2 , se pide:

i) Dominio y cortes con los ejes. [0.5 puntos]

ii) Estudiar si existen asintotas verticales y calcular los limites laterales. [0.5 puntos]
iii) Estudiar si existen asintotas horizontales u oblicuas y calcularlas. [0.5 puntos]
iv) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos. [0.5 puntos]

V) Representacion grafica aproximada. [0.5 puntos]

Solucién: i) El Dominio es R—{-2,+2} : P(0, 025) y O(-1,0) ii)x=2; x=—2
iii) y=0 iv) Siempre es creciente. No tiene extremos V)

CUESTION A.4: Enunciar el teorema fundamental del calculo integral y calcular la integral siguiente:
2

I sz 5 dx [2.5 puntos]

Solucién: F(x) = x+%|n|x—3|—%ln|x+3|+c

CUESTION B.3: Definicion de derivada de una funcién en un punto. Demostrar que la derivada de la
funcion f(Xx)=x* es f(X)=2x.[25 puntos]
Solucion: Este tipo de ejercicios tedricos no aprendemos a hacerlos.

CUESTION B.4: Calcular el area de la region delimitada por el eje x y la funcion  f (x)=x— Jx .
[2.5 puntos]

L, 1,
Solucién: EU
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Junio 2010

CUESTION A3: Dada la funcién f (X)=+v4+X* | se pide:

i) Dominio y cortes con los ejes. [0.5 puntos]

ii) Estudio de simetrias y de regiones para el signo de f(x). [0.5 puntos]

iii) Estudiar si existen asintotas horizontales u oblicuas. [0.5 puntos]

iv) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos. [0.5 puntos]

V) Representacion gréafica aproximada. [0.5 puntos]

Solucion: i) Dominio=R; punto de corte es P(0,2) ii) Es par. Siempre positiva iii) y=x; y=—Xx
iv) La funcién presenta un minimo en x=0. Decrece en el intervalo (—00, 0) y crece en (0, +00)

CUESTION A .4: Calcular el area encerrada por las curvas f (X)=x"+x*+2x+1y
g(x)=4x"+1.[2.5 puntos]

p 1
Solucién: Area = > u?

CUESTION B.3: La vela mayor de un barco tiene forma de triangulo rectangulo. Sabiendo que
la hipotenusa debe medir 6 metros, calcular sus dimensiones para que la superficie de la vela sea
maxima. [2.5 puntos]

Solucién: Las dimensiones de la vela con superficie maxima son de catetos X =Yy =+/18 m .

1 2
. : - X
CUESTION B.4: Calcular la integral siguiente: Imdx .[2.5 puntos]
d X2 —x—
5In2
Solucién:l—T
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