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PROVA D’ACCÉS A LA UNIVERSITAT 

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD 

 

 

 

CONVOCATÒRIA: EXTRAORDINÁRIA 2026 

(extra) 

CONVOCATORIA: EXTRAORDINARIA 2026 

(extra) 

Assignatura: MATEMÀTIQUES II  Asignatura: MATEMÁTICAS II 

BAREMO DEL EXAMEN: Cada pregunta se puntuará hasta 2,5 puntos. 
La calificación del examen será la suma de las calificaciones de cada pregunta. 

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean gráficas o programables, y que no puedan 

realizar cálculos simbólicos ni almacenar texto o fórmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, 
los resultados analíticos, numéricos y gráficos deberán estar siempre debidamente justificados. 
A partir de la tercera falta de ortografía se deducirán -0,10 puntos hasta un máximo de un punto. 
Por errores en la redacción, en la presentación, falta de coherencia, falta de cohesión, incorrección 
léxica e incorrección gramatical se podrá deducir un máximo de medio punto. 

 
En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado. 

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADÍSTICA (2,5 puntos) 

El 44% de los estudiantes de una universidad son hombres y el 56% mujeres. Un 20% de los 

hombres abandonan los estudios antes de acabar y un 15% en el caso de las mujeres. Se pide: 

1.1 (0.75 puntos) Calcular el porcentaje de estudiantes que finaliza sus estudios. 

1.2 (0.75 puntos) Si se elige un estudiante que ha abandonado los estudios, calcular la 

probabilidad de que sea mujer. 

1.3 (1 punto) Si se eligen a 7 alumnos masculinos, calcular la probabilidad de que al menos 

3 de ellos finalicen sus estudios. 

 

PREGUNTA 2: ÁLGEBRA (2,5 puntos) 
 

Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2 

 

2.1 Se consideran la matriz 𝐴, dependiente del parámetro real 𝑎, y el vector 𝑤, siguientes: 

( )

1 1

2 3 1 , 1 0 1

2 0

T

a

A w

a

 
 

= = − 
 
 

 

donde 𝑇 indica transpuesta. Se pide: 

2.1.1 (1 punto) Calcular el rango de 𝐴 en función del parámetro 𝑎. 

2.1.2 (0.75 puntos) Discutir el sistema ·

x

A y w

z

 
 

= 
 
 

 

2.1.3 (0.75 puntos) Calcular el valor de 𝑧 en función de 𝑎 cuando el sistema es compatible 

determinado. 

 

2.2 Las matrices cuadradas que verifican que su inversa es igual a su traspuesta se llaman 

matrices ortogonales. Se pide: 

2.2.1 (0.75 puntos) Comprobar que la matriz 

0 0 1

1 0 0

0 1 0

A

 
 

=  
 
 

 es una matriz ortogonal y 

calcular 38A  y ( )
39

TAA , donde TA  es la matriz traspuesta de 𝐴. 
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2.2.2 (0.5 puntos) ¿Puede ser el determinante de una matriz ortogonal igual a cero? 

Justificar la respuesta. 

2.2.3 (0.5 puntos) Si 𝐴 y 𝐵 son dos matrices ortogonales de igual dimensión, analizar si 

·A B  es también una matriz ortogonal. 

2.2.4 (0.75 puntos) Encontrar la matriz 𝑋 que verifique 2 2 0A X B− = , siendo 

0 3

2 0

3 4

B

 
 

=  
 
 

 

 

PREGUNTA 3: GEOMETRÍA (2,5 puntos) 
 

Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2 

 

3.1 Dados los puntos A(1,–2,1) y B(3,4,3), y la recta 
2

1
2 1

x y
r z

−
 = = −

−
, se pide: 

3.1.1 (1 punto) La ecuación del plano 
1  respecto al cual 𝐴 y 𝐵 son puntos simétricos. 

3.1.2 (0.5 puntos) Comprobar que la recta 𝑟 está contenida en el plano 
1 . 

3.1.3 (1 punto) La ecuación del plano 
2  que contiene al punto 𝐴 y tal que su intersección con 

1  es la recta 𝑟. 

 

3.2 Dados el plano : 2 2 1 0x y z − + + + =  y el punto P(1,–2,0), se pide: 

3.2.1 (0.5 puntos) Calcular la distancia del punto 𝑃 al plano π. 

3.2.2 (1 punto) Escribir una ecuación de la recta perpendicular a π que pasa por el punto 𝑃. 

3.2.3 (1 punto) Determinar los ángulos interiores del triángulo cuyos vértices son los puntos de 

intersección del plano 𝜋 con los tres ejes coordenados. 

 

PREGUNTA 4: ANÁLISIS (2,5 puntos) 
 

Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2 

 

4.1 Sea la función real de variable real ( ) 3 23 2f x x x x= − + . Se pide: 

4.1.1 (1.25 puntos) Representar gráficamente la función 𝑓(𝑥). 

4.1.2 (1.25 puntos) Calcular el área de la región delimitada por la curva 𝑦 = 𝑓(𝑥), el eje 𝑥 y las 

rectas verticales que pasan por los puntos mínimo y máximo de la función. 

 

4.2 Se considera un triángulo rectángulo 𝑇 cuyos catetos se cortan en el origen de coordenadas 

del plano; el cateto horizontal mide 4 unidades y el vertical 3. Consideramos un rectángulo 𝑅 

inscrito en el triángulo 𝑇 de modo que dos lados del rectángulo 𝑅 están situados sobre los 

catetos de 𝑇 y uno de sus vértices está en la hipotenusa de 𝑇. Denotamos por 𝑥 la longitud del 

lado de 𝑅 que está sobre el cateto mayor y por 𝑦 la longitud del lado de 𝑅 que está sobre el 

cateto menor. Se pide: 

4.2.1 (1 punto) Calcular la ecuación de la recta que contiene a la hipotenusa del triángulo 𝑇. 

4.2.2 (1.5 puntos) Calcular los valores de 𝑥 e 𝑦 que hacen que el área de 𝑅 sea máxima y calcular 

dicha área.  
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Soluciones 
 

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADÍSTICA (2,5 puntos) 

El 44% de los estudiantes de una universidad son hombres y el 56% mujeres. Un 20% de los 

hombres abandonan los estudios antes de acabar y un 15% en el caso de las mujeres. Se pide: 

1.1 (0.75 puntos) Calcular el porcentaje de estudiantes que finaliza sus estudios. 

1.2 (0.75 puntos) Si se elige un estudiante que ha abandonado los estudios, calcular la 

probabilidad de que sea mujer. 

1.3 (1 punto) Si se eligen a 7 alumnos masculinos, calcular la probabilidad de que al menos 3 de 

ellos finalicen sus estudios. 

 

Supongamos que son 1000 estudiantes. El 44% de los estudiantes de una universidad son 

hombres → 0.44 · 1000 = 440 estudiantes son hombres y el 56% mujeres → 0.56 · 1000 = 560 

estudiantes son mujeres. Un 20% de los hombres (440) abandonan los estudios antes de acabar 

→ 0.20 · 440 = 88 estudiantes masculinos abandonan los estudios y un 15% en el caso de las 

mujeres → 0.15 · 560 = 84 estudiantes femeninos abandonan. 

Ponemos estos datos en una tabla. 

 

 Abandonan Finalizan  

Hombres 88  440 

Mujeres 84  560 

TOTALES   1000 

 

Completamos la tabla. 

 

 Abandonan Finalizan  

Hombres 88 352 440 

Mujeres 84 476 560 

TOTALES 172 828 1000 
 

1.1 De los 1000 estudiantes 828 finalizan los estudios. El porcentaje de estudiantes que 

finalizan los estudios es 
828

0.828
1000

= , es decir, el 82.8%. 

 

1.2 Hay 172 estudiantes que abandonan y 84 son mujeres. Aplicando la regla de Laplace la 

probabilidad de que el estudiante que abandona sea mujer es de 
84 21

0.4884
172 43

= . 

 

1.3 Consideramos la variable aleatoria X que cuenta el número de estudiantes masculinos que 

finalizan los estudios de un grupo de 7 estudiantes masculinos. 

Esta variable es una binomial donde n = número de repeticiones = 7 y p = probabilidad de que 

un estudiante masculino finalice los estudios = 1 – 0.2 = 0.8.  X = B(7, 0.8). 

Como esta binomial no aparece en la tabla proporcionada cambiamos a la variable aleatoria 

Y que cuenta el número de estudiantes masculinos que abandonan los estudios de un grupo 

de 7 estudiantes masculinos. 

Esta variable es una binomial donde n = número de repeticiones = 7 y p = probabilidad de que 

un estudiante masculino abandone los estudios = 0.2.  Y = B(7, 0.2). 

 

Debemos calcular ( )3P X  . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 ... 7 4 ... 0 4P X P X P X P Y P Y P Y = = + + = = = + + = =  . 
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Si miramos en la tabla encontramos que esta probabilidad vale 0.9953. 
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2.1 Se consideran la matriz A, dependiente del parámetro real 𝑎, y el vector 𝑤, siguientes: 

( )

1 1

2 3 1 , 1 0 1

2 0

T

a

A w

a

 
 

= = − 
 
 

 

donde 𝑇 indica transpuesta. Se pide: 

2.1.1 (1 punto) Calcular el rango de 𝐴 en función del parámetro 𝑎. 

2.1.2 (0.75 puntos) Discutir el sistema ·

x

A y w

z

 
 

= 
 
 

 

2.1.3 (0.75 puntos) Calcular el valor de 𝑧 en función de 𝑎 cuando el sistema es compatible 

determinado. 

 

2.1.1 Averiguamos cuando se anula el determinante de A. 

 

( )( )

( )

2 2

2

2

1 1

2 3 1 0 4 3 0 2 3 5 2

2 0

5 1 4 2
5 5 4 3 2 5 1 6 6 3

0 3 5 2 0
2 3 6 5 1

1
6

a

A a a a a a

a

a

A a a a

a

= = + + − − − = − + −

− +
= = =−  − − − −   −

=  − + − =  = = = 
− − − −

= =
 −

 

 

Analizamos tres casos diferentes. 

CASO 1. 
2

  y  1
3

a a   

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. 

 

CASO 2. 
2

3
a =  

En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. 

La matriz A queda 

1 1 2 / 3

2 3 1

2 / 3 2 0

A

 
 

=  
 
 

. Consideramos el menor de orden 2 que resulta 

de quitar la primera columna y la primera fila y calculamos su determinante: 

3 1
0 2 2 0

2 0
= − = −  . El rango de A es 2. 

 

CASO 3. 1a =  

En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. 

http://www.ebaumatematicas.com/


PAU 2026 Extraordinaria (Extra) Matemáticas II en la Comunidad valenciana     Juan Antonio Martínez García 

8 de 20   www.ebaumatematicas.com  

La matriz A queda 

1 1 1

2 3 1

1 2 0

A

 
 

=  
 
 

. Consideramos el menor de orden 2 que resulta de 

quitar la primera columna y la primera fila y calculamos su determinante: 

3 1
0 2 2 0

2 0
= − = −  . El rango de A es 2. 

 

Conclusión: Si 
2

  y  1
3

a a   el rango de A es 3 y si 1a =  o 
2

3
a =  el rango de A es 2. 

 

2.1.2 El sistema ·

x

A y w

z

 
 

= 
 
 

 es el sistema 

1 1 1

2 3 1 0

2 0 1

a x

y

a z

    
    

=    
    −    

. Este sistema tiene como 

matriz de coeficientes 

1 1

2 3 1

2 0

a

A

a

 
 

=  
 
 

 y como matriz ampliada 

1 1 1

/ 2 3 1 0

2 0 1

a

A B

a

 
 

=  
 − 

. 

En el apartado anterior hemos visto que el determinante de la matriz de coeficientes se anula 

para 1a =  y 
2

3
a = . Analizamos tres casos diferentes. 

CASO 1. 
2

  y  1
3

a a   

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, el rango de la matriz ampliada 

también es 3, así como el número de incógnitas. El sistema es compatible determinado (una 

única solución). 

 

CASO 2. 
2

3
a =  

En este caso hemos visto que el rango de A es 2. 

La matriz ampliada queda 

1 1 2 / 3 1

/ 2 3 1 0

2 / 3 2 0 1

A B

 
 

=  
 − 

. Consideramos el menor de orden 

3 que resulta de quitar la primera columna y calculamos su determinante: 

 

1 2 / 3 1

3 1 0 1 0 0 2 2 0 1 0

2 0 1

= − + + − + − = − 

−

 

 

Como el determinante es distinto de cero el rango de la matriz ampliada es 3, distinto del 

rango de A que es 2. 

El sistema es incompatible (sin solución). 

 

CASO 3. 1a =  

En este caso hemos visto que el rango de A es 2. 
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La matriz ampliada queda 

1 1 1 1

/ 2 3 1 0

1 2 0 1

A B

 
 

=  
 − 

. Podemos observar que la columna 4ª 

se puede obtener como 2 · Columna 3ª –Columna 1ª.  Por lo que el rango de A/B es 2 

como el de la matriz A. De todas formas, para confirmarlo consideramos el menor de 

orden 3 que resulta de quitar la primera columna y calculamos su determinante. 

 

1 1 1

3 1 0 1 0 0 2 3 0 0

2 0 1

= − + + − + + =

−

 

 

El rango de la matriz ampliada es 2. Los rangos de la matriz de coeficientes y la matriz 

ampliada son iguales a 2, menor que el número de incógnitas (3). El sistema es compatible 

indeterminado (infinitas soluciones). 

 

Conclusión: Si 
2

  y  1
3

a a   el sistema es compatible determinado (una única solución), si 

2

3
a =  el sistema es incompatible (sin solución) y si 1a =  el sistema es compatible 

indeterminado (infinitas soluciones). 

 

2.1.3 Para 
2

  y  1
3

a a   el sistema es compatible determinado. 

El sistema es 

1 1 1

2 3 1 0

2 0 1

a x

y

a z

    
    

=    
    −    

. 

Utilizamos el método de Cramer para determinar el valor de z. 

 

( )
2 2

1 1 1

2 3 0

3 12 1 3 0 4 3 2 0 3 3

1 1 3 5 2 3 5 2

2 3 1

2 0

aa a a
z

a a a a a

a

− − +− − + + − + − −
= = = =

− + − − + −
( )3 1a− −

2

3

1 1 3

2 3 2 3 2

3 3

a

a a
a

=
 

− 
 

= = =
− −

−

 

 

Para 
2

  y  1
3

a a   el sistema es compatible determinado y el valor de z es 
3

3 2
z

a
=

−
. 
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2.2 Las matrices cuadradas que verifican que su inversa es igual a su traspuesta se llaman 

matrices ortogonales. Se pide: 

2.2.1 (0.75 puntos) Comprobar que la matriz 

0 0 1

1 0 0

0 1 0

A

 
 

=  
 
 

 es una matriz ortogonal y 

calcular 38A  y ( )
39

TAA , donde TA  es la matriz traspuesta de A. 

2.2.2 (0.5 puntos) ¿Puede ser el determinante de una matriz ortogonal igual a cero? Justificar la 

respuesta. 

2.2.3 (0.5 puntos) Si 𝐴 y 𝐵 son dos matrices ortogonales de igual dimensión, analizar si ·A B  

es también una matriz ortogonal. 

2.2.4 (0.75 puntos) Encontrar la matriz 𝑋 que verifique 
2 2 0A X B− = , siendo 

0 3

2 0

3 4

B

 
 

=  
 
 

 

 

2.2.1 La traspuesta de la matriz A es 

0 1 0

0 0 1

1 0 0

TA

 
 

=  
 
 

. Comprobamos que · ·T TA A A A Id= = . 

 

0 0 1 0 1 0 1 0 0

· 1 0 0 0 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1 1 0 0

· 0 0 1 1 0 0 0 1 0

1 0 0 0 1 0 0 0 1

T

T

A A Id

A A Id

    
    

= = =    
    
    

    
    

= = =    
    
    

 

 

Se cumple la igualdad y la matriz TA  es la inversa de la matriz A. 

Calculamos 38A . 

 

( ) ( )

2 1

3 2 1

12 1238 36 2 3 2

0 0 1 0 0 1 0 1 0

· 1 0 0 1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0 1 0 0

· ·

· ·

T

T T

A A A A A

A A A A A Id

A A A A Id A A

−

−

+

    
    

= = = = =    
    
    

= = =

= = = =

 

 

Tenemos que 38 TA A= . 

Calculamos ( )
39

TAA . Sabemos que · TA A Id= . 

( ) ( )
39 39TAA Id Id= =  
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Tenemos que ( )
39

TAA Id= . 

 

2.2.2 Una matriz ortogonal tiene inversa, por lo que su determinante no puede ser cero.  
 

 

2.2.3 Si A y B son ortogonales entonces · TA A Id=  y · TB B Id= . Investigamos que ocurre con 

el producto ( ) ( )·
T

AB AB . 

 

( ) ( )· · ·
T T T T TAB AB ABB A A Id A AA Id= = = =  

 

Análogamente se puede probar que ( ) ( )·
T

AB AB Id= . 

El producto de dos matrices ortogonales es otra matriz ortogonal. 

 

2.2.4 Despejamos X en la igualdad. 

 
2 22 0 2 · 2 · 2

2 2

T T T

T T T T T

A X B A X B A A AX A B Id AX A B

A AX A A B X A A B

− =  =  =  = 

 =  =

 

 

Hallamos la expresión de la matriz X. 

 

0 1 0 0 1 0 0 3

2 2 0 0 1 0 0 1 2 0

1 0 0 1 0 0 3 4

0 0 1 0 3 3 4 6 8

2 1 0 0 2 0 2 0 3 0 6

0 1 0 3 4 2 0 4 0

3 3 · 3 2 3 2

T TX A A B

   
   

= = =
   
   
   

      
      

= = =      
      
      

  ⎯⎯→ 

 

 

La matriz X tiene la expresión 

6 8

0 6

4 0

X

 
 

=  
 
 

. 
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3.1 Dados los puntos A(1,–2,1) y B(3,4,3), y la recta 
2

1
2 1

x y
r z

−
 = = −

−
, se pide: 

3.1.1 (1 punto) La ecuación del plano 
1  respecto al cual 𝐴 y 𝐵 son puntos simétricos. 

3.1.2 (0.5 puntos) Comprobar que la recta 𝑟 está contenida en el plano 
1 . 

3.1.3 (1 punto) La ecuación del plano 
2  que contiene al punto 𝐴 y tal que su intersección con 

1  es la recta 𝑟. 

 

3.1.1 Si el punto B es simétrico de A respecto del plano 
1  entonces este plano contiene el 

punto medio C del segmento AB. Además, el vector AB  es un vector normal del plano. 

También nos sirve como vector normal el vector CB   

 

 
 

( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )1 1

11

1

1, 2,1 1, 2,1 3,4,3
2,1,2

23,4,3

2,1,2
3,4,3 2,1,2 1,3,1

3,4,3

2,1,2 2,1,2
2 3·1 2 0

: 3 01,3,1

7 0 7 : 3 7 0

A
C

B

C
CB

B

C C
D

x y z Dn CB

D D x y z

 





−  − +
 = =




 = − =



    
  + + + =  

+ + + == =  

 + =  = −  + + − =

 

 

La ecuación del plano es 
1 : 3 7 0x y z + + − = . 

 

3.1.2 Para que la recta 𝑟 está contenida en el plano 
1  basta que 2 puntos de la recta estén en el 

plano. 

( )

( )

2
0,2,12 1

: 2
2 1 1 2, 1,1

1

r

r

x
Px y z

r r y
v

z







=
− −  

 = =   = − 
− = −  = +

 

 

Obtenemos un segundo punto de la recta. 
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( )

2

1 2 1 1 2,1,2

1 1 2

r

x

Si y Q r

z



=


=  = − =  
 = + =

 

 

¿Está el punto ( )2,1,2rQ  en el plano 
1 : 3 7 0x y z + + − = ? 

 

( )
1

1

: 3 7 0
¿2 3·1 2 7 0? ¡¡ !!

¿ 2,1,2 ?r

x y z
SI

Q





+ + − = 
 + + − = 

 
 

 

¿Está el punto ( )0,2,1rP  en el plano 
1 : 3 7 0x y z + + − = ? 

 

( )
1

1

: 3 7 0
¿0 3·2 1 7 0? ¡¡ !!

¿ 0,2,1 ?r

x y z
SI

P





+ + − = 
 + + − = 

 
 

 

Los dos puntos están en el plano y por tanto, todos los puntos de la recta están en el plano. 

La recta r está contenida en el plano 
1 . 

 

3.1.3 El plano 
2  contiene el punto A y la recta r. Este plano tiene como vectores directores el 

vector director de la recta y el vector 
rAP . 

 

( )

( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

2

2 2

2

0,2,12 1

2 1 1 2, 1,1

0,2,1
0,2,1 1, 2,1 1,4,0

1, 2,1

1, 2,1 1 2 1

2, 1,1 : 2 1 1 0

1 4 01,4,0

0 2 8 8 1 0 4 4 0

4 7

r

r

r

r

r

r

Px y z
r

v

P
AP

A

A x y z

u v

v AP

y z z x

x y z





− − 
 = =  

− = −


 = − − = −

− 

−   − + −


= = −  − = 
 −= = − 

 − − + − − + − − + = 

 − − + 25 0 : 4 7 5 0x y z− =  + − + =

 

 

La ecuación del plano es 
2 : 4 7 5 0x y z + − + = . 
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3.2 Dados el plano : 2 2 1 0x y z − + + + =  y el punto P(1,–2,0), se pide: 

3.2.1 (0.5 puntos) Calcular la distancia del punto 𝑃 al plano π. 

3.2.2 (1 punto) Escribir una ecuación de la recta perpendicular a π que pasa por el punto 𝑃. 

3.2.3 (1 punto) Determinar los ángulos interiores del triángulo cuyos vértices son los puntos de 

intersección del plano 𝜋 con los tres ejes coordenados. 

 

3.2.1 Calculamos la distancia pedida. 
 

( )
( )

( )
2 2 2

1, 2,0 2·1 2 2·0 1 3
, 1

3: 2 2 1 0 2 1 2

P
d P

x y z




−  − − + +
 = = =

− + + + =  − + +

 

 

La distancia del punto P al plano 𝜋 vale 1 unidad de longitud. 

 

3.2.2 La recta perpendicular a π que pasa por el punto 𝑃 tiene como vector director el vector 

normal del plano. 

 

( )

( )

( )

: 2 2 1 0 2,1,2

1 2
1, 2,0

: 2 ;
2,1,2

2r

x y z n

x
P r

r y
v n

z





 



− + + + =  = −

= −
−   

 = − +  
= = −   =

 

 

La recta tiene ecuación 

1 2

: 2 ;

2

x

r y

z



 



= −


= − + 
 =

. 

 

3.2.3 Hallamos los puntos de corte del plano con los ejes de coordenadas. 

 

( )

: 2 2 1 0
1 1

2 0 2·0 1 0 2 1 0 ,0,00
2 2

0

: 2 2 1 0

2·0 2·0 1 0 1 0 1 0, 1,00

0

: 2 2 1 0

2·0 0 2 1 0 2 1 00

0

x y z

x x x Ay
EjeOX

z

x y z

y y y Bx
EjeOY

z

x y z

z z zx
EjeOZ

y







− + + + = 
  
 − + + + =  − + =  = =   

→   = 

− + + + = 

 − + + + =  + =  = −  −= 

→  = 

− + + + = 

 − + + + =  + = = 

→  = 

1 1
0,0,

2 2
C

− − 
=   

 

 

 

Hallamos los vectores que unen los vértices del triángulo ABC entre sí y el ángulo que 

forman entre ellos. 
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( )
( )

( )

1
,0,0 1 1

2 0, 1,0 ,0,0 , 1,0
·2 2

0, 1,0 cos ,
1 1 1 1 ·

0,0, ,0,0 ,0,1
2 2 2 20,0,

2

1
, 1,0

2

A
AB

AB AC
B AB AC

AB AC
AC

C

 
 −     

= − − = −          
−   = = 

− − −       = − =−               
 

− 
−

 =

( )

( )
( )

1

2 2 2
2 2 2

1 1 1,0,
10 102 2 4 cos 71.57º

10 105 11 1 1
1 0 0

4 22 2 2

1
,0,0 1 1

2 0,0, 0, 1,0 0,1,
2 2

0, 1,0
1

,11
20,0,

2

A

A
BC

B

BA AB
C

−

− − 
     = =  =   

 − − −     
+ − + + +     

     

 
− −     

= − − =         
− 

 = − =− 
 

 

( )

( )

1

2 2

2 2 2 2

·
cos ,

·
,0

1 1
0,1, ,1,0

1 4 42 2
cos 36.87º

5 55 51 1
0 1 1 0

4 42 2

1
,0,0

2

0, 1,0

1
0,0,

2

BC BA
BC BA

BC BA

B

A
CA

B

C

−





 = =
 
   

−  
  

   = = =  =  
 −   

+ + + +   
   

 
  

=  
− 


− 

 
 

( )

( )

1

2 2 2
22 2

1 1
,0,

·2 2
cos ,

1 ·
0, 1,

2

1 1 1 1,0, 0, 1,
10 102 2 2 4 cos 7

10 101 51 1 1
0 0 1

2 42 2 2

AC
CA CB

CA CB
CA CB

CB BC

C −

  
− =  

  
 = =

  = − = −   

  
−      = = =  =   

      
+ + + − +     

     

1.57º
 

 

El triángulo ABC es un triángulo isósceles teniendo dos ángulos iguales A = C = 71.57º y 

otro ángulo desigual B = 36.87º. 
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4.1 Sea la función real de variable real ( ) 3 23 2f x x x x= − + . Se pide: 

4.1.1 (1.25 puntos) Representar gráficamente la función 𝑓(𝑥). 

4.1.2 (1.25 puntos) Calcular el área de la región delimitada por la curva 𝑦 = 𝑓(𝑥), el eje 𝑥 y las 

rectas verticales que pasan por los puntos mínimo y máximo de la función. 

 

4.1.1 El dominio de la función es . La función es continua y derivable en todo su dominio.  

Hallamos los puntos de corte con los ejes de coordenadas. 

 

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

3 2

2

3 2 2 2

0 0 0 3·0 2·0 0 0,0

0 0,0

3 3 4·2
0 3 2 0 3 2 0 3 2 0

2

3 1
1 1,0

3 1 2

3 12
2 2,0

2

x f A

x A

y x x x x x x x x x

x B

x C

=  = − + = 




 = →

  − −

=  − + =  − + =  − + = → = =

 −

= = = →  
= = 

+ = = = →
 

 

 

Los puntos de corte con los ejes de coordenadas son A(0, 0), B(1, 0) y C(2, 0). 

Hallamos los puntos críticos de la función. 

 

( ) ( )

( )
( )

3 2 2

2

2

3 2 ´ 3 6 2

6 6 4·3·2 6 12 3 3
´ 0 3 6 2 0

2·3 6 3

f x x x x f x x x

f x x x x

= − +  = − +

 − −  
=  − + =  = = =

 

 

La función tiene dos puntos críticos: 
3 3

0.42
3

x
−

=  y 
3 3

1.58
3

x
+

= . 

• En el intervalo 
3 3

,
3

 −
−  
 

 tomamos 0x =  y la derivada vale 

( ) 2´ 0 3·0 6·0 2 2 0f = − + =  . La función crece en 
3 3

,
3

 −
−  
 

.  

• En el intervalo 
3 3 3 3

,
3 3

 − +
  
 

 tomamos 1x =  y la derivada vale 

( ) 2´ 1 3·1 6·1 2 1 0f = − + = −  . La función decrece en 
3 3 3 3

,
3 3

 − +
  
 

. 
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• En el intervalo 
3 3

,
3

 +
+  

 
 tomamos 2x =  y la derivada vale 

( ) 2´ 2 3·2 6·2 2 2 0f = − + =  . La función crece en 
3 3

,
3

 +
+  

 
. 

 

La función crece en 
3 3 3 3

, ,
3 3

   − +
−  +      
   

 y decrece en 
3 3 3 3

,
3 3

 − +
  
 

. 

La función tiene un máximo relativo en 
3 3

0.42
3

x
−

=  y un mínimo relativo en 

3 3
1.58

3
x

+
= . Como 

3 2

3 3 3 3 3 3 3 3 2 3
3 2

3 3 3 3 9
f
     − − − −

= − + =          
     

 y 

3 2

3 3 3 3 3 3 3 3 2 3
3 2

3 3 3 3 9
f
     + + + −

= − + =          
     

 el máximo relativo tiene 

coordenadas 
3 3 2 3

,
3 9

 −
  
 

 y el mínimo relativo 
3 3 2 3

,
3 9

 + −
  
 

. 

Hacemos una pequeña tabla de valores y dibujamos la gráfica. 

 

( ) 3 23 2

1 6

0 0

1 0

2 0

3 6

x f x x x x= − +

− −

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.1.2 Hacemos un dibujo de la región de la cual queremos hallar el área. 
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El recinto tiene dos partes simétricas. Hallamos el área de la primera de ellas y el área total 

será el doble de la integral de 
3 3

0.42
3

x
−

=  a 1 de ( ) 3 23 2f x x x x= − + . 

 

( )
1

4
1 1

3 2 3 2
3 3 3 3

3 33 3
3

4

3 2
4

3 2

3 2
4

3 3

31 3 3 3 3 1 1 5
1 1

4 4 3 3 4 9 36

x
f x dx x x xdx x x− −

−

 
= − + = − + = 

 

  −
  

      − − = − + − − + = − =         
      

 
 

 

 

 

El área de la región delimitada por la curva 𝑦 = 𝑓(𝑥), el eje 𝑥 y las rectas verticales que pasan 

por los puntos mínimo y máximo de la función vale 
5 5

2· 0.2778
36 18

=  unidades cuadradas. 
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4.2 Se considera un triángulo rectángulo 𝑇 cuyos catetos se cortan en el origen de coordenadas 

del plano; el cateto horizontal mide 4 unidades y el vertical 3. Consideramos un rectángulo 𝑅 

inscrito en el triángulo 𝑇 de modo que dos lados del rectángulo 𝑅 están situados sobre los 

catetos de 𝑇 y uno de sus vértices está en la hipotenusa de 𝑇. Denotamos por 𝑥 la longitud del 

lado de 𝑅 que está sobre el cateto mayor y por 𝑦 la longitud del lado de 𝑅 que está sobre el 

cateto menor. Se pide: 

4.2.1 (1 punto) Calcular la ecuación de la recta que contiene a la hipotenusa del triángulo 𝑇. 

4.2.2 (1.5 puntos) Calcular los valores de 𝑥 e 𝑦 que hacen que el área de 𝑅 sea máxima y 

calcular dicha área. 

 

4.2.1 Los vértices del triángulo rectángulo T son A(0,0), B(0,3) y C(4,0). La recta que contiene 

a la hipotenusa debe pasar por B(0,3) y C(4,0). 

 

( )

( )
( )

0,3 0 3 3 3 3
0 4 3

4 0 4 4 44,0

B
m y x y x

C

 − − − −
 = =  − = −  = +

−

 

Los puntos situados sobre la hipotenusa tienen coordenadas 
3

, 3
4

x x
− 

+ 
 

, siendo 0 4x   

 

 
 

4.2.2 El área del rectángulo es el producto de la base por la altura. 

 

( ) 23 3
· 3 3

4 4
A x x y x x x x

− − 
= = + = + 

 
 

 

Averiguamos cuando se anula la derivada del área. 

 

( ) ( )

( )

23 3
3 ´ 3

4 2

3
´ 0 3 0 3 6 0 2 0 2

2

A x x x A x x

A x x x x x

− −
= +  = +

−
=  + =  − + =  − + =  =

 

 

Existe un punto crítico. Sustituimos 2x =  en la segunda derivada para decidir si es máximo 

o mínimo. 
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( ) ( ) ( )
3 3 3

´ 3 ´́ ´́ 2 0
2 2 2

A x x A x A
− − −

= +  =  =   

 

La primera derivada se anula para 2x =  y la segunda toma valor negativo. La función tiene 

un máximo relativo para 2x = . Para este valor tenemos que 
3

2 3 1.5
4

y
−

= + = . 

El área máxima se consigue con un rectángulo de lados 2 y 1.5 siendo un área máxima con 

valor de 2 · 1.5 = 3 unidades cuadradas. 

http://www.ebaumatematicas.com/

