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BAREMO DEL EXAMEN: Cada pregunta se puntuara hasta 2,5 puntos.

La calificacion del examen sera la suma de las calificaciones de cada pregunta.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar
calculos simbolicos ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los
resultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debidamente justificados.

A partir de la tercera falta de ortografia se deduciran -0,10 puntos hasta un maximo de un punto.

Por errores en la redaccion, en la presentacion, falta de coherencia, falta de cohesion, incorreccion
Iéxica e incorreccion gramatical se podré deducir un maximo de medio punto.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)

Durante la semana cultural de un centro docente, el Departamento de Matematicas organiza un
juego de azar por rondas en el que los alumnos pueden obtener puntos canjeables por pequefios
premios. En cada ronda se lanza primero una moneda y, a continuacién, un dado de seis caras.
El resultado de la moneda combinado con el valor obtenido por el dado determina la condicion
para ganar la ronda:

* Si la moneda sale cara, el alumno gana la ronda si el nimero obtenido en el dado es mayor

o igual que 5.

* Si la moneda sale cruz, el alumno gana la ronda si el nimero obtenido en el dado es par.
Cada ronda es independiente y sigue exactamente este mismo procedimiento. Se pide:
Responda a todos los apartados

1.1 (0.5 puntos) Calcular la probabilidad de que, en una ronda cualquiera, el alumno gane.

1.2 (1 punto) Sabiendo que en una ronda el alumno ha ganado, ¢;cual es la probabilidad de

que en el lanzamiento de la moneda haya salido cara?

1.3 (1 punto) Si se utiliza una moneda trucada tal que al lanzarla siempre se obtiene cara, y

se realizan exactamente 7 rondas del juego, calcular la probabilidad de que el alumno gane
exactamente 5 veces.

PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 puntos)

Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2

2.1 Dado el sistema de ecuaciones lineales

ax+y—-z=0
X+ay+z=1 ,
—X+y+az=2

Se pide:
2.1.1 (1 punto) Discutir el sistema segun los valores del parametro real a.
2.1.2 (1.5 puntos) Encontrar la solucion del sistema cuando éste sea compatible.

2.2 Una entidad financiera utiliza modelos matriciales para simular el riesgo de una cartera de
inversion compuesta por dos tipos de activos. La matriz de simulacion es
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l1-a 1
A=
1 1+a
donde a es un parametro real de ajuste que refleja la volatilidad historica del mercado.
2.2.1 (1 punto) El riesgo optimo se obtiene cuando se verifica la ecuacion A*—1 =2A, donde

10 . ) - .
| = (O J . Determinar para qué valores de a se optimiza el riesgo.

2.2.2 (1.5 puntos) En determinadas condiciones de mercado, resulta conveniente invertir la
simulacion deshaciendo los calculos previamente realizados. Para ello se necesita que la matriz
de simulaciéon admita inversa. Obtener los valores de a para los cuales se cumple esta Ultima
condicion y calcular la inversa de la matriz de simulacion en funcion del parametro a.

PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 puntos)

Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2

5
. Se pide:

2x+y=a —X+2y+22=
3.1 Sean las rectas r:{ Ty y s:{ y
X+z=a

3.1.1 (1 punto) Estudiar, segun el valor de a, la posicion relativa de las dos rectas.

3.1.2 (1 punto) Calcular, si es posible, el valor de a para que las rectas se corten y, en ese
caso, encontrar el punto de corte P.

3.1.3 (0.5 puntos) Calcular la distancia entre el origen de coordenadas y P.

X=1l+«
3.2 Dado el plano 7:2x+y—-3=0 ylarecta r:3y=-1-2a, se pide:
z=1
3.2.1 (1.25 puntos) Obtener la ecuacion del plano 7, perpendicular a 7 y que contiene a r.
3.2.2 (1.25 puntos) Calcular, si existe, un plano 7, paralelo a w que contenga a r.

PREGUNTA 4: ANALISIS (2,5 puntos)

Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2

4.1 Consideremos la funcion real de variable real f (x)= ‘sz —3‘ para —1<x<5. Se pide:

4.1.1 (0.75 puntos) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f en
el intervalo [—1,5].

4.1.2 (0.5 puntos) Calcular los valores maximos y minimos absolutos de la funcion f en el
intervalo [—1,5].

4.1.3 (0.25 puntos) Representar la funcion f.

4.1.4 (1 punto) Calcular el area del recinto limitado por la curva de ecuacion y = f(x), y las
rectasx=—-1,x=5ey=0.

4.2 Un comedero para animales tiene forma de semicilindro hueco abierto por la parte superior.
Estad construido con chapa metalica delgada. Los extremos semicirculares tienen radio r
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medido en cmy la longitud del comedero es de L cm. El area total del semicilindro (incluyendo
el &rea lateral curva y el area de las paredes semicirculares) es de 600 cm?.

=
L

4.2.1 (1 punto) Encontrar la funcion que describe el volumen del comedero en funcion del
radio .

4.2.2 (1.5 puntos) Encontrar el radio r y la longitud L que maximizan el volumen del
comedero y calcular dicho volumen.
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Taula de la distribucié binomial (Bin(n,p}) X on
Tabla de la distribucién binomial (Binjn,p)) Fo=PX<x) =) (1)pta
k=0

n]klp] oo [ oos [ o010 ] ozo Jozs [ 030 | /3 | o35 | o040 | 045 | o50
1|0 09900  0,9500 089000 0,8000 O,7500 ©,7000 O0,6667 0,6500 0.6000 0,5500 0,5000
1 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
2o 09801  0,9025 08100 0,6400 0,5625 0,4500 04444 04225 03600 0,3025  0,2500
1 0,9999  0,9975 09200 0,900 0,9375 0,9100 0,8E8% O,87F5 0.8400 07975 0,7500
1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

3|0 09702 08574 07220 05120 0,4219 0,3430 0,2963 0,746 0,2160 0,1664 0,1250
1 09997  0,9928 09720 0,8960 0,8438 0,7840 07407 07183 0.6480 0,5748 0,5000

2| 1,0000  0,9992 0,9930 0,9920 0,9844 0,9730 09630 0,9571 0,2360 03083 08750

2 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 11,0000 1,0000
4|0 09606  0,8145 06561 0,4096 0,2164 0,2401 0,1975 00,1785 0,1296 0,0915 0,0625
1 0,9994  0,9860 09477 0,8192 0,7383 0,6517 0,526 0,5630 04752 0,3%10 0,3125

2 1,0000 09995 09963 02728 0,9492 0,9163 0,889 0,8735 0,8208 0,7585 0,8875

3 1,0000 1,0000 0,999% 0,9984 08961 0,991% 09677 0,9850 0,3744  0,2580 09375

4 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
s|o 09510 07738 05905 0,3277 0,2373 0,681 0,1217 0,1160 00778 0,050% 0,0213
1 09990  0,9774 09185 0,7373 0,6328 0,5282 04609 04284 03370 0,2562 0,1875

2 1,0000 0,9988 09914 09421 08965 0,8363 07901 0,7648 0,6826  0,5231 0,5000

3 1,0000 1,0000 0,9995 0,9933 0,9844 0,9692 00,9547 0,9460 02130 08688 08125

4 1,0000  1,0000 1,0000 09997 0,8990 0,997¢ 09959 0,9947 0,898  0,9815 00688

5 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 11,0000 1,0000

€| 0 09415  0,7351 05314 0,2621 0,1780 ©,1176 00E78 00754 00467 0,0277 0,0156
1 09985 09672 08857 0,6554 0,5339 0,4202 0,3512 0,3191  0,2333  0,1636 0,1094

2 1,0000 0,9978 0,9842 09011 08306 0,7443 0,6804 0,6471 05443 04415 0,3438

3 1,0000  0,999% 09987 0,9830 0,9624 0,9285 0,8999 0,8826 0,8208 0,7447 0,6563

4 1,0000  1,0000 09992 02934 09954 0,9831 09822 0,9777 0,2530 0,3308 0,8908

5 1,0000  1,0000 1,0000 0,9999% 09998 0,9993 0,9986 0,998  0,2959 09917 0,0844

(5 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 11,0000 1,0000
7|0 09321 06983 04723 0,2097 0,1335 0,0824 00585 00490 00280 0,0152 0,0078
1 0,9980  0,9556 08503 O,5T67 0,4449 0,3294 0,2634 00,2338 0.1586 0,1024 0,0625

2 1,0000 0,9962 09743 08520 O,7564 0,6471 05706 0,5323 04193 03164 0,2268

3 1,0000 0,9998 0,9973 09667 0,9294 0,8740 O,8267 0,8002 0,102 06083 0,5000

4 1,0000  1,0000 0,9998 09953 08871 0,9712 09547 0,9444 0,2037 02471 07734

5 1,0000  1,0000 1,0000 09996 0,8987 0,9962 0,9931 0,9910 0,2812 02643 09375

(5 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,999% 0,9992 09995 0,9934 0,984 09263 09922

7 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 11,0000 1,0000
g0 09227 06634 04305 0,1678 0,1001 0,0576 0,03%0 00319 00168 0,0084 0,0039
1 0,9973  0,8428 08131 0,5033 0,3671 0,2553 0,1951 0,161 0,064 0,0832 0,0352

2 09993  0,9942 09619 O0,7960 0,6785 O,5512 04682 04278 03154 0,2201 0,1445

3 1,0000  0,9996 0,9950 0,9437 08862 0,805% 07414 0,7064 0,5941 04770 0,3633

4 1,0000  1,0000 09996 02896 08727 0,9420 09121 0,893% 0,8263 0,7396 0,6367

5 1,0000  1,0000 1,0000 09988 08958 0,9887 0,9B03 0,9747 0,9502 0,115  0,8555

(5 1,0000  1,0000 1,0000 0,2999% 0,8996 0,9987 09974 0,9964 0,2915 03219 00648

7 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,899% 00,9998 0,9998 02993 09983 0,996

8 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
5|0 05135  0,6302 03274 0,1342 0,0751 0,0404 00260 00207 00101 00046 0,0020
1 09966  0,9288 07748 04362 0,3003 0,1960 0,1431 00,1211 00705 0,0385 0,0195

2 09993 09916 09470 0,7382 0,6007 04628 03772 00,3373 0,2318  0,1495 0,089

3 1,0000 0,9994 09917 09144 0,8343 0,7287 00,6503 0,6089 04826 03614 0,2539

4 1,0000 1,0000 0,9931 09804 08511 0,9012 0,855 0,8283 0,7334 06214 0,5000

5 1,0000  1,0000 0,9992 09969 09900 0,9747 0,9576 0,9464 02006  0,8342 0,746

(5 1,0000  1,0000 1,0000 08997 0,8987 0,9957 09917 0,9888 0,750 09502 09102

7 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,999% 0,993¢ 09930 0,9986 0,2962  0,9209 0,0805

g 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,999%9 0,999%  0,2937  0,9992 0,9980

9 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 11,0000 1,0000
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n[k[p] o001 [ ops [o10] o020 Joz2s [ o020 | 143 | 03 | o040 | o045 | os0
10(0 0,9044  0,5987 0,3487 0,1074 00563 0,0282 00173 00135 00060 00025 0,0010
1 0,8957  0,9139 07361 03758 0,2440 0,1493 0,1040 00860 00464 0,0233 0,0107
2 0,9999  0,3885 0,9298 06778 05256 0,3828 02991 02616 0,067%3  0,0896 0,0547
E 1,0000 10,9990 0,9872 0,6791 0,7759 0,6496 0,5593 0,5138 10,3823 0,2660 0,1719
4 1,0000  ©,9999% 0,9884 09672 0,9212 08497 O7FEEI 07515 08331 05044 03770
5 1,0000 1,0000 0,9992 0,9936 0,9803 0,9527 0,9234 0,9051 0,833  0,7384 0,6230
5 1,0000  1,0000 1,0000 0,9991 0,9965 0,9894 09803 0,5740 0,8452  0,8%20 08281
7 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9996 0,9984 0,9966 0,9952 09877 0,9726 0,9453
B 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,999% 0,539 ©,5395  0,8983 08955  0,3833
9 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9989 0,9997 0,9990
10 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1|0 0,8953  0,5688 0,3138 00859 00422 00188 00116 00088 00036 00014  0,0005
1 0,9948  0,8981 0,674 023221 0,1971 0,1130 00751 00606 00302 00133 00059
z 0,9998  0,9848 0,9104 06174 04552 0,3127 0,2341 02001 ©0,1185 00652 00327
z 1,0000 09984 0,9815 0,8389 0,7133 0,5636 04726 04256 0,2963 01911 01133
4 1,0000 0,9999 0,9372 0,9496 0,8854 0,7897 0, 7110 0,6683 05328 03971 02744
3 1,0000 11,0000 0,9897 0,9883 0,9657 09218 O0,B779 0,8513 0,735 06331  0,5000
8 1,0000  1,0000 1,0000 0,9980 0,9924 0,9784 0,9614 10,9499 09006 08262 0,7256
7 1,0000 11,0000 1,0000 0,9998 0,9982 0,9957 0,9912 09878 08707  0,2330  0,8867
B 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9994 0,9986 0,9980 0,9941 09852 09673
] 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9993 ©0,9938 0,8993 09978 0,994
10 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 08938 00,9995
1 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
12 0 0,8864  0,5404 0,2824 00887 00317 00138 00077 00057 00022 00008  0,0002
1 0,9938  0,8816 0,6530 0,2749 0,1584 0,0850 0,0540 00424 00196 00083 0,0032
z 0,5998  0,9804 0,8331 05583 0,307 0,258 0,1811 0,513 00834 00421  0,0193
3 1,0000 09978 0,9744 0,7946 0,6488 0,4925 0,3931 0,3467 0,2253  0,1345  0,0730
4 1,0000 09993 0,9857 08274 0,8424 07237 0,6315 05833 04382 03044  0,1838
5 1,0000 11,0000 0,9295 0,9806 0,945 0,8822 0,223 0,7873 0,6652  O0,5269  0,3872
8 1,0000  1,0000 0,9392 0,9961 0,9857 0,9614 0,9336 0,9154 08418 07393 06128
7 1,0000 11,0000 1,0000 0,9994 0,9972 0,9905 0,9812 0,9745 0,9427  0,8383 08062
B 1,0000  1,0000 1,0000 0,9999 0,9996 0,9983 0,9961 0,9944 09847 09644 09270
] 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9998 0,9995 0,9992  0,8972  0,8921  0,9807
10 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9983 0,9987 0,9989  0,9968
1 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,99989  0,9998
12 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
13| 0 0,8775  0,5133 0,2542 0,0550 0,0238 0,0097 0,0051 00037 00013 00004 0,000
1 0,8928  0,8646 0,6213 02336 0,1267 0,0837 00385 00296 00126 00045 00017
2 0,9997  0,9755 0,8661 05017 0,3326 0,2025 0,1387 ©0,1132 00579 00269 00112
3 1,0000 09969 09658 07473 0,5843 04206 0,3224 0,27E3  0,J6BE 00923  0,0461
4 1,0000 09997 0,9235 0,9009 0,7940 0,6542 05520 0,5005 0,3530 02279 0,334
5 1,0000 11,0000 0,9891 08700 0,9198 0,8346 O,7587 0,7158  0,5744 04268  0,2905
3 1,0000 11,0000 0,9892 0,8930 0,9757 0,9376 O0,B965 0,8705 O,7712  0,6437  0,5000
7 1,0000  1,0000 1,0000 0,8988 0,9944 09818 0,9653 0,9538  0,8023 08212  0,7095
B 1,0000 11,0000 1,0000 0,9998 0,9990 ©0,9960 0,9912 0,9874 0,8679 02302  0,B666
9 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9993 0,9984 (0,9975 09922 08737 09539
10 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9998 0,9937 0,8987  0,9959  0,9888
1 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,898%9 09935  0,9983
12 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 00,9399
13 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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Soluciones

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)

Durante la semana cultural de un centro docente, el Departamento de Matematicas organiza un

juego de azar por rondas en el que los alumnos pueden obtener puntos canjeables por pequefios

premios. En cada ronda se lanza primero una moneda y, a continuacion, un dado de seis caras.

El resultado de la moneda combinado con el valor obtenido por el dado determina la condicidn

para ganar la ronda:

* Si la moneda sale cara, el alumno gana la ronda si el nimero obtenido en el dado es mayor o

igual que 5.

* Si la moneda sale cruz, el alumno gana la ronda si el numero obtenido en el dado es par.

Cada ronda es independiente y sigue exactamente este mismo procedimiento. Se pide:

Responda a todos los apartados

1.1 (0.5 puntos) Calcular la probabilidad de que, en una ronda cualquiera, el alumno gane.

1.2 (1 punto) Sabiendo que en una ronda el alumno ha ganado, ¢ cuél es la probabilidad de que
en el lanzamiento de la moneda haya salido cara?

1.3 (1 punto) Si se utiliza una moneda trucada tal que al lanzarla siempre se obtiene cara, y se
realizan exactamente 7 rondas del juego, calcular la probabilidad de que el alumno gane
exactamente 5 veces.

Realizamos un diagrama de arbol.

Dado > 5
Cara P(G/C)=2/6
P(C) =1/2 Dado < 5
Moneday P(G5/©)=4/6
dado Dado par
Cruz P(G/C) =1/2
P(C%) =1/2 Dado impar

P(GS/CC) = 1/2

1.1 Debemos calcular P(G). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

2 1 5
P(G)=P(C)P(G/C)+P(C°)P(G/C®)=05-2+0.5-==|—=0.4167
( ) ( ) ( )+ ( ) ( ) 6+ 2 112

- . 5
La probabilidad de que, en una ronda cualquiera, el alumno gane vale T 0.4167.

1.2 Debemos calcular P(C /G) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de

Bayes. .
A 0.5-=
p(o16)- P08 _PEIPEIC) 5 [E,
12
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Sabiendo que en una ronda el alumno ha ganado, la probabilidad de que en el lanzamiento
de la moneda haya salido cara vale 0.4.

1.3 Consideramos la variable aleatoria X que cuenta el nimero de veces que el alumno gana de
7 rondas, sabiendo que siempre sale cara. Esta variable es una binomial donde n = nimero de
repeticiones = 7 y p = probabilidad de que una gane una ronda, saliendo cara en la moneda =

%. X = B(?,%j. Debemos calcular P(X =5).

P(X =5)=P(X <5)-P(X <4)=0.9931-0.9547 =[0.0384]

La probabilidad de que el alumno gane exactamente 5 veces vale 0.0384.

n|k|[p| o001 [ o005 010 [020] 025 | 030 [| 173 |
1|0 0,9900  0,9500 0,9000 0,8000 0,7500 0,7000
1 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
2|0 0,9801  0,9025 0,8100 0,6400 0,5625 0,4900
1 0,9999  0,9975 0,9900 0,9600 0,9375 0,9100
2 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
alo 0,9703  0,8574 0,7290 0,5120 0,4219 0,3430
1 0,9997  0,9928 0,9720 0,8960 0,8438 0,7840
2 1,0000  0,9999 0,9990 0,9920 0,9844 0,9730
3 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4|0 0,9606  0,8145 0,6561 0,4096 0,3164 0,2401
1 0,9994  0,9860 0,9477 0,8192 0,7383 0,6517
2 1,0000  0,9995 0,9963 0,9728 0,9492 0,9163
3 1,0000  1,0000 0,9999 0,9984 0,9961 0,9919
4 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
5|0 0,9510  0,7738 0,5905 0,3277 0,2373 0,1681
1 0,9990  0,9774 0,9185 0,7373 0,6328 0,5282
2 1,0000 0,9988 0,9914 0,9421 0,8965 0,8369
3 1,0000  1,0000 0,9995 0,9933 0,9844 0,9692
4 1,0000  1,0000 1,0000 0,9997 0,9990 0,9976
5 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
6|0 0,9415  0,7351 0,5314 0,2621 0,1780 0,1176
1 0,0985  0,9672 0,8857 0,6554 0,5339 0,4202
2 1,0000 0,9978 0,9842 0,011 0,8306 0,7443
3 1,0000  0,9999 0,9987 0,9830 0,9624 0,9205
4 1,0000  1,0000 0,9999 0,9984 0,9954 0,9801
5 1,0000  1,0000 1,0000 0,9999 0,9998 0,9993
6 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0 0,9321  0,6983 0,4783 0,2097 0,1335 0,0824
1 0,9980  0,9556 0,8503 0,5767 0,4449 0,3294
2 1,0000  0,9962 0,9743 0,8520 0,7564 0,6471
3 1,0000 0,9998 0,9973 0,9667 0,9294 0,8740
e | oe0o 0000 060000000 0.000r o 00ed
= 1 AAAA 1 mAAA 1 ARAA 1 ARAR A ARGA A AAAD
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2.1 Dado el sistema de ecuaciones lineales

ax+y—-z=0
X+ay+z=1 ,
-X+y+az=2

Se pide:
2.1.1 (1 punto) Discutir el sistema segun los valores del parametro real a.
2.1.2 (1.5 puntos) Encontrar la solucion del sistema cuando éste sea compatible.

a 1 -1
211 Lamatriz A=| 1 a 1 | eslamatriz de coeficientes del sistemay la matriz ampliada
-1 1 a
a 1 -10
es A/IB=|1 a 1 1].
-1 1 a 2

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

. Fila32+Fila 22 . . Fila22+Filal?

a olaro1 al P B 1 a 1
A=lroa 1= o Tt oa 1= L -

Lloal g e 0 arl Al oo

a+l a+l1 O
=1 a 1 ::a(a+1f—(a+1f—(a+4)2=(a+1f[a—l—1]=(a+1f(a—2)
0 a+l1l a+

|A|=O:>(a+1)2(a—2)=0:> 0

Analizamos tres casos diferentes.
CASO1l.ax-1ya=#2
En este caso el determinante de A esno nulo y su rango es 3, el rango de la matriz ampliada

también es 3, asi como el nimero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una
Unica solucion).

CASO 2. a=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
-1 1 -1
Lamatriz Aqueda A= 1 -1 1 |.Observamos que la fila primera y tercera son
-1 1 -1

iguales. También es proporcional la fila primera y segunda. El rango de A es 1.
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-1 1 -10
La matrizampliada queda A/B=| 1 -1 1 1 |.Consideramos el menor de orden 2
-1 1 -12

que resulta de quitar la primera fila y la primera y segunda columnas (proporcionales a la
tercera) y calculamos su determinante:

1

El rango de la matriz ampliada es 2, distinto del rango de A (1). El sistema es incompatible
(sin solucion).

1
=2+1=3=%0
2

CASO 3. a=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
2 1 1
LamatrizAqueda A= 1 2 1 |.Observamos que la fila primera se puede obtener
-11 2

como la segunda fila menos la tercera. Consideramos el menor de orden 2 que resulta de

) ) ) ) 1
quitar la fila y columna primeras y calculamos su determinante: o= 4-1=3+0.El

rango de A es 2.
2 1 -10
La matrizampliada queda A/B=| 1 2 1 1 |.Consideramos el menor de orden 3
-11 2 2
que resulta de quitar la primera columna y calculamos su determinante.
1 -10
2 1 1=2-1+0-0+4-2=3%#0
1 2 2

El rango de la matriz ampliada es 3, distinto del rango de A (2). El sistema es
incompatible (sin solucion).

Conclusion: Si a=-1 y a=2 el sistema es compatible determinado (una Unica solucion) y
si a=2 0 a=-1 el sistema es incompatible (sin solucion).

2.1.2 Resolvemos el sistema para a=—-1 y a= 2. Obtenemos su solucion usando el método de

Cramer.
0 1 -1
1 a
2 1 a 2-1+2a-a l+a 1
X= - 2 = 2 =
a 1 -1 (a+1)(a-2) (a+l)(a-2) (a+l)(a-2)
1 a 1
-1 1 a
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a 0 -1
1 1 1
-1 2 al
Y a1
1 a 1
-1 1 a
0 a 0 -1
1 1 1|={Filag*+Fila22}=[1 1 1 |={Fila2*+Fila1?)=
-1 2 a 0 3 a+l
a 0 -1
=la+1 1 0 |=a(a+1)-3(a+l)=(a-3)(a+1)
0 3 a+l
(a-3)(a+1) a-3

(a+1)’(a-2) |(a+1)(a-2)

a 10
1 al
-11 2
Z: =
a 1 -1
1 a 1
-1 1 a
0 a 1 0
1 1|={Fila3*+Fila2?}=|1 a 1|={Columna 2*+ Columna 12} =
-11 2 0 a+l1 3
a a+l 0 a 1
=1 a+l 1j=(a+1)|1 1 1=(a+1)(3a-3-a)=(a+1)(2a-3)
0 a+l1 3 013
_(a+1)(2a-3) | 2a-3
(a+l)’(a-2) |[(a+1)(a-2)
La solucion del sistema para a=-1y a=2 es X:(a+1)(a—2)’ Y=(a+i)_(2_2)'
__ 2a-3
(a+1)(a-2)
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2.2 Una entidad financiera utiliza modelos matriciales para simular el riesgo de una cartera de
inversion compuesta por dos tipos de activos. La matriz de simulacion es

l-a 1
A=
1 1+a
donde a es un parametro real de ajuste que refleja la volatilidad historica del mercado.
2.2.1 (1 punto) El riesgo optimo se obtiene cuando se verifica la ecuacion A*—1 =2A, donde

10
I = [0 1]. Determinar para qué valores de a se optimiza el riesgo.

2.2.2 (1.5 puntos) En determinadas condiciones de mercado, resulta conveniente invertir la
simulacion deshaciendo los calculos previamente realizados. Para ello se necesita que la
matriz de simulacion admita inversa. Obtener los valores de a para los cuales se cumple esta
ultima condicion y calcular la inversa de la matriz de simulacion en funcion del pardmetro a.

2.2.1 Resolvemos la ecuacion matricial A% —1 =2A.
) l-a 1 )(1-a 1 10 l1-a 1
A—1=2A> - =2 =
1 1+a 1 1+a 0 1 1 1+a
+1 l1-a+1l+a (1 o] (Z—Za 2 j
— = —
l-a+l+a 1+(1+a)’ ) \0 1 2 2+2a
+1—1 2 (Z—Za 2 j
2 = =
1+(1+a) -1 2 2+2a
(1-a) 2 2-2a 2 ) (1-a)'=2-2a
= , |5 = , =
2 (1+a) 2 2+23) (1+a) =2+2a

a’+1-2a=2-2a a’=1
= = —la=1=+1
a“+2a+1=2+2a

=

Para a =+/1 =1 se optimiza el riesgo.

2.2.2 Para que la matriz A admita inversa su determinante debe ser distinto de cero.

=(l-a)(l+a)-1=1-a*-1=-a°
(1-a)(1+a)

1_
A= 1 1+a

A=0=-a’=0=[a=0]

Para cualquier valor de a distinto de cero la matriz A tiene inversa. Calculamos A™.
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. ag(tT?? -1-a 1
AfledJ(AT): 1 l+a :—_1 l+a -1 _ a’ a’
|A -a’ a’l -1 1-a 1 a-1
a’ a’
-1-a 1
2 2
Para cualquier valor de a distinto de cero la matriz inversa de Aes A™ = i aa N
a a’
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+y=a —X+2y+22=5

2
3.1 Sean las rectas r:{ X y s:{ . Se pide:

z=1 X+zZ=a
3.1.1 (1 punto) Estudiar, segun el valor de a, la posicion relativa de las dos rectas.
3.1.2 (1 punto) Calcular, si es posible, el valor de a para que las rectas se corten y, en ese caso,
encontrar el punto de corte P.
3.1.3 (0.5 puntos) Calcular la distancia entre el origen de coordenadas y P.

3.1.1 Hallamos un punto y un vector director de cada una de las rectas.

X=A1

2x+y=a [y=a-2x P (0,a,1)
r: = =>riiy=a-21=4_.

z=1 z=1 L1 =

—-X+2y+2z=5 -X+2y+2z=5
S: = =>-a+2+2y+22=5=>2y=5+a-3z1=>

‘Ix+z=a X=a-z

X=a—-a S5+a
a,—,0 5+a
5+a 3 _ 5+a 3 QS( 2 j Qs(a,—2 ,Oj
:T——Z:>S. y:T—E(Zj 3 =
R U :(—1,?,1) W, = 2U, :(—2,—3,2)

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales.
v, =(1-2,0) 1 -2 0
. > —F—#
w,=(-2,-32)] 2

Las rectas no son paralelas ni coincidentes. Las rectas se cortan o cruzan.

Obtenemos el valor del producto mixto [\ZWS RQS] .

372

P (0,a,1) . 5
. +a —a
P = a,—;o —O,a,1: a’—’_l
Qs(a,—5+a,0j e ( 2 ] (021 ( 2 )
2
v, =(1,-2,0) 1 -2 0
W, =2u, =(-2,-3,2) S[I,WS,RQS}:—Z -3 2 :3—4a+4—25;a:
o 5_2a 5—a
(. 5-a A |
PQ, (a, n ] e

—3-4a+4-5+a=

Averiguamos cuando se anula el producto mixto.
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[V, W,,PQ, [=0=2-3a=0=3a=2= a:%

2 : 2 .
Para a = 3 el producto mixto vale cero y las rectas se cortan. Para a # 3 el producto mixto

tiene un valor distinto de cero y las rectas se cruzan.

2
3.1.2 Las rectas se cortan para a = 3 Hallamos el punto de corte de las dos rectas.

X=A
X=A
r: y=3—2/1 5
3 r.ay=—-241
z=1 2
7=1 g—a:ﬁ 2
2 —-1=2
X—g—a 2 17 3 2 3
= x=%2_q S>———a=—-21=>= =
2 3 6 2 3 £_§=g_2,1
5+§ 3 17 3 a=1 6 2 3
S y=—=>——« Siy=—-—«a
6 2
I=a =«
-1
X=—
1 3
= 3 :E:E—Zj:{iSecumple!}: y=3—2_—1=£: P(_—l,ﬂ,lj
4 2 3 3 3 3 3 3 3 '3
—=—=21 _
3 3 z=1

El punto de corte de las dos rectas tiene coordenadas P(%lglj

3.1.3 La distancia entre el origen de coordenadas y P es el médulo del vector OP.

(2492
3'3 :op:( ,

0(0,0,0)

D(O,P):\Cﬂ:\/(%ljz +(%}2+12 = @:1.7 u

,1)—(0,0,0)=P(%1,%,1j

@]
w| s
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X=1l+a
3.2 Dado el plano 7:2x+y—-3=0 ylarecta r:sy=-1-2a, se pide:

z=1
3.2.1 (1.25 puntos) Obtener la ecuacion del plano 7, perpendicular a 7 y que contiene a r.
3.2.2 (1.25 puntos) Calcular, si existe, un plano 7, paralelo a  que contenga a .

3.2.1Un plano 7, perpendicular a 7 y que contiene a r tiene como uno de sus vectores directores
el vector director de la recta y otro vector director el vector normal del plano .

X=l+0! P|,(1,—1,1) -
riy=-1-2a =14 _. 7:2x+y-3=0=>n=(2,10)

L1 v, =(1,-2,0)
leﬁz(z’l’o) x-1 y+1 z-1
V=V, =(1-20)=>7:2 1 0|=0=-4(z-1)-(z-1)=0=
P(1-11)ex, 1 -2 0

= -5(2-1)=0 52710
El plano que cumple lo pedido tiene ecuacion 7z, :z—1=0.

3.2.2 Estudiamos la posicion relativa del plano ty larectar.

vf(l,—z,o)} .

F—(2.10 =V, -n=(1-2,0)-(2,1,0)=2-2=0

Al ser el producto escalar nulo el vector director de la recta es perpendicular al vector normal
del plano. La recta esta contenida en el plano o es paralelo a él.

m:2x+y-3=0
=¢21-1-3=07=(2-1-3=0?=NO!
(;R(l,—l,l)en?

El punto P. (1, —1,1) de la recta no pertenece al plano, por lo que la recta no esta contenida

en el plano. La recta es paralela al plano.
Si es posible determinar un plano 7z, paralelo a = que contenga a r.

Este plano paralelo a r tiene ecuacion 7z, : 2x+ y+ D =0. Determinamos el valor de D
obligando a que el plano 7, contenga el punto P, (1-11).

P (1, —1,1) e,
m,:2X+y+D=0

}:>2-1—1+D:0:>1+D:0:>D:—1:> 7, 2X+Yy-1=0

El plano buscado tiene ecuacion 7z, :2x+y—1=0.
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4.1 Consideremos la funcion real de variable real f (x)=|2x* -3| para ~1<x<5. Se pide:

4.1.1 (0.75 puntos) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f en el
intervalo [—1,5].

4.1.2 (0.5 puntos) Calcular los valores maximos y minimos absolutos de la funcion f en el
intervalo [—1,5].

4.1.3 (0.25 puntos) Representar la funcién f.

4.1.4 (1 punto) Calcular el area del recinto limitado por la curva de ecuacion y = f(x), y las
rectasx=-1,x=5ey=0.

4.1.1 Averiguamos cuando la expresion 2x*—3 es positiva 0 negativa.
2x*-3=0=2x* =3=x° =g:> x=i\/g:ir1.22
Solo pertenece al dominio de definicion de la funcion el valor positivo de la raiz.

En el intervalo {—1, \EJ tomamos x =0 y la expresion 2x*—3 vale 2:0° -3=-3<0.

En el intervalo (\E 5} tomamos X =4 vy la expresion 2x* -3 vale 24> -3=29>0.

Expresamos la funcién como una funcion a trozos.

NG

3-2x% si—1<x<—

2
J6

2X2—3 Si 7<XS5

f(x)=‘2x2—3‘=

Hallamos la derivada de la funcién y averiguamos cuando se anula.

—4x Si —1£x<§
f'(x):
4x si§<xg5

g

—4X:0—)X:OE|:—1,7

9

f'(x)=0=>
4x:0—>x:0e(7,5

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y despuésde x=0y x= ? .

e Enelintervalo [-1,0) tomamos x =—0.5y la derivada vale
f’(-0.5)=—4(-0.5)=2>0. La funcion crece en [-1,0).
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J6

e Enelintervalo [OTJ tomamos x =1y la derivada vale f’(1)=—4-1=-4<0. La

N3

funcion decrece en (07]

N3

e Enelintervalo [75} tomamos x =4 y la derivada vale f’(4)=4-4=16>0.La

>

funcién crece en £7,5 )

& ﬂ_

La funcion crece en [—1,0)u[7,5} y decrece en [0,7

4.1.2 La funcion sigue el esquema siguiente.

—9/6\ / .

e 2 3
NG

N3

La funcion tiene un maximo relativo en x =0 y un minimo relativo en x = <

Valoramos la funcidn en estos valores y en los extremos del intervalo de definicion.

f(-1)= ‘2(—1)2 —3‘ =1
f(0)=[2:0°-3/=3

z[ﬁf 3
2

f (5)=[2:5" -3 =47 Maximo

fl—|= =0 Minimo

El valor maximo absoluto de la funcion f en el intervalo [—1,5] es 47 y se obtiene en x=5.
V6
5

El valor minimo absoluto de la funcion f en el intervalo [-1,5] es 0 y se obtiene en x =

4.1.3 La grafica de la funcion son dos trozos de parébolas. Hacemos una tabla de valores y
dibujamos su gréafica.

X | f (x)=3-2x* x| f(x)=2x"-3

-1 1 3 15

0 3 4 29
J61/2 0 5 47
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Miximo

P

[
/
/

‘3—2\': si-l=x<
Flx) =|2.\-»3|=\ &
1 6 .
2x° -3 si—<x<5
| 2
i Tal

28]
D

|5

e
[==]

TN

. -Minimo

6

3

4.1.4 Dibujamos el recinto limitado por la curva de ecuaciéon y = f(x), y lasrectasx =-1,x =5
ey=0.

(S

I}*E\': si—1<x<

Flx) = -3 =

2 6

2x" -3 s £ x=5
L 2

20

L ¥

/

oI5
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NG

El area del recinto lo hallamos como la suma de las integrales definidas de -1 a - de la

NG

funcion y la integral definida de - a 5 de la funcién.

AreaRlzj 3-2x 2dx—{3x—%}l = 37— 3 {3(_1)_2(;1)3}:

5 3
AreaRzzf o —3dx=| 2 _ay| -|25 _35|-
612 3 & 3

2

:@_15_£ i 225_,_\/6

3 2 2

El area del recinto limitado por la curva de ecuacion y = f(x), y lasrectasx =-1,x=5e¢

y =0 es la suma de los dos valores obtenidos: J6 + ; +@ J6 = 212 2 126 =76.557

unidades cuadradas.
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4.2 Un comedero para animales tiene forma de semicilindro hueco abierto por la parte superior.
Esta construido con chapa metélica delgada. Los extremos semicirculares tienen radio r
medido en cmy la longitud del comedero es de L cm. El area total del semicilindro (incluyendo
el &rea lateral curva y el area de las paredes semicirculares) es de 600 cm?.

=
L

4.2.1 (1 punto) Encontrar la funcion que describe el volumen del comedero en funcion del radio

r.
4.2.2 (1.5 puntos) Encontrar el radio r y la longitud L que maximizan el volumen del comedero

y calcular dicho volumen.

4.2.1 Las dos paredes semicirculares forman un circulo de radio r, por lo que su area es zr” . El
lateral curvo tiene un area que obtenemos multiplicando la longitud de la semicircunferencia

- . 2mr .
por el largo del semicilindro, es decir, > L =zrL. El &rea total del comedero es la suma

de las dos y sabemos que tiene un valor de 600 cm?.

600—r°
r

ar?+7rL=6007 =r>+rL=600=rL=600-r> = L=

El volumen del comedero es el producto del area del semicirculo por la longitud del
comedero (L).
2
v =21
2
600—r°
r

Unicamente del radio de la pared semicircular.

obtenemos la expresion del volumen del comedero en funcidn

Como L=

I__600—r2 ,
- 2 —r? r(600—r
r ) :V(r):ﬂ'r 600 r :7T ( )22(600r_r3)
r 2 r 2 2
V(r,L)=TL

El volumen del comedero en funcion del radio r tiene la expresion V (r) = %(GOOr - rs).

4.2.2 Hallamos los puntos criticos de la funcion volumen.

v (r):%(600r—r3):>V’(r):%(600—3r2):3?”(200—r2)

V'(r)=0:>377[(200—r2)=0:>200—r2 =0=r?=200= |r =+/200 =102
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Sustituimos r =102 enla segunda derivada.
. 3 2 . 3 .
v (r)=7(200—r )=V ()= (-2r)=-3ar =V (10v2) =37 (10v2} <0

Para r =102 la primera derivada se anula y la segunda es negativa. La funcion volumen
tiene un maximo relativo para este valor del radio.

600 (102 )2 600200 400

1042 1042 1042

Si r =102 entonces L = =20+/2 y el volumen del

comedero tiene un valor de
Vv (10J§ ) - %(600 1042 - (10J§ )3) - %(6000\/5 —2000~/2 ) —200077+/2 ~8885.8

centimetros cubicos.
El volumen méaximo del comedero es de 20007z+/2 =8885.8 cm?, que se consigue con un

radio de 10v/2 =14.14 cmy un largo de 20~/2 = 28.28 cm.
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