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Introduccién

Este cuaderno contiene los examenes de matematicas Il propuestos en las pruebas de acceso a la
universidad de las Islas Baleares desde el afio 2017 al 2026. Los examenes estan resueltos por Juan
Antonio Martinez Garcia que ha sido profesor de matematicas de educacion secundaria.

La web www.ebaumatematicas.com dispone de los examenes de matematicas Il resueltos de otras
comunidades auténomas de Espafia, asi como distintas formas de recopilar los ejercicios que aparecen
en todas las pruebas, también existen unos apuntes de la materia.

PAU EXTraordinaria 2026 .........coeoiiiiieeiiiiiie et e ettt ettt e sttt e s st e e st e e s e b et e e e snr et e e s e nre e e e s anraeeeeanraneeeas 3
PAU OFdiNaria 2026........eeeiiiiieeeeiiiiee ettt ettt e e st e e st e s snr et e e smbe et e s aabe et e s eanbbeeesaasreeeesanreeeesanneneeens 14
PAU EXTraordinaria 2025 ........eiiiiiiieie ettt ettt e e ettt e e e ettt e e e b et e e e e b bt e e e e e b bt e e e enbteeeeaareeeas 26
PAU Ordinaria 2025.......ueeeeiiiieie ettt ettt e ettt e e st ee e e s bt et e s s bttt e e s mb e et e saabr et e s eaabeeeesaabeeeeesanreeeesannaneeenn 38
PBAU EXTraordinaria 2024 ........ooo oottt ettt ettt ettt e e sttt e e s ab et e e et et e e e e bbt e e e e eabbteeeenbaeeeeaaneeeas 50
PBAU Ordinaria 2024.........eeeeeiiee ettt e ettt e e e e s ettt ettt e e e e s s abraeeeeaaeeesannbreeaeeeeesesaannnrrenaeeesssaannnrnns 65
PBAU EXTraordinaria 2023 .......cooi ittt ettt ettt ettt e et e e st e st e e e e e aber e e e enreeeeeaareeeas 81
PBAU Ordinaria 2023.......eeeieieiieeee ittt e e e e ettt et e e e e s s ettt eeeee e s s anbraeeeeeaesesannsreeaeeeeesesaannnrrenaeeesssasnnnnnn 97
PBAU EXTraordinaria 2022 .......coooiuiiiee ettt ettt ettt e ettt e e sttt e e e e bt e e e s aabe e e e e bee e e e e nreeeeeanreeeas 110
PBAU Ordinaria 2022........uuiiiiiieeeeeeeiiiiiette e e e e sttt et e e e e s ssibb bttt e eeessasasbbaeeeeeeesssansbesbaeaeeessssannrseaaeeesssnnnns 127
PBAU EXTraordinaria 2021 .....cceeieeeiiiiiiieiiee e e ettt e e e e s ettt ete e e e e s s ssabteeeeeeeesesaannbbbeaeeaeessssannsrsnnaeaesssnnnns 139
PBAU Ordinaria 2021......ceeeeieeie ettt ettt e et e ettt e e ettt e e e s sttt e e e abe e e e e aabeeee s e nbeeeeeanbbeeeeeanbeeeeeanreeeas 154
PBAU EXTraordinaria 2020 .......cccooouieieiiiieiee ettt et e et e e st e e s s e e e st e e s e e e e e e e e earaeeas 171
PBAU Ordinaria 2020.......ceeeiiieeeeeiieee ettt ettt e sttt e e sttt e e s aab bt e e e sabeeeeeambeeeeeaabeteesanbeeeeeansbeeeeaanbeeeeeanreeeas 188
PBAU EXTraordinaria 2009 .......coiiiiiiieiiieeee ettt ettt e st e e et e e s ar e e e s e e e s e e e e senraeees 205
PBAU Ordinaria 2019......coieiiiieeeeiieee ettt ettt e ettt e e st e e s bt e e s aab et e e s s b e e e s e abr e e e e e nreeeesanreeees 217
PBAU EXTraordinaria 2008 .......coooiuiiiee ittt ettt ettt e e sttt e e sttt e e e e att e e e s aabe e e e e aabbte e e e anbeeeeeaareeeas 229
PBAU Ordinaria 2018.......oeeiiiieieeiiiiee ettt ettt e sttt e e st e e e sttt e e st et e e smb et e e s aabeeee e s nbeeeesannbeeesanreeeesanreneas 241
PBAU EXTraordinaria 2007 .......coooiuiieee ittt ettt ettt et e ettt e e sttt e e e s bbb e e e s aabe e e e e e abbteeeeaabaeeeeeareeeas 254
PBAU OrdinNaria 2017 ... .eeeeeeiieee ettt ettt ettt e e ettt e e et e e e e e s ab et e e e aabe e e e e e abetee e s abbeeeeebbbeeesanbbeeesaareeeas 271

2 de 286 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/
http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Extraordinaria 2026 Matemadticas Il en las islas Baleares

PAU Extraordinaria 2026
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Proves d'accés
1 la Universitat

Matematiques 11 Model 1

La prueba consta de cinco preguntas: las tres primeras obligatorias, y en la cuarta y quinta se puede
elegir entre dos opciones. En caso de contestar dos problemas de una misma parte, solo se evaluara
el primero. Véase la puntuacion en cada ejercicio.

Justificad las respuestas utilizando lenguaje matematico y/o no matematico, segin corresponda. Se
permite el uso de calculadora cientifica basica, pero NO se permite el uso de calculadoras gréaficas ni
programables, ni de dispositivos que puedan transmitir o almacenar informacion. Se pueden usar
reglas y boligrafos de colores (excepto rojo y verde).

Parte A. (prequntas 1, 2 y 3). Contestad TODAS las prequntas de esta parte

Problema 1.— En un estudio de astronomia, se modeliza una constelacion artificial formada por
satélites que orbitan alrededor de la Tierra. Considerando nuestro sistema de coordenadas con
origen en el centro de la Tierra (donde las unidades representan decenas de miles de kilometros), se
sitian 5 satélites, A, B, C, D y E, con coordenadas

A(1,2,3),B(3,2,1),C(5,4,3),D(2,1,1), E(4,3,1)
Se dice que distintos satélites forman un plano orbital si estos, junto con el centro de la Tierra, son
coplanarios.

(@) [1 punto] Determine si los satélites A, B 'y C forman un plano orbital.
(b) [1 punto] Proporciona un punto F (distinto del origen) donde se podria colocar un sexto satélite
para asegurar que los satélites D, E y F forman otro plano orbital.

L x* —6x° +e*/x : . .
Problema 2.— Dada la funcién f (x)= Vx , que tiene la siguiente representacion

N

grafica:

N\l 15 2 25 3 35 4/45 5

20| \ /
24 yi

(@) [1 punto] Calcula los limites de la funcidn en los extremos de su dominio.
(b) [1 punto] Calcula el area comprendida entre f(x), y=-1, x=2 y x=4,

Problema 3.— En un instituto de 60 alumnos se ha realizado un estudio sobre la préctica del
baloncesto entre el alumnado. Los datos recogidos indican que el 60% de ellos juega al baloncesto,
el 35% forma parte de un equipo federado y el 25% juega al baloncesto y esta federado.
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(@) [1 punto] ¢Hay algin alumno que esté federado, pero no juegue al baloncesto? En caso afirmativo,
¢ Cuantos?

(b) [1 punto] ¢Cuél es la probabilidad de que un alumno forme parte de un equipo federado sabiendo
que juega al baloncesto?

Parte B. prequntas4 vy 5

Problema 4.— Contestad s6lo UNA de las siguientes preguntas (P4.1 o P4.2)

x> +1

X+2

(@) [1.25 puntos] Demuestra que f(x) tiene al menos un punto critico en cada uno de los
siguientes intervalos: (-3, -2.5), (-1, 0), (0, 1)

(b) [0.75 puntos] Sabiendo que f(x) tiene exactamente 3 puntos criticos, uno en cada intervalo del
apartado anterior, indica si son maximos, minimos o puntos de inflexion.

P4.1 Dada la funcion f (x)=

P4.2 Un equipo de investigadores estudia la distancia recorrida por un delfin desde el punto en el que
ha sido liberado dentro de una reserva marina. La distancia recorrida al cabo de t segundos viene
dada por la funcién

d(t)=140(1-e°*)
donde t >0 y d(t) es la distancia en metros. Sea d'(t) la velocidad, en m/s, en el instante t.

(@) [0.5 puntos] Calcula a qué valor tiende la distancia recorrida por el delfin a lo largo del
tiempo.

(b) [1.5 puntos] Estudia el comportamiento de la velocidad del delfin, indicando en qué

momentos aumenta o disminuye, asi como cuéles son las velocidades minima y la maxima

observadas en este estudio.

Problema 5.— Contestad s6lo UNA de las siguientes preguntas (P5.1 o P5.2)

P5.1 [2 puntos] Sean A, B, C y D cuatro matrices de dimensiones 2x3,1x3,2x3y 2x3,
respectivamente. Indica, justificadamente, si se pueden realizar las siguientes operaciones:

(i) AC,
(i) DA,
(iii) B(A+C)",

donde el superindice " indica la matriz transpuesta y el superindice ~* indica la matriz inversa. En
caso afirmativo, indica la dimension de la matriz resultado.

P5.2 [2 puntos] Queremos determinar el coste por hora de tres servicios que ofrece una empresa de
alquiler de material audiovisual. Estos servicios son: iluminacion profesional, con un coste de x
€/hora; equipo de sonido, con un coste de y €/hora; camaras de grabacion, con un coste de z €/hora.
Se han registrado los gastos totales asociados a tres eventos diferentes:

Evento 1. 2x+ y+z =6500
Evento 2: 4x+5y+7z =22500
Evento 3: x+2y+3z=8000

Justifica si, con la informacion proporcionada, se pueden determinar de manera Unica los costes
de los tres servicios.
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SOLUCIONES

Problema 1.— En un estudio de astronomia, se modeliza una constelacion artificial formada por
satélites que orbitan alrededor de la Tierra. Considerando nuestro sistema de coordenadas con
origen en el centro de la Tierra (donde las unidades representan decenas de miles de kilometros), se
sitan 5 satélites, A, B, C, D y E, con coordenadas

A(L,2,3),B(3,2,1),C(5,4,3),D(2,1,1), E(4,3,1)
Se dice que distintos satélites forman un plano orbital si estos, junto con el centro de la Tierra, son
coplanarios.

(@) [1 punto] Determine si los satélites A, B 'y C forman un plano orbital.
(b) [1 punto] Proporciona un punto F (distinto del origen) donde se podria colocar un sexto satélite
para asegurar que los satélites D, E y F forman otro plano orbital.

(a) Hallamos el plano 1 determinado por los puntos O(0,0,0), Ay B. Luego comprobamos si el
punto C pertenece a este plano.

O(0,0,0)Eﬂ' O(0,0,0)E?Z’ Xy
A(L23)er t=>u=0A=(123); = 7:[1 2
3 2

B(321)ezr| v=0B=(321)

= 2X+9y+22-62-y-6x=0=>7:-4X+8y-4z=0=|[7r:Xx-2y+2=0

Comprobamos que el punto C pertenece a este plano.

T:X—2y+2=0

0(543) 7}:>(;5—2-4+3=O?:>g,5—8+3=0?:>n$|!!
é 4 3)ETT

Los puntos A, B y C forman un plano orbital.

(b) Hallamos el plano " determinado por los puntos O(0,0,0), Dy E.

0(0,0,0)e7] ©0(0,0,0)e7 Xy z
D(211)er ;=>u=0D=(211);=7:2 1 1|=0=
E(431)en’ | v=0E=(431) 4 31

:>x+4y+62—4z—2y—3x=0:>—2x+2y+22=O:>|;z’:x—y—z=0

El satélite F puede colocarse en cualquier punto del plano ©’. Por ejemplo, tomamos x=y =1,

por lo que debe ser z=0. El punto elegido es el punto F(1,1,0) que pertenece al plano determinado
por el origen de coordenadas y los puntos D y E.
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Xt -6 e’ x

Problema 2.— Dada la funcién f(x)_ X , que tiene la siguiente representacion
X
grafica:
4|
i <o
105 | 05\] 1.5 2 25 3 35 4/45 5
4
__8\
-12|

(@) [1 punto] Calcula los limites de la funcién en los extremos de su dominio.
(b) [1 punto] Calcula el &rea comprendida entre f(x), y=-1, x=2 y x=4,

(a) Para que exista la raiz cuadrada y no se anule el denominador debe ser x> 0. El dominio de la
funcion son todos los niimeros reales positivos (0,+x).
Hallamos el limite de la funcién cuando x tiende a O por la derecha.
x* —6x° +e*x _lim x* 66X e*x

lim f (x)=lim AT AT
x—0" ( ) x—0" \/; X~>0+\/; \/; \/;

— lim x"? —6x¥2 +e* =0"? —6-0°2 + ° :

x—0"
Hallamos el limite de la funcién cuando x tiende a +oo.

x* —6x° +e*x x* 6x° efx

fim £ )= lim = =M == et

= lim (x”2 —6x5’2)+eX =+o0+e™ =

X—>+00

(b) Dibujamos la region de la cual queremos hallar el area.

www.ebaumatematicas.com
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+v ’
4
&

- )

q \ -
\ !
\
i’
28 X' —6x +&x
f[tr):T

El &rea de la region coloreada es el valor de la integral definida de 2 a 4 de la diferencia de las
X —6x° +e*Jx

N

4 4 3 X
Areazj X 6x” +e'\x

2 W

funciones y=-1y f(x)=

dx = I:—l—(xm —6x°2 +ex)dx =

_J'A'_]__ T s 6 gy = ‘_X_ X712 . 6x°/2H o 4 [ 2y/2 +12X7/2 o 4 B
2 7/2+1 5/2+1 )

. 29/2 12 ] .n9/2 0112
g 287 1247 |, 2.2 12207
9 7 9 7

4 1024 1536, ., 322 962 . _

9 7 9 7

. 322 9— 1024 1536 —7 962 o

=|-2 +e” =42.08 u®
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Problema 3.— En un instituto de 60 alumnos se ha realizado un estudio sobre la practica del

baloncesto entre el alumnado. Los datos recogidos indican que el 60% de ellos juega al baloncesto,

el 35% forma parte de un equipo federado y el 25% juega al baloncesto y esta federado.

(@) [1 punto] ¢Hay algan alumno que esté federado, pero no juegue al baloncesto? En caso afirmativo,
¢ Cuantos?

(b) [1 punto] ¢Cuél es la probabilidad de que un alumno forme parte de un equipo federado sabiendo
que juega al baloncesto?

(@) Hay 0.6 - 60 = 36 alumnos que juegan al baloncesto. Hay 0.35 - 60 = 21 alumnos que estan
federados. Hay 0.25 - 60 = 15 alumnos que juegan al baloncesto y estan federados.
Hay 21 — 15 = 6 alumnos que estan federados y no juegan al baloncesto.
Quizas se vea mas claro poniendo los datos en una tabla de contingencia.

Federado | No federado
Baloncesto 15 36
No baloncesto

21 60

Completamos la tabla.

Federado | No federado
Baloncesto 15 36
No baloncesto 6
21 60

Hay 6 alumnos que no juegan al baloncesto y estan federados.

(b) Llamamos B al suceso “el alumno juega al baloncesto” y F a “el alumno forma parte de un equipo
federado”. Con la informacion que nos dan tenemos las probabilidades siguientes:

P(B)=0.6; P(F)=0.35 P(BNF)=0.25
Debemos calcular P( F/ B). Si utilizamos los datos de la tabla elaborada en el apartado anterior

sabemos que hay 36 jugadores de baloncesto y 15 de ellos estan federados. Aplicando la regla de

Laplace tenemos que P(F/B)= % = % =0.4167.

OTRA FORMA
Utilizando el teorema de Bayes.

P(BAF)_025_5 16
P(B) 06 12

P(F/B)=
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x> +1

X+2'

(@) [1.25 puntos] Demuestra que f(x) tiene al menos un punto critico en cada uno de los siguientes
intervalos: (-3, -2.5), (-1, 0), (0, 1)

(b) [0.75 puntos] Sabiendo que f(x) tiene exactamente 3 puntos criticos, uno en cada intervalo del
apartado anterior, indica si son maximos, minimos o puntos de inflexion.

P4.1 Dada la funcion f (x)=

(a) El dominio de la funcién es R—{-2}.
Hallamos la derivada de la funcién.
3 (x+2)-L1(X+1) 3¢ +6x —x* -1 2x°+6x% -1
(x+2) o (x+2) (x+2)

X+l

f(x)= = f'(x)=

X+ 2

La derivada de la funcion es una funcion continua en [—3, —2.5], pues X =—2 no pertenece a este

intervalo. La funcion derivada toma valores de distinto signo en el intervalo (-3,-2.5).

f'@ﬁ)zz(_3f+6<:?f_1:—l<0
(-3+2)
f'@25)=2(_25f+6(_§5f_1=21>0
(-25+2)

Aplicando el teorema de Bolzano podemos decir que existe b e(—3,-2.5) tal que f’(b)=0.La
funcion tiene un punto critico en b e (-3,-2.5).
La derivada de la funcion es continua en [-1,0], pues x=—2 no pertenece a este intervalo. La

funcion derivada toma valores de distinto signo en el intervalo (-1,0).

3 2
BPLIC LIE  S
(-1+2)

3 2
#(0)=22700 "1 5a5<0
(0+2)

Aplicando el teorema de Bolzano podemos decir que existe ¢ <(-1,0) tal que f'(c)=0.La
funcion tiene un punto critico en ¢ e(-1,0).
La derivada de la funcion es continua en [0,1], pues x=-2 no pertenece a este intervalo. La

funcion derivada toma valores de distinto signo en el intervalo (0,1).

()= 2T T
(1+2)" 9
. 2:0°+6-0°-1
f (O)ZW:—025<0

Aplicando el teorema de Bolzano podemos decir que existe d €(0,1) talque f’(d)=0.La

funcion tiene un punto critico en d €(0,1).

(b) Si esos tres puntos criticos son los Unicos de la funcion basta determinar si la funcion crece o
decrece al comienzo y al final del intervalo para saber que tipo de punto critico es.
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Enel intervalo (-3,-2.5):
f'(-3)=

f(-2.5)

La funcion decrece antes del punto
minimo relativo en el punto critico
Enel intervalo (-1,0)

£

t°(0)

2(=3) +6:(-3) -1_ o

(-3+2)°
_2(—25f+6(—25f—1_21>0
B (-2.5+2)° B

_1) =

critico b e (—3,-2.5) y luego crece. La funcion tiene un
be (—3, —2.5).

3 2
2-(-1) +6-(—21) -1 320
(-1+2)
. 3 . 2_
_ 20+—6021 — _0.25<0
(0+2)

La funcidn crece antes del punto critico c e (—1, 0) y luego decrece. La funcion tiene un maximo

relativo en el punto critico ¢ e(-1,0).

En el intervalo (0,1)

f(

@

La funcion decrece antes del punto

0)= 0s2) ~--0.25<0
+
_zf+af—1_z>o
(1+2)° 9

2:0°+6-0°-1

critico d €(0,1) y luego crece. La funcién tiene un minimo

relativo en el punto critico d €(0,1).

”.
\if
\
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P4.2 Un equipo de investigadores estudia la distancia recorrida por un delfin desde el punto en el que
ha sido liberado dentro de una reserva marina. La distancia recorrida al cabo de t segundos viene
dada por la funcién

d(t)=140(1-e ™)

donde t >0 y d(t) es la distancia en metros. Sea d'(t) la velocidad, en m/s, en el instante t.

(@) [0.5 puntos] Calcula a qué valor tiende la distancia recorrida por el delfin a lo largo del tiempo.

(b) [1.5 puntos] Estudia el comportamiento de la velocidad del delfin, indicando en qué momentos
aumenta o disminuye, asi como cuales son las velocidades minima y la maxima observadas en
este estudio.

(@) Hallamos el limite de la funcion cuando t tiende a +oo.

lim d (t) = lim140(1-€°*" ) = lim 140[1—ij =140(1—ij ~140(1-0) =140

t—+0 t—+o0 t—>+o0 e0.05t 400
El delfin tiende a estar a 140 metros de la reserva marina.
(b) Hallamos la derivada de d (t) y averiguamos cuando se anula (puntos criticos).

d (t) =140 (]__ @ 005t ) =d '(t) =140 ,(_(_O_OSEfO.OSt )) — 7008

-0.35

0.05t
e

d”(t)=-0.05-7¢°™ = —0.35¢ " =

Esta expresion de la derivada de la funcién velocidad siempre es negativa, por lo que la
velocidad siempre va disminuyendo.

La velocidad maxima es la del momento inicial t=0: d"(0)=7e%®" =7 m/s.

La velocidad minima no se alcanza en ninglin momento concreto, aunque podemos decir que la
velocidad tiende a ser 0 m/s.

. , . . . 7 7
limd(t) = lim 7e*® = lim ——=—=0
t—>+400 t—>+400 t—>+0 @ +00
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P5.1 [2 puntos] Sean A, B, C y D cuatro matrices de dimensiones 2x3,1x3,2x3y 2x3,
respectivamente. Indica, justificadamente, si se pueden realizar las siguientes operaciones:

(i) AC,

(ii) DA,

(iii) B(A+C)",

1

donde el superindice T indica la matriz transpuesta y el superindice ~* indica la matriz inversa. En

caso afirmativo, indica la dimensién de la matriz resultado.

(i) Comprobamos si es posible el producto AC.

A-C

2x|3:2|x3

Las matrices A y C tienen dimension 2x3. No es posible el producto pues A tiene 3 columnasy
B tiene 2 filas. No coinciden estos valores y el producto no se puede realizar.

(ii) La matriz D tiene dimension 2x3 y no es cuadrada, por tanto, no tiene inversa, no se puede
calcular D™*. No es posible el calculo de DA

(iii) Las matrices Ay C tienen dimensién 2x 3, por lo que se puede calcular A + C, siendo esta matriz
de dimensién 2x3. La matriz (A+C)" es de dimensién 3x 2. La matriz B es de dimensién 1x3
. Si es posible el calculo de B(A+C)".
B-(A+C)

1><><2—>1><2

El resultado del producto es una matriz 1x 2.
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P5.2 [2 puntos] Queremos determinar el coste por hora de tres servicios que ofrece una empresa de
alquiler de material audiovisual. Estos servicios son: iluminacion profesional, con un coste de x
€/hora; equipo de sonido, con un coste de y €/hora; camaras de grabacion, con un coste de z €/hora.
Se han registrado los gastos totales asociados a tres eventos diferentes:

Evento 1: 2x+ y+z =6500

Evento 2: 4x+5y+7z=22500
Evento 3: x+2y+3z =8000

Justifica si, con la informacién proporcionada, se pueden determinar de manera Unica los costes
de los tres servicios.

X+2Yy+3z=8000
Con las tres ecuaciones formamos el sistema 2x+ Yy + z = 6500
4x+5y+7z=22500

1 2 3
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|2 1 1|y lamatrizampliada es
4 5 7
1 2 3 8000
A/B={2 1 1 6500
4 5 7 22500

Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente.

L 2 3 8000 Fila22—-2-Filal?
A/B=|2 1 1 6500 2 11600
i 4 5 7 22500 7|24 -6 6000
0 -3 -5 -9500 — NuevaFila22
Fila3*—4-Filal?

1 2 3 8000
=0 -3 -5 -9500 |=
0 -3 -5 -9500

4 5 7 22500
-4 -8 -12 -32000
0 -3 -5 -9500 — NuevaFila3?

Fila3®- Fila22 B

0 3 5 0500 1 2 3 8000
= 0 3 5 9500 =|0 -3 -5 -9500

0 0 0 0 - NuevaFilaz| |> 9 0 0

A

El rango de la matriz Ay el de la matriz A/B es 2, menor que el nimero de incdgnitas (3). El sistema
es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Con la informacion proporcionada, no se pueden determinar de manera unica los costes de los tres
Servicios.
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PAU Ordinaria 2026
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Proves d'accés
1 la Universitat

Matematiques 11 Model 2

La prueba consta de cinco preguntas: las tres primeras obligatorias, y en la cuarta y quinta se puede
elegir entre dos opciones. En caso de contestar dos problemas de una misma parte, solo se evaluara
el primero. Véase la puntuacion en cada ejercicio.

Justificad las respuestas utilizando lenguaje matematico y/o no matematico, segin corresponda. Se
permite el uso de calculadora cientifica basica, pero NO se permite el uso de calculadoras gréaficas ni
programables, ni de dispositivos que puedan transmitir o almacenar informacion. Se pueden usar
reglas y boligrafos de colores (excepto rojo y verde).

Parte A. (prequntas 1, 2 vy 3). Contestad TODAS las prequntas de esta parte

Problema 1.— En un estudio de grabacion se han colocado tres micréfonos colgados del techo con
cables de distintas longitudes para grabar un concierto acustico.

zt : : .
t Considerando un sistema de referencia en el que el
origen se encuentra en el suelo de la sala, el techo del
= estudio se sitla a una altura de 7 m, tal como se
y fi:w* muestra en la figura.
Il i I
.'Wa ; , . B
. Los microfonos se colocan en las siguientes
posiciones:
X
L= 1

v
* Microfono 1 (Mi): coordenadas X =2, y =3, colgado del techo con un cable de longitud 1 m.
* Microfono 2 (M2): coordenadas X =4, y =4, colgado del techo con un cable de longitud 2 m.
* Microfono 3 (Ms): coordenadas X=5, y =1, colgado del techo con un cable de longitud 3 m.

Durante el ensayo, un musico se sitla en el punto P(4,3,0), que representa su posicion sobre el
escenario.

(@) [1 punto] Determina las coordenadas de los tres micréfonos y calcula la ecuacién del plano que
los contiene.

(b) [1 punto] Sea 7 el plano que contiene los microfonos Mi, Mz y Ms. Con el fin de mejorar la
calidad del sonido, se desea colocar un cuarto microfono M« de manera que sea la proyeccion
ortogonal del punto P sobre el plano . Determina las coordenadas de este cuarto microfono.

3
i’x In(x) . Calcula lim f (x).

Problema 2.— [2 puntos] Sea f (x)= . '
X2 + x-0°

Problema 3.— Una plataforma de streaming de videojuegos ha analizado los habitos de sus usuarios
durante un afo. El estudio muestra que el 40% de los usuarios juegan principalmente a juegos
competitivos en linea. De entre estos usuarios competitivos, el 30% participa habitualmente en
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torneos oficiales. En cambio, entre los usuarios que no juegan principalmente a juegos competitivos,
se sabe que el 20% también participa en torneos oficiales.

(@) [0.5 puntos] Si se selecciona aleatoriamente un usuario que no juega principalmente a juegos
competitivos, ¢cual es la probabilidad de que no participe en torneos oficiales?

(c) [1.5 puntos] Si se selecciona aleatoriamente un usuario y se sabe que participa en torneos oficiales,
¢qué es mas probable, que juegue principalmente a juegos competitivos o que no?

Parte B. (preguntas 4 y 5).

Problema 4.— Contestad s6lo UNA de las siguientes preguntas (P4.1 o P4.2)

P4.1 Se pretende estudiar la intensidad de la sefial eléctrica registrada por un electrodo implantado
en un &rea de la corteza cerebral. La intensidad de la sefial I(t) (en microvoltios) en funcién del
tiempo t (en milisegundos) después de un estimulo viene dada por la funcion

| (t)=50te ™, t>0.

(@) [1 punto] Calcula en qué instante de tiempo la intensidad de la sefial es maximay cual es
dicha intensidad.

(b) [1 punto] Calcula una primitiva de la funcion I(t), es decir, determina I I (t)dt.

P4.2 [2 puntos] La desviacion vertical de un dron, y(t) (en metros), respecto de una altura de
referencia tras una perturbacion inicial, se describe a lo largo del tiempo t (en segundos) como

t+t2+2t-1
="

, t>0
t*+2

donde los valores positivos de y(t) indican que el dron se encuentra por encima de la altura de
referencia, mientras que los valores negativos indican que se encuentra por debajo de esta.

Demuestra que existe al menos un instante de tiempo t en el que el dron se encuentra
exactamente a la altura de referencia.

Problema 5.— Contestad s6lo UNA de las siguientes preguntas (P5.1 o P5.2)

P5.1 Sean Ay B dos matrices 3 x 3 tales que A es invertible y
AB+A+1 =2A

con | la matriz identidad de dimensién 3 x 3.

(@) [1 punto] Calcula la inversa de A en funcion de 1 y B.

(b) [1 punto] Sean
01 2
B=|1 1 1y b=|1
0 31

, calcula x tal que Ax=Db, donde A cumple la igualdad del enunciado.

15 de 286 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Ordinaria 2026 Matemdticas Il en las islas Baleares

P5.2 [2 puntos] En un estudio de mezclas quimicas, se preparan tres componentes quimicos utilizando
tres sustancias diferentes. Las cantidades (en litros) de cada sustancia utilizada son x,y y z.
Las condiciones experimentales imponen las siguientes relaciones:

X+y+z=3,
2X+y+2=4,
X+y+mz=3.
donde m>0 esun parametro real que depende de la concentracién de un catalizador.

Discute, segun los valores del parametro m, si se pueden determinar o no las cantidades de cada
sustancia.
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SOLUCIONES

Problema 1.— En un estudio de grabacion se han colocado tres microfonos colgados del techo con
cables de distintas longitudes para grabar un concierto acustico.

.
2 T Considerando un sistema de referencia en el que el
origen se encuentra en el suelo de la sala, el techo del
%\ ’Ji iw estudic_) se sitla a una altura de 7 m, tal como se muestra

M, M3 en la figura.

Los micréfonos se colocan en las siguientes posiciones: |

£

* Microfono 1 (Mi): coordenadas X =2, y =3, colgado

del techo con un cable de longitud 1 m.

* Micréfono 2 (M2): coordenadas X =4, y =4, colgado del techo con un cable de longitud 2 m.

* Microfono 3 (Ms): coordenadas X=5, y =1, colgado del techo con un cable de longitud 3 m.

Durante el ensayo, un musico se sitla en el punto P(4,3,0), que representa su posicién sobre el

escenario.

(@) [1 punto] Determina las coordenadas de los tres micréfonos y calcula la ecuacién del plano que
los contiene.

(b) [1 punto] Sea 7 el plano que contiene los micréfonos Mi, M2 y Ms. Con el fin de mejorar la
calidad del sonido, se desea colocar un cuarto micro6fono M4+ de manera que sea la proyeccion
ortogonal del punto P sobre el plano . Determina las coordenadas de este cuarto micréfono.

(@) El micréfono My esté situado a 7 — 1 = 6 metros del suelo. Sus coordenadas son M1(2,3,6)
El micréfono M, esté situado a 7 — 2 = 5 metros del suelo. Sus coordenadas son M, (4,4,5).

El micréfono Ms esté situado a 7 — 3 = 4 metros del suelo. Sus coordenadas son M, (5,1,4)
Hallamos la ecuacion del plano que los contiene.

M,(2,36)ex] M,;(236)ex
M,(4,4,5)ert=u=MM,=(4,4,5)-(2,3,6)=(21-1) =
M;(514)ex | v=MM,=(514)-(236)=(3-2-2)
X—-2 y—-3 7-6
= 2 1 -1|=0=>-2(x-2)-3(y—-3)-4(z-6)-4(z-6)+
3 -2 2

-3(y-3)-2(x-2)=0=-4(x-2)+(y-3)-7(z-6)=0=

= —4X+8+Yy-3-72+42=0= |7 :—4x+y—-Tz+47 =0

El plano que contiene los tres micréfonos tiene ecuacion 7 :—4x+y—7z+47=0.
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(b) El plano 7z :—-4x+y—7z+47 =0 tiene como vector normal n= (-4,1, —7) . Hallamos la
ecuacion de la recta r perpendicular al plano que contiene al punto P.

s P

r.-eay=3+4 ;1€eR

\7r= 2(_4’1’_7)}: X=4-4,
=14

El punto P~ de corte entre el plano = y la recta r es la proyeccion ortogonal del punto P sobre el

plano m.
X=4-4,
r:qy=3+4
y = —4(4-42)+3+A-T(-TA)+47=0=>
1=—T1T4
mTi—AX+y—-72+47=0
-34 -17
:>—16+16/1+3+ﬂ+49/1+47:O:>661+34:0:/1:¥:§:>
33 33
17 82 .(200 82 119
= y:3__:_ = P TAA YAn A~
33 33 33 33 33
,—_7[ A7) 119
33 33
El cuarto micréfono debe colocarse en la posicion P(@%&j .
33 33 33
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4x3

X2 +1

In(x) . Calcula lim f (x).

x—0"

Problema 2.— [2 puntos] Sea f (x)=

Calculamos el valor del limite pedido.

3 03
4x In(x)= ;’2 (J)rlln (0*) = 0-(—o0) = Indeterminacion =

lim f (x)=lim—
x—0" x—=0" X +1

In(x) In(0" . .
= lim 2( ): 2( ):f: Indeterminacion (L"Hopital) =
-0 X“+1  0°+1 o

4x° 4.0°
1 1 1
= lim X = li ) X4 2 i %:
x>0 2x-4x3—12x2(x2+1) x-0" 8x* —12x* —12x2  x>0" —4x* —12x
6 6
6 6 A3 4.0
_ lim 16X _lim 16x . —4x 4.-0° 0 0]

=0 X(ax 126¢) o8 4C(x+3) o0 3 0743 3
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Problema 3.— Una plataforma de streaming de videojuegos ha analizado los habitos de sus usuarios

durante un afio. El estudio muestra que el 40% de los usuarios juegan principalmente a juegos

competitivos en linea. De entre estos usuarios competitivos, el 30% participa habitualmente en

torneos oficiales. En cambio, entre los usuarios que no juegan principalmente a juegos competitivos,

se sabe que el 20% tambien participa en torneos oficiales.

(@) [0.5 puntos] Si se selecciona aleatoriamente un usuario que no juega principalmente a juegos
competitivos, ¢cual es la probabilidad de que no participe en torneos oficiales?

(b) [1.5 puntos] Si se selecciona aleatoriamente un usuario y se sabe que participa en torneos
oficiales, ¢(qué es mas probable, que juegue principalmente a juegos competitivos o que no?

Llamamos C a “el usuario juega principalmente a juegos competitivos en linea” y T a “el usuario
participa en torneos oficiales”.

(a) Si entre los usuarios que no juegan principalmente a juegos competitivos, se sabe que el 20%
también participa en torneos oficiales, entonces habra un 100 — 20 = 80% que no participa en
torneos oficiales.

La probabilidad de que el jugador elegido al azar que no juega principalmente a juegos
competitivos participe en torneos oficiales vale 0.8.

(b) Realizamos un diagrama de arbol.

Torneos
Juegos P(T/C)=0.30
competitivos
-
P(C)=0.40 No torneos
P(T¢/C)=0.70
Videojuegos y .
competitividad
Torneos
No juegos P(T/C¢)=0.20
competitivos
P(C%)=0.60 No torneos
P(T¢/C¢)=0.80

Calculamos P(C/T)y P(CC IT ) Son probabilidades a posteriori. Las calculamos usando
el teorema de Bayes.

P(CNT) P(C)P(T/C) ~
P(T) ~ P(C)P(T/C)+P(C)P(T/C®)

P(CIT)=

0403 _012 g

T 04.03+06-02 024

Como P(C/T)=0.5 entonces P(CC /T):l—P(C/T):l—O.S:O.S.
Es igual de probable que el jugador elegido juegue a juegos competitivos o no.

P(C/T)=P(C/T)=05
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P4.1 Se pretende estudiar la intensidad de la sefial eléctrica registrada por un electrodo implantado
en un area de la corteza cerebral. La intensidad de la sefial 1(t) (en microvoltios) en funcién del
tiempo t (en milisegundos) después de un estimulo viene dada por la funcion

| (t)=50te™*, t>0.

(@) [1 punto] Calcula en que instante de tiempo la intensidad de la sefial es maxima y cual es dicha

intensidad.

(b) [1 punto] Calcula una primitiva de la funcion I(t), es decir, determina J' I(t)dt.

(a) Obtenemos la derivada y averiguamos cuando se anula.
| (t)=50te™** = I"(t) =50e"* +50t(-0.2)e™** =50e** —10te™** =(50—10t)e **

1(t)=0=(50-10t)e ** =0=>{e** 0} = 50-10t =0 =

Sustituimos t =5 en la segunda derivada.

1”(t)=(50-10t)e** = 17(t)=(-10)e** +(50-10t)(-0.2)e ** =

1”(t)=(-10-10+2t)e** =(-20+2t)e™** = 1 "(5) =(-20+10)e™**° = _Tlo <0

Para t =5 la primera derivada se anula y la segunda es negativa. La funcion presenta un maximo
relativoen t=5.

250 _

Tenemos que 1(5)=50-5-e°%° = - 92.

La maxima intensidad se produce a los 5 milisegundos con una intensidad de sefial aproximada de
92 microvoltios.

(b) Calculamos la integral indefinida pedida.
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Integracion por partes
[1(t)dt = [50te**dt = {u =50t — du = 50dt =

—0.2t
e
dv=e"dt >v= I e %dt = o —5e %%

=50t -(-5)e ** - [50-(=5)e **'dt = —250te °* +250[ e **dt =

e—0.2t @ e_o_zt

= -250te " + 250~ = -250te " - % — [250te °* —1250e °% + K
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P4.2 [2 puntos] La desviacion vertical de un dron, y(t) (en metros), respecto de una altura de

referencia tras una perturbacion inicial, se describe a lo largo del tiempo t (en segundos) como
t?+t*+2t-1
()=—" 272 t>0

t"+2

donde los valores positivos de y(t) indican que el dron se encuentra por encima de la altura de
referencia, mientras que los valores negativos indican que se encuentra por debajo de esta.

Demuestra que existe al menos un instante de tiempo t en el que el dron se encuentra exactamente
a la altura de referencia.

y(t) es una funcidn racional, numerador y denominador son funciones polindmicas continuas, en
la que el denominador no se anula para ningun valor de t. Por tanto y(t) es una funcion continua.
0°+0°+2-:0-1 -1
0)= =—<0
v(0) 0" +2 2
P+17+21-1
YO)=—r5—=
1"+2
menosun valor ¢ €(0,1) tal que y(c)=0.Este valor de c segundos es cuando el dron se encuentra
exactamente a la altura de referencia.

Ademas , por tanto, segun el teorema de Bolzano existe al

1>0
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P5.1 Sean Ay B dos matrices 3 x 3 tales que A es invertible y
AB+A+1 =2A
con | la matriz identidad de dimension 3 x 3.
(@) [1 punto] Calcula la inversa de A en funcién de | y B.

(b) [1 punto] Sean

o
I
o O

1 2
1 1y b=|1
31

, calcula x tal que Ax=Db, donde A cumple la igualdad del enunciado.

(a) Despejamos A en la igualdad matricial.
AB+A+1=2A= AB+A-2A=-1 = AB-A=-1=A-AB=1=
= A(I-B)=1=A*A(I-B)=Al I =[I-B=A"
La inversa de A se puede obtener como A" =1-B.

(b) Operamos en la igualdad despejando x.

1 0 0) (0 1 2))0
Ax=b=x=A"h=(1-B)b=x=[|0 1 0[-|1 1 1||1|=
00 1) (03 1))0

1 -1 -2)\/0 0-1+0 -1
=x=[-1 0 -1|1|=/0+0+0|=| 0
0 -3 0/{0 0-3+0 -3

Hemos obtenido que x=| 0
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P5.2 [2 puntos] En un estudio de mezclas quimicas, se preparan tres componentes quimicos utilizando
tres sustancias diferentes. Las cantidades (en litros) de cada sustancia utilizada son x,y y z.
Las condiciones experimentales imponen las siguientes relaciones:

X+y+2=3,
2X+y+2=4,
X+Yy+mz=3.

donde m>0 es un parametro real que depende de la concentracién de un catalizador.
Discute, segun los valores del parametro m, si se pueden determinar o no las cantidades de cada
sustancia.

La matriz de coeficientes asociada al sistema es A=

RN

11
1 1| ylamatrizampliada es
1 m

11 1 3
A/B={2 1 1 4|,
11 m 3
Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente.

Fila22-2-Filal?
1113 2 1 1 4
AlB=2 11 4|=1" T
t1ms3 0 -1 -1 —2->NuevaFila2?
Fila3®— Fila1? ME
L1 e s 1 1 1 3
1 1 -1 -3 =0 -1 -1 -2
0 0 m-1 0> NuevaFilaze| |2 9 mM-10

A

Analizamos dos situaciones diferentes.

CASO 1. m=1
En este caso el rango de A es 3, al igual que el rango de A/B y el nimero de incognitas. El
sistema es compatible determinado (una Unica solucion).

CASO 2. m=1

A/B

f—/%
1 1 1 3
En este caso la matrizampliada queda | 0 -1 -1 -2 |.Losrangos de Ay de A/B son iguales a

0 0 0 O

[ —
A

2, menor que el nimero de incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas
soluciones).

Conclusion: Para cualquier valor de m distinto de 1 las cantidades de cada sustancia se pueden
determinar. Para m =1 no se puede determinar de forma exacta las cantidades de cada sustancia. Para
este valor hay muchas soluciones para las cantidades de cada sustancia.
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PAU Extraordinaria 2025
O i

Proves d'accés
a la Universitat

Matematiques 1T Maodel 1

La prueba consta de cuatro partes: la primera no tiene diferentes opciones, y las otras tres tienen

dos posibles problemas, a contestar uno. En caso de contestar dos problemas de una misma parte,
solo se evaluara al primero.
Justificad las respuestas usando lenguaje matematico y/o no matematico, segin corresponda. Se
permite utilizar calculadora cientifica basica, pero NO se permite el uso de calculadoras graficas ni
programables, ni de dispositivos que puedan transmitir o almacenar informacion. Se pueden usar
reglas y boligrafos de colores (excepto rojo y verde).

Parte A. Contestad el Unico problema de esta parte (total 2.5 pt).
Problema Al. — Una empresa de transporte maritimo ha disefiado un nuevo contenedor metalico en
forma de prisma rectangular, tal como se muestra en la figura. El contenedor disefiado tiene una base
con dimensiones 3 metros por 2 metros y una altura de 2.5 metros. En el interior del contenedor se
colocan un total de dos vigas para reforzar la estructura, las cuales se colocan sobre la diagonal de
cada una de las caras de dimensién 3 x 2.5 metros, tal y como se muestra en la figura (segmentos
discontinuos).

(@) [1 punto] Escoge un vértice del prisma regular y sobre él determina un sistema de referencia
cartesiano, el cual tendra como origen dicho vértice. Indica, con este sistema de referencia,
cuales son las coordenadas de cada uno de los diferentes vértices del prisma rectangular.

(b) [1 punto] Calcula la longitud de las dos vigas y calcula la ecuacién del plano que las contiene.
Justifica el proceso.

(c¢) [0.5 puntos] Una de las dos caras de dimension 2x2.5 metros constituye la puerta del
contenedor tal y como se muestra en la figura. Podremos introducir en ella una lamina de hierro
cuadrada muy fina de dimensiones 2.75 x 2.75 metros?

Parte B. Escoged un solo problema de esta parte (total 2.5 pt).
Problema B1. — Dado el sistema

kx+y=1

ky+z=0

3X-y-z=0
donde k es un numero real cualquiera.

(@) [1.5 puntos] Discute, segun el parametro k, el nimero de soluciones que tiene el sistema.
(b) [1 punto] Resuelve el sistema cuando sea posible.
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Problema B2. — Estas gestionando una parada de comida y bebidas en un partido de baloncesto.
Vendes perritos calientes, hamburguesas y refrescos. Cada perrito caliente cuesta 3.50 €, cada
hamburguesa cuesta 4 € y cada refresco cuesta 1.50 €. Al final de la noche, te piden informar de
cuantos perritos calientes, hamburguesas y refrescos se han vendido.

(@) [1 punto] ¢Podrias informar de las cantidades sabiendo que has recaudado un total de 328 € y
has vendido 132 articulos entre perritos calientes, hamburguesas y refrescos? Justifica la
respuesta.

(b) [1.5 puntos] Si, ademas, sabemos que se han vendido 20 hamburguesas. ¢Cuantos perritos
calientes y cuantos refrescos se han vendido?

Parte C. Escoged sb6lo un problema de esta parte (total 2.5 pt).
Problema C1. — Dada la curva y(x)=x*-4,

(@) [1 punto] Calcula la recta tangente, r, a la curva 'y en el punto (2, 0).
(b) [1.5 puntos] Calcula el area de la region comprendida entre la curva y, el eje OY y larectar.

Problema C2. — La concentracion (en %) de hidrégeno de un cierto compuesto quimico esta dada,
en funcién del tiempo (t>0), por la funcion

H(t)
donde el tiempo esta medido en segundos.
(@) [0.5 puntos] ¢ Cual es la concentracion inicial?

(b) [1 punto] Demuestra que la concentracion de hidrégeno es siempre creciente.
(¢) [1 punto] Calcula hacia qué valor tiende la concentracion a medida que pasa el tiempo.

20
1+et’

Parte D. Escoged solo un problema de esta parte (total 2.5 pt).
Problema D1. — Una empresa de construccion de drones ha realizado un estudio sobre la vida media
de sus productos. Se ha detectado que el 45% de sus productos se averian antes de los 5 afios. De
entre estos objetos averiados, el 40% han sufrido un mal uso por parte de los usuarios, mientras que,
de los productos no averiados, se sabe que el 55% también sufrieron un mal uso por parte de los
usuarios.
(@) [0.75 puntos] Si se selecciona aleatoriamente uno de los productos del estudio, ¢cual es la
probabilidad de obtener un producto que no se hubiera averiado antes de los 5 afios?
(b) [0.75 puntos] Si se selecciona aleatoriamente uno de los productos no averiados antes de los
5 afios, ¢cual es la probabilidad de que haya tenido un buen uso?
(©) [1 punto] Si se selecciona aleatoriamente un producto del estudio y se sabe que sufrié un mal
uso por parte del usuario, ¢cual es la probabilidad de que no estuviera averiado antes de los 5
afnos?

Problema D2. — Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio. Sean A’ y B’ los sucesos
complementarios de A y B, respectivamente, y sea A — B el conjunto de sucesos elementales de A
que no pertenecen a B.

Dadas las probabilidades P(A)=0.75, P(B)=0.45 y P(A-B)=0.3, calcula:
(a) [0.75 puntos] P(ANB).
(b) [0.75 puntos] P(B—A).
(c) [1 punto] P(ANB).
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SOLUCIONES

Problema Al. — Una empresa de transporte maritimo ha disefiado un nuevo contenedor metalico en
forma de prisma rectangular, tal como se muestra en la figura. EI contenedor disefiado tiene una base
con dimensiones 3 metros por 2 metros y una altura de 2.5 metros. En el interior del contenedor se
colocan un total de dos vigas para reforzar la estructura, las cuales se colocan sobre la diagonal de
cada una de las caras de dimension 3 x 2.5 metros, tal y como se muestra en la figura (segmentos
discontinuos).

(@) [1 punto] Escoge un Vvértice del prisma regular y sobre él determina un sistema de referencia
cartesiano, el cual tendréd como origen dicho vértice. Indica, con este sistema de referencia, cuéles
son las coordenadas de cada uno de los diferentes vértices del prisma rectangular.

(b) [1 punto] Calcula la longitud de las dos vigas y calcula la ecuacion del plano que las contiene.
Justifica el proceso.

(c) [0.5 puntos] Una de las dos caras de dimension 2x2.5 metros constituye la puerta del contenedor
tal y como se muestra en la figura. Podremos introducir en ella una lamina de hierro cuadrada muy
fina de dimensiones 2.75 x 2.75 metros?

(a) Colocamos el origen de coordenadas como indica el dibujo.

B

//' D Y

2m

Hemos nombrado cada vértice con una letra. Las coordenadas de cada uno son A(0, 0, 0),
B(2, 0, 0), C(2, 3,0), D(0, 3, 0), A’(0, 0, 2.5), B’ (2,0, 2.5),C(2, 3,2.5) y D’(0, 3, 2.5).

(b) Las dos vigas tienen la misma longitud. Una de las vigas es la diagonal del rectangulo BB"C"C.
Utilizamos el teorema de Pitagoras para obtener su longitud.

BC =BC +CC =BC  =3+25 =1525=BC =15.25 = @23.9 metros
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J61

Cada una de las vigas tiene una longitud de — =3.9 metros.

El plano t que contiene las dos vigas contiene el punto A(0, 0, 0) y tiene como vectores
directores AB y AD’

A(0,0,0) e 7 Xy z
AD’=(0,3,2.5)~(0,0,0)=(0,3,25) = z:/0 3 2.5=0=[r:5y—62=0
AB =(2,0,0)-(0,0,0)=(2,0,0) 200

El plano que contiene las vigas tiene ecuacién z:5y—-6z=0.

(c) Hallamos la longitud de la diagonal de la puerta de entrada. Esta sera la longitud maxima que
puede pasar por la puerta. Si es mayor o igual a 2.75 la lamina podra entrar en el contenedor

(suponemos que la lamina es muy delgada).

d?2=2?4+25%=d?=10.25=d =+/10.25 = 3.2016 metros

La diagonal de la puerta de entrada tiene una longitud mayor de 2.75. La ldmina puede entrar en
el contenedor, y como la longitud de la base también es mayor de 2.75 puede entrar en su totalidad
al contenedor. La lamina puede entrar en el contenedor y debe ser colocada de forma diagonal

pues uno de los lados de la base tiene de longitud 2 metros, menor de 2.75 metros.
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Problema B1. — Dado el sistema
kx+y=1
ky+z=0
3X-y-z=0
donde k es un niamero real cualquiera.

(@) [1.5 puntos] Discute, segun el parametro k, el nimero de soluciones que tiene el sistema.
(b) [1 punto] Resuelve el sistema cuando sea posible.

k 1 0
(@) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=| 0 k 1 |y lamatrizampliada es
3 -1 -1
k 1 0 1
A/B=|0 k 1 0].
3 -1 -10
Vemos cuando se anula el determinante de A.
k 1 0
|Al=0 k 1|=-k®+3+k
3 -1 -

“1+.11 .
|A=0=-k’+k+3=0=k= == =

Distinguimos tres casos diferentes que analizamos por separado.

1+13 y kil—«/1_3.

2 2

CASO 1.Si k=

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el

namero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una Unica solucién).

CASO 2. Si k =1+;/1_3 =23.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.

23 1 O

Estudiamos elrangode A=| 0 2.3 1 |.Siconsideramos el menor que resulta de quitar

3 -1 -1

1 0
la primera columna y la ultima fila > ‘2 3 1‘ =1+0.Elrango de Aes?2

23 1 0 1
Estudiamos el rango de la matrizampliada A/B=| 0 23 1 O0|.
3 -1 -10
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Consideramos el menor de orden 3 que resulta de quitar la primera columna -

1 0 1
1+;/1_3 1 0 :_1+;/1_3+1:1_;/1_3¢0.EI rango de la matriz A/B es 3.
-1 -1 0

El rango de A es 2 y el de A/B es 3, los rangos son distintos. El sistema es incompatible (sin

solucion).
CASO 3. Si k = 1_;/1_3 =-1.3
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
-13 1 0
Estudiamos elrangode A=| 0 -1.3 1 |. Si consideramos el menor que resulta de
3 -1 -1

0
quitar la primera columna y la Gltima fila > ‘ 1‘ =1#0.Elrangode Aes?2

-13 1 0 1
Estudiamos el rango de la matrizampliada A/B=| 0 -13 1 0].
3 -1 -10
Consideramos el menor de orden 3 que resulta de quitar la primera columna ->

1 0 1
1_;/1_3 10 2—1_;/1_3+1=1+;/1_3¢0.EI rango de la matriz A/B es 3.
-1 10

El rango de A es 2 y el de A/B es 3, los rangos son distintos. El sistema es incompatible (sin
solucion).

Resumiendo: Si k # el sistema es compatible determinado (una Unica

1+13 y k;”&1—;/1_3

2

1+«/1_3 o kzl—\/1_3
2 2

solucion), si k= el sistema es incompatible (sin solucion).

+
(b) Resolvemos el sistema para k = 1_;/1_3 . Esto implica que —k*+k+3=0.
kx+y=1 kx+y=1

ky+z=0 =<ky+z=0 :>{

3X-y—-2=0 3X-y=12

kx+y=1 y =1-kx
= =
ky+3x—y=0 " |(k-1)y+3x=0

= (k-1)(1-kx)+3x=0=k —k’x—1+kx+3x=0=
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:>(—k2+k+3)x=1—k:>{—k2+k+3¢0}:> x=21;k:>
—k“+k+3
1-k k—k? —k?+k+3-k+k? 3
jy:l—k > =]— > = > = > :yj
—k“+k+3 —k“+k+3 -k +k+3 -k +k+3
3 -3k
=lz=-k > =—
—k*+k+3 —k“+k+3
La solucion del sistema es x = Zl_k Y =— LA z:z_i.
—k“+k+3 —k“+k+3 —k“+k+3
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Problema B2. — Estas gestionando una parada de comida y bebidas en un partido de baloncesto.
Vendes perritos calientes, hamburguesas y refrescos. Cada perrito caliente cuesta 3.50 €, cada
hamburguesa cuesta 4 € y cada refresco cuesta 1.50 €. Al final de la noche, te piden informar de
cuantos perritos calientes, hamburguesas y refrescos se han vendido.

(@) [1 punto] ¢ Podrias informar de las cantidades sabiendo que has recaudado un total de 328 € y has
vendido 132 articulos entre perritos calientes, hamburguesas y refrescos? Justifica la respuesta.
(b) [1.5 puntos] Si, ademas, sabemos que se han vendido 20 hamburguesas. ¢Cuantos perritos

calientes y cuantos refrescos se han vendido?

(a) Llamamos “x”, “y” y “z” al nimero de perritos calientes, hamburguesas y refrescos vendidos en
un dia. Obtenemos las ecuaciones asociadas a la informacion de que disponemos.
“Cada perrito caliente cuesta 3.50 €, cada hamburguesa cuesta 4 € y cada refresco cuesta 1.50
€ y se han recaudado 328 €7 - 3.5x+4y+1.5z =328.

“Se han vendido 132 articulos al cabo del dia” = x+y+z=132.
Reunimos las dos ecuaciones en un sistema.

X+y+z=132 X+y+z=132
=
3.5x+4y+1.52 =328 7X+8y+3z =656

Tenemos 3 incognitas y sdlo 2 ecuaciones. Nos falta informacion para obtener el precio de cada
articulo. Intentamos resolverlo y obtenemos la expresion de las soluciones.

X+Yy+2=132 } 7=132-y-X

= = 7x+8y+3(132—-y—x) =656 =
7X+8y+3z =656 7X+8y+3z =656

= 7X+8y+396-3y-3x =656 = 4x+5y =260 = y:&;“:&—% =

4x X y:52—ﬂ
=(2=132-52+ = - x=80-|= 5
7=80-2

5

Como el nimero de articulos tiene que ser entero y positivo solo podemos afirmar que x debe ser

maltiplo de 5, que 52—%20%522%—)2602“—)x£¥:65 y que

80—% >0—->80> g — 400 > x. El nimero de perritos calientes debe ser un multiplo de 5 menor
o igual a 65.

(b) Afadimos al sistema el valor y =20 y obtenemos el resto de valores.

y=52- o0 |2 __30 |ax=160 - |x=28% _ 40 0
N N < S N 2=80-"-=72
X X X

z2=80—-— z=80-— —-80-_2
5 5 z=80 c

Se vendieron 40 perritos calientes, 20 hamburguesas y 72 refrescos.
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Problema C1. — Dada la curva y(x)=x*-4,

(@) [1 punto] Calcula la recta tangente, r, a la curva 'y en el punto (2, 0).
(b) [1.5 puntos] Calcula el &rea de la regién comprendida entre la curva y, el eje OY y la rectar.

(a) Hallamos la ecuacion de la recta tangente pedida.

y(2)=0
y(X)=2x—>y(2)=4;=>y-0=4(x-2)=|y=4x-8
y-y(2)-y (2)(x-2)

La recta tangente tiene ecuacion y=4x-8.

(b) Obtenemos los puntos de corte de la recta tangente y la curva. Sabemos que al menos se cortan
en x=2. También determinamos los puntos de corte de la curva con el eje OY..

2 4+./(-4) —4-4
y(x)=x"-4 =X —4=4x-8= X" —4x+4=0=Xx= (+4) =2
y=4x-8 2

=x*-4
(%) =x = y(0)=0"-4=—4
EjeOY »x=0

El area de la region comprendida entre la curva y, el eje OY y la recta r es el valor absoluto de la
integral definida de la curva menos la tangente entre 0 y 2.

3 2
jzxz —4—(4x—8)dx:j2x2 —4x+4dx:{x——2x2+4x} =
0 0 3

0

3 3
= 2——2-22+4-2 - O——2-02+4-O :§—8+8: §'-*2.6667
3 3 3 3

El area de la region comprendida entre la curva y, el eje OY y la recta r tiene un valor de

gz 2.6667 unidades cuadradas.

\
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Problema C2. — La concentracion (en %) de hidrégeno de un cierto compuesto quimico esta dada,
en funcion del tiempo (t>0), por la funcién

H (1)
donde el tiempo esta medido en segundos.
(@) [0.5 puntos] ¢Cual es la concentracion inicial?
(b) [1 punto] Demuestra que la concentracién de hidrdgeno es siempre creciente.
(c) [1 punto] Calcula hacia qué valor tiende la concentracion a medida que pasa el tiempo.

20
1+et’

(a) Hallamos el valor de la concentracion para t=0: H (O) __20 20 =10.

1+e? 2

La concentracion inicial es del 10%.

(b) Calculamos la derivada de la funcion y averiguamos cuando se anula.

20 _ oy 07(€1)20 20et 20

Tlve’ (Lret)  (Lre') e(Lret)

H(t)

Esta expresion de la derivada nunca se anula. Ademas, el denominador es siempre positivo por 1o
que la derivada siempre es positiva y la funcion siempre es creciente.

20>0
e'>0 =>H(t)=———>0

e >0—>(1+e’t)2 >0
(c) Calculamos el limite de la funcion cuando t tiende a +co.

20

lim H (t)= lim 2020 _ 20 _
tteo —l+e” 146 140

La concentracién a medida que pasa el tiempo tiende a acercarse al 20%.
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Problema D1. — Una empresa de construccion de drones ha realizado un estudio sobre la vida media

de sus productos. Se ha detectado que el 45% de sus productos se averian antes de los 5 afios. De

entre estos objetos averiados, el 40% han sufrido un mal uso por parte de los usuarios, mientras que,

de los productos no averiados, se sabe que el 55% también sufrieron un mal uso por parte de los

usuarios.

(@) [0.75 puntos] Si se selecciona aleatoriamente uno de los productos del estudio, ¢cual es la
probabilidad de obtener un producto que no se hubiera averiado antes de los 5 afios?

(b) [0.75 puntos] Si se selecciona aleatoriamente uno de los productos no averiados antes de los 5
afios, ¢cudl es la probabilidad de que haya tenido un buen uso?

(c) [1 punto] Si se selecciona aleatoriamente un producto del estudio y se sabe que sufrié un mal uso
por parte del usuario, ¢cudl es la probabilidad de que no estuviera averiado antes de los 5 afios?

Llamamos A al suceso “el dron se averia antes de los 5 afios” y M a “el dron ha tenido un mal
uso”. Sabemos que P(A)=0.45, P(M/A)=0.40y P(M /ﬂ) =0.55.

(a) Nos piden calcular P(Z\).
P(A)=1-P(A)=1-045=[055]
(b) Debemos calcular P(M/A).
P(M/A)=1-P(M/A)=1-055=[045|

(c) Nos piden calcular P(ﬂ/ M ) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

_ _P(KmM)_P(K)(M/R)_ P(K)(M/K) )
P(AM)= P(M) — P(M)  P(A)(M/A)+P(A)(M/A)
_ 0.55-0.55 _[121_ 4 60

0.55-0.55+0.45-0.4 (163
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Problema D2. — Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio. Sean A’ y B’ los sucesos
complementarios de A y B, respectivamente, y sea A — B el conjunto de sucesos elementales de A
que no pertenecen a B.

Dadas las probabilidades P(A)=0.75, P(B")=0.45 y P(A—B)=0.3, calcula:
(a) [0.75 puntos] P(ANB).

(b) [0.75 puntos] P(B—-A).

(c) [1 punto] P(ANB’).

El suceso A — B se puede expresar también como AN B”. Realizamos una tabla de contingencia
con los datos proporcionados y que nos permitird obtener el resto de informacion.

B B’
A 0.3 0.75
A
0.45 1
Completamos la tabla
B B’
A 0.45 0.3 0.75
A 0.10 0.15 0.25
0.55 0.45 1

(a) Observando los datos de la tabla tenemos que P(Am B) =0.45.
(b) Observando los datos de la tabla tenemos que P(B—A)=P(BNA")=0.1.

(c) Observando los datos de la tabla tenemos que P(A’mB’) =0.15..
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PAU Ordinaria 2025
@ Universitat

Proves d'accés
a la Universitat

Mateméatiques II Model 2

La prueba consta de cuatro partes: la primera no tiene diferentes opciones, y las otras tres tienen

dos posibles problemas, a contestar uno. En caso de contestar dos problemas de una misma parte,
solo se evaluara al primero.
Justificad las respuestas usando lenguaje matematico y/o no matematico, segiin corresponda. Se
permite utilizar calculadora cientifica basica, pero NO se permite el uso de calculadoras graficas ni
programables, ni de dispositivos que puedan transmitir o almacenar informacion. Se pueden usar
reglas y boligrafos de colores (excepto rojo y verde).

Parte A. Contestad el Unico problema de esta parte (total 2.5 pt).
Problema Al. — Un grupo de investigacion de la Escuela Politécnica Superior de la UIB particip6 en
diciembre de 2023 en un estudio de las profundidades marinas. El
equipo desplegd diversas tecnologias marinas avanzadas con el fin
de explorar y recoger datos de habitats marinos en una profundidad
de 350 m. Por este motivo, una embarcaciéon con el equipo de
investigacion se dirigio hacia unas coordenadas marinas especificas.

z

/O X

Y

a) [1 punto] Una vez alcanzado el punto deseado en la superficie -
del mar, Ilamémosle O, sumergieron un dispositivo verticalmente 315 m (véase la figura). A
continuacion, éste se desplaz6 37 m sobre la recta

x=0
35y +12z2 =-3780
hasta alcanzar la profundidad deseada. Calcula el punto donde se situd el dispositivo después de este
movimiento considerando el punto O el centro de referencia (el origen de coordenadas).
b) [0.5 puntos] Si queremos mantener la profundidad deseada (350 m), ¢sobre qué plano debe
desplazarse el dispositivo?
c) [1 punto] Se deja que el dispositivo se desplace libremente sobre el plano calculado en el apartado b) y
se va monitoreando desde el barco. Con un GPS se ha detectado, desde el barco, la presencia de un
objeto (posiblemente un pez) que se desplaza en la linea recta sobre la trayectoria

X=5+44
y=10+1
z=-380+104

Si dicho objeto no cambia su trayectoria, ¢podria chocar contra el dispositivo? En caso afirmativo, ¢en
qué punto podria tener lugar la colisién?

Parte B. Escoged un solo problema de esta parte (total 2.5 pt).
Problema B1. — Una empresa de construccion necesita comprar diferentes materias primas para
elaborar sus productos. Se construyen 4 productos diferentes, los cuales requieren una cierta cantidad
de madera (que tiene un coste de x €/kg), de hierro (que tiene un coste de y €/kg) y de plastico (que
tiene un coste de z €/kg). Para la elaboracion de los diferentes productos se ha recopilado la siguiente
informacidn sobre el coste en materias primas:
Producto 1: 2x+y—z=40 €,

Producto 2: x—y+2z=90 €,
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Producto 3: x+2y =70 €,
Producto 4: x—y+z=50 €.
(@) [0.5 puntos] Describe qué significa la ecuacion del producto 1.

(b) [2 puntos] Con los datos de que disponemos, ¢es posible calcular el precio del kg de cada
materia primera? Es decir, ¢ calcular x, y, z? Justifica tu respuesta.

Problema B2. — Sean Ay B dos matrices 3x3 tales que A es invertible. Sea | la matriz identidad de
dimension 3 x 3.

(@) [1 punto] Sabiendo que AB+1 = A, calcula la inversa de A en funcion de | y B.

(b) [1.5 puntos] Sabiendo que Ay su inversa A~ son tales que

0 1 -1 2 2 0
A=1 -1 1], A :% -1 11
1 2 O -3 -11

calcula la matriz B que satisface la igualdad AB+ 1 = A. ¢Es B invertible? Justifica la respuesta.

Parte C. Escoged s6lo un problema de esta parte (total 2.5 pt).
Problema C1. — La funcién que describe la altitud A de un terreno (en metros) sobre un tramo de
500 metros es

A(x) = —0.0001x® + 0.05x? — 4x+ 200,

donde x € [0, 500] es la distancia recorrida horizontalmente, medida en metros.
(a) [1.5 puntos] Demuestra que existe al menos un punto x donde la altitud es 0 dentro del tramo
considerado.
Indicacion: se puede utilizar el teorema de Bolzano.
(b) [1 punto] Estudia los puntos criticos de la funcion y su crecimiento/decrecimiento para
concluir si este punto es Unico o no. ;Lo es? Justifica la respuesta.

Problema C2. — Dada la funcién
f(x)=2In(2x),
X

(@) [1 punto] Determina el dominio de la funcién y el comportamiento de la funcién en los extremos de
su dominio.

(b) [1.5 puntos] Calcula el area comprendida entre f(x), el eje de abscisas y las rectas x = % y X=5.

Parte D. Escoged so6lo un problema de esta parte (total 2.5 pt).
Problema D1. — Supongamos que la probabilidad de tener tuberculosis es de 0.0005. Sabiendo que
la probabilidad de que la prueba dé positivo sabiendo que la enfermedad esta presente es del 99% y
la probabilidad que dé negativo cuando la enfermedad no esta presente también es del 99%, responde:
(@) [1.25 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que el test dé positivo si la persona no tiene la
enfermedad?
(b) [1.25 puntos] ¢Cudl es la probabilidad de tener tuberculosis si el resultado de la prueba es
negativo?

Problema D2. — En una universidad espafiola, el 55% del alumnado son mujeres y el 45% son
hombres. En esta universidad, el 13% de las mujeres estudia una carrera STEM, mientras que el 37%
de los hombres también estudian una. Si seleccionamos un estudiante al azar:
(@) [0.75 puntos] ¢ Cuél es la probabilidad de que el estudiante seleccionado estudie STEM?
(b) [1 punto] Sabiendo que el estudiante seleccionado estudia STEM, ¢cudl es la probabilidad de
que sea mujer?
(c) [0.75 puntos] Sabiendo que el estudiante escogido NO estudia STEM, ¢ cudl es la probabilidad
de que sea mujer?
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SOLUCIONES

Parte A. Contestad el Unico problema de esta parte (total 2.5 pt).

Problema Al. — Un grupo de investigacion de la Escuela Politécnica Superior de la UIB participd
en diciembre de 2023 en un estudio de las profundidades 7

marinas. El equipo desplegd diversas tecnologias marinas

avanzadas con el fin de explorar y recoger datos de habitats

marinos en una profundidad de 350 m. Por este motivo, una

embarcacion con el equipo de investigacion se dirigio hacia unas

coordenadas marinas especificas. / §O X

Y

a) [1 punto] Una vez alcanzado el punto deseado en la superficie del mar, lamémosle O, sumergieron
un dispositivo verticalmente 315 m (véase la figura). A continuacién, éste se desplazd 37 m sobre
la recta

x=0

35y +12z =-3780
hasta alcanzar la profundidad deseada. Calcula el punto donde se situo el dispositivo después de
este movimiento considerando el punto O el centro de referencia (el origen de coordenadas).

b) [0.5 puntos] Si queremos mantener la profundidad deseada (350 m), ¢sobre qué plano debe
desplazarse el dispositivo?

c) [1 punto] Se deja que el dispositivo se desplace libremente sobre el plano calculado en el apartado
b) y se va monitoreando desde el barco. Con un GPS se ha detectado, desde el barco, la presencia
de un objeto (posiblemente un pez) que se desplaza en la linea recta sobre la trayectoria

X=5+41

y=10+1
z=-380+104

Si dicho objeto no cambia su trayectoria, ¢ podria chocar contra el dispositivo? En caso afirmativo,
ien qué punto podria tener lugar la colision?

a) Partimos del punto O(0, 0, 0) y descendemos en vertical 315 metros hasta alcanzar el punto A(O,
0,-315). Desde este punto A nos desplazamos una longitud de 37 metros sobre una recta. Hallamos
un vector director de la recta con médulo 37 y le sumamos al punto A este vector obteniendo un
punto B que se supone estara a 350 metros de profundidad.

Hallamos un vector director de la recta.

x=0
x=0 x=0
= = =
35y +12z =-3780 35y =-3780-12z y=—@—gz:—108—gz
3% 35 35

x=0 P (0,-108,0)
12

=y=-108—— A=+ _. _ _ _ _
y 35 (O,%,l}—wr =35y, :35(0,£,1j:(0,—12,35)

r

=1

Hallamos un vector con médulo 37 en la direccién de u, =(0,-12,35).
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u=au, =a(0,-12,35)=(0,~12a,35a)

u[=37= |07 +(~12a)° + (35a)’ =37 =144a” +12252° =1369 =

u =(0,-12,35
—1369a° =1369 > a’=1=a=+1=21=4| - ( )
u, =(0,12,-35)

Como debe descender més (hasta los 350 metros) tomamaos el vector @ =(0,12,-35).

= B=A+U, =(0,0,-315)+(0,12,-35) = (0,12, ~350)

El punto donde se situd el dispositivo después de este movimiento es B =(0,12,-350).

b) Debemos hallar el plano que contiene el punto B = (0,12,—350) con vector normal n= (0,0,l).

n=(0,0,1) 7:2+D=0
= =-350+D=0=
B=(0,12,-350)ez| B=(012,-350)e7

=D=350=7:2+350=0

El plano por el que debe moverse tiene ecuacion 7:z2+350=0.

c) Debemos comprobar si la recta corta el plano 7:z+350=0. Intentamos resolver el sistema
formado por la ecuacion del plano y la ecuacion de la recta.

7.:2+350=0
X=5+44 30
= -380+101+350=0=101=30=21=—=3=>
y=10+41
z=-380+104
X=5+4-3=17

=3y=10+3=13
7=-380+10-3=-350

= [P(17,13,-350)

Si podrian colisionar, siendo el punto de posible colision P(17,13, —350).
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Parte B. Escoged un solo problema de esta parte (total 2.5 pt).
Problema B1. — Una empresa de construccidon necesita comprar diferentes materias primas para
elaborar sus productos. Se construyen 4 productos diferentes, los cuales requieren una cierta cantidad
de madera (que tiene un coste de x €/kg), de hierro (que tiene un coste de y €/kg) y de plastico (que
tiene un coste de z €/kg). Para la elaboracion de los diferentes productos se ha recopilado la siguiente
informacion sobre el coste en materias primas:

Producto 1: 2x+y—-z=40 €,

Producto 2: x—y+2z=90 €,
Producto 3: x+2y =70 €,
Producto 4: x—y+2z=50 €.

(@) [0.5 puntos] Describe qué significa la ecuacion del producto 1.
(b) [2 puntos] Con los datos de que disponemos, ¢ es posible calcular el precio del kg de cada materia
primera? Es decir, ¢calcular x, y, z? Justifica tu respuesta.

(@) La ecuaciéon 2x+y—z =40 € significa que el gasto en el producto 1 se debe repartir de forma

que 2 kg de madera mas 1 kg de hierro menos 1 kg de plastico sean iguales a 40 €.
O dicho de otra manera 2x+y =40+ z que las cantidades para construir el producto 1 cumplen

que 2 kg de madera mas 1 kg de hierro supera en 40 € el precio de 1 kg de plastico.
(b) Intentamos resolver el sistema.

2X+y—-2=40 2X+y—2=40
X—-y+2z=90 X—y+2z=90
x+2y=70 [ x=70-2y

X—y+2z=50 X—y+z=50

140-4y+y-z2=40
=70-2y-y+22=90;=
70-2y—-y+2z=50

-3y-z=-100 -3y+100=z

-3y—-6y+200=20
= -3y+2z=20 }=>-3y+2z=20;=

=
~3y -3y +100=-20

-3y+z2=-20 -3y+2=-20
~180
_9y:_180} Y="9 =20 ([7==3:20+100=40]
= = =
—6y=-120 _-120_ . |x=70-2-20=30|
-6

El sistema se puede resolver y se pueden calcular los valores de X, y, z que cumplen las
condiciones impuestas.

El problema planteado tiene como solucion: el precio del kg de madera a 30 €, el kg de hierro a
20 € y el kg de plastico a 40 €.
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Problema B2. — Sean Ay B dos matrices 3x3 tales que A es invertible. Sea | la matriz identidad de
dimension 3 x 3.

(@) [1 punto] Sabiendo que AB+1 = A, calcula la inversa de A en funcién de | y B.

(b) [1.5 puntos] Sabiendo que Ay su inversa A™* son tales que

0 1 -1 2 2 0
A=1 -1 1| At :% -1 -11
1 2 O -3 -1 1

calcula la matriz B que satisface la igualdad AB+1 = A. ¢Es B invertible? Justifica la respuesta.

(a) Despejamos | de la igualdad.
AB+l=A=1=A-AB=A(l1-B)=1 -B=A"
La inversa de la matriz Aes A*=1-B.

(b) Hemos obtenido en el apartado anterior que si AB+1 = A entonces A™ =1 —B, Obtenemos la
expresion de la matriz B.

100 . 2 2 0
A'=1-B=B=1-A"=|0 1 0 -5 -1 -1 1|=
0 01 -3 -1 1
100 (-1 -1 o0 (1)_3101
=10 1 0|+|1/2 1/2 -1/2|== = —=
0 01 3/2 1/2 -1/2 2 2 2
) 3 11
2 2 2
0 -1 0O
La matriz B tiene la expresion B = 13 _—1
2 2 2
311
2 2 2

Para que sea invertible su determinante debe ser distinto de cero. Lo comprobamos.

0 -1 O
|B|:1 3 _—1:O+§+O—O+l:1¢0
2 2 2 4 4
3 11
2 2 2

La matriz B es invertible.
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Parte C. Escoged s6lo un problema de esta parte (total 2.5 pt).
Problema C1. — La funcidn que describe la altitud A de un terreno (en metros) sobre un tramo de
500 metros es

A(X) =-0.0001x* +0.05x* —4x+ 200,

donde x € [0, 500] es la distancia recorrida horizontalmente, medida en metros.

(@) [1.5 puntos] Demuestra que existe al menos un punto x donde la altitud es 0 dentro del tramo
considerado.
Indicacion: se puede utilizar el teorema de Bolzano.

(b) [1 punto] Estudia los puntos criticos de la funcion y su crecimiento/decrecimiento para concluir
si este punto es unico o no. ¢ Lo es? Justifica la respuesta.

(a) Buscamos el valor “x” tal que A(x) = 0.

A(X) =0=>-0.0001x* +0.05x* — 4x + 200 = 0 = x* —500x* —40000x + 2000000 =0 =

Esta ecuacion es dificil de resolver. Lo intentamos de otra manera. No nos piden hallar el punto
solo demostrar que existe.
Comprobamos el signo de la funcién en los extremos del intervalo [0, 500].

A(0)=-0.0001-0° +0.05-0* —4-0+200 = 200 > 0
A(500) = -0.0001-500° +0.05-0? —4-0+200 = -1800 < 0

La funcion es continua en el intervalo [0, 500], pues es una funcion polindmica. La funcién toma
valores de distinto signo en los extremos del intervalo. Podemos aplicar el teorema de Bolzano y
afirmar que existe ¢ €(0,500) tal que A(c) = 0.

(b) Obtenemos la derivada de la funcion y averiguamos cuando se anula (puntos criticos).

A(x) = —0.0001x° +0.05x* — 4x+ 200 = A"(x) =—0.0003x* +0.1x — 4

A'(X) =0=-0.0003x* +0.1x—4=0=>0.003x* —x+40=0=

1+ NE J13
J13 5 5+413
Vi3 . = 286.85
_1b(-)°-40008-40 " 506 " 003
2:0.003 0006 |, i3
5 513 464
0006  0.03

La funcion tiene dos puntos criticos. Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de
estos dos valores.

5-13

0.03

e En el intervalo {0, J tomamos x=10 'y la derivada vale

5—\/1_3)

0.03

A (10) =-0.0003-10° +0.1-10—4 =-3.03< 0. La funcion decrece en {O,
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513 5+13

e En el intervalo ( ,

tomamos x=100 vy la derivada vale
0.03  0.03

5-13 5+\/1_3)

A (100) =-0.0003-100? +0.1-100—4 =3>0. La funcién crece en [ ,

0.03 0.03
5+«/l_3
0

e En el intervalo [ ,500} tomamos x=400 y la derivada vale

5+*/1_3,5oo}

A’ (400) = —0.0003-400% +0.1-400— 4 =—-12 < 0. La funcién decrece en ( 003

0 5—\/1_3JU£5+\/1_3

La funcion decrece en { ,

5-13 5+\/1_3J'

,500} y crece en ( ,

0.03 0.03 0.03  0.03
La funcion tiene un minimo relativo en x=5;f=46.48 y un maximo relativo en
(=518 _oeses
0.03

Valoramos la funcidon en los extremos del intervalo y en los puntos maximo y minimo relativo.

A(0)=200>0

A(46.48) = —0.0001-46.48° +0.05-46.48” — 4-46.48 + 200 =112.06 > 0
A(286.85) = —0.0001-286.85° +0.05-286.85" — 4-286.85 + 200 = 806.46 > 0
A(500)=-1800<0

Como la funcién es continua y tenemos que la funcion empieza siendo positiva en x=0, luego
decrece hasta x=46.48 de 200 a 112.06 que sigue siendo positivo no corta el eje de abscisas en
el intervalo [0, 46.48].

Luego crece desde X=46.48 hasta x=286.85 alcanzando la funcién un valor de 806.46.
Tampoco puede cortar la grafica de la funcién el eje de abscisas pues la funcién siempre es
positiva.

En el intervalo [286.85, 500] la funcion decrece desde un valor de 806.46 hasta un valor negativo
-1800 por lo que la funcion corta el eje de abscisas en este intervalo
[286.85, 500].

Ademas, este punto de corte es Unico pues de haber otro punto de corte con el eje de abscisas en
el intervalo [286.85, 500] deberia haber un punto en ese intervalo donde se anule la derivada y ese
punto no existe (teorema de Rolle).
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Problema C2. — Dada la funcién
f(x)=2In(2x),
X

(@) [1 punto] Determina el dominio de la funcion y el comportamiento de la funcion en los
extremos de su dominio.

(b) [1.5 puntos] Calcula el area comprendida entre f(x), el eje de abscisas y las rectas x =% y X=95.

(@) El dominio de la funcién son todos los valores reales que hacen que 2x > 0. EI dominio es
(0,+oo).
Calculamos el limite de la funcion cuando x tiende a 0.

lim £ (x) = lim 1In(2x)=oi+-(—oo)=(+oo)(—oo)=

x—0" x—=>0" X

La funcion tiene una asintota vertical en x=0.
Calculamos el limite de la funcién cuando x tiende a +oo.

lim f(x)=lim EIn(2x): lim In(2x) - Indeterminacion(L"Hopital)=

X—>+0 X—>+0 X X—>+00 X +w

2
~Jim 2% = jm 2= L _[g]

X+ ] X>+0 X 400

La funcion tiene una asintota horizontal en y=0.

rS
v

f(x)= l111(2.\']
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(b) Hallamos el punto de corte de la grafica con el eje de abscisas.

In(2x)

=

f(x) =%In(2x)

=0=In(2x)=0=2x=1= x=%
EjeOX —y=0

Como el punto de corte estd en x = > y la funcion es positiva en el intervalo (%5) el area del

recinto es el valor de la integral definida de la funcion entre % y 5.

Hallamos primero la integral indefinida de la funcién.

Cambio de variable

.[ f (x)dx=J.1In(2x)dx=

X In(2x)=t—>£dx=ldx:dt—>dx=xdt
2X X

2
=J1txdt=jtdt=ﬁzw+c
X 2 2

Usamos este resultado para calcular el valor del area.

_ (In10)° _(Inl)z _ (In10)° 265
2 2 2

El &rea tiene un valor aproximado de = 2.65 unidades cuadradas.

(In10)°
2

(=

-7 (x)=1in(2x)

X

[y

%]

47 de 286 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Ordinaria 2025 Matemdticas Il en las islas Baleares

Parte D. Escoged s6lo un problema de esta parte (total 2.5 pt).

Problema D1. — Supongamos que la probabilidad de tener tuberculosis es de 0.0005. Sabiendo que

la probabilidad de que la prueba dé positivo sabiendo que la enfermedad esta presente es del 99% y

la probabilidad que dé negativo cuando la enfermedad no esta presente también es del 99%, responde:

(@) [1.25 puntos] ¢ Cudl es la probabilidad de que el test dé positivo si la persona no tiene la
enfermedad?

(b) [1.25 puntos] ¢Cual es la probabilidad de tener tuberculosis si el resultado de la prueba es
negativo?

Llamamos T a “tener la Tuberculosis”, D+ a “dar positivo en la prueba” y D— a “dar negativo en
la prueba”. Sabemos que P (T) =0.0005, P (TC ) =1-0.0005=10.9995, P( D+ /T) =099 y

P(D-/T¢)=0.99.
() Nos piden calcular P(D+/T¢).

P(D+/T°)=1-P(D-/T®)=1-0.99=[0.01]

(b) Debemos calcular P(T / D—) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

_P(TAD-) P(T)P(D-/T) B
P(T/D-)= P(D-)  P(T)P(D-/T)+P(T¢)P(D-/T¢)

0.0005-(1-0.99) [

= = =0.000005
0.0005:(1-0.99)+0.9995-0.99 [197902

La probabilidad es muy baja, practicamente es nula. La prueba es muy fiable.
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Problema D2. — En una universidad espafiola, el 55% del alumnado son mujeres y el 45% son

hombres. En esta universidad, el 13% de las mujeres estudia una carrera STEM, mientras que el 37%

de los hombres también estudian una. Si seleccionamos un estudiante al azar:

(@) [0.75 puntos] ¢ Cuél es la probabilidad de que el estudiante seleccionado estudie STEM?

(b) [1 punto] Sabiendo que el estudiante seleccionado estudia STEM, ¢ cuél es la probabilidad de que
sea mujer?

(c) [0.75 puntos] Sabiendo que el estudiante escogido NO estudia STEM, ¢ cual es la probabilidad de
que sea mujer?

Supongamos que hay 10000 alumnos en la universidad. EI 55% son mujeres, es decir, hay 5500
mujeres universitarias y 4500 hombres universitarios. El 13 % de las mujeres estudia una carrera
STEM, es decir, 0.13 - 5500 = 715 mujeres estudian una carrera STEM. El 37 % de los hombres
estudian una carrera STEM, es decir, 0.37 - 4500 = 1665 hombres estudian una carrera STEM.

(@) De los 10000 estudiantes hay 715 + 1665 = 2380 que estudian una STEM. Aplicando la regla de
Laplace tenemos que la probabilidad de que el estudiante seleccionado estudie STEM es de

2399 _ ¢ 38

10000

(b) Hay 2380 estudiantes de una carrera STEM y de ellos 715 son mujeres. Aplicando la regla de
Laplace tenemos que la probabilidad de que sea mujer el universitario elegido que estudia STEM

es de 15 —%=0.3004.

2380 476

(c) Hay 10000 — 2380 = 7620 estudiantes que NO estudian STEM vy de ellos son 5500 — 715 = 4785
las mujeres que no estudian STEM. Aplicando la regla de Laplace tenemos que la probabilidad de

que sea mujer el universitario que NO estudia STEM elegido es de 4785 = 319 =0.628.

7620 508
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PBAU Extraordinaria 2024

Universitat
de les Illes Balears

o e Matemaéticas II Modelo 1
| Proves d'accés

| ala Universitat

Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho
propuestas. Justifique las respuestas usando lenguaje matematico y/0 no matematico, seguin
corresponda. Dispone de 90 minutos. Cada cuestion se puntta sobre 10 puntos. La calificacion final
se obtiene de dividir el total de puntos obtenidos entre 4.

Se permite utilizar calculadora cientifica basica. No se permite el uso de calculadoras graficas ni
programables, ni de dispositivos que puedan transmitir o almacenar informacion.

S EEH I

(a) [3 puntos] Calcula la matriz M = A" A—BB', donde AT y BT representan las matrices
transpuestas de A y B respectivamente.

(b) [3 puntos] Justifica si M es o no invertible. En caso afirmativo, resuelve los sistemas de

L

(c) [4 puntos] Calcula la matriz X que cumple la igualdad XM + A=C.

P1.— Sean las matrices

P2.— Sea I3 la matriz identidad de orden 3x3 y A la matriz

1 00
A= 2 0 0
-2 11
(a) [4 puntos] Calcula la matriz B=3A—Kl,, indicando su expresion en funcion del parametro

real k.
(b) [4 puntos] Discute el rango de la matriz B segin el parametro k.
(c) [2 puntos] ¢ Para qué valores de k se puede calcular la inversa de B? Justifica la respuesta.

P3.-Sean P=(-111),Q=(7,17) y R=(-4,15) punto de R®.
(@) [3 puntos] Comprueba que los tres puntos forman un triangulo rectangulo. Indica cual de los
3 angulos es recto.

(b) [3 puntos] ¢Se podria construir un cuadrado afiadiendo un solo vértice mas? Justifica la
respuesta.

(c) [4 puntos] Prueba que, para todo valor de a real, el punto S =(a,1,0) es coplanario con P, Q
YR.
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P4 .— Sean las rectas

X+2y=-1 —
: y y s:x+1:—y lzz
z=1 2

Calcula:

(@) [5 puntos] La posicion relativa de las dos rectas. Es decir, si son coincidentes, paralelas, se
cortan o se cruzan. En los Gltimos dos casos especifica si lo hacen perpendicularmente.

(b) [5 puntos] La ecuacién del plano que es paralelo a las dos rectas r y s, y pasa por el punto
A= (2, 2,1).

P5.— Resuelve los siguientes apartados:
(a) [5 puntos] Dada la funcién f (x)=ax+ b/x , determina los valores de a y b sabiendo que f(x)

tiene su maximo en x = 100 y que pasa por el punto (49, 91).

(b) [5 puntos] Dada la funcion

g(X)=%,

X
Indica cudl es su dominio. ¢Es g(x) una funcién continua en su dominio? Justifica la respuesta y,
en caso negativo, indica qué tipo de discontinuidad presenta.

P6.— [10 puntos] Calcula el area de la superficie comprendida entre las curvas f(x):6x—x2,

g(x)=x*—2x y sus puntos de corte.

P7.— El 38% de los habitantes de un pueblo afirman que su deporte favorito es la natacion, mientras
que el 21% prefieren el ciclismo y los habitantes restantes se inclinan méas por otros deportes. Si se
escoge al azar una persona y, acto seguido otra diferente, calcula la probabilidad de los siguientes
sucesos:

(@) [3 puntos] Que las dos personas sean aficionadas a la natacion.

(b) [3 puntos] Que una de las dos personas sea aficionada al ciclismo y la otra a la natacion.

(c) [4 puntos] Sabiendo que la primera prefiere el ciclismo, que la segunda no prefiera este

deporte.

P8.— El peso, en gramos, de las judias en lata se distribuye normalmente con media « Yy desviacion
tipica 7.8. Teniendo en cuanta que el 10% de estas latas contienen menos de 200 g. calcula:
(a)[6 puntos] El valor de la media x redondeandola a las unidades.
(b)[2 puntos] EI porcentaje de latas que contienen mas de 225 g de judias. Nota: utiliza la media
redondeada a las unidades.
(c)[2 puntos] EI porcentaje de latas que contienen entre 190 g y 225 g de judias. Nota: utiliza la
media redondeada a las unidades.
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0 1 2 3 4 i) i 7 3 9
0.0 | 0.5000 [ 0.5040 [ 05080 | 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5319 | 0.5359
0.1 | 0.5395 | 0.5438 | 0.5473 | 05517 | 05557 | L5506 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5753
0.2 05795 | 05832 | 05871 | 0509100 | 05048 | 05987 | 0LG026 | 06064 | 06103 | 0.6141
0.3 | 0.6179 | 06217 | 0.62535 | 0.6293 | 0.6331 | 0.G36G8 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6450 | 0.6517
0.4 | 0L6554 | 0LG5O1 | 06628 | 0.6664 | 0.GTO0 | 0LGT36 | 0.GTT2 | 0.GR08 | 0.6844 | 0.687D
0.5 | 06015 | 0G50 | 06085 | 0.7019 | 0.7054 | 0.TORS | 0.7123 | 0.7157 | 0.7100 | 0.7224
0.6 | 0.7257 | 0.7201 | 0.7324 | 0.7357 | 0.7380 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7456 | 0.7517 | 0.7549
0.7 | 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 | 0.7673 | 0.7704 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7852
08 | OLT8RL | 0.7910 | 0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0.2023 | 0.8051 | 0.8078 | 08106 | 08133
0.9 | 08159 | 08186 | 0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | (L8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8380
L | 05413 | 0.5438 | 08461 | 0.8455 | 0.8508 | 0.8531 | 0.55654 | 08577 | 0.8599 | 0.8621
L1 | 0.8G43 | 08665 | 0.8G86 | 08703 | 0.8729 | 0.8749 | 08770 | 0.8700 | 0.58510 | 0.8530
1.2 | 0.5540 | 08860 | 08888 | 0.8007 | 0.8025 | 0.8044 | 0.8062 [ 0.8080 | 0.8007 | 0.0015
13 | 0.0032 | 09049 | 0.9066 | 09082 | 09009 | (0.0115 | 0.0131 | 0.9147 | 0.9162 | 0.9177
1.4 | 0.9192 | 0.9207 | 0.9222 | 0.9236 | 0.9251 | 0.9265 | 0.0270 | 0.9292 | 0.9306 | 0.9319
15| 09332 | 0.9345 | 09357 | 0,9370 | 0.9382 | 0.9394 | 0.0406 | 0.9418 | 0.9429 | 0.95441
LG | 0.9452 | 0.9463 | 0.9474 | 0.9454 | 0.9495 | (L9505 | 0.0515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9545
1.7 | 0.9554 | 0.9564 | 0.9573 | 0.9552 | 0.9501 | 0.9599 | 0.0605 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633
L& | 09641 | 0.9649 | 09656 | 0.9664 | 0.9671 | 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 | 0.9699 | 0.9706
19 | 09713 | 0.9T19 | 0.9726 | 0.9732 | 0.9738 | 0.9744 | 0.9750 | 0.9756 | 0.9761 | 0.9767
2.0 | 09772 | 09778 | 0.9783 | 0.0788 | 0.9793 | 0.9798 | 0.0203 | 0.9808 | 0.9812 | 0.0517
2.1 | 00821 | 09826 | 0.9830 | 09534 | 09338 | 0.95842 | 0.9846 | 09850 | 0.9854 | 09857
2.2 | 09861 | 0.9864 | 09868 | 09871 | 0.9875 | 0LO8T8 | 0.0881 | 0.98584 | 098587 | 0.9890
2.3 | 00893 | 09506 | 0.98095 | 09901 | 0.9904 | 0.9906 | 00009 | 09911 | 0.9913 | 0.0916
2.4 | 0.9918 | 0.9920 | 0.,9922 | 0.9925 | 0.9927 | 0.9929 | 0.0931 | 0.9932 | 0.9934 | 0.9936
2.5 | 0.9938 | 0.9940 [ 0.9941 | 0.9943 | 0.9945 | 0.9946 | 0.0948 | 0.9949 | 0.9951 | 0.9952
2.6 | 00953 | 09955 [ 0.995G | 00957 | 0,99589 | 0.9960 | 00061 | 09962 | 0.9963 | 0.0064
2.7 | 00965 | 0.99G6G | 0.9967 | 09963 | 0.9969 | 0.99T0 | 0.0871 | 0.9972 | 0.9973 | 0.9974
2.8 | 0.0074 | 009975 [ 09976 | 0.9977 | 0.9977 | 0.0078 | 0.0070 [ 0.007T0 [ 0.9930 | 0.098]1
2.0 | 0.9981 | 0.9982 | 09982 | 0.9983 | 0.9954 | 0.0084 | 0.0985 | 09985 | 0.9956 | 0.9986
3.0 | 09957 | 09957 | 0.9937 | 09938 | 0,90955 | 0.0030 | 0.0080 | 0.9959 | 0.9990 | 00000
3.1 | 0.9990 [ 009991 | 0.9991 | 0.99091 | 0.9992 | 0.0092 | 0.0092 | 0.9992 | 0.9993 | 0.9903
3.2 | 0.9993 [ 09993 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.0094 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995
3.5 | 0.9995 | 09995 | 09995 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.0996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9997
3.4 | 09997 [ 09997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9998
3.5 | 0.99958 | 0.99958 | 0.0995 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.0095 | 0.99958 | 0.9995 | 0.9998
3.6 | 0.0995 | 0.9995 | 0.9999 | 0.9990 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.7 | 0.9999 | 0.9999 [ 0.9999 | 0.9999 | 09999 | 0.9999 | 0.0099 | 09999 | 0.9999 | 0.00099
3.8 | 0.9999 [ 0.9999 [ 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.0999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.9 | L0000 | 10000 | L000D | 10000 | 1.0000 | L0000 | L0000 | 10000 | 1.0000 | 1.0000
4.0 | 1L.0000 | 1.0000 | 10000 | 1.0000 | 1.0000 | L0000 | LO00D | 10000 | 1.0000 | 1.0000
4.1 | 1.0000 | 10000 [ 10000 | 1.0000 | 10000 | LOOO0 | 10000 | 1.0000 | 1.0000 | 10000

Taula de la distribucid normal A0, 1).

52 de 286 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PBAU Extraordinaria 2024 Matemdticas Il en las islas Baleares

SOLUCIONES

P1.— Sean las matrices

o ey 37

(a) [3 puntos] Calcula la matriz M = A'A—BB", donde AT y BT representan las matrices
transpuestas de A y B respectivamente.
(b) [3 puntos] Justifica si M es o no invertible. En caso afirmativo, resuelve los sistemas de

R RLEE

(c) [4 puntos] Calcula la matriz X que cumple la igualdad XM + A=C.

(a) Realizamos las operaciones indicadas y obtenemos la expresion de M.
. . (1 -1)(1 1) (0 1+1 1+1) (0 0) (2 2
M=A"A-BB = -, (0 1= - =
1 -1)\-1 -1) (1 1+1 1+1) \0 1 2 1

2 2
La matriz M tiene la expresion M = [2 1).

(b) La matriz M es invertible si su determinante es no nulo.

2 2 2 2
M:( j:>|M|:‘ ‘:2—4:—2;&0
2 1 2 1

Al ser el determinante no nulo la matriz M es invertible. Hallamos su inversa para utilizarla en la
resolucion de los sistemas.

Ml_Adj(MT)_Adj(j ij_i(l —2}_(—1/2 1}

oM =2 2\-2 2 1 -1

Resolvemos el primer sistema.
a 1 a L(1 -1/2 1)1 -1/2
c 0 c 0 1 -1){ 0 1

La solucion es a:_?l y c=1.

Resolvemos el segundo sistema.

GO A0

(c) Despejamos X de la ecuacion matricial.

53 de 286 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PBAU Extraordinaria 2024 Matemdticas Il en las islas Baleares

XM +A=C=XM=C-A=X=(C-A)M"

Sustituimos el valor de las matrices, realizamos las operaciones indicadas y obtenemos la

expresion de X.
L2 =2y (1 1Y|(-12 1
X=(C-AM*= - =
-2 0 -1 - 1 -1

(1 =3)(-1/2 1) (-1/2-3 143\ (-7/2 4
-1 1 1 1) \1/2+1 -1-1) (3/2 =2
712 4}

La matriz X tiene la expresion X =
312 -2
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P2.— Sea I3 la matriz identidad de orden 3x3 y A la matriz

1 00
A= 2 0 0
-2 11
(a) [4 puntos] Calcula la matriz B=3A—Kkl,, indicando su expresion en funcion del parametro real

k.
(b) [4 puntos] Discute el rango de la matriz B segin el parametro k.
(c) [2 puntos] ¢ Para qué valores de k se puede calcular la inversa de B? Justifica la respuesta.

(a)Realizamos las operaciones indicadas.

1 0O 1 00 3-k 0 0
B=3A-kl,=3] 2 0 0|-k|0 1 O0|=| 6 -k O
-2 11 0 01 -6 3 3-Kk

(b)El rango de la matriz B es 3, 2 0 1. Averiguamos cuando se anula su determinante.

3-k 0 0
Bj=| 6 -k 0 |=—k(3-k)
-6 3 3-k

k=0
3-k=0=
Distinguimos tres situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO 1l k=0 y k=3.
En este caso el determinante de B es no nulo y su rango es 3.

|B|:0:>—k(3—k)2=0:>{

CASO 2. k=0.
En este caso el determinante de B es nulo y su rango es menor de 3.
3 00
La matrizqueda B=| 6 0 O |.Si consideramos el menor de orden 3 que resulta de
-6 3 3

6 O
quitar la fila primera y la columna tercera - ‘ 3‘ =18=0. El rango de B es 2.

CASO 3. k=3.
En este caso el determinante de B es nulo y su rango es menor de 3.
0 0 O
Lamatrizqueda B=| 6 -3 0 |. Observamos que la primera fila es nula y la segunda y
-6 3 0

tercera fila son proporcionales, por lo que el rango de B es 1.

Resumiendo: Si k#0y k=3 elrangode B es 3,si k=0 elrangoes2y si k=3 el rango de B
es 1.

(c)La inversa de B se puede calcular cuando su determinante es no nulo. Como se ha visto en el
apartado anterior B tiene inversa para cualquier valor de k distinto de 0 y de 3.
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P3.-Sean P=(-111), Q=(7,1,7) y R=(-4,15) punto de R®.

(@) [3 puntos] Comprueba que los tres puntos forman un triangulo rectangulo. Indica cual de los 3
angulos es recto.

(b) [3 puntos] ¢Se podria construir un cuadrado afiadiendo un solo vértice mas? Justifica la
respuesta.

(¢) [4 puntos] Prueba que, para todo valor de a real, el punto S = (a,l, 0) es coplanariocon P, Q y
R.

(a) Hallamos el producto escalar de los vectores @ y PR.

PQ=(7,1,7)-(-111)=(8,0,6)

PR=(-4,15)-(-111)=(-3, 0,4)} = PQ-PR=(8,0,6)(-3,0,4)=—24+24=0

Al ser el producto escalar nulo indica que los puntos no estan alineados y el triangulo PQR es
rectangulo en el vértice P.

P o
El angulo es recto en el vértice P.

(b) Para que afiadiendo un vértice mas tengamos un cuadrado debe ser la longitud del lado PQ igual
a la del lado PR.

@=(8,0,6)—>‘@‘=J82 +02+62 =10
ﬁ:(—3,0,4)a\ﬁ\:1/(—3)2+02+42 =5

No es posible construir el cuadrado pedido.

:‘@‘:10325:‘@‘

(c)Hallamos el plano  definido por los puntos P, Q y R.

P

ﬁ:PQ:(8,0,6) X+1 y-1 z-
v=PR=(-30,4);=7z:/8 0 6|=0=
P(-L1l)ex -3 0 4

=0-18(y-1)+0-0-32(y-1)+0=0=-40(y-1)=0=[z:y-1=0]
¢El punto S =(a,1,0) pertenece al plano m?
S =(a,1,0)e7z}
=1-1=0
7:y-1=0

Es cierta la igualdad y el punto S pertenece al plano definido por los puntos P, Q y R, es decir,
los puntos P. Q, Ry S son coplanarios para cualquier valor de a.
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P4 .— Sean las rectas

X+2y=-1 —
r: y y s:x+1=y—1=z
z=1 2

Calcula:

(@) [5 puntos] La posicion relativa de las dos rectas. Es decir, si son coincidentes, paralelas, se cortan
0 se cruzan. En los ultimos dos casos especifica si 1o hacen perpendicularmente.

(b) [5 puntos] La ecuacidon del plano que es paralelo a las dos rectas r y s, y pasa por el punto
A=(2,21).

(a)Hallamos un vector director y un punto de cada recta.

Xx=-1-24 -
{x+2y ——1 {x=—1—2y {vr =(-2,1,0)
r: = =>riiy=4 =

z=1 z=1 P (-10,1)

z=1

x+1 y-1 z-0 |u=(121)
s: = = =
1 2 1 |Q(-110)

Para que las rectas sean coincidentes o paralelas sus vectores directores deben de tener
coordenadas proporcionales.

v,=(-210)] 2 1 o0
. > —F £
u, =(1,21) 1 21

Al no tener coordenadas proporcionales las rectas se cortan o cruzan.

Calculamos el valor del producto mixto [v,,us, RQS] y vemos si es nulo o no.

PQ, =(-110)-(~10,1)=(0,2,-1)

v =(-21.0) 21 0
0, =(121)  =[VULPQ =1 2 1|=4+040+0+1+2=70
PQ, =(0,1,-1) 0 1 -1

Al ser no nulo el producto mixto las rectas se cruzan.

Averiguamos si el producto escalar de sus vectores directores es nulo (90°).

I:(z,l,o)} _

. =V, U, =(-210)(121)=-2+2=0
20 (-210)(1.21)

Las rectas se cruzan perpendicularmente. Estan en planos paralelos formando un angulo de 90°.

(b)EI plano paralelo a las dos rectas tiene como vectores directores los vectores directores de las
rectas.
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G=VT:(_2’1’0) X-2 y-2 z-1
v=u =(121) t=z:[-2 1 0|=0=
A(Z,Z,l)e;z 1 2 1

= x-2+0-4(z-1)-z+1+2(y-2)+0=0=

= X-2-41+ A -2+1+2y- A =0=|z:x+2y-57-1=0]

El plano paralelo a las dos rectas r y s, y que pasa por el punto A= (2, 2,1) tiene ecuacion
TiX+2y—-5z2-1=0.
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P5.— Resuelve los siguientes apartados:
(@) [5 puntos] Dada la funcion f (x) = ax+b+/x , determina los valores de a y b sabiendo que f(x)
tiene su maximo en x = 100 y que pasa por el punto (49, 91).

(b) [5 puntos] Dada la funcion
(9=
g - X2 _1 ’

Indica cuél es su dominio. ¢Es g(x) una funcion continua en su dominio? Justifica la respuesta y, en
caso negativo, indica qué tipo de discontinuidad presenta.

(a)Si la funcion pasa por el punto (49, 91) significa que f (49) =91.

f(x)=ax+Db
() +&}:91=49a+b\/@:91:49a+7b:>

f(49)=01

Si la funci6n tiene un maximo en x = 100 significa que f"(100)=0 y que f(100)<0.

1
f(x)=ax+b'x= f(x)=a+b——
() W () 2dx t=a+b 1 =O:>a+£:0:>

(100)= 0 2:/100 20

:%:—a:

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.
13=7a+b

b=-20a
La funcién queda f (x)=—x+20vx.

Comprobamos que se cumple f“*(100)<0.

}:13:7a—20a:>13:—13a:>|a:—1|:>|b:20|

f(x)= 1+ 2 g0k o f “(x) =1o_?1

24x

X—l/Z—l — _5X—3/2 — _5

1 -5

=——<0
\ /1003 1000

Se cumple y los valores buscados sona =—-1y b = 20.

= f7(100)=-5

(b) EI dominio de la funcion son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador
(hacen imposible realizar la division) y los que hacen imposible la raiz (los valores negativos).

Como el denominador se anula para x = -1y x = 1 el dominio de la funcion es [0,1) (1, +).

La funcion presenta una discontinuidad en x = 1. Calculamos el limite de la funcion cuando se
acerca a 1 para ver qué tipo de discontinuidad presenta.
: (=)W (=D X L
limg(x)=lim*—; =lim =lim——== ==
X1 ot xP=1 ool(x=1)(x+1) oitx+1l 1+1 2

Como el limite es finito la funcion presenta una discontinuidad evitable en x = 1. Se podria
redefinir la funcion para que fuese continua en su dominio.
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P6.— [10 puntos] Calcula el area de la superficie comprendida entre las curvas f(x):6x—x2,

g(x)=x*—2x y sus puntos de corte.

Hallamos los puntos de corte de las graficas de las dos funciones.
f (x)=6x-x
g(x)=x*-2x = 6x—x’ =x"-2x = -2x* +8x=0=

F(x)=9(x)

x=0

:—2x(x—4):0:{
X—4=0->x=4

El area de la region comprendida entre las dos gréficas es el valor de la integral definida entre 0

y 4 de la diferencia de las dos funciones.
Comprobamos cual de las dos funciones toma valores mayores en el intervalo (0, 4).

f(1)=6-1°=5

g(l)=12—2:_1}:> f(1)>g(1)= f(x)>g(x) paratodo x (0,4)

Calculamos el valor del area pedida como la integral definida entre 0y 4 de f (x)—g(x).

Area:'[: f (x)—g(x)dx:J‘:6x—x2 -(x? —2x)dx:J':6x—x2 — X%+ 2xdx =

3 4 3 3
:j4—2x2+8xdx: X x| ol 2% || 2% 407 | =% 2013302
0 3 i 3 3 3

El 4rea tiene un valor de 6—34 = 21.33 unidades cuadradas.

F(x)=6x-x°
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P7.— El 38% de los habitantes de un pueblo afirman que su deporte favorito es la natacion, mientras
que el 21% prefieren el ciclismo y los habitantes restantes se inclinan mas por otros deportes. Si se
escoge al azar una persona y, acto seguido otra diferente, calcula la probabilidad de los siguientes
sucesos:

(@) [3 puntos] Que las dos personas sean aficionadas a la natacion.

(b) [3 puntos] Que una de las dos personas sea aficionada al ciclismo y la otra a la natacion.

(c) [4 puntos] Sabiendo que la primera prefiere el ciclismo, que la segunda no prefiera este deporte.

Llamamos N a “el habitante de un pueblo prefiere la natacion”, C a “el habitante prefiere el
ciclismo” y R a “el habitante prefiere otros deportes”. Como se eligen dos habitantes sin
reemplazamiento llamaremos N1y N2 al suceso en primera y segunda eleccion.
Sabemos que en la primera eleccion las probabilidades son:
38 21
P(Nl)=—, P(Cl)=—— vy P(R1)=1-
(N1)=2o5 P(CL)=205 ¥ P(RY)

38 21 41
100 100 100

Realizamos un diagrama de arbol para establecer las probabilidades de la segunda eleccién que
depende de lo ocurrido en la primera. Supondremos una poblacién de 100 habitantes, si no fuese
asi obtendriamos probabilidades distintas, aunque parecidas. Si fuesen 1000 habitantes

tendriamos que P(N2/N1)= 380-1 379 _ 0.379 y con 100 habitantes tenemos que

1000—1 999
38-1 37

Natacién
P(N2/N1) = 37/99

Nataciéon Ciclismo
P(N1) = 38/100 P(C2/N1) = 21/99

Otros
P(R2/N1)=41/99

Natacién
P(N2/C1) = 38/99

Ciclismo Ciclismo
P(C1)=21/100 P(C2/C1)=20/99

Deportes

Otros
P(R2/C1)=41/99

Natacion
P(N2/R1)=38/99

Otros Ciclismo
P(R1) =41/100 P(C2/R1)=21/99

Otros
P(R2/R1)=40/99
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(a)Nos piden calcular P(Nlm N 2). Usamos la informacion de la tabla.

P(N1AN2)= P(Nl)P(NZ/N1)=%-3—;= :9—05?;):0.142

La probabilidad de que las dos personas elegidas sean aficionadas a la natacion es de 0.142.

(b)Nos piden calcular P(N1nC2)+P(C1nN2). Usamos la informacién de la tabla.

P(N1nC2)+P(CLAN2)=P(N1)P(C2/N1)+P(CL)P(N2/Cl)=

3821 213 ,38 21 [18_ .

- = .=
100 99 100 99 100 99 [825

La probabilidad de que una de las dos personas sea aficionada al ciclismo y la otra a la natacion
esde 0.1612.

(c)Nos piden calcular P((N2UR2)/Cl1).

P((N2UR2)/C1)=P(N2/C1)+ P(R2/C1):%+%: %:0.798

La probabilidad de que la segunda persona no prefiera el ciclismo sabiendo que la primera
prefiere el ciclismo es de 0.798.
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redondeada a las unidades.

redondeada a las unidades.

P8.— El peso, en gramos, de las judias en lata se distribuye normalmente con media z y desviacion

tipica 7.8. Teniendo en cuanta que el 10% de estas latas contienen menos de 200 g. calcula:
(a)[6 puntos] El valor de la media x redondeandola a las unidades.

(b)[2 puntos] El porcentaje de latas que contienen mas de 225 g de judias. Nota: utiliza la media

(c)[2 puntos] El porcentaje de latas que contienen entre 190 g y 225 g de judias.Nota: utiliza la media

X = El peso, en gramos, de las judias en lata. X =N (,u,7.8).

(a) Sabemos que P(X <200)=0.10.

Tipificamos
P(X <200)=0.10= X —u :P(Z_

7.8

Probabilidad < 0.5

= _
200—u -

7.8

_200—u

0 7.8

200— ¢ 1.28+1.29
e =
7.8 2

= 1 =1.285-7.8+200=210.023

7.8

:P(ZS j:1—0.1=0.9:>{

=1.285=-200+ 4 =1.285-7.8=

<200—_ﬂj:01:>

| 0 I 2] 3 4] 5 6 i 8 | 9
0.0 | 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 i 05199 | 0.5239 | 0.5279 | 0319 | U.5po9
0.1 [ 0.5398 | 0.5438 | 0.5478 [ 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.4714 | 0.5[53
0.2 [ 0.5793 | 0.5832 | 0.5871 | 05910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 | 0.4103 | 0.6[41
0.3 | 0.6179 | 0.6217 | 0.6255 | 0.6203 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.4430 | 0.6f17
0.4 | 0.6554 | 0.6591 | 0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0.4844 | 0.6§79
0.5 0.6950 | 0.6985 0.7054 [ 0.7088 | 0.7123 [ 0.7157 | 0.4190 [ 0.7p24
[06] 57 | 0.7201 | 0.73: 0.7339 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.9p17 | 0.7449
[0.7 0.7611 7673 | 0.7704 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7§52
0.8 81| 0.7910 0.7967 | 5023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.4106 | 0.5]33
0.0 0.8186 2 0.8238 30 | 0.8315 | 0.8340 | 0.9365 | 0.8439
1.0 | 0.8413 | 0.8438 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.§599 | 0.8¢21
1.1 | 0.8643 | 0.8665 0.3708 | 0.8729 | 0.8749 | 0.8770 | 0.8790 | 0.9810 | 0.8430
[ 1.2 }u 80 L 08880 L0888 T 08007 L 0 8005 0 S04 : 03069 : gsosnl 0.8697 |

La media es de 210 gramos por lata.

(b)Nos piden calcular P(X >225).

P(X > 225) = {Tipificamos} = P(z > %j _

= P(Z>1.92)=1-P(Z <1.92)=1-0.9726 =[0.0274

El porcentaje de latas que contienen mas de 225 g de judias es de

2.74%.

Buscamos en
la tabla N(0, 1)

=

0 1 2 |
0.0 | 0.5000 | 0.5040 | 0.5p=0 | 0.51
0.1 | 0.5398 | 0.5438 | 0.5p78 | 0.5¢
0.2 | 0.5793 | 0.5832 | 0.5B71 | 0.5¢
0.3 ] 0.6179 | 0.6217 | 0.6p55 | 0.6
0.1 | 0.6554 | 0.6501 | 0.6p28 | 0.6¢
0.5 | 0.6915 | 0.6950 | 0.6P85 | 0.7¢
[0.6 [ 0.7257 | 0.7201 | 0.7p24 | 0.7
0.7 [ 0.7580 | 0.7611 | 0.7p42 | 0.7¢
0.8 | 0.7881 | 0.7910 | 0.7p39 | 0.7¢
0.9 | 0.8159 | 0.8186 | 0.8212 | 0.82
1.0 [ 0.8413 | 0.8438 | 0.9461 | 0.84
1.1 | 0.8643 | 0.8665 | 0.9686 | 0.87
1.2 | 0.8849 | 0.8869 | 0.9888 | 0.8
[ 1.3 | 0.9032 | 0.9049 | 0.9066 | 0.90
1.1] 09192 | 0.9207 | 0.9p22 | 0.93
1.5 | 0.9332 ] 0.9345 | 0.4857 | 0.93
1.6 0.9463 | 0.9474 [ 0.94
[17 1709564 | 0.4573 | 0.95

[1.9

0.9641

0.9649

0.9656 | 0.96

0.9726 || 0.97

2.0 | 0.9772

0.9778

0831 0.97
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(c) Nos piden calcular P(190< X <225).

P(190 < X < 225) = {Tipificamos} = P % <Z< %

=P(-2.56<7<1.92)=P(Z<192)-P(Z<-2.56)=

P(Z<1.92)-P(Z 2256)=P(Z <1.92)-[1-P(Z <256)]=

Miramos en la
- =0.9726-1+0.9948 = -0.9674
tabla N(O, 1)

[ ] 1
70.0 [ 0.5000 | 0.5040°
0.1 | 0.5398 | 0.5438
0.2 | 0.5793 | 0.5832
0.3 | 0.6179 | 0.6217
0.6501
0.6950
0.7201

3 4 5 6|
0.5120 | 0.5160 | 05199 "UZ3TT 0.
0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.9636 | 0.
0.5910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.026 | 0.
0.6203 | 0.6331 | 0.6363 | 0.4206 | 0.
0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.4772 [ 0.
0.7019 | 0.7054 | 0.7088 [ 0.4123 | 0.
0.7357 | 0.7339 | 0.7422 | 0.4454 | 0.
0.7 [ 0.7580 | 0.7611 | 0.7673 | 0.7704 | 0.7734 | 0.4764 | 0.
0.8 0.7881 | 0.7910 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.4051 | 0.
0.9 [ 0.8159 [ 0.8186 | 0.8212 | 0.8238 [ 0.8264 | 0.8289 | 0.4315 | 0.
1.0 [ 0.8413 | 0.8438 | 0.8461 | 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 | 0.4554 | 0.
1.1 | 0.8643 | 0.8665 | 0.8636 | 0.8708 | 0.8729 | 0.8749 | 0.4770 | 0.
1.2 [0.8849 [ 0.8869 | 0.8888 | 0.8907 | 0.8925 | 0.8944 | 0.4962 | 0.
| 1.3 0.9032 | 0.9049 | 0.9066 | 0.9082 | 0.9099 | 0.9115 | 0.4131 | 0.
1.4 [ 09192 | 0.9207 | 0.9222 | 0.9236 | 0.9251 | 0.9265 | 0.4279 | 0.
1.5 [ 0.9332 | 0.9345 | 0.9357 | 0.9370 | 0.9382 | 0.9394 | 0.4406 | 0.
| 1.6 | 0.9452 | 0.9463 | 0.9474 | 0.9484 | 0.9495 | 0.9505 | 0.4515 | 0.!
1.7 | 0.9554 | 0.9564 | 0.9573 | 0.9582 | 0.9501 | 0.0599 | 0.460S | 0.4
1.8 | 0.9641 | 0.9649 | 0.9656 | 0.9664 | 0.9671 | 0.9678 | 0.4636 | 0.!
1.9 | 0.9713 | 0.9719 [ 0.9726 | 0.9732 | 0.9738 | 0.9744 | 0.4750 | 0.
2.0 [ 09772 | 0.9778 | 0.9783 | 09788 | 0.9793 | 0.9798 | 0.4803 | 0.t
1] 09821 | 0.9826 | 0.9830 | 0.9834 | 0.9838 | 0.9842 | 0.4846 | 0.¢
2 [ 0.9861 | 0.9864 | 0.9868 | 0.9871 | 0.9875 | 0.9878 | 09881 | 0.t
0.9901 | 0.9904 | 0.9906 | 0.4909 | 0.¢

2
.3 [ 0.9893 | 0.9896 | 0.9898 |
0.9918 | 0.9920 [ 0.9922 [ 0.9925 | 0.9927 | 0992068034 0.

]
P | >
OIS | D000 | O IO e Se0m99=6] | 0.9048 | 0.
D e | nanEe | naneEs | nanre | annes | aansa | A noen " Gxl

El porcentaje de latas que contienen entre 190 g y 225 g de judias es de 96.74 %.
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PBAU Ordinaria 2024
3, !
o~ Universitat
\%{}y de lesIlles Balear:
Matemadsticas II Modelo 2

Proves d'accés

| ala Universitat

Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho
propuestas. Justifique las respuestas usando lenguaje matematico y/0 no matematico, segun
corresponda. Dispone de 90 minutos. Cada cuestion se puntta sobre 10 puntos. La calificacion final
se obtiene de dividir el total de puntos obtenidos entre 4.

Se permite utilizar calculadora cientifica basica. No se permite el uso de calculadoras gréaficas ni
programables, ni de dispositivos que puedan transmitir o almacenar informacion.

P1.— Una fabrica de vino de Mallorca produce 3 tipos de vino: tinto, blanco y rosado. Con la
finalidad de saber el precio de cada tipo de vino, hemos comprado vino, el mismo dia y en la misma
fabrica, de 4 maneras diferentes:
e Comprando 3 botellas de vino tinto y 2 de vino blanco hemos pagado 67 €.
e Comprando 2 botellas de vino tinto, 4 de vino blanco y 1 de rosado hemos pagado 85 €
e Comprando 1 botella de vino tinto y 1 de vino rosado hemos pagado 21 €, y finalmente,
e Comprando 4 botellas de vino blanco y 5 de vino rosado hemos pagado 85 €
(@) [3 puntos] Escribe, en forma matricial, el sistema de ecuaciones lineales que se deberia de
resolver para poder averiguar el precio de cada tipo de vino.
(b) [2 puntos] ¢Es necesario tener los datos de las 4 compras para saber el precio de cada tipo de
vino?
(c) [5 puntos] Calcula cuél es el precio de cada tipo de vino.

P2.— Consideramos las matrices A de dimension 3x3 que satisfacen que 3A+1 = A*, donde | es la
matriz identidad de dimension 3x3.
(@) [3 puntos] Calcula la expresion de la matriz inversa de A.
(b) [3 puntos] Dada la ecuacion matricial
A+3AX =5I.
donde A es una de las matrices del enunciado. Calcula, en funcién solo de la matriz A (no de
su inversa) y de la identidad I, la matriz X. ;Qué dimension tiene la matriz X? Justifica la

respuesta.
(c) [4 puntos] Calcula todas las matrices de la forma
alao o
A=1 b O
0 0 c

tales que cumplan las condiciones del enunciado.

P3.— Consideremos los puntos A(0,0,0), B(2,-1,3) y C(-1,2,1).
(@) [3 puntos] Calcula el punto D tal que ABDC es un paralelogramo.
(b) [4 puntos] Calcula uno de los puntos E del espacio de manera que la recta AE sea
perpendicular al plano ABC y que la distancia entre los puntos Ay E sea 1.
(c) [3 puntos] Escribe la ecuacion de uno de los planos paralelos al plano ABC que dista una
unidad de este.
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P4.— (a) [5 puntos] Discute, segun los valores de a y b (parametros reales), la posicion relativa de los
planos
7 3X+ay—z=1y 7,:6Xx+y—-2z=Db
Es decir, si son coincidentes, paralelos o se cruzan. En el tltimo caso, especifica si lo hacen
perpendicularmente.
(b) [5 puntos] Calcula la ecuacion de la recta perpendicular al plano m y que pasa por el punto de
corte entre la recta s y el mismo plano m, siendo

X=2+4a-pf
zly=3p ys_x—l_l_z—l
' 2 2 4
=1+«

para o y 3 valores reales cualquiera.

P5.— (10 puntos) Queremos vallar un campo rectangular utilizando diferentes materiales en cada lado.
Empezando por el fondo del campo y moviéndonos alrededor de éste en el sentido contrario a las
agujas del reloj, el coste del material para cada lado es de 6 €/m. 9 €/m, 12 €/m y 14 €/m,
respectivamente. Si tenemos que gastar exactamente 1000 € para comprar el material del cercado,
determina las dimensiones del campo que maximizaran el rea encerrada.

P6.— Sea la funcion
be*+a+1 Xx<0

f(x)=1ax’+b(x+3) 0<x<1
acos(zx)+7bx x>1

() [5 puntos] Calcula los valores a y b para que la funcion f(x) es continua.
(b)[5 puntos] Seaa =3 yb =2, calcula el &rea comprendida entre x=-1, x=0 y el eje OX.

P7.— Sean Ay B dos sucesos de un mismo espacio muestral tales que satisface que P(Au B) =0.7,
P(Am B) =01y P(Am B°) =0.35 (siendo B° el suceso complementario de B), calcula:

(a) [3 puntos] P(A).

(b) [3 puntos] P(B).

(c) [2 puntos] P(A° UB®).

(d) [2 puntos] ¢Son Ay B sucesos independientes?

P8.— La duracion de los embarazos humanos desde la concepcidn hasta el nacimiento se aproxima a
una distribucion normal con una media de 266 dias y una desviacion tipica de 16 dias,
(@)[4 puntos] ¢Qué proporcion de todos los embarazos durard entre 240 y 270 dias
(aproximadamente entre 8 y 9 meses)?
(b)[6 puntos] Si nos fijamos en el 70% de los embarazos que mas duran, ¢ cual es su duracién?
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(0 1 2 3 4 i) G 7 ) 0

0.0 | 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5319 | 0.5359

0.1 | 0.5385 [ 0.5438 | 0.5478 | 0,6517 | 0,555 | (L5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0,5753

0.2 | 05703 [ 0.5832 | 05871 | 0.5609100 | 05945 | 0LGUST | 06026 | 0.6064 | 06103 | 0.6141

0.3 | L6179 | 06217 | 0.6255 | 06293 | 0.6331 | 0.6368 | 0LG406 | 0.6443 | 0.6430 | 0.6517

0.4 | 0.6554 | D.GRO1 | 06628 | 06664 | 06700 | L6736 | 06772 | 0.G308 | 0.6844 | 0.6879

0.5 | L6915 | 0GOS0 | 06985 | 0.7019 | 0.7054 | OLTORR | 07123 | 07157 | O.7190 | 0.7224

0.6 | 0.7257 | 0.72091 | 0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | 0.7549

0.7 | 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 | 0.7673 | 0.7704 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7852

0.8 | 0.7881 | 0.7910 | 0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8106 | 0.8133

0.9 | 0.8159 | D.8186 | 0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8389

L0 | 08413 | 08438 | 08461 | 08485 | L8308 | 0.85331 | 0.8554 | 08577 | 0.8599 | 0.8621

L1 | 0.8G43 [ 0.86G5 | 0.8G86 | 0.87T08 | 0.8729 | 0.8749 | 08770 | 0.8790 | 0.8810 | 0.8830

1.2 | 0.8840 [ 0.8860 | O.8888 | 0.8007 | 0.8025 | 0.8044 | 0.8062 | 0.8080 | 0.8097 | 0.9015

1.3 | 0.9032 [ 0.9049 | 0.9066 | 0.9082 | 0,9099 | 0.9115 | 0.9131 | 0.9147 | 0.9162 | 0.9177

1.4 | 0.9192 [ 0.9207 | 0.9222 | 09236 | 0.9251 | 0.9265 | 0.9270 | 0.9292 | 0.9306 | 0.9319

L5 | 0.9332 | 0.9345 | 0.9357 | 09370 | 09382 | 0.9304 | 0.9406 | 0.9418 | 0.9429 | 0.9441

L6 | 0.9452 [ 0.9463 | 0.9474 | 0.9454 | 0.9495 | 0.9505 | 0.9515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9545

1.7 | 0.9554 | 0.9564 | 0.9573 | 0.9582 | 0.9591 | 0.9500 | 0.9608 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633

Ls | 09641 | 09649 | 09656 | 0.9664 | 0.9671 | 0L.O67T8 | 0.9686 | 0.9693 | 0.9699 | 0.9706

19 | 09713 | 09719 | 09726 | 0.9732 | 0.9735 | 0.O0T44 | 0.9750 | 0.9756 | 0.9761 | 0.9767

20 | 09772 | 09772 | 09753 | 09788 | 0.9793 | 0.9798 | 00203 | 0.9808 | 0.9812 | 0.0817

21 | 009521 | 098526 | 09530 | 098334 | 09338 | (L9342 | 009846 | 09850 | 0.9854 | 0.0O857

2.2 1 095861 | 0.9864 | 0.9868 | 09871 | 0.9875 | 09878 | 09881 | 0.9884 | 0.9887 | 0.9890

2.3 | 0.9893 [ 0.95896 | 0.95895 | 0.9901 | 0.9904 | 0.9906 | 0.9009 | 0.9011 | 0.9913 | 0.9916

2.4 | 0.9918 | 0.9920 | 0.9922 | 09925 | 0.9927 | 0.9929 | 0.9931 | 0.9932 | 0.9934 | 0.9936

2.5 | 0.9938 | 0.9940 | 0.9941 | 0.9943 | 0.9945 | 0.9946 | 0.9948 | 0.9949 | 0.9951 | 0.9952

2.6 | 0.9953 | 0.9955 | 09956 | 0.9957 | 0.9959 [ 0.9960 | 0.9961 | 0.9962 | 0.9963 | 0.9964

2.7 | 0.9965 | 00966 | 090967 [ 0.9968 | 0.99G9 | 0.9970 | 0.9971 | 0.9972 | 0.9973 | 0.9974

2.8 | 0.9974 | D.9975 | 0.9976 | 0.9977 | 0.D077 | 0.0078 | 0.9070 | 0.0079 | 0.9980 | 0.0081

2.9 | 0.9981 | D.9982 | 0.9982 | 0,9983 | 0.9984 | 0.9984 | D.9085 | 0.9985 | 0.9986 | 0.0086

3.0 | 0.9987 | 0.9987 | 0.9987 | 0,9958 | 0.D988 [ 0.9950 | 0.0980 | 0.9989 | 0.9990 | 0.9990

3.1 | 0.9990 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9992 [ 0.9992 | 0.0092 | 0.9992 | 0.9993 | 0.9993

3.2 | 0.9993 | 0.9993 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 [ 0.9994 | 0.0094 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995

3.3 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.0096 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9997

3.4 [ 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 [ 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9998

3.5 | 0.9995 | 0.9998 | 0.9995 | 0.9998 | 0.9995 | 0.9998 | 0.9995 | 0.99958 | 0.9995 | 0.9998

3.6 | 0,0998 | 0.9992 | 0.9999 | 0.999% | 0.9999 | 0.9999 | 0.0000 | 0.9999 | 0.90999 [ 0.9999

3.7 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 [ 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999

3.8 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999  0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999

3.9 | L0000 | 10000 | 1.0000 | 10000 | 10000 | 10000 | 10000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

4.0 | 10000 | 1.0000 | 1.0000 | 10000 | 10000 | 10000 | 10000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

4.1 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 10000 | 1.0000 [ 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 [ 1.0000

Taula de la distribucid normal A0, 1).
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SOLUCIONES

P1.— Una fabrica de vino de Mallorca produce 3 tipos de vino: tinto, blanco y rosado. Con la

finalidad de saber el precio de cada tipo de vino, hemos comprado vino, el mismo dia y en la misma

fabrica, de 4 maneras diferentes:

e Comprando 3 botellas de vino tinto y 2 de vino blanco hemos pagado 67 €.

e Comprando 2 botellas de vino tinto, 4 de vino blanco y 1 de rosado hemos pagado 85 €

e Comprando 1 botella de vino tinto y 1 de vino rosado hemos pagado 21 €, y finalmente,

e Comprando 4 botellas de vino blanco y 5 de vino rosado hemos pagado 85 €

(@) [3 puntos] Escribe, en forma matricial, el sistema de ecuaciones lineales que se deberia de
resolver para poder averiguar el precio de cada tipo de vino.

(b) [2 puntos] ¢Es necesario tener los datos de las 4 compras para saber el precio de cada tipo de
vino?

(c) [5 puntos] Calcula cuél es el precio de cada tipo de vino.

(Y]

(@) Llamamos “x” al precio de la botella de vino tinto, “y” al precio de la botella de vino blanco y
“z” al precio de la botella de vino rosado.
Comprando 3 botellas de vino tinto y 2 de vino blanco hemos pagado 67 € > 3x+2y =67

Comprando 2 botellas de vino tinto, 4 de vino blanco y 1 de rosado hemos pagado 85 € -
2X+4y+2=85.

Comprando 1 botella de vino tinto y 1 de vino rosado hemos pagado 21 € > x+z=21.
Comprando 4 botellas de vino blanco y 5 de vino rosado hemos pagado 85 € > 4y+5z=85.

El sistema de ecuaciones que permite obtener los precios quedaria:

3x+2y =67
2X+4y+2=85
X +z=21
4y+57=85
Puesto en forma matricial quedaria:

O P N W
A O DN
gl = O

(b)El sistema tiene tres incognitas y cuatro ecuaciones. No es necesaria una de las ecuaciones. Se
supone que nos han cobrado bien y una de las informaciones es innecesaria.

(c)Resolvemos el sistema utilizando el método de Gauss.

3X+2y =67 X +2=21
2X+4y+2=85 3X+2y =67
X +z2=21 2X+4y+2=85

4y +5z2=85 4y +52=85

= {Ecuacion 3% «> Ecuacion 13} =
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Ecuacién 22 — 3 - Ecuacion 12

3X 42y =67
=1 -3x 37 =63
2y -3z =4 — NuevaEcuacion 22
Ecuacién 32 — 2 - Ecuacion 12 X +7=21
2Xx +4y +z =85 2y-3z=4
—2x 27 =42 T 4y— 7-43
4y -z =43 — Nueva Ecuacién 3? 4y +57=85
Ecuacién 42 — Ecuacion 32
4y +5z =85
-4y +z =-43
6z =42 — Nueva Ecuacion 42
Ecuacion 32 — 2 - Ecuacion 22 X +z=21
4y -z =43 2y—-3z=4
= =
-4y +6z =-8 52:35—>
52 =35-—> Nueva Ecuacién 32 67 =42 —
x=21-7=14
Xx+7=21
2y-21=4] 2y-25-» y=7=12.5

La botella de vino tinto cuesta 14 euros, la de vino blanco cuesta 12.5 euros y la de vino rosado

cuesta 7 euros.
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P2.— Consideramos las matrices A de dimension 3x3 que satisfacen que 3A+1 = A?, donde I es la
matriz identidad de dimension 3x3.
(@) [3 puntos] Calcula la expresion de la matriz inversa de A.
(b) [3 puntos] Dada la ecuacion matricial
A+3AX =5I.

donde A es una de las matrices del enunciado. Calcula, en funcion solo de la matriz A (no de su

inversa) y de la identidad I, la matriz X. ;Qué dimension tiene la matriz X? Justifica la respuesta.
(¢) [4 puntos] Calcula todas las matrices de la forma

ala o
A=|1 b O
0 0 c
tales que cumplan las condiciones del enunciado.

(a) Suponemos que la matriz A tiene inversa. Multiplicamos por la inversa de A la igualdad.
BA+1=A"=3AA HIAT = AAAT S 3L + A=Al =3I+ AT = A AT = A3
(b) Despejamos X en la ecuacion matricial.

A+3AX =51 = A-51 =-3AX = A"A-5A"1 =-3A"AX = | -5A" =-3IX =

. Sabemos que
=1-5A"=-3X= =1 -5(A-31)=-3X = | -5A+15l =-3X =

At=A-3I

= 3X =5A-161 = |X :gA—%I

(c) Lamatriz A debe cumplir laigualdad 3A+1 = A%,

alao o 1 0O a1l 0ya 1 O
3A+1=A*=3/1 b 0|+/0 1 0|=|/1 b 0|1 b 0|
0 0 ¢ 0 01 0 0 c)lO 0 c

3a+l=a’+1
3a+1 3 0 a’+1 a+b O 3=a+b
=| 3 3+l 0 |=|a+b b*+1 0 |=3=a+b =

0 0 3c+1 0 0 ¢ 3Bb+1=b?+1

3c+1l=c?
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a’-3a=0—a(a-3)=0—>:
a=3| a=0yb=3

a+b=3 =0
a=3yb=0

b2—3b:0—>b(b—3):0—>{b

c?-3c-1=0—>c= 3i\/(_3)2 —4(1)(-1) _ 3J_r;/1_3

Las soluciones del sistema son:

1%solucion:a=0,b =3y c=3+;/1_3.
2%solucion: a=0,b =3y 0:3_5/1_3
3%solucion:a=3,b=0y C:3+;/1_3
42solucién: a=3,b=0y C:3—;/1_3'
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P3.— Consideremos los puntos A(0,0,0), B(2,-1,3) y C(-1,2,1).

(@) [3 puntos] Calcula el punto D tal que ABDC es un paralelogramo.
(b) [4 puntos] Calcula uno de los puntos E del espacio de manera que la recta AE sea perpendicular
al plano ABC y que la distancia entre los puntos Ay E sea 1.

(c) [3 puntos] Escribe la ecuacion de uno de los planos paralelos al plano ABC que dista una
unidad de este.

C D

(a) Para que ABDC sea un paralelogramo los vectores AC y BD deben tener las mismas
coordenadas. También podemos hallar el punto D sumando al punto B el vector AC .

AC =(-1,2,1)-(0,0,0)=(-1,2,1)

D=B+AC=(2,-13)+(-121)=(114)
El punto D tiene coordenadas (1,1,4).

(b) Para que la recta AE sea perpendicular al plano ABC el vector AE debe ser perpendicular a los
vectores AB y AC, por lo que debe ser proporcional al producto vectorial de ambos vectores.
— [ T
AB=(2,-1,3)-(0,0,0)=(2,-1,3 .
( )= )=( )}:ABxAC=2 -1 3|=
-1 2 1

AC =(-1,2,1)-(0,0,0) = (-1,2,1)

——i—3j+4k—k-2j—6i=—7i-5]j+3k =(~7,-5,3)

El vector AE tiene coordenadas (-7a,-5a,3a).
Como ademas piden que la distancia entre los puntos Ay E sea 1 el mddulo del vector AE  debe
ser 1.
AE =(-7a,-5a,3a)
|AE|=1

}:} \/(_7a)2 +(—5a)2 +(3a)2 =1=49a’+25a°+9a’*=1=

:>83a2=1:>a2:i:>a: — =

83 83 83
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— . -7 -5 3
El vector AE tiene coordenadas , , .
[\/83 \J83 «/83)

Como el punto A tiene coordenadas (0, 0, 0) el punto E tiene las mismas coordenadas que el
vector AE.

El puntoEtienecoordenadas(_7 S5 3 ]o( 7 5 —3)

(c) Hallamos la ecuacién del plano ABC.

ﬁ;’:(z,—l,s) X y z
AC=(-121)=r:|2 -1 3=0=
A(0,0,0)e;z' -1 2 1

= —X-3y+4z-72-2y-6x=0=|7:-7Xx-5y+32=0

Un plano mt"paralelo al plano ABC tiene como ecuacion z”:—7x—-5y+3z+D=0.
Como los planos son paralelos la distancia entre ellos es la distancia del punto A del plano m al
plano 1t". Esta distancia debe valer 1.

7 .—=1x-5y+3z+D=0
A(0,0,0)ex =d(r,7)=d(A7x)=

||l 7

0+0+0+D]  |D| 4

JTY +(-5y+3 83

=

D=+83 > 7z':—7x—5y+3z+\/é§:0
= |D|=83= {0
D=-83> 7z’:—7x—5y+32—\/8_3:0
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P4.— (a) [5 puntos] Discute, segun los valores de a 'y b (parametros reales), la posicién relativa de los
planos
m3X+ay—z=1y x,:6Xx+y—-2z=Db
Es decir, si son coincidentes, paralelos o se cruzan. En el Gltimo caso, especifica si lo hacen
perpendicularmente.
(b) [5 puntos] Calcula la ecuacion de la recta perpendicular al plano m y que pasa por el punto de
corte entre la recta s y el mismo plano m, siendo

X=2+4a-pf
zly=3p ys_x—l_l_z—l
' 2 2 4
=1+«

para o y B valores reales cualquiera.

(@) Hallamos el vector normal de cada plano.

7, :3x+ay—z=1=>n =(3,a,-1)

7, 6Xx+y-2z=b=n,=(6,1,-2)

Para que los planos sean paralelos o coincidentes los vectores normales deben tener coordenadas
proporcionales.

- (3.a-1)
n-(61-2)

:>§:1:_—2:>1:2:>1:2a: a:1
3 a -1 a 2

Se nos plantean dos situaciones distintas:

CASO 1. a=%

Los vectores normales tienen coordenadas proporcionales y los planos son paralelos o
coincidentes.
Los planos quedan 7, :3x+0.5y—-z=1y 7z, :6x+y—-2z=Db.

Multiplicamos la ecuacion del plano 7z, por 2 y las ecuaciones de los planos son:

T 6X+y—-2z=2Yy 7x,:6x+y-2z=Db
Existen dos posibilidades diferentes:

Si b =2 los planos tienen la misma ecuacién y son coincidentes y si b= 2 los planos son
paralelos.

CASO 2. a;t%

En este caso las coordenadas de los vectores normales no son proporcionales y los planos no
son ni paralelos ni coincidentes, por lo que son secantes.

Comprobamos si son perpendiculares calculando el producto escalar de sus vectores
normales. Si este producto es nulo significa que son perpendiculares, en caso contrario no
seran perpendiculares.

- l=nin, =(3,a,-1)(6,,-2)=18+a+2=20+a
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n-n,=0=>20+a=0=[a=-20]

Los planos son perpendiculares para a = —20.
Resumiendo: Si a:l yb=2 los planos son coincidentes, si a:% y b=2 los planos son

. 1 . .
paralelosy si a = > los planos son secantes, en particular para a = —20 son perpendiculares.

(b) Hallamos la ecuacién general del plano.

X=2+40—f X=2+4a-p
riay=38 = %: :>x=2+4(z—1)—%:>
=1+«
Z1-1=«

:>x:2+4z—4—X:> x:4z—2—%:>3x:122—6—y:> m:3Xx+Yy-122+6=0

Hallamos la ecuacion en paramétricas de la recta.

Xx=1+24
_ _ P (10,1
s:Xle%:z—ll:{ﬁ( ) =siy=24 ;4eR
v, =(2,2,-1) s1-2
Hallamos el punto P de corte entre la recta s y el plano .
m:3Xx+y-122+6=0
X=1+24
s:ly=22 =3(1+21)+21-12(1-1)+6=0=3+61+21-12+124+6=0=
z=1-1
x:1+21:§
20 20
= 204-320=201=32 A== ly=25 .5 _p[20 6 17
20 20 20 20 20 20
81
20 20

La recta perpendicular al plano 1t y que pasa por el punto de corte entre la recta s y el mismo plano
Tt es la recta t con vector director el vector normal del plano y que pasa por el punto P.

7:3x+y-122+6=0=n=(3,1-12)

o X:E+3i
v, =n=(31,-12) 1;)
=>tiyy=—+4 ;4eR
2:2—121
20
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P5.— (10 puntos) Queremos vallar un campo rectangular utilizando diferentes materiales en cada lado.
Empezando por el fondo del campo y moviéndonos alrededor de éste en el sentido contrario a las
agujas del reloj, el coste del material para cada lado es de 6 €/m. 9 €/m, 12 €m y 14 €/m,
respectivamente. Si tenemos que gastar exactamente 1000 € para comprar el material del cercado,
determina las dimensiones del campo que maximizaran el &rea encerrada.

La situacién planteada es la del dibujo.

9€'m

}.’!

12€m X o &m

14 €

El coste del vallado seria:

C(x,y)=6x+9y+12x+14y =18x+ 23y

Como el gasto debe ser 1000 € tenemos:

1000-18x

C(x, y)=18x+23y =1000 = 23y =1000-18x = y = 3

El area del campo rectangular es A(X, y)=xy . Sustituimos “y” y nos queda una expresion del

area que depende solo de “x”.
1000 -18x
Y=—7T

23 = A(x)=
A(X,y)=xy

,1000-18x _ 1000x 18’
23 23

Hallamos el maximo de esta funcién usando la derivada.

2
A (X)ZloOOz;lSX o (X):10002;36x
A'(x)=0:%:0:1000—36x:0:>

:36x:1000:x:%:%=27.77m

Averiguamos si este punto critico es maximo sustituyendo su valor en la derivada segunda.

) ()8
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Como la segunda derivada es negativa la funcion area tiene un maximo relativo en

x:?:ﬂ]?m.

Para x = 230 =27.77m el valor de “y” es:
250
1000-18——
y= 9 =1000_500=500:21.74m
23 23 3

Las dimensiones del campo con area maxima y cumpliendo lo pedido en el problema tiene
aproximadamente 21.74 metros de ancho y 27.77 de largo.
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P6.— Sea la funcion
be*+a+1 Xx<0

f(x)=1ax’+b(x+3) 0<x<1
acos(zx)+7hx x>1

(@)[5 puntos] Calcula los valores a y b para que la funcion f(x) es continua.
(b)[5 puntos] Seaa =3y b =2, calcula el area comprendida entre x=-1, x=0 y el eje OX.

(a)La funcion debe ser continua en x =0, por lo que deben coincidir los limites laterales.

lim f (x)=limbe*+a+1=be’+a+l=a+b+1

x—0" x—0"
lim £ (x)= limax* +b(x+3)=2a-0° +b(0+3)=3b = a+b+1=30=[a=2b 1]
i 1= i ()

La funcion debe ser continua en x =1, por lo que deben coincidir los limites laterales.

lim f (x)=limax*+b(x+3)=a-1"+b(1+3)=a+4b

X—>1" X—1"
Iirp f(x)= Iinl] acos(zx)+7bx=acos(z)+7b=—-a+7b;=a+4b =—a+7b=[2a-3b=0]
i 0= ()

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

a=2b-1
2a-3b=0

}:>2(2b—1)—3b=O:>4b—2—3b=0:|b=2|:|a=4—1=3|

Los valores que hacen continua la funcion sona=3yb = 2.

2" +4 Xx<0
(b)Sia=3yb=2Ilafuncion queda f(x)=13x*+2(x+3) 0<x<L.
3cos(7x)+14x x>1

En el intervalo [-1, 0] la funcién es f (x)=2e*+4.
Averiguamos si corta el eje OX en este intervalo.

f(x)=2e"+4

=2"+4=0=¢e"+2=0=¢" =-2= jImposible!
OX > y=0

La funcidén no corta el eje OX 'y el area sera el valor absoluto de la integral definida entre —1y 0
de la funcién.

ﬁ f(x)dx = J:012eX +4dx = [ZeX + 4X]: =

] 2 2,4-6_2
=[2¢°+4.0]|-[ 2" +4(-1)]=2 ~+4=6-==526

El 4rea tiene un valor de 6—E =5.26 unidades cuadradas.
e
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P7.— Sean A y B dos sucesos de un mismo espacio muestral tales que satisface que P(Au B) =0.7,
P(Am B) =01y P(Am BC) =0.35 (siendo B° el suceso complementario de B), calcula:

(a) [3 puntos] P(A).

(b) [3 puntos] P(B).

(¢) [2 puntos] P(A° UB®).

(d) [2 puntos] ¢Son Ay B sucesos independientes?

(@) Usamos la formula P(A)=P(ANB)+P(ANB®).

P(ANB)=035
P(AnB)=0.1 = |P(A)=0.1+0.35=0.45
P(A)=P(ANB)+P(ANB°)

(b) Utilizamos la formula P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

=0.7=0.45+P(B)-0.1=

AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

=|P(B)=0.7-045+0.1=0.35

(c) Utilizamos las leyes de Morgan.
P(A°UB®)=P((ANB)")=1-P(ANB)=1-01=[09]
(d) Para que sean independientes debe cumplirse que P(ANB)=P(A)P(B).

P(ANB)=0.1

P(A)P(B):0.45-0.35:0.1575}: P(ANB)=01+01575=P(A)P(B)

Al no cumplirse la igualdad los sucesos Ay B no son independientes.

79 de 286 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PBAU Ordinaria 2024 Matemadticas Il en las islas Baleares

P8.— La duracion de los embarazos humanos desde la concepcidn hasta el nacimiento se aproxima a

una distribucion normal con una media de 266 dias y una desviacion tipica de 16 dias,

(a)[4 puntos] ¢Qué proporcidn de todos los embarazos durara entre 240 y 270 dias (aproximadamente
entre 8 y 9 meses)?

(b)[6 puntos] Si nos fijamos en el 70% de los embarazos que mas duran, ¢cuél es su duracion?

X = La duracién de los embarazos humanos en dias. X = N(266, 16).

(a) Nos piden calcular P(240< X <270).

Tipificamos
P(240< X <270)= . X —u

_p[240-266 _, 270-266 =P(-1.625<7<0.25)=
16 16
(2

=P(Z<0.25)-P(Z <-1.625)=P(Z <0.25)-P(Z 21.625)=P(Z <0.25)-[1-P(Z <1.625) | =

Buscamos en
_{ }:05987_{1_ 0.9474+0.9484

= }= 0.5466
la tabla N(0, 1) 2

z 0.00 0.01
00 0.5000 05040
0.1 0.5398 0.5438
02 0.5793 0.5832
03 0.617% 0.6217
0.4 0.6554 0.6591

ololalaa

05 06915 06950 06985 0719
0.6 0.7257 0.7281 0.734 0.7%7
0.7 0.7580 0.7611 0.7g2 0.7473
0.8 0.7881 0.7910 0.79%9 0.7967
09 0.815% 08186 08292 0.8438

olalolale

10 0.8413 08438 0841

11 0.8643 0.8665 0.8686 .

12 0.8849% 0.8869 0.8683 0.8907
6
2

olalalale

13 0.9032 0.9049 0.90 0.9882 = 0.00 0.01 0.02 003 0.04
14 | osis2 | o7 | ook | oahn 00 | 05000 | 05040 | 05080 | 05120 | 05160

0.1 0.53588 0.5438 05478 Dl551_|" 0.5557
9 J 0 o e oeo Cozy " o
: == ==

i 0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6321

0.0554 0.9564

La proporcion de todos los embarazos que duraran entre 240 y 270 dias es de 54.66 %.

(b) Nos piden hallar “a” tal que P(X >a)=0.70.

P(X >a)=0.70 = {Tipificamos} = P [z > a_lé%J ~0.7=
La probabilidad es mayor que 0.5
a—266 = P(Z <
<0
16

a—266 Miramos en la
- =07=>
16 tabla N(O, 1)

= a—1§66 = 0'52;0'53 =0.525= -a+266=16-0.525= —-a =-257.6 = |a =257.6

El 70 % de los embarazos que mas duran es a partir de 257.6 dias.
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PBAU Extraordinaria 2023
© | vrivesta

Proves d'accés
1 |a Universita

Matematiques IT Model 3

Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho
propuestas. Dispone de 90 minutos. Cada cuestion se puntta sobre 10 puntos. La calificacion final se
obtiene de dividir el total de puntos entre 4.

Solo se tendran en cuenta las respuestas claramente justificadas y razonadas usando lenguaje
matematico, 0 no matematico, segiin corresponda. Se valoraran negativamente los errores de calculo.

Se permite utilizar calculadora cientifica basica. No se permite el uso de calculadoras gréficas ni
programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan transmitir o almacenar
informacion.

P1.— Sea el sistema
mx+y-z=1
2X+my=1
Xx+mz=0

(@) [7 puntos] Discute el nimero de soluciones que tiene el sistema segin el pardmetro m.
(b) [3 puntos] Resuelve el sistema en el casom = 1.

P2.— Sea A una matriz invertible nxn con coeficientes reales que satisface la igualdad A’ +A=1.

Entonces,
0 -1
M =
-1 -1

(@)[3 puntos] ¢ Satisface la matriz
las condiciones del enunciado? Es decir, ;cumple M la igualdad del enunciado y, ademas, es
invertible?
Volviendo a considerar que A es una matriz cualquiera que satisface las condiciones del enunciado,
(b) [3 puntos] Calcula la inversa de A

(c) [4 puntos] Comprueba que se cumple la igualdad A(B+A)—1=A(B-1), siendo B una
matriz cuadrada cualquiera nxn coeficientes reales.

P3.— Sean los puntos A=(1,2,0), B=(-10,1), C=(0,0,1) y D=(312).

(@) [4 puntos] Determina la recta r que pasa por D y es perpendicular al plano que contiene los
puntos A, By C.

(b) [4 puntos] Determina si los puntos A, B, C y D son coplanarios.

(c) [2 puntos] ¢Es D el punto de corte de la recta con el plano del apartado (a)? Justifica la
respuesta.

P4.—Seael plano 7:3x+y+z=2 ylospuntosP=(0, 1,1) yQ = (2, -1, -3).
(@) [2 puntos] ¢Son Py Q puntos del plano 1? Justifica la respuesta.
(b) [4 puntos] Calcula el punto S situado sobre la recta PQ que se encuentra a 3/4 partesde Py a
1/4 parte de Q
(c) [4 puntos] Determina la ecuacion implicita (también llamada cartesiana) de la recta que pasa
por Py es perpendicular al plano .
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P5.— La reproduccion de un insecto a lo largo del tiempo sigue la funcion f (x) =e " (2x +1) siendo

x>0 el tiempo en meses y f(x) el nimero de insectos en millones.
(a)[4 puntos] ¢Cuantos millones de insectos habia en el instante inicial? ¢;Hacia donde tiende la
cantidad de insectos a lo largo de los afios? Interpreta los resultados.
(b)[4 puntos] ¢Cual es el maximo numero de insectos que puede llegar a haber? ¢En que instante
de tiempo se consigue este valor?
(¢)[2 puntos] ¢Hay algin momento en el que la poblacion supere los 2 millones de insectos?
Justifica la respuesta.

4 —
P6.— [10 puntos] Calcula la integral de la funcion f (x) = szxZG :
XS+ X—

P7.— En una clase donde todos los alumnos practican algin deporte, el 60% de los alumnos juega a
futbol o basquet y el 10% practica los dos. Por otra parte, se sabe que hay un 60% de alumnos que no
juega al fatbol.

(@) [3 puntos] Sea F = “juega a futbol” y sea B = “juega a basquet”, escribe, en términos de
uniones, intersecciones y complementarios de estos dos sucesos, las tres probabilidades que
indica el enunciado.

(b) Calcula la probabilidad de que, escogiendo al azar un alumno de la clase,

(b.1) [1 punto] Juegue a futbol.

(b.2) [2 puntos] Juegue a basquet.

(b.3) [2 puntos] Juegue a basquet.y no a futbol (es decir, solo juega a basquet)
(b.4) [2 puntos] No juegue ni a fatbol ni a basquet.

P8.— (a) [5 puntos] En un examen de tecnologia, ¢cual es la probabilidad de sacar una nota entre 5y
7 si se sabe que las notas siguen una distribucion normal de media 8 y desviacion tipica 2?

(b)[5 puntos] En un examen de filosofia, el 35% de los alumnos presentados obtuvieron una nota
mayor que 6 mientras que el 51% la obtuvo menor que 4. Suponiendo que las notas siguen una
distribucion normal, determina cual es su media p y su desviacion tipica o.
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SOLUCIONES
P1.— Sea el sistema
mx+y-z=1
2Xx+my=1
X+mz=0
(@) [7 puntos] Discute el nimero de soluciones que tiene el sistema segun el pardmetro m.
(b) [3 puntos] Resuelve el sistema en el casom = 1.

m 1 -1
(a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A= 2 m 0 |y lamatrizampliada es
1 00 m
m 1 -11
A/B=2 m 0 1/
1 0 mO
Vemos cuando se anula el determinante de A.
m 1 -
|Al=|2 m 0[=m’+0+0+m-2m-0=m°-m
1 0 m

m=0

A=0=m’-m=0=>m(m?*-1)=0=
A

m2-1=0-m?=1-m=1=+1

Distinguimos cuatro casos diferentes que analizamos por separado.

CASO1l m=#0y m=#=1.

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el de la matriz
ampliada y el nimero de incdgnitas (3). El sistema tiene una Gnica solucién.

CASO2. m=0
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Estudiamos el rango de Ay A/B
usando el método de Gauss para triangular el sistema.

01 11
La matrizampliada queda A/B={2 0 0 1
1 0 0O
01 -11 1 0 0O
A/B=|2 0 0 1 :>{Fi|a3a<—>FiIa1a}:> 2 0 0 1|=
1 0 0O 01 -11
Fila22 — 2 - Fila 12 — 2
> 0 0 1 10 00 . - 10 00
2 00 0 =10 0 0 1|={Fila®«<Fila2d}=|0 1 -1 1
0 0 0 1 01 -11 0 0 01

A
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La matriz A tiene rango 2 y la ampliada tiene rango 3. Los rangos son distintos y el sistema
no tiene solucion.

CASO 3. m=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Estudiamos el rango de Ay A/B
usando el método de Gauss para triangular el sistema.

11 -11
La matrizampliada queda A/B={2 1 0 1
10 10
Fila 32— Fila 12
11 1 01 0
A/B=2101:>_1_11_1
10 10

0 -1 2 —-1— NuevaFila3?
Fila 22—2- Fila 12

> 1 0 1 1 1 -1 1
o 9 9 o =0 -1 2 -1|—>
0 -1 2 -1->NuevaFila2? 0 -1 2 -
Fila3? — Fila 22 — AE
0 1 2 1 1 1 -11
0 1 2 1 =0 -1 2 -1
0 0 O 0 — NuevaFila3? H,—O/ 0

A

La matriz A tiene rango 2, al igual que la ampliada, siendo menor que el nimero de incognitas
(3). El sistema tiene infinitas soluciones.

CASO4. m=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Estudiamos el rango de Ay A/B
usando el método de Gauss para triangular el sistema.

-1 1 -11
La matrizampliada queda A/B=| 2 -1 0 1
1 0 -10
Fila 32+ Fila 18
1Al 1 0 -10
A/B:2—101:_1l_11
1 0 -10

0 1 -2 1-— NuevaFila3?
Fila 22+ 2. Fila 12

5 1 0 1 11 11
2 9 9 9 =01 -2 3|
01 21

0 1 -2 3— NuevaFila2?
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Fila3? — Fila 22 — M
0 1 o 1 11 11
0 1 o s ~lo 1 2 3
0 0 0 -2-sNuevaFila3® Q;\i -2

La matriz A tiene rango 2 y la ampliada tiene rango 3. Los rangos son distintos y el sistema
no tiene solucion.

Resumiendo: Si m=0 y m=+1 el sistema tiene una Unica solucién, si m=0 o m=—1tiene
cero soluciones y si m=1 el sistema tiene infinitas soluciones.

(b)Para m = 1 resolvemos el sistema a partir del sistema equivalente triangular obtenido en el
apartado anterior.

11 -11 1 1 11
A/IB=|2 1 0 1|=|0 -1 2 -1|=
1

x+y—z:1} x+y—z:1}
= =
0 10 0O 0 0 O

-y+2z=-1 2z+1=y

X=-4
=>X+1+22-72=1=>X=-2=>Ry=1+21, 1R
=21
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P2.— Sea A una matriz invertible nxn con coeficientes reales que satisface la igualdad A+ A=1.

Entonces,
0 -1
M =
-1 -1

(@)[3 puntos] ¢Satisface la matriz
las condiciones del enunciado? Es decir, ¢cumple M la igualdad del enunciado y, ademas, es
invertible?
Volviendo a considerar que A es una matriz cualquiera que satisface las condiciones del enunciado,
(b) [3 puntos] Calcula la inversa de A

(c) [4 puntos] Comprueba que se cumple la igualdad A(B+A)—1=A(B—-1), siendo B una matriz
cuadrada cualquiera nxn coeficientes reales.

(a)Comprobamos si se cumple M?+M =1 .

M2 - 0 -1}(0 -1) (0+1 0+1) (1 1
-1 —1)l-1 —1) lo+1 1+1) 1 2
, 1 1 0 -1) (1 0

M“+M = + = =1

1 2/ =1 1) lo 1

La matriz M cumple la igualdad del enunciado. Comprobamos si es invertible. Para ello
comprobamos que su determinante es no nulo.

0 -
|M|=‘ j=0—1=—1¢0
1 -

La matriz M es invertible. Se cumplen las dos condiciones del enunciado.

(b) Usamos la igualdad que cumple la matriz A.

A*+A=1=A-A+Al=1=A(A+1)=1=jA+I eslainversade Al

(c) Volvemos a partir de la igualdad que cumple la matriz A.

A+A=1—>A-1=-A

A(B+A)-1=AB+A?—1=AB-A=AB-Al=A(B-1I)

Quedando demostrada la igualdad.
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P3.— Sean los puntos A=(1,2,0), B=(-10,1), C=(0,0,1) y D=(312).

(a) [4 puntos] Determina la recta r que pasa por D y es perpendicular al plano que contiene los
puntos A, By C.

(b) [4 puntos] Determina si los puntos A, B, C y D son coplanarios.

(c) [2 puntos] ¢Es D el punto de corte de la recta con el plano del apartado (a)? Justifica la
respuesta.

(a)Hallamos la ecuacion del plano que contiene a los puntos A, By C.

A=(12,0)ezr | u=AB=(-101)-(12,0)=(-2-21) x y z-1
B=(-101)ex;=v=AC=(0,01)-(12,0)=(-1,-21) }=7z:[-2 -2 1 |=0=
C=(0,01)er C=(0,01)er -1 -2 1

= -2x-y+4(z-1)-2(z-1)+2y+2x=0=

= 2X—y+42-4-27+42+2y+2x=0=>|z:y+22-2=0

La recta r que pasa por D y es perpendicular al plano 1 que contiene los puntos A, B y C tiene
como vector director el vector normal del plano .

71y+22-2=0=n=(02)

X=3
}: r<y=1+4 ,Aer
2=2+24

(b)Para que los puntos A, B, C y D sean coplanarios el punto D debe pertenecer al plano
m:y+2z—2=0 que contiene los puntos A, By C.
mr:y+22-2=0
=¢14+2:2-2=07=¢3=07?
(,D:(3,1,2)e7z?

El punto D no pertenece al plano que contiene los puntos A, B'y C. Los puntos A, B, Cy D no
son coplanarios.

(c)El punto D pertenece a la recta r, pues asi esta definida, pero este punto no pertenece al plano, lo
hemos visto en el apartado (b), por lo que no es el punto de corte de recta y plano.
Para comprobarlo hallamos las coordenadas del punto de corte de r y .

X=3 X=3
r.-sy=1+4 —
y :>1+}t+4+4/1—2=0:>5/1=—3:>/1=—3:> y=1—§=2:> P 3Eﬂ
2=2+21 5 5 5 55
m:y+2z-2=0 z:Z—E:E
5 5
El punto de corte de recta y plano es P(Ség) diferente al punto D:(3,1,2).
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P4.—Seael plano 7:3x+y+z=2 ylospuntosP=(0,1,1)yQ =(2,-1,-3).

(@) [2 puntos] ¢Son P y Q puntos del plano m? Justifica la respuesta.

(b) [4 puntos] Calcula el punto S situado sobre la recta PQ que se encuentra a 3/4 partesde Py a
1/4 parte de Q

(c) [4 puntos] Determina la ecuacion implicita (también Ilamada cartesiana) de la recta que pasa
por Py es perpendicular al plano .

(@)Los puntos P y Q pertenecen al plano Tt si satisfacen su ecuacion.

(',P(O, 1, 1)67[?

=¢3:0+1+1=2?—>iCierto! Per
T:3X+y+z2=2

.Q(2, -1, —3)672'?

=¢3:2-1-3=2?—>Cierto! Qe
T:3X+y+2=2

Los puntos P y Q pertenecen al plano .

(b)El punto S es un punto de la recta PQ tal que d(P, S) = 3d(Q, S).

P
Hallamos el punto medio M del segmento PQ.

P(0,11) _(0,L1)+(2,-1,-3) (2,0,-2) _
Q(2,—1,—3)}:>M_ = 0o

El punto S buscado es el punto medio del segmento MQ.

2 2

M (1,0,-1) S_(1,0,—1)+(2,—1,—3)_(3,—1,—4)_ 31,
Q2-1-3) _(_ 2 j

El punto S buscado es S (2%1—2)

OTRA FORMA DE HACERLO

Hallamos la ecuacion de la recta PQ.
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P(0,L1)er }: PQ =(2,-1,-3)=(0,1,1)=(2,-2,~4) >V, =(1,-1, —2)}

=
Q(2,-1-3)er|  P(0,L1)er
X=A
=>riy=1-1 ,41elR
z=1-22

El punto S pertenece a la recta r y tiene coordenadas S (/1,1—/1,1—2/1)
Aplicamos la igualdad d(P, S) = 3d(Q, S).

i(é’;l’l_m) PS =(2,1-2,1-24)-(0,11) = (4,-4,-24)
Q((Z’, _’1,)_3) - QS =(2,1-4,1-22)-(2,-1,-3)=(4-2, 2/1,42/1)}
PS =(2,~4,-22)

QS =(A-2,2-1,4-24) :\%\:3@\:
d(P, s) = 3d(Q, S)

= J(A)F +(-2) +(-22) =3(A-2) +(2-2) +(4-24) =

AP A2 480 =3NAP A=A+ AP+ A— A +16+417 —161 =

— \J6A2 =361 —24)+24 =612 = 9(64° —244+24) =

= 64° =541° -2161+216 = 481° -2161+216=0=

- 9+3—3—ﬂ
9+ J(-9) —4(2)(9 —=3=
5 242-01+9=0= A= J(-9) (2)(9) _9+3_| 4 N
4 4 |19-8_6_3_,
4 4 2
S(A1-41-22) :
~[57(3-2,-5)
4=3
=
S(A1-4,1-22)
3 —>S(§,1 3,1—3)—) S(E_—l—j
2=3 2' 2
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El punto S” obtenido es el punto del dibujo siguiente.

P

(c)La recta s que pasa por P y es perpendicular al plano 7 tiene como vector director el vector

normal del plano.

ﬂ13x+y+z:2:>ﬁ:(&Ln

y=l+A=y=1+1=
z=1+4 z-1=2

y=1+z-1

\7=F1=(3,1,1)}:> x=34 x=34 {x:3(z—1):3z—3: s_{x—32+3=0

y-z=0
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P5.— La reproduccion de un insecto a lo largo del tiempo sigue la funcion f (x) =e " (2x +1) siendo

x>0 el tiempo en meses y f(x) el nimero de insectos en millones.

(@)[4 puntos] ¢Cuantos millones de insectos habia en el instante inicial? ¢Hacia donde tiende la
cantidad de insectos a lo largo de los afios? Interpreta los resultados.

(b)[4 puntos] ¢Cual es el maximo nimero de insectos que puede llegar a haber? ;En que instante de
tiempo se consigue este valor?

(c)[2 puntos] ¢Hay alguin momento en el que la poblacion supere los 2 millones de insectos? Justifica
la respuesta.

(a)Nos piden hallar f(0) > f (0)=e°(2-0+1)=1. Inicialmente hay 1 millén de insectos.
Nos piden calcular lim f(x).

X—>+0

lim f(x)=lime™(2x+1)=e™ (+o0+1)=0(+0) = Indeter minacion =

X—+0 X—>+00

. 2x+1 A .2 2
= lim — -2 _ Indeter min acion(L'Hopital) = lim —=—=0
X—>+00 e o0 X—)+ooe o0

Significa que inicialmente habia un millén de insectos y con el paso del tiempo acaban
despareciendo todos los insectos.

(b)Buscamos los puntos criticos de la funcion f(x).

f(x)=e™(2x+1) > f'(x)=—e"(2x+1)+e*(2)=e™(-2x+1)

:e’x(—2x+1):0:>{e’X ¢O}:>—2x+l:0:>

~(-2x +1)}

—y
—~

>
~

Il

o oD

=>2X=1=> x:%

Sustituimos este valor en la derivada segunda para determinar si es maximo o minimo.

fr(x)=e7(-2x+1)= f"(x)=—e"(-2x+1)+e*(-2)=e*(2x-3)=

— fn[%j:e—1/2(2(%j_3j:_2e_1/2 <0> X:% es maximo

La funcidn presenta un maximo relativo en x = 1/2. Es decir, al cabo de medio mes se obtiene la

maxima cantidad de insectos, siendo esta cantidad de f (%) g2 (1+1) =1.213061.

Este maximo relativo es maximo absoluto de la funcion, pues empieza en x = 0 con 1 mill6n de
insectos, sube a 1.2 millones al cabo de medio mes y desciende continuamente hasta acercarse a
0. La funcion es continua y por tanto no pasa por valores superiores a 1.2 millones de insectos.

El maximo nimero de insectos es de 1.213.061 insectos y se produce a mitad del primer mes.

91 de 286 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PBAU Extraordinaria 2023 Matemdticas Il en las islas Baleares

(c)La poblacion de insectos no supera en ningin momento los 2 millones, pues el maximo absoluto
es de 1.2 millones.

24

Mdximo

L 4 4
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4 —_—
P6.— [10 puntos] Calcula la integral de la funcién f (x) = w .
X +X—-2
4 —
jf(x)dx=Jde=...
X +X—-2
x* +2X+6 [X*+x-2
—x* = x3+2x° X2 —x+3
—x}4+2x*+2x-6 .
X2+ %2 —2x :W=x2—x+3+z_i
X+ X—2 X +X-2
3x° -6
—3x?-3x+6
—3X
:fxz—x+3+ 2_3 dx:sz—x+3dx—j - 3x dx =
X+ X— X+ X—-2
-1+3 1
“1+.12-4(1)(-2) —1+ -
X2 +x-2=0=x= (W ): 1£3_] 2
2 2 -1-3
2
3x 3x A B A(x+2)+B(x-1)

rx—2 (x=1)(x+2) “X1 x+2 (x=1)(x+2)

x=1->3=3A—> A=1
=3x=A(x+2)+B(x-1)= =
X=-2—->-6=-3B—>B=2
3X 1 2
2 = +
X+X—-2 X-1 x+2

=

3 2 3 2
=X ek i+idx:x——x—+3x—Jidx— idx:
3 2 X-1 X+2 3 2 x-1 X+2
3 2 3 2
XX ke [ gk [ ax= X——X—+3x—ln|x—1|—2In|x+2|+K
3 2 x-1 X+2 2

www.ebaumatematicas.com
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P7.— En una clase donde todos los alumnos practican algin deporte, el 60% de los alumnos juega a
futbol o basquet y el 10% practica los dos. Por otra parte, se sabe que hay un 60% de alumnos que no
juega al fatbol.

(@) [3 puntos] Sea F = “juega a futbol” y sea B = “juega a basquet”, escribe, en términos de uniones,
intersecciones y complementarios de estos dos sucesos, las tres probabilidades que indica el
enunciado.

(b) Calcula la probabilidad de que, escogiendo al azar un alumno de la clase,

(b.1) [1 punto] Juegue a futbol.

(b.2) [2 puntos] Juegue a basquet.

(b.3) [2 puntos] Juegue a basquet.y no a futbol (es decir, solo juega a basquet)
(b.4) [2 puntos]No juegue ni a fatbol ni a basquet.

(a)El 60% de los alumnos juega a fatbol o basquet > P(FwB)=0.60
El 10% practica los dos > P(F nB)=0.10
Hay un 60% de alumnos que no juega al fitbol > P(F¢)=0.60

(b)
(b1) P(F)=1-P(F°®)=1-0.60=[0.4]

(b.2) Nos piden calcular P(B).

P(FUB)=0.60

P(FNB)=0.10 —0.6=04+P(B)-01=
P(F)=0.40

P(FUB)=P(F)+P(B)-P(FB)

= P(B)=0.6-0.4+0.1=[0.3]

(b.3) Nos piden calcular P(BNF€).

P(B)=P(BNF)+ P(BmFC):O.3:O.1+ P(BmFC): P(BmFC):O.3—0.1:O.2

(b.4) Nos piden calcular P(BC NFC)
P(B® nF)={Leyesde Morgan} = P((BUF)C)=1—P(BUF):1_0,6:
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P8.— (a) [5 puntos] En un examen de tecnologia, ¢cual es la probabilidad de sacar una nota entre 5y
7 si se sabe que las notas siguen una distribucidn normal de media 8 y desviacion tipica 2?

(b) [5 puntos] En un examen de filosofia, el 35% de los alumnos presentados obtuvieron una nota
mayor que 6 mientras que el 51% la obtuvo menor que 4. Suponiendo que las notas siguen una
distribucion normal, determina cuél es su media p y su desviacion tipica o.

(@)X = Nota en un examen de tecnologia. X = N(8, 2).

P(5<X <7)=P(X <7)-P(X <5)={Tipificamos} =

= P(Z g7—_6j—P(z stGJ:P(Z <05)-P(Z<-05)=

N

{Miramos en la

=0.6915-[1-0.6915]={0.383
tabla N(0, 1)

T
0.5040 |
0.5438 |
0.5832 [
0.G217
0.6591
0.6950

00
01

02

006 | 0.7257 | 0.7201
0.7 | 0.7580 | 0.7611

(b)X = Nota en un examen de filosofia. X = N(, o).
Sabemos que P(X >6)=0.35y que P(X <4)=0.51.

P(X >6)=0.35= {Tipificamos} = P(Z > 6_”j:0.35:>
O

:>1—P(Z < 6‘“):0.35: P(Z < G_ﬂj=1—0.35=0.65:>
O O

Miramos en la 6—u
= = ——=0.385=6- 1 =0.3850 = [6-0.3850 = i
tabla N(0O, 1) o

0 L] 2 | 3 4 5 6| 7
[0.0 [ 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5230 | 0.5279
[0.1 [ 0.5308 | 0.5438 | 0.5475 | 0.5517 | 0.5007 | 0.6606 | 0.5636 | 0.6675
| 022 1057937 0.5832 [ 05871 | 0.5910 | 0.5048 | 0.5087 | 0.6026 | 0.6064
F Y T e Gaa o cacs T o pane T oo a0 6450
(! e nRROA N RRR M RRRA NoRTON M ARTIAR N RTT AT nRs4a ]
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P(X <4)=051=> {Tipificamos} = P(Z < 4_“] ~051=
(o2

tabla N(0, 1)

Miramosenla| 4- 4
= = —5=0.025=|4- 11 =0.0250|
o

Reunimos las dos ecuaciones en un sistemay lo resolvemos.

6—-0.3850 =
= 4-6+0.3850 =0.0250 = 0.3850 —0.0250 =2 =
4—-11=0.025c
=0.360c=2=|0c = 2 20 =5.5556|= u= 6—0.385-@ 139 =3.8611
036 9 9 |36

La media de notas es 3.86 puntos y la desviacion tipica es 5.5 puntos.
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Matematiques 11 Model 1

PBAU Ordinaria 2023
@ Universitat
de les Illes Balears

Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho
propuestas. Dispone de 90 minutos. Cada cuestion se puntta sobre 10 puntos. La calificacion final se
obtiene de dividir el total de puntos entre 4.

Solo se tendran en cuenta las respuestas claramente justificadas y razonadas usando lenguaje
matematico, 0 no matematico, segin corresponda. Se valoraran negativamente los errores de calculo.

Se permite utilizar calculadora cientifica basica. No se permite el uso de calculadoras gréficas ni
programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan transmitir o almacenar
informacion.

P1.— Considera la matriz M y el vector b,

2 1
M=la+1 0 1| vy b=1],
1

Respectivamente.
(@) [3 puntos] Indica para que valores de a la matriz M es invertible.
(b) [3 puntos] Calcula, para todos los valores de a que sea posible, la inversa de M.
(c) [4 puntos] Calcula, para el caso a =0, el vector x tal que Mx=Db

3 -1 21
0 3 11
Y sea O la matriz nula de orden 2x2.

(@) [4 puntos] Calcula todas las matrices X tales que AX —X =B.
(b) [3 puntos] Encuentra una matriz Y diferente de O tal que (A—B)Y =0

(c) [3 puntos] Indica todas las matrices que cumplen la igualdad AZ =0

P2.— Considera las matrices

P3.— Considera el plano 7:2x+3y+z—-6=0.
(a) [3 puntos] Determina los vértices del triangulo determinado por la interseccion del plano con
los ejes de coordenadas.
(b) [3 puntos] Calcula el area del triangulo anterior.
(c) [4 puntos] Sea A el vértice del triangulo sobre el eje de abscisas (eje OX). Calcula la recta
perpendicular al plano que pasa por A.

P4.— Sean a y b dos constantes reales no nulas.
Consideremos el plano 7:x+ay—2z=3 y la recta

X+bz =1,
y=0.

(@) [4 puntos] ¢Para qué valores de a y b la recta r es perpendicular al plano m? Para estos casos

concretos, calcula el punto de corte entre r y m, y calcula o justifica cual es la distancia de la

recta al plano.
(b) [3 puntos] ¢ Para qué valores de a y b la recta r es paralela al plano m?
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(c) [3 puntos] ¢Existen algunos valores de a y b para los cuales la recta r esta contenida en el
plano m?

P5—- La cantidad de agua infectada por una bacteria se espera que siga la funcion
f (x) =e *+0.15x+1 siendo x>0 los dias de infeccion y f(x) las toneladas de agua infectada.

()[4 puntos] ¢Cuéantas toneladas de agua habia inicialmente infectadas por la bacteria? ¢Hacia
que valor tiende la cantidad de agua infectada? Interpreta los resultados.

(b)[4 puntos] ¢Em qué momento hay menos cantidad de agua infectada? ;Cuantas toneladas hay
en ese momento?

(c)[2 puntos] ¢Hay algin momento en el que el agua no esté infectada? Justifica la respuesta.

P6.— [10 puntos] Representa la region comprendida entre la curva f (x)= 22—)(1 , el eje de abscisas
X*+

(eje OX) y lasrectasx =0 y x = 7. Calcula su area.

P7.— Un espacio muestral contiene dos sucesos A y B. Sabiendo que P(Am B):O.3,
P(A/B)=P(B/A)y P(A°)=0.4 (siendo A el suceso complementario), calcula:
(a) [2 puntos] P(B/A).
(b) [3 puntos] P(B).
(c) [3 puntos] P(A° ~B®).
(d) [2 puntos] ¢Son Ay B sucesos independientes?

P8.— El peso de los recién nacidos sigue una distribucion normal de media z=3.1kg y desviacion
tipica o desconocida. Se sabe que solo el 30.5% de los recién nacidos pesa mas de 3.8 kg. Calcula,
redondeando los resultados a 4 decimales,

()[4 puntos] ¢Cual es la desviacion tipica?
(b)[3 puntos] Suponiendo que o =1.3725, ;cudl es la probabilidad de que un recién nacido pese
menos de 2.7 kg?

(¢)[3 puntos] Suponiendo que o =1.3725, ;cual es la probabilidad de qué un recién nacido pese
entre 2.7 y 3.5 kg?
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SOLUCIONES

P1.— Considera la matriz M y el vector b,
2
M=|a+1
1

Respectivamente.

1
y

(@) [3 puntos] Indica para que valores de a la matriz M es invertible.
(b) [3 puntos] Calcula, para todos los valores de a que sea posible, la inversa de M.
(c) [4 puntos] Calcula, para el caso a =0, el vector x tal que Mx=Db

(a)La matriz M es invertible si su determinante es distinto de 0.

2 1 a

IM|=la+1 0 1/=0+1+a(a+1)-

1 11

0-(a+l)-2=1+a’+a-a-1-2=a*-2

IM|=0=a’-2=0=a’=2=

a=+2

La matriz M es invertible para cualquier valor de a distinto de 2 y de /2.

(b)Si a = +4/2 calculamos su inversa.

IM|=a>-2%0
2 a+1 1 01 1 10
Adjj1 0 1 1 1‘ a j a 1
L AGMT) la 1 1) 1 | fatl g |2 2 a+
oM ai-2 ai-2| |1 j aj a 1%
a+l 2 1 |2 a+
0 j i 1‘ ‘1 ow
-1 -1+a 1
Ml_azl_ -a 2-a -2+a(a+1)
a+l -1 -a-1
-1 - 1
M™= 21 -a 2-a a’+a-2
“latlr a1 —a-1
2 10
(c)Paraa=0lamatrizMqueda M =1 0 1 |.Paraeste valor la matriz M tiene inversa:
111
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-1 0-1 1 1 -1 1) (1/2 1/2 -1/2
M-1—0212 0 2-0 0°+0-2 =_?1 0 2 -2|=| 0 -1 1
0+1 -1  -0-1 1 -1 -1) (-1/2 1/2 1/2

Despejamos “X” de la ecuacion Mx=Db.

Mx=b=x=M"b
Realizamos el producto y obtenemos la expresion de “X”.

1/2 1/2 -1/2)\(0 1/2-1/2
x=M"'b=| 0 -1 1 1= -1+1
-1/2 1/2 1/2 {1 1/2+1/2
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P2.— Considera las matrices

3 -1 21
A= y B=
0 3 11
Y sea O la matriz nula de orden 2x2.

(@) [4 puntos] Calcula todas las matrices X tales que AX —X =B.
(b) [3 puntos] Encuentra una matriz Y diferente de O tal que (A—B)Y =0

(c) [3 puntos] Indica todas las matrices que cumplen la igualdad AZ =0

(a) Despejamos la matriz X de la ecuacion matricial.
AX -X=B=(A-1)X=B=X=(A-1)"B
Comprobamos que la matriz A — | tiene inversa y la calculamos.

o e 1o )

|A-1] 4 T4

(A,)l_Adj(Al)T_Adj(—zl gj_l(z 1)_[1/2 1/4)

0 2) Lo 1/2

Determinamos la expresion de X.

1+1 1+1
., 1/2 1/4\(2 1 4 2 4
X=(a-1) B:[o 1/2}(1 J: -

1
2 2

N~ MO
NIk MW

3 -1) (2 1 1 -2 . . :
(b) A-B= - = . Como su determinante es nulo no existe su inversa.
0 3 11 -1 2

a b
La matriz Y es de orden 2x2. La matrizes Y :( J

c d
1 -2)a b 00 a-2c b-2d 00
(A-B)Y =0= = = = =
-1 2 J/lc d 00 -a+2c -b+2d 00
a=2c
a-2c=0
a=2c
b-2d =0 a=2c 2c 2d
= = = =Y =
—-a+2c=0 b=2d c d
biod—o |02
—D+ —
b=2d

2 2
Una solucion no nula del problema puede sertomandoc=1yd=1-> Y = (1 1)
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b
(c) La matriz Z debe ser de orden 2x2. Consideramos Z = [: dj .
3 -1)(a b 00 3a-c 3b-d 00
AZ=0= = = = =
0 3)lc d 00 3c ad 00

3a-c=0
00
0 0

N 3b-d=0 _ J3a=0-[a=0 |
3c=0-[c=0] " |3p=0-s[b=0]
3d =0—[d =0

La unica matriz solucion de la ecuacion es la matriz nula.

www.ebaumatematicas.com
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P3.— Considera el plano 7:2x+3y+z—-6=0.

(a) [3 puntos] Determina los vértices del triangulo determinado por la interseccion del plano con los
ejes de coordenadas.

(b) [3 puntos] Calcula el area del triangulo anterior.

(c) [4 puntos] Sea A el vértice del triangulo sobre el eje de abscisas (eje OX). Calcula la recta
perpendicular al plano que pasa por A.

(a)Hallamos los puntos de corte con cada uno de los ejes de coordenadas.

m:2X+3y+2-6=0

A— OX'{y:O =2x-6=0=2x=6=x=3=[A(3,0,0)
1z=0

7:2Xx+3y+2-6=0

B OY-{X=0 =3y-6=0=3y=6=y=2=|B(0,2,0)
1z=0

m:2X+3y+2-6=0

C—o OZ'{X:O =27-6=0=2=6=|C(0,0,6)
Ty=0

(b)El area del triangulo ABC es la mitad del médulo del producto vectorial ABx AC .

— ABx AC =|-3
-3

i ok
AB =(0,2,0)—(3,0,0)=(~3,2,0
(0:2,0)=(3,0.0)=( } 2 0|=12i+6k+18j=(12,18,6)
0 6

Area = 3J1_4 =11.22 unidades cuadradas

122 1187 +67
2

(c)La recta perpendicular al plano tiene como vector director el vector normal del plano.

7:2x+3y+2-6=0=>n=(2,31)

— - X=3+24
v, =n=(2,31)

r. =>|r:sy=34 ,41eR
A(3,0,0)er .
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P4.— Sean a y b dos constantes reales no nulas.
Consideremos el plano 7 :x+ay—2z=3 y larecta

e bz =1,
“ly=0o.

(@) [4 puntos] ¢Para qué valores de a y b la recta r es perpendicular al plano m? Para estos casos
concretos, calcula el punto de corte entre r y m, y calcula o justifica cual es la distancia de la recta
al plano.

(b) [3 puntos] ¢Para que valores de a y b la recta r es paralela al plano m?

(c) [3 puntos] ¢Existen algunos valores de a 'y b para los cuales la recta r esta contenida en el plano
m?

(@)La recta r es perpendicular al plano 7 cuando las coordenadas del vector director de la recta son
proporcionales a las coordenadas del vector normal del plano.

=1-bA
{x+bz:1, {x:l—bz X {P,(l,O,O)
r: = =>r:iqy=0 =< _
y=0. y=0. - v, =(-b,0,1)
7ix+ay-2z=3=n=(La,-2)
\T'Z(_b’o’l) b 0 1 _—b:i—>2b=1—> b:l
n=(La-2) t=>—=-="= 1 =2 2
L 1 a -2 jo 1
rlz—-v|n g=_—2—>

1 .
Con los valores a=0; b= > recta y plano son perpendiculares.

Hallamos el punto P de corte de recta y plano.

TiX=22=3
1 X=3+22
X+—z=1\= =2(3+22)+2=2=6+41+71=2=51=-4=
r: 2 2X+2=2
y=0
U P Y O S e - LA (IR (7,0,_4j
5 5 5 5 5

El punto de corte es P(%O%ﬂ')

No tiene sentido hablar de distancia entre recta y plano pues la recta corta al plano en el punto P.

(b)La recta r es paralela al plano w cuando el vector director de la recta y el vector normal del plano
son perpendiculares y si un punto cualquiera de la recta no pertenece al plano.
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v =(-0,01)
n=(La,-2) =(-b,0,1)(La,-2)=0=-b+0-2=0=[b=—2]

rjz—v,Ln—-v,-n=0
Recta y plano son paralelos o la recta esta contenida en el plano.

(',R(l,0,0)Eﬂ'?

= ¢1=37?iNo es cierto!
miX+ay—-2z=3

El punto de la recta no pertenece al plano y la recta es paralela al plano.

La recta y el plano son paralelos cuando b =-2. El valor de a puede ser cualquier valor real.

(c)El plano debe contener a todos los puntos de la recta. En particular debe contener al punto
P.(1,0,0) que pertenece a la recta.

mTiX+ay—2z=3

b (10 0) 5 }:>1=3ilmposible!
¢B(L0,0)er

No existen valores que hagan que la recta esté contenida en el plano.
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P5—- La cantidad de agua infectada por una bacteria se espera que siga la funcion
f (x) =e *+0.15x+1 siendo x>0 los dias de infeccion y f(x) las toneladas de agua infectada.

()[4 puntos] ¢Cuéantas toneladas de agua habia inicialmente infectadas por la bacteria? ¢Hacia qué
valor tiende la cantidad de agua infectada? Interpreta los resultados.

(b)[4 puntos] ¢En qué momento hay menos cantidad de agua infectada? ¢ Cuéntas toneladas hay en
ese momento?

(c)[2 puntos] ¢Hay algin momento en el que el agua no esté infectada? Justifica la respuesta.

(a)Nos piden hallar f(0) > f (0)=e™+0.15-0+1=2. Inicialmente hay infectadas 2 toneladas de
agua.
Calculamos lim f (x).

X—>+00

lime™+0.15x+1=e" +O.15-(+oo)+1= 0+00+1=+4w0

X—>+00

Significa que con el paso del tiempo acaba infectdndose toda el agua.

(b)Buscamos el minimo de la funcion f(x).

f(x)=-e7+0.15

] =-e"+4015=0=e"=0.15=-x=In0.15=x=-In0.15=1.9
f’(x)=0

f7(x)=e” = f7(~In0.15)=e"** =0.15> 0
La funcion presenta un minimo relativo en x = 1.9.

f (-=In0.15) =e"** +0.15(-In(0.15)) +1=0.15-0.15In0.15+1=1.15-0.15In(0.15) =1.43

En el momento de minima cantidad de agua infectada hay, aproximadamente, 1.43 toneladas de
agua infectada.

(c)Estudiamos si la funcién se anula.

f(x)=e"+0.15x+1= ix+0.15x+1. Esta funcion para x>0 siempre es positiva. Nunca se
e

anula.
OTRA FORMA DE RAZONARLDO.

La funcion es continua. En x = 0 vale 2, disminuye hasta su valor minimo 1.43 y vuelve a crecer
hasta +oo. Nunca alcanza el valor 0.
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P6.— [10 puntos] Representa la region comprendida entre la curva f (x)= 22_x1 , el eje de abscisas
X+

(eje OX) y lasrectasx =0 y x = 7. Calcula su area.

La funcion es continua. Hacemos una tabla de valores y la representamos en el intervalo [0, 7].

>

f(x)=
0
1
4/5=08
0.6
8/17 = 0.47
10/26 =0.38
12/37 =0.43
14/50 = 0.28

x?+1

~N o OO~ W NN P o

[ 5]

El &rea se calcula con la integral definida de la funciénentre Oy 7.

7
Area = Lj f(x)dx = J- Xzzildx = [In(x2 +1)l7) -
0

= [In (72 +1)] —[In (02 +1)} = [In50 = 3.91 unidades cuadradas
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P7.— Un espacio muestral contiene dos sucesos A y B. Sabiendo que P(Am B):0.3,
P(A/B)=P(B/A)y P(A°)=0.4 (siendo A el suceso complementario), calcula:

(a) [2 puntos] P(B/A).

(b) [3 puntos] P(B).

(©) [3 puntos] P(A° ~B°).

(d) [2 puntos] ¢Son Ay B sucesos independientes?

(@)

P(AnB) P(AnB) 03
P(BIA)= P(A) =1—P(AC)=1—0.4=

(b)
P(A)=1-P(A°)=1-04=06

P(AIB)=P(B/A)= P(PA(E)B) _ P(PA(;:)B) = P(A)=P(B)=[P(B)=06

(©)
P(ACmBC):p((AU B)C)zl—P(Au B)=

=1-[P(A)+P(B)-P(ANB)]|=1-[0.6+0.6-0.3] =
(d)Para que los sucesos Ay B sean independientes debe cumplirse P(ANB)=P(A)P(B)

P(ANB)=0.3

P(A)P(B)=0.6-0.6:0.36}:> P(AnB)=03+036=P(A)P(B)

Los sucesos A 'y B no son independientes.
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P8.— EIl peso de los recién nacidos sigue una distribucion normal de media x=3.1kg y desviacion

tipica o desconocida. Se sabe que solo el 30.5% de los recién nacidos pesa mas de 3.8 kg. Calcula,
redondeando los resultados a 4 decimales,

(@)[4 puntos] ¢Cual es la desviacion tipica?

(b)[3 puntos] Suponiendo que o =1.3725, ;cuél es la probabilidad de que un recién nacido pese
menos de 2.7 kg?

(¢)[3 puntos] Suponiendo que o =1.3725, ;cudl es la probabilidad de qué un recién nacido pese
entre 2.7 y 3.5 kg?

X = El peso de un recién nacido. X = N(3.1, o).

(a)Sabemos que P(X >3.8)=0.305.

P(X >3.8)=0.305= P(X <3.8)=1-0.305=0.695= {Tipificamos} =

— Buscamos en
:P(ZSBB 3'1j:0.695:> :£:0.51:> 0':—0'7 =1,3725
o la tabla N(O, 1) 0.51

0
0.0 T 0.5000 [
01 (05308 | 05 EBY 05
0205703 0.5 0.5
03 o617 | o6l [ 0.6

(4 | (L hnnd | .61
-;;Jém.. 0.6950 § 0.6
™| 0.7257 LI-"I'I'J —T| (.7

La desviacion tipica es, aproximadamente, o =1.3725.

(b)X = El peso de un recién nacido. X = N(3.1, 1.3725).

2.7-3.1
1.3725

P(X <2.7)={Tipificamos} = P(Z < j: P(Z<-0.29)=P(Z>0.29)=

Miramos en la
=1- P(Z < 0.29) = =1-0.6141={0.3859
tabla N(0, 1)

‘ 0 | 2 3] 1] 5 6 7 si 9l
[70.0 [0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5319 | Ok
[ [10.5308 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 4 |
IR e RN ———
= 0.6179 | 0.6217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.0980 | 0051

vernn | nomoe nem=a | necono neoaa noeomn

(c) X = El peso de un recién nacido. X = N(3.1, 1.3725).

P(2.7<X £35)=P(X 35)~ P(X <2.7)= {Tipificamos} = P(z 35-31

< —0.3859 =
1.3725

Miramos en la

= P(Z < 0.29)—0.3859 =
tabla N(0, 1)

} =0.6141-0.3859 =|0.2282

La probabilidad de qué un recién nacido pese entre 2.7 y 3.5 kg es de 0.2282.
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Matematiques 11

PBAU Extraordinaria 2022
© e

Modelo 3

Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho
propuestas.

Dispone de 90 minutos. Cada cuestion se puntta sobre 10 puntos. La calificacion final se obtiene de
dividir el total de puntos entre 4. Solo se tendran en cuenta las respuestas claramente justificadas y
razonadas usando lenguaje matematico, o0 no matematico, segin corresponda. Se valoraran
negativamente los errores de calculo.

Se permite utilizar calculadora cientifica basica. No se permite el uso de calculadoras graficas ni
programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan transmitir o almacenar
informacion.

1. Considere las matrices

1 1 -1
A=l1 2 -1}, B=(1 31 6)
2 41 -1
(a) Calcule el determinante de la matriz A. (1 punto)
(b) En funcioén del parametro A, halle el rango de la matriz A. (3 puntos)
(c) Para el valor de A =1, halle la matriz inversa de A, AL (3 puntos)
(d) Para el valor de =1, resuelva la ecuacion matricial XA=B. (3 puntos)

2. Durante un afio, cierta empresa vende 21000 vehiculos de tres modelos A, B y C, al precio de
10000, 15000 y 20000 euros, respectivamente. El total de las ventas es de 332 millones de euros. Se
ha observado que también se han vendido 21000 vehiculos contando tan solo los del modeloBy A
veces los del modelo A.

(a) Plantee un sistema de ecuaciones con las condiciones del problema, en funcién del nimero de

vehiculos vendidos de cada modelo. (3 puntos)
(b) Calcule el nimero de vehiculos vendidos de cada modelo, suponiendo A =3. (3 puntos)
(c) Determine si existe algun valor del parametro A para el cual la anterior situacion no se pueda
dar. (4 puntos)

3. Dadas las funciones f(x)=x*-4xy g(x)=4-4x.

(a) Represéntelas graficamente en un mismo sistema de coordenadas. (5 puntos)
(b) Calcule los puntos de corte de ambas gréaficas. (2 puntos)
(c) Calcule el area del recinto limitado por las graficas de ambas funciones. (3 puntos)
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4. Sea la funcion f(x) :1—3/x_2.

(a) Halle el dominio y los puntos de corte de la grafica de la funcién con los ejes. (2 puntos)
(b) Calcule la derivada de la funcién y obtenga los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(2 puntos)

(c) Comprueba que f (—1)= f (1) y que f"(x) no es nunca cero en el intervalo [-1,1]. ;Contradice

este hecho el teorema de Rolle? (3 puntos)

(d) Esboce la grafica de la funcién y = f(x). (3 puntos)

5. Sea a un parametro real. Considere el plano 7 =3x—-2y—-z=4, el punto P(1, 1, 0) y la recta

e {x —y=0
X—az=1
En cada caso, si existe, obtenga el valor del pardmetro a para el cual:
(@) el punto P pertenece a larectar. (1 punto)
(b) la recta r y el plano Tt se cortan en un Gnico punto. (3 puntos)
(c) larecta r esta contenida en el plano . (3 puntos)
(d) la recta r es perpendicular al plano . (3 puntos)

6. Dados los puntos A(1, 1,1), B(0, 0, -2), C(2, -1, 0), D(-1, 2,-1) y E(0, O, 0).

(a) Compruebe que los puntos A, B y C determinan un unico plano, . (2 puntos)
(b) Averigle si el triangulo de vértices A, B y C es rectangulo en el vértice A. (3 puntos)
(c) Halle el &ngulo que forma la recta que pasa por los puntos Ay D con el plano t. (3 puntos)
(d) Calcule el volumen del tetraedro definido por los vectores AB, AC y AD. (2 puntos)

7. Una prueba diagndstica de una enfermedad da resultado negativo el 5 % de las veces que se aplica
a un individuo que la padece y da positivo el 10 % de las veces que se aplica a un individuo que no
la padece. Las estadisticas muestran que dicha enfermedad afecta a 50 de cada 10000 personas. Si
una persona elegida al azar se somete a la prueba diagnostica, calcule las siguientes probabilidades.

(a) Que un individuo no padezca la enfermedad. (1 punto)

(b) Que la prueba dé resultado positivo. (3 puntos)
(c) Que la persona no padezca la enfermedad, si el resultado de la prueba es negativo. (3 puntos)
(d) Que el resultado de la prueba sea erréneo. (3 puntos)

8. Se tienen tresurnas A, B y C. La urna A contiene 4 bolas rojas y 2 bolas negras. La urna B contiene
3 bolasrojas y 3 bolas negras. La urna C contiene 6 bolas negras. Se elige una urna al azar y se extraen
dos bolas de manera consecutiva y sin reemplazamiento.

(a) Calcule la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja. (3 puntos)
(b) Calcule la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja y la segunda sea negra.
(3 puntos)
(c) Sabiendo que la primera bola extraida es roja, calcule la probabilidad de que la segunda sea
negra. (4 puntos)
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SOLUCIONES
1. Considere las matrices
1 1 -1
A=l1 2 -1}, B=(1 31 6)
2 A -1
(a) Calcule el determinante de la matriz A. (1 punto)
(b) En funcion del parametro A, halle el rango de la matriz A. (3 puntos)
(c) Para el valor de A =1, halle la matriz inversa de A, A™. (3 puntos)
(d) Para el valor de 4 =1, resuelva la ecuacion matricial XA=B. (3 puntos)
()
1 1 -1
A=|2 2 —=—2-2-22+4+2+2=
2 1 -1

(b) El rango de A es 3 si su determinante es no nulo.

A=0
|A=0=-2*+21=0=>-1(1-2)=0=10
A=2
Elrangode Aes3si A0y A #2.

Si A =2 elrango de A es menor que 3, pues su determinante vale 0.

11 -1

Lamatriz Aqueda A={2 2 -1|.Como se aprecia las columnas 12 y 22 son iguales, también
2 2 -1

son iguales las filas 22 y 32 Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 32 y

1
columna 13, calculamos su determinante = ‘2 i‘ =-1+2=1+%0.
El rango de A es 2.

Si 4 =0 el rango de A es menor que 3, pues su determinante vale 0.

1 1 -1
Lamatriz Aqueda A= 0 2 -1|.Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la
2 0 -1

11
filay columna 32, calculamos su determinante - ‘0 2‘ =2=+0.

El rango de A es 2.

Resumiendo: Si A0y A#2 elrangode Aes3ysi A=20 A=0 elrango de A es 2.
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11 -1
(c)Parael valor de A=1 lamatrizqueda A=|1 2 -1].
2 1 -1
11 -1 1 1 -1
A=l1 2 -1 :|A|:1 2 -1=-2-2-1+4+1+1=1+0 Existe la inversa.
2 1 -1 2 1 -1
1 1 2
Al=1 2 1
-1 -1 -1
1 1 2 1 1 1 1 2
+ —~ +
Adj| 1 2 | | A |
L Adj(AT) 1 -1 -1 1 2] |1 2] |1 1
j— p— — J— + J—
A 1 1 - -y 1 -
1 2 1 2 1 1
+ - +
2 1 1 1 1 2
-1 01
A'={-1 1 0
-3 11
1 1 -1
(d)Para el valor de =1 las matrices quedan A=|1 2 -1|y B=(1 3 6).
2 1 -1

Despejamos X en la ecuacion XA=B = X = BA™. Sustituimos los valores de las matrices A y
B y calculamos la expresion de X.

-

-1 0
X=BA'=(1 3 6)|-1 1
31

—(-1-3-18 346 1+6)=(-22 9 7)

=

La matriz buscadaes X =(-22 9 7).
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2. Durante un afio, cierta empresa vende 21000 vehiculos de tres modelos A, B y C, al precio de
10000, 15000 y 20000 euros, respectivamente. El total de las ventas es de 332 millones de euros. Se
ha observado que también se han vendido 21000 vehiculos contando tan solo los del modeloBy A
veces los del modelo A.

(a) Plantee un sistema de ecuaciones con las condiciones del problema, en funcién del nimero de

vehiculos vendidos de cada modelo. (3 puntos)
(b) Calcule el nimero de vehiculos vendidos de cada modelo, suponiendo A =3. (3 puntos)
(c) Determine si existe algun valor del pardmetro A para el cual la anterior situacion no se pueda

dar. (4 puntos)

(@) Llamamos “a” al nimero de vehiculos A, “b” al nimero de vehiculos B, “c” al nimero de
vehiculos C.

“vende 21000 vehiculos de tres modelos A, By C” 2 a+b+c¢=21000
“vende 21000 vehiculos de tres modelos A, B y C, al precio de 10000, 15000 y 20000 euros,
respectivamente. El total de las ventas es de 332 millones de euros” =

10000a +15000b + 20000c = 332000000

“se han vendido 21000 vehiculos contando tan solo los del modelo B y A veces los del
modelo A” > 21000=b+ 1a

Reunimos todas las ecuaciones en un sistema.

a+b+c=21000 a+b+c=21000
10000a +15000b + 20000c = 332000000 ; = 2a+ 3b + 4c = 66400
21000=b+ 1a Aa+b=21000

a+b+c=21000
(b) Si 4 =3 el sistema queda 2a+3b+4c =66400 ;. Lo resolvemos.
3a+b=21000

a+b+c=21000 a+b+c=21000
2a+3b+4c=66400; = 2a+3b+4c=66400; =

a+21000-3a+c=21000 }
=
3a+b=21000 b=21000-3a

2a+ 3(21000 - 3a) +4c =66400

:>—2a+c:0 :c:Za
2a+63000—-9a +4c = 66400 —7a+4c =3400

}:>—7a+8a:3400:> a=3400|=

:{0:6800

lb = 21000—10200 = 10800)|

Se han vendido 3400 coches del modelo A, 10800 del modelo B y 6800 del modelo C.
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a+b+c=21000
(c) Estudiamos la compatibilidad del sistema 2a+3b + 4c = 66400
Aa+b=21000

La matriz de coeficientes es A=

NN
W e
o

Averiguamos cuando se anula su determinante.

111
|A|:2 3 4=04+41+2-31-0-4=41-2
A 10

A=0=1-2=[1=2]

Si A # 2 el sistema es compatible determinado (tiene una Gnica solucion).
Veamos que ocurre para A =2.

a+b-+c=21000
El sistema queda 2a+3b+4c =66400 ;. Intentamos resolverlo.
2a+b=21000

a+b+c=21000 a+b+c=21000
2a+3b+4c=66400; = 2a+3b+4c=66400; =

a+21000-2a+c=21000 }
=
2a+b=21000 b=21000-2a

2a+ 3(21000 —2a)+4c = 66400

—a+c=0 } c=a

= = = —4a+4a=3400= ;0 =3400!
2a+63000—6a+4c =66400 —4a+4c = 3400

Nos queda una igualdad imposible. El sistema no tiene solucion para 4 =2.

Para A =2 lasituacién planteada no es posible.
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3. Dadas las funciones f(x)=x’—4xy g(x)=4-4x.

(a) Represéntelas graficamente en un mismo sistema de coordenadas. (5 puntos)
(b) Calcule los puntos de corte de ambas gréaficas. (2 puntos)
(c) Calcule el area del recinto limitado por las graficas de ambas funciones. (3 puntos)

(a)La grafica de f(x)=x>—4x es una parabola.

) ,
Fo)=x —dx=1 (X)le(i;(_g} — 2x—4=0= 2x =4 =[x = 2| Vértice de la parabola
y = x> —4x
0
-3
—4Vértice
-3
0

.|>o.>|\>|—\0|><

La gréfica de g(x)=4—-4x esuna recta decreciente.

X|y=4-4x
0 4
1 0

(b) Resolvemos la ecuacion que nos permite hallar los puntos de corte.
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f()=g(X) =X -4x=4-4x=> X" -4=0=> X" =4=|x=\4 =42

Como g(—2)=4-4(-2)=12y g(2)=4-4(2)=—4 las coordenadas de los puntos de corte
son (-2,12) y (2,-4)

(c) El area del recinto limitado por las graficas de ambas funciones es la del dibujo y se calcula con
la integral definida entre —2 y 2 de g(x) — f(x).

h

)
-
I

e

|

J
-

e

BN

Area = J'_Zzg (x)— f (x)dx :J._224—4x—(x2 —4x)dx = I_Zz—xz +4dx =

T O[ 2 (-2)’ 8 . 8 16 [32
== Zgax| =] —Sha2|| - ha(-2) |=-248-248=16-== |22 =10.670°
3 ], | 3 3 3 3 3 |3

El area del recinto limitado por las graficas de ambas funciones tiene un valor aproximado de
10.667 unidades cuadradas.
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4. Sea la funcion f(x) =1—3/x_2.
(@) Halle el dominio y los puntos de corte de la grafica de la funcién con los ejes. (2 puntos)
(b) Calcule la derivada de la funcién y obtenga los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
(2 puntos)
(c) Comprueba que f(—1)=f (1) y que f "(x) no es nunca cero en el intervalo [-1,1]. ;Contradice
este hecho el teorema de Rolle? (3 puntos)
(d) Esboce la grafica de la funcién y = f(x). (3 puntos)

(@)El dominio son todos los nimeros reales, pues la raiz cubica siempre existe.

Puntos de corte con los ejes.

Six=0-> f(0)=1-30° =1=|A(0,1)

Siy=0> 0=1-I > =1 =L =1 x=1=t1=

(b) Calculamos la derivada de la funcion para x#0.

2 2 —
f(X)=1-3IYx* =1-x"* = f(x)=0-=x*'=—Zx" =—=, para x=0
(0 =1-3x (x)=0-3 g P
Calculamos la derivada en x = 0.
f(x)=f(0 32 3f,2 2/3
£(0) = lim ()= F(0) _ i 2 -1 lim 2 — lim X = lim x2* = lim x Y =
x—0 X—0 x—0 X x>0 X x>0 X x—0 x—0
.1 1
=lim =—=w

x—0 3 X 0
No existe f“(0).
La derivada de la funciénes f“(x) :_—2, para x=0.

3Yx

Esa derivada no existe para x = 0.
Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x = 0.

e Enelintervalo (—c,0) tomamos x =—1y la derivada vale f’(-1)= 2 _2.0.La

31 3
funcion crece en el intervalo (—e,0).
e Enelintervalo (0,+) tomamosx = 1y la derivada vale f(1)= 2 _2.0.La
331 3

funcion decrece en el intervalo (0,+o).

La funcion crece en (—o,0) y decrece en (0,+o0).
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(c)
f(—l)zl‘wzl_lzo = f(-1)=f(1)=0

f()=1-312 =1-1=0

La derivada de la funciénes f“(x) :%, para x = 0. Esta expresion de la derivada nunca se
X

anula y tampoco en el intervalo [-1,1].

-2 .
f(x)=0=——~=0=-2=0 jjlmposible!!
2)=0= 3%
Para poder aplicar el teorema de Rolle en el intervalo [—1,1] la funcion debe ser continua en el
intervalo (lo es) y derivable en (—1,1) . Esta altima condicion no se cumple en el intervalo, pues

la funcién no es derivable en x=0e(-11).
No podemos aplicar el teorema de Rolle y por lo tanto no existe contradiccion.

(d) Hacemos una tabla de valores y representamos la gréafica.

X |y=1- f/x_2
-2 —-0.59
-1 0
0 1
1 0
2 -0.59
f)=1-3¥

%]
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5. Sea a un parametro real. Considere el plano 7 =3x—2y—-z =4, el punto P(1, 1, 0) y la recta
Xx—y=0
r= y

{x —az=1
En cada caso, si existe, obtenga el valor del pardmetro a para el cual:
(@) el punto P pertenece alarectar. (1 punto)
(b) la recta r y el plano T se cortan en un Unico punto. (3 puntos)
(c) larecta r esta contenida en el plano . (3 puntos)
(d) la recta r es perpendicular al plano . (3 puntos)

(@) El punto P debe satisfacer las ecuaciones de la recta.

P(1 1 0)er
0= 1-1=0 = 0=0'Secum len!
_ XY= 1-a-0=1_ |1=1" blen-
Xx—az=1

Se cumplen las igualdades independientemente del valor de “a”.
El punto P pertenece al plano para cualquier valor de “a”.

(b) Recta y plano son secantes si el vector normal del plano y el director de la recta no son
perpendiculares, es decir, si su producto escalar no es cero.

{x—y:O {y:x x=1tas {Pr(l,l,o)
r= =

> y=l+taz=r=qy=l+al=rs=
x—az=1 v, =(a,al)

Xx=1+az
2=A

7=3x-2y-7=4=n=(3,-2,-1)

ﬁj_((& _2’1_)1)} =n-v, =(3,-2-1)(a,al)=3a-2a-1=a-1

ﬁ-\/TzO:a—1:0:>
Recta y plano se cortan en un unico punto si el valor de “a” es distinto de 1.

(c) Para que la recta esté contenida en el plano debe cumplirse que el vector normal del plano y el
director de la recta sean perpendiculares, es decir, su producto escalar es cero.
Esto ocurre cuando a = 1.

Pero la recta puede ser paralela o estar contenida en el plano. Para comprobar si esta contenida
en el plano vemos si el punto de la recta P. (1,1, O) pertenece al plano.

¢P.(110)ex?

=¢31-21-0=47=¢1=47 {No se cumple!
m=3X-2y-1=4
La recta no esta contenida en el plano para a = 1. La recta es paralela al plano para a = 1.
La recta no esta contenida en el plano para ningun valor de “a”.

(d) La recta r es perpendicular al plano © cuando las coordenadas del vector normal del plano y el
director de la recta son proporcionales.
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v = (aa a_l_ ,_3-[a=3

31:3—1

a
— j_
rlx 32 A i=i:>—a:—2:>

-2 -1

No es posible para ningun valor de “a” pues se obtienen dos igualdades que son imposibles de
cumplir de forma simulténea.

121 de 286 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PBAU Extraordinaria 2022 Matemdticas Il en las islas Baleares

6. Dados los puntos A(1, 1, 1), B(0, 0, -2), C(2, -1, 0), D(-1, 2, -1) y E(O, O, 0).

(a) Compruebe que los puntos A, B y C determinan un Unico plano, .

(b) Averigue si el triangulo de vértices A, B y C es rectangulo en el vértice A.

(c) Halle el &ngulo que forma la recta que pasa por los puntos Ay D con el plano .

(d) Calcule el volumen del tetraedro definido por los vectores AB, AC y AD.

(2 puntos)
(3 puntos)
(3 puntos)

(2 puntos)

(@)Los puntos A, B y C determinan un tnico plano si no estan alineados.

Los puntos estan alineados cuando los vectores AB y AC indican la misma direccién, es decir,

tienen las coordenadas proporcionales.

AB=(0,0,-2)-(111)=(-1-1,-3)] —1 -1 -3
}:T;ﬁ_—z;t_—l

Los puntos no estan alineados y los puntos A, B y C definen un Gnico plano.

(b)Para que sea rectangulo en A los vectores AB y AC deben ser perpendiculares y por tanto, el

producto escalar de los vectores AB y AC debe ser cero.
B

C

El triangulo de vértices A, B y C no es rectangulo en A.

(c) Hallamos la ecuacion del plano © definido por los puntos A, By C.

3
}:» AB-AC =(-1-1-3)(L,-2,-1)=-1+2+3=4%0

ﬁ:ﬁ:(—l,—l,—S) X 'y z+2
V:E:(l,—z,—l) =>r=-1 -1 -3|=0=>x-3y+22+4+2+2-y-6x=0=
B(0,0,—Z)E]Z' 1 -2 -1

=|7=-5x-4y+32+6=0

La recta que pasa por los puntos Ay D tiene como vector director el vector AD.

AD=(-12,-1)-(111)=(-2,1,-2)

Hallamos el &ngulo que forma el vector normal del plano y el vector director de la recta AD.
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AD=(-21-2) :cos(ﬁ ﬁ)z AD-n

7 =-5x—4y+32+6=0=n=(-5-4,3) "/ |AD|:|n|
— oy (-2,1,-2)(-5,-4,3) _10-4-6_ 25 -\ _g0o
cos(AD,n)—\/(_2)2+12+(_2)2\/(_5)2+(_4)2+32_ 5 =0=(AD,n)=90

La recta y el plano forman un angulo de 90° - 90° = Q°.
La recta puede ser paralela o estar contenida en el plano.
La recta esta contenida en el plano pues el punto A pertenece al plano 7.

n

(d)El volumen del tetraedro definido por los vectores AB, AC y AD es la sexta parte del valor
absoluto del producto mixto de esos tres vectores.

AB=(-1-1-3) 1 -1 -3
AC=(1-2-1) {=|AB,AC,AD|=|1 -2 -1=-4-2-3+12-2-1=0
AD =(-2,1,-2) -2 1 -2

El volumen es 0. Significa que realmente no definen un tetraedro. Esto ocurre por que el punto D
pertenece al plano 7 =-5x—4y+3z+6=0 definido por los puntos A, B 'y C, como se ha visto

en el apartado (c). Por lo que los cuatro puntos A, B, C y D son coplanarios.
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7. Una prueba diagndstica de una enfermedad da resultado negativo el 5 % de las veces que se aplica
a un individuo que la padece y da positivo el 10 % de las veces que se aplica a un individuo que no
la padece. Las estadisticas muestran que dicha enfermedad afecta a 50 de cada 10000 personas. Si
una persona elegida al azar se somete a la prueba diagnostica, calcule las siguientes probabilidades.

(@) Que un individuo no padezca la enfermedad. (1 punto)

(b) Que la prueba dé resultado positivo. (3 puntos)
(c) Que la persona no padezca la enfermedad, si el resultado de la prueba es negativo. (3 puntos)
(d) Que el resultado de la prueba sea erréneo. (3 puntos)

Hacemos un diagrama de arbol para clarificar la situacion planteada.
Llamamos N = “dar negativo en la prueba diagnoéstica”, A = “Padecer la enfermedad”.

Tenemos que P(A):i:izo_o%, P(N /A):0.0S, P(NC / AC)=O.10
10000 200

Da positivo

Enfermo P(N¢/A) =0.95
P(A) = 0.005 Da negativo

Enfermedad y P(N/A) = 0.05

la prueba —

Da positivo

No enfermo P(N¢/A) =0.10
P(A) =0.995 Da negativo

P(N/A) = 0.90

(a)Nos piden P(A°).

P(A°)=1-P(A)=1-0.005=(0.995]

(b)Nos piden P(N®). Utilizamos el teorema de la probabilidad total.

P(N®)=P(A)P(N®/A)+P(A°)P(N°/A°)=0.005-0.95+0.995-0.1= %:o.mns

(c)Nos piden P(AC I'N ) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P (A 1) P(ACmN): P(A)P(N/A®) 099509 [3582

- = =0.99972
P(N) 1-P(N°) 1-0.10425 |3583

(d)Que el resultado sea erroneo puede ocurrir estando enfermo y dar negativo o también no estando
enfermo y dar positivo. La probabilidad de este suceso es la suma de las probabilidades de cada
forma en que puede ocurrir.

P (Dar resultado erroneo en la prueba) = P(ANN)+P(A° AN°)=

=P(A)P(N/A)+P(A°)P(N®/A®)=0.005-0.05+0.995-0.1= 39 _.00975
4000
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8. Se tienen tres urnas A, B y C. La urna A contiene 4 bolas rojas y 2 bolas negras. La urna B contiene
3 bolasrojas y 3 bolas negras. La urna C contiene 6 bolas negras. Se elige una urna al azar y se extraen
dos bolas de manera consecutiva y sin reemplazamiento.

(a) Calcule la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja. (3 puntos)
(b) Calcule la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja y la segunda sea negra.
(3 puntos)
(c) Sabiendo que la primera bola extraida es roja, calcule la probabilidad de que la segunda sea
negra. (4 puntos)

Llamamos A = “elegir urna A”, B = “elegir urna B”, C = “elegir urna C”, R1 = “sacar 1* bola
roja”’, N1 = “sacar 1* bola negra”, R2 = “sacar 2% bola roja”, N2 = “sacar 2* bola negra”
Hacemos un diagrama de arbol explicativo de la situacién planteada.

22 Bola roja
P(R2/R1NA)=3/5

12 Bola roja
P(R1/A)=4/6

22 Bola negra
P(N2/R1NnA)=2/5

UnaA(4R+2N)
P(A)=1/3

22 Bola roja
P(R2/N1NnA)=4/5

12 Bola negra
P(N1/A)=2/6

22 Bola negra
P(N2/N1NnA)=1/5

22 Bola roja
P(R2/R1NB)=2/5

12 Bola roja
P(R1/B)=3/6

Primero unaurnay
luego una bolay
luego otra

22 Bola negra
P(N2/R1NnB)=3/5

UrnaB (3 R+ 3 N)

ANNVANEYANNYANNIAN

P(B)=1/3
22 Bolaroja
P(R2/N1NnB)=3/5
12 Bola negra
P(N1/B)=3/6
22 Bola negra
P(R2/N1nB)=2/5
12 Bola roja
P(R1/C)=0/6
Urna C (6 N) 22 Bola roja
P(C)=1/3 P(R2/R1NC) =0/5
12 Bola negra
P(N1/C)=6/6
22 Bola negra
P(N2/N1nC)=5/5
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(@) Solo hacemos una primera extraccion de bola.

P(R1)=P(A)P(RL/A)+P(B)P(RL/B)+P(C)P(RL/C)=

1L 0.389
18

ol
+
Wik
ol w
+
oo

Wl
Wl

(b) Ahora utilizamos el diagrama inicial que contempla la extraccion de dos bolas consecutivas y
sin reemplazamiento.

P(RINN2)=P(A)P(RL/A)P(N2/(AnRL))+P(B)P(R1/B)P(N2/(BNR1))=

1472 133:2:0.189
365 365 (90

(c) Utilizamos lo obtenido en los apartados anteriores.

P(N2nRL
(N2n )—17/90—2:0.486

P(R)  7/18 |35

P(N2/R1)=
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PBAU Ordinaria 2022
@ "."n.i‘.".r'.e.rfitat
Matematiques Il 2022
Modelo 3
Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho
propuestas.

Dispone de 90 minutos. Cada cuestion se puntiia sobre 10 puntos. La calificacién final se obtiene de
dividir el total de puntos entre 4. Solo se tendran en cuenta las respuestas claramente justificadas y
razonadas usando lenguaje matematico, o0 no matematico, segin corresponda. Se valorardn
negativamente los errores de calculo.

Se permite utilizar calculadora cientifica basica. No se permite el uso de calculadoras graficas ni
programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan transmitir o almacenar
informacion.

1. Sean las matrices

011 6 -3 4 1 00

A=|1 1 0|, B=(-3 2 1|, I=/0 10

100 -4 1 5 0 01

y Aun pardmetro real cualquiera.

(a) Calcule la matriz A— A1 . (2 puntos)
(b) Calcule la matriz (A— Al )2. (3 puntos)
(c) Halle, si existen, los valores del parametro A para los cuales se satisface la relacion
(A-21)" =B (5 puntos)

2. Considere el sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro a,

3x—-2y=4

ay =-3

ax+3z=0
(a) Discuta el sistema segun el parametro a. (4 puntos)
(b) Para el valor del parametro a para el cual el sistema tiene solucién, resuélvalo. (6 puntos)

3. Considere la funcion f(x)=e>.
(a) Determine las coordenadas del punto en el cual la tangente a la grafica de la funcion y = f(x)

tiene pendiente igual a 3/e. Halle la ecuacidn de esta recta tangente. (4 puntos)
. 1-f(x)
(b) Calcule el XIerr}sm. (2 puntos)
(c) Esboce la gréafica de la funcion y = f(x). (2 puntos)
(d) Calcule el area de la superficie acotada por la gréafica de la funcién y = f(x) y las rectas x = 0
ey =1 (2 puntos)
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4. Dada la funcién
2

X“+a .
Si x<0
f(X)=492x—-4
10x* +x+b i x>0
(a) Halle la condicion que han de cumplir los parametros a y b para que la funciony = f(x) sea
continua. (3 puntos)
(b) Calcule f "(x). (4 puntos)
(c) Halle la condicion que han de cumplir los parametros a y b para que la funcion y = f(x) sea
derivable. (3 puntos)

5. Del paralelogramo (cuadrilatero cuyos lados opuestos son paralelos) ABCD, se conocen los
vértices consecutivos A(1, 0, -1), B(2, 1, 0) y C(4, 3, -2).

(a) Calcule el coseno del angulo que forman los vectores AB y AC . (2 puntos)
(b) Encuentre las coordenadas del punto medio, M, del segmento AC. (2 puntos)
(c) Encuentre las coordenadas del vértice D. (4 puntos)
(d) Calcule el area del paralelogramo ABCD. (2 puntos)

6. Dadas las rectas

x=1+1
X+y=3
r= S=qy=—-41 .
{Zx -7=1
z=-4-1, 1eR.
(a) Encuentre una ecuacidn vectorial para la recta r, (2 puntos)
(b) Encuentre la posicion relativa de las rectas r y s. (3 puntos)
(c) Encuentre la ecuacion general del plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto
P(2,0,-1) (2 puntos)
(d) Encuentre la ecuacion general del plano paralelo a la recta r que contiene a la recta s.

(3 puntos)

7. Dados dos sucesos Ay B, se conocen las siguientes probabilidades: P(A) =0.7, P(E) =04y

P(Kuﬁ) =0.58, donde Kyﬁ indican los sucesos contrarios (o0 complementarios) de Ay de B,
respectivamente. Calcule las siguientes probabilidades.

(a) P(ﬂ), P(B)yP(ANB).:Son Ay B sucesos independientes? (4 puntos)
(b) P(AUB) (1 punto)

(©) P(B mﬂ) (3 puntos)
(d) P(A/ B)yP(ﬂ/ B) (2 puntos)

8. El tiempo de duracidon de las actualizaciones de cierto programa antivirus sigue una distribucion
estadistica normal de media 8.8 meses con una desviacion tipica de 3 meses.

(@) ¢Qué porcentaje de las actualizaciones supera los 10 meses? (3 puntos)

(b) ¢Qué porcentaje de las actualizaciones se ha mantenido entre 7 y 10 meses? (3 puntos)

(c) ¢Para qué valor del parametro c se tiene que el intervalo (8.8—0, 8.8+c) es el intervalo de
tiempo de duracion del 98 % de las actualizaciones? (4 puntos)
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SOLUCIONES

1. Sean las matrices

011 6 -3 -4 100

A=l1 1 0 B=|-3 2 1| I=/010

100 -4 1 5 0 01
y Aun parametro real cualquiera.
(@) Calcule la matriz A—Al . (2 puntos)
(b) Calcule la matriz (A— Al )2. (3 puntos)

. . p: . ., 2
(c) Halle, si existen, los valores del parametro A para los cuales se satisface la relacion (A—-A11)" =B

(5 puntos)
0 11 1 00 -1 1 1
a) A-Al=/1 1 0|-40 1 0= 1 1-4 O
1 00 0 01 1 0 -1
b)
-1 1 1)\ -4 1
(A-21)'=(A-21)(A=21)=| 1 1-2 0| 1 1-2 0 |=
1 0 -2\ 1 0 -1
A2+1+1 —A+1-4 -A-2 2.4 )2 1-24 21
=| -2+1-2 1+(1-4)" 1 |=[1-22 1+1+A*-24 1
A=A 1 1+ A2 -2 1 1+ A2
2+ A2 1-24 -2
(A=Al =[1-24 2*-24+2 1
22 1 1+ A2
c)
2+ A2 1-24 22 6 -3 4
(A-21)’=B=|1-22 2+A*-22 1 |=[-3 2 1|=
-2 1 1+ A2 -4 1 5
2+1°=6 A2 =4
1-21=-3 24 =-4 A2=4 5 )1=4=42
=<-21=-4 =<{-2A=-4 —=-2A=-4->,1=2
24A2-24=2 |A*-21=0 A=0
1422 =5 12=4 A2-22=0-2(2-2)=0=10
A=2

El Unico valor de A que hace que se cumplan todas las igualdadeses A =2.
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2. Considere el sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro a,

3X-2y=4

ay =-3

ax+3z=0
(a) Discuta el sistema segun el parametro a. (4 puntos)
(b) Para el valor del parametro a para el cual el sistema tiene solucion, resuélvalo. (6 puntos)

(a)Analizamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes A.

3 -2 0 3 -2 0
A=|0 a 0|=|A=|0 a 0|=9a
a 0 3 a 0 3

|A=0=9a=0=[a=0]

Estudiamos dos situaciones diferentes.

CASO 1. a=#0
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el de la matriz
ampliada A/B y el nUmero de incognitas. El sistema es compatible determinado (solucion

unica).
CASO 2. a=0
Vemos como queda el sistema con este valor.
3Xx-2y=4
0 = -3¢+ = La segunda ecuacion es jImposible!
3z=0

El sistema es incompatible (sin solucién)

(b)EI sistema tiene solucion solo para a=0.

3x—-2y=4
3x—2y=4 -3 6
-3 3X—-2—=4 X+—=4
ay =-3r=>{a=0}=|y=— = a = a =
a
ax+3z=0 ax+3z=0 ax+3z=0
ax+3z=0
3ax+6=4a 3ax=4a-6 x:@—£—> x:ﬂ—Z 4 2
= = 3a 3a 3 alj=a|l——|+3z=0=
ax+3z=0 ax+3z=0 3 a
ax+3z=0
=3z1=——"+2> z:_—4a+g
9 3
., 4 2 -3 —4 2
Para a=0 lasolucibnes x=———; y=—; z=—a+—.
3 a a 9 3
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3. Considere la funcion f(x)=e>7?.
(a) Determine las coordenadas del punto en el cual la tangente a la grafica de la funcion y = f(x)

tiene pendiente igual a 3/e. Halle la ecuacidn de esta recta tangente. (4 puntos)
_1-f(x)
(b) Calcule el XIerr)Sm. (2 puntos)
(c) Esboce la gréafica de la funcion y = f(x). (2 puntos)
(d) Calcule el area de la superficie acotada por la grafica de la funciony = f(x) y las rectasx =0 e
y=1. (2 puntos)
a) La pendiente de la recta tangente es el valor de la derivada.
f(x)=e¥?= f'(x)=3>"
Igualamos la derivada a 3/e.
4 3 -1 3x-2 -1 3x-2 -1 1
f'(X)=—=3e" =37 =3 =2e " = =23&-2=-1=3Kx=1= X:§
e
Sustituimos en la funcion para obtener las coordenadas del punto.
3
f (}j _estogtol
3 e
11
Las coordenadas del punto son (5' —J
e
: . 1 (1 1
La recta tangente tiene ecuacion y—f| = |=f'| = || x—=|.
3 3 3
. (EJ _1
3) e
(1) 3 1 3( 1) 1 3 3 3
fl1=|=- SYy-——=—|X-=[2DYy=—"+—-X—-——=|y=—X
3) e e e 3 e e 3e e
1 1 1
—fl=|=f1=]| x-=
! @ @( 3)

b)
1-f(x) . 1-e¥? 1-¢°
lim = |lim =

x>2/3 X —4 x—>2/3 GX —4 4—-4

= % = Indeter min acion(L Hbpital) =

=3 _3e?? 1
= lim = =|-=
x>203 B 6 2

c) Hacemos una tabla de valores.

131 de 286 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PBAU Ordinaria 2022 Matemadticas Il en las islas Baleares

X | f(x)=e¥>?
—2| 0.0003
~1| 0.0067
0.135 ’
2.71
54,598 /

d) El area pedida es la del dibujo.
Hallamos los puntos de corte dey =f(x) y larectay = 1.

f(x)=e""?

. }:>e3“:1:e°:>3x—2:0:>3x:2:> X =
y:

wlN

A
r

Ix-2
e X

1 | z%

Calculamos el area como la integral definida entre 0 y 2/3 de la diferencia de las dos funciones.

203 g3x-2 213
Area:j0 1—e3”dx:{x— 3 } =

0

2 2
R T IE
3 3 |3 3

Il
1
w|nN
|

D
w| P
N
| |
|
1
o
|
(¢0)
w| ?
N
| |
Il
w|nN
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4. Dada la funcion
X’ +a .
Sl x<0
f(X)=12x-4
10x* +X+b i x>0
(a) Halle la condicion que han de cumplir los parametros a y b para que la funciény = f(x) sea
continua. (3 puntos)
(b) Calcule f “(x). (4 puntos)
(c) Halle la condicion que han de cumplir los parametros a y b para que la funcion y = f(x) sea
derivable. (3 puntos)

a) Para ser continua en x = 0 debe cumplirse que los limites laterales coincidan con el valor de la

funcion.
2
lim f(x)=lim>+2__2
x—0" x—>0" 2X —4 4
—lb=-2
lim f(x)=lim10x* +x+b=b 4
x—0" x—0"
a
f(0)=—=
(0)--1
Se debe cumplir: a=—-4b
b) Calculamos la derivada de la funcion.
v X'+a _ v 2x(2x-4)-2(x’+a) 4x’-8x-2x*-2a 2x*—8x-2a
2x—4 (2x -4’ (2x—4)° (2x—4)’

x*—4x—a .
) ——— i x<0
f'(x)=1 2(x-2)

20x+1 Si x>0

. . . a
c) Para que sea derivable primero debe ser continua, por lo que b = 7

Para ser derivable debe serlo en x =0 y para ello deben coincidir las derivadas laterales.

2_ _ , _ ; , . X2_4X_a _a
sza Si x<0 f(O):hrpf(X):“rgl—Z: :
F9=1 2(x-2) = = =0 2(x-2) =
20x+1  si x>0 f(0)=lim £7(x)=lim20x+1=1

:%a:l:—a=8:>

Sustituimosa=-8en b = —% y tenemos b = —78 =2.Losvaloressona=-8yb =2,

133 de 286 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PBAU Ordinaria 2022 Matemadticas Il en las islas Baleares

5. Del paralelogramo (cuadrilatero cuyos lados opuestos son paralelos) ABCD, se conocen los
vértices consecutivos A(1, 0, -1), B(2, 1, 0) y C(4, 3, -2).

(a) Calcule el coseno del &ngulo que forman los vectores AB y AC . (2 puntos)
(b) Encuentre las coordenadas del punto medio, M, del segmento AC. (2 puntos)
(c) Encuentre las coordenadas del vertice D. (4 puntos)
(d) Calcule el area del paralelogramo ABCD. (2 puntos)

AB=(21,0)-(10,-1)=(111) (L11)(3,3,-1)

}:cos(rs’,m)

— =
AC =(4,3,-2)-(1,0,-1)=(3,3,-1) JI2 417 4173+ 32 +(-1)°
= +=) _3+3-1 5
=|cos| AB,AC )= =
(o) s~ 7
b) El punto medio es la semisuma de sus extremos.
_(1,0,—1)+(4,3,—2)_(5 3 _3)
- 2 2’2" 2
c) Si D(x, y, z) se debe cumplir que el vector AB y DC deben ser iguales.
AB =(1,11)
DC=(4,3-2)-(x,y,2)=(4-%3-y,~2-2) = (L11)=(4-x3-y,—2-2)=
AB=DC

1=4-x X=4-1=3
=11=3-y ={y=3-1=2 =|D(3,2,-3)
1=-2-z z=-2-1=-3

d) El 4rea del paralelogramo es el médulo del producto vectorial de los vectores AB y AD

AB =(111) R L . o
. = ABxAD=|1l 1 1|=-2i+2j+2k-2k+2j-2i
AD =(3,2,-3)-(1,0,-1)=(2,2,-2) 2 5 o

ABx AD = —4i+4] =(-4,4,0)

Area = ‘Exﬁ‘ = \/(—4)2 +4% =|/32 =5.66U>
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6. Dadas las rectas
Xx=1+41
X+y=3
r= S=qy=-41 .
{ZX -z=1]
z=-4-1, AeR.
(a) Encuentre una ecuacidn vectorial para la recta r, (2 puntos)
(b) Encuentre la posicion relativa de las rectas r y s. (3 puntos)
(c) Encuentre la ecuacion general del plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto
P(2,0,-1) (2 puntos)
(d) Encuentre la ecuacion general del plano paralelo a la recta r que contiene a la recta s. (3 puntos)

a)
X 3 3—-X 3-X x=t
“+ = = — = —_
r= y = y = y =>r=qy=3-t deR=
2X—17=1, —-7=1-2X Z=-1+2X
z=-1+2t

=|r=(x,y2)=(0,3-1)+t(1,-12) ,teR

b) Obtenemos un punto y un vector director de cada recta.

x=t {Pr(0,3,—1)
r=qy=3-t —=r=J__

7=-1+2t U, =(-12)

X=1+1 {Qs(l,o. 4)
S=qy=—-4 =>Ss=<_.

soa_ ) v, =(1,-1,-1)

Las coordenadas de los vectores directores no son proporcionales, por lo que las rectas no son
coincidentes ni paralelas.

u=(L-12)| 1 -1 2
- —T=—"=%
V. =(1-1-1)

1 -1 -1
Las rectas se cortan o cruzan. Comprobemos si el producto mixto de u, . v, y P.Q, es nulo.

4 =(1-12) 1 -1 2
v, =(1-1-1) =[u.v,RQ|=[l -1 -11=3+1-6+2-3-3
PQ, =(1,0,-4)-(0,3,-1)=(1,-3,-3) 1 -3 -3

[4.%,PQ ] =60

Como el producto mixto es no nulo las rectas se cruzan (tienen distinta direccion, pero en
distintos planos).
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c) El plano 7 perpendicular a la recta tiene como vector normal el vector director de la recta.

=J=(1,—1,2)} TX—y+2z+D=0

= :>2—0+2(—1)+D=0:>D:O:>
P(Z,O,—l)en’

=|rix—y+22=0|

d) El plano " paralelo a r tiene como vector director el director de r, como ademas contiene a la
recta s el otro vector director del plano es el director de la recta s.

r

aZE:(L_LZ) x-1 'y z+4
v=v,=(1-1-1)t=7:[1 -1 2 |=0=
Q. (L0,-4)er 1 -1 4

= X-1+2y - X - A+ 2+ A+y+2x-2=0=7:3x+3y-3=0= |7 x+y—-1=0
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7. Dados dos sucesos Ay B, se conocen las siguientes probabilidades: P(A) =0.7, P(E) =04y

P(Z\uﬁ) =0.58, donde AyB indican los sucesos contrarios (0 complementarios) de Ay de B,
respectivamente. Calcule las siguientes probabilidades.

(@) P(K), P(B) y P(Am B). ¢Son Ay B sucesos independientes? (4 puntos)
(b) P(AUB) (1 punto)
(c) P(B mﬂ) (3 puntos)
(d) P(A/ B)yP(R/ B) (2 puntos)
a)

p(ﬂ):l-P(A):l—O.?:

P(B)=1-P(B)=1-0.4=[0.6]

P(AUB)=058=P(ANB)=058=1-P(ANB)=058=P(ANB)=1-0.58=0.42

Para que los sucesos A y B sean independientes debe cumplirse P(AnB)=P(A)-P(B)

P(ANB)=0.42

0 (o -a7.08-0ia] = (A7) 02=P ()2

Los sucesos A y B son independientes.

b) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=0.7+0.6-0.42=[0.8]

¢) P(B)=P(ANB)+P(BNA)=06=042+P(BnA)=|P(BNA)=06-042=0.18

d) Calculamos las probabilidades condicionadas.

P(A/B)z P(AﬁB)_O.42_

P(B) 06
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8. El tiempo de duracion de las actualizaciones de cierto programa antivirus sigue una distribucion

estadistica normal de media 8.8 meses con una desviacion tipica de 3 meses.

(@) ¢Qué porcentaje de las actualizaciones supera los 10 meses? (3 puntos)

(b) ¢Qué porcentaje de las actualizaciones se ha mantenido entre 7 y 10 meses? (3 puntos)

(c) ¢Para qué valor del parametro c se tiene que el intervalo (8.8—c, 8.8+c) es el intervalo de
tiempo de duracion del 98 % de las actualizaciones? (4 puntos)

X = Tiempo de duracion de las actualizaciones de cierto programa (en meses). X = N(8.8, 3)

a) Calculamos P(X >10).
X-8.8 10-8.8
>
3 3

P(X >10) = {Tipificamos} = p( ):(z > 0.4)=1-P(Z <0.4)=

{Miramos en la tabla

=1-0.6554 = 0.3446
de N(0, 1)

El 34.46 % de las actualizaciones supera los 10 meses.

b) Calculamos P(7 < X <10).
7-88 X-88 10-88
< <
3 3 3

P(7 < X <10)={Tipificamos} = P( ]: P(-0.6<Z<04)=

=P(Z<04)-P(Z<-06)=P(Z2<04)-P(Z>06)=P(Z<04)-(1-P(Z2<06))=

Miramos en la tabla
= =0.6554—(1-0.7257) =|0.3811]
{de N(O, 1) } ( )
El 38.11 % de las actualizaciones se mantiene entre 7 y 10 meses.
c) Sabemos que P(8.8—c< X <8.8+¢)=0.98

P(8.8-c<X <88+c)=P(X <88+c)-P(X <8.8-c)={Tipificamos} =

X-88 88+c-88 X-88 88-c-88
=P < -P < =
3 3 3 3

e ele ol glegH (o)

:2P(Z <%j—1:0.98:>2P[Z <%):1.98: P[Z <%)=%=0.99:>

= {Buscamos en la tabla} = % =2.326=
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PBAU Extraordinaria 2021
@ Universitat

Proves d’accés
a la Universitat

Matematiques Il 2021

Modelo 1

Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho
propuestas.

Dispone de 90 minutos. Cada cuestion se puntta sobre 10 puntos. La calificacién final se obtiene de
dividir el total de puntos entre 4. Solo se tendran en cuenta las respuestas claramente justificadas y
razonadas usando lenguaje matematico, 0 no matematico, segin corresponda. Se valorardn
negativamente los errores de célculo.

Se permite utilizar calculadora cientifica basica. No se permite el uso de calculadoras graficas ni
programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan transmitir o almacenar

informacion.
1. Considera las matrices:
1 2 3 1
A= , B=

(a) Calcula los determinantes: det(A), det(B). (2 puntos)
(b) Calcula la matriz producto B - A, la matriz traspuesta (B - A)". (3 puntos)
(c) Para que se cumpla larelacion A - X =B - A, ¢cuantas filas y columnas ha de tener la matriz
X? (2 puntos)
(d) Calcula la matriz X que satisface la relacion (3 puntos)
A-X=B-A

2. Una empresa fabrica tres tipos de bombilla: A, B y C. La bombilla tipo A tiene 10 puntos LED, la
tipo B tiene 20 puntos LED vy la tipo C tiene 50 puntos LED. El namero de bombillas de 10 puntos
LED fabricadas a diario es veces el nimero de bombillas de 50 puntos LED. A la empresa le interesa
saber cuantas bombillas de cada tipo puede fabricar a diario.

(@) Si = 2, y esta empresa usa, diariamente, 30000 puntos LED con los que fabrica 1300 bombillas:

(i) plantea el sistema de ecuaciones lineales de este problema. (3 puntos)
(ii) clasifica el sistema de ecuaciones lineales y, si es posible, determina cuantas bombillas de cada
tipo se pueden fabricar. (4 puntos)

(b) Si =3, y la empresa fabrica a diario 1000 bombillas; clasifica el sistema de ecuaciones lineales y
determina el nimero de puntos LED necesarios. (2 puntos)
En este caso, ¢cuantas bombillas de cada tipo se pueden fabricar? (1 punto)

3. Considera la funcion f :R——IR definida per
e -1
F00=1 " 2x Si X# O.
b si x=0
(a) Estudia la continuidad de la funcion en los puntos x, #0. (3 puntos)
(b) Calcula la relacién que ha de haber entre a y b para que f sea una funcién continua en el
punto x, =0. (5 puntos)
(c) Si para los valoresde a=2yb =1, f esuna funcidn derivable en el punto x =0, calcula
f(0). (2 puntos)
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4. El nimero de individuos de una poblacion en un determinado instante de tiempo, t, expresado en
millones de individuos, viene dado por la funcién

2
P(t) = 15+t :
(t+1)
donde la variable real t >0 mide el nimero de afios transcurridos desde el 1 de enero del afio 2000.
(a) Calcula la poblacion que habia el 1 de enero del afio 2000. (2 puntos)
(b) Prueba de que el namero de individuos de la poblacién alcanza un minimo. ¢ Qué afio se
alcanza ese minimo? ¢ Cuantos individuos habra el afio del minimo? (4 puntos)
(c) Calcula el tamario de la poblacion, esto es el nimero de individuos, que habra a largo plazo.
(4 puntos)

5. Dadas las rectas

_ _ 1
(n{y‘x+& Y=

71=2X+2, X=27+3
(a) Calcula la ecuacion vectorial de cada una de las rectas (1) y (11). (1 punto)
(b) Si es posible, calcula el plano paralelo a la recta (1) que contiene a la recta (1). (3 puntos)
(c) Calcula el plano perpendicular a la recta (I1) que pasa por el punto (-1, 0, 2). (3 puntos)
(d) Calcula la recta de direccion perpendicular a las de las rectas (1) y (I1) que pasa por el origen.
(3 puntos)
6. Dados los puntos
P=(101), Q=(110) y R=(0,11).

(a) Comprueba que P, Q y R no estan alineados. (2 puntos)
(b) Calcula la ecuacion vectorial del plano que determinan P, Q y R. (3 puntos)
(c) Calcula el area del triangulo que tiene por vértices P, Q y R. (3 puntos)
(d) Calcula, de forma razonada, la condicién que han de cumplir a, b y ¢ para qué los puntos P,

Q,RyS=(a, b, c) pertenecen a un mismo plano. (2 puntos)

7. Enunaurna hay 12 bolas rojas, 8 bolas blancas y 5 bolas azules. Se realiza el experimento aleatorio
de extraer dos bolas, consecutivamente y sin devolucion en la urna. Calcula la probabilidad de los
siguientes sucesos:

(a) A ="las dos bolas son rojas” (2 puntos)
(b) B = "las dos bolas son del mismo color” (3 puntos)
(c) C = "al menos una bola es roja" (3 puntos)
(d) D = “ninguna de las dos bolas es roja” (2 puntos)

8. La altura de las personas de una clase se distribuye segin una normal de promedio 160 cm y
desviacion tipica 10 cm. Calcula la probabilidad de que, elegida al azar una persona de la clase, su
altura:

(a) sobrepase los 170 cm. (3 puntos)
(b) sea menor que 155 cm. (3 puntos)
(c) esté comprendida entre 155 cmy 170 cm (4 puntos)
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SOLUCIONES
1. Considera las matrices:
1 2 3 1
A= , B=
10 2 -5
(@) Calcula los determinantes: det(A), det(B). (2 puntos)
(b) Calcula la matriz producto B - A, la matriz traspuesta (B - A). (3 puntos)
(c) Para que se cumpla larelacion A - X =B - A, ;cuantas filas y columnas ha de tener la matriz X?
(2 puntos)
(d) Calcula la matriz X que satisface la relacion (3 puntos)
A-X=B-A
a)
1 1
|A|:‘1 ‘ 0-2=[-2], |B|= ‘ 5‘:-15-2:
b)
BA—S 1)1 2) (3+1 6+0) (4 6
2 5)l1 0) (2-5 4-0) |-3 4
4 -3
(B-A) =
6 4
c) Sila matriz X tiene “m” filas y “n” columnas, tenemos que:

A-X =B-A
2><><n—>2><n

Para poder realizar el producto A - X debe ser 2 = m, la matriz X debe tener 2 filas.

El resultado del producto de A - X es una matriz de orden 2 x n, como la matriz B - A es de
dimensiones 2 x 2, tenemos que n = 2. La matriz X debe tener 2 columnas.

La matriz X debe ser una matriz cuadrada de orden 2.

d) Despejamos X en la ecuacion matricial.
A-X=B-A=>X=A"'-B-A

Hallamos la inversa de A.

Sustituimos en la ecuacion matricial.

. 1(0 24 6) 1(6 -8 3 4
X=A'.B-A=—Z —— - _
2l-1 1 )\-3 4) 2(-7 —2) |\7/2 1
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2. Una empresa fabrica tres tipos de bombilla: A, B y C. La bombilla tipo A tiene 10 puntos LED, la
tipo B tiene 20 puntos LED vy la tipo C tiene 50 puntos LED. ElI nimero de bombillas de 10 puntos
LED fabricadas a diario es veces el nimero de bombillas de 50 puntos LED. A la empresa le interesa
saber cuantas bombillas de cada tipo puede fabricar a diario.

(@) Si = 2, y esta empresa usa, diariamente, 30000 puntos LED con los que fabrica 1300 bombillas:

(i) plantea el sistema de ecuaciones lineales de este problema. (3 puntos)
(ii) clasifica el sistema de ecuaciones lineales y, si es posible, determina cuantas bombillas de cada
tipo se pueden fabricar. (4 puntos)
(b) Si =3, y la empresa fabrica a diario 1000 bombillas; clasifica el sistema de ecuaciones lineales y
determina el namero de puntos LED necesarios. (2 puntos)
En este caso, ¢cuantas bombillas de cada tipo se pueden fabricar? (1 punto)

(Y33 [Y3=})

(a)Llamamos “x” al nimero de bombillas tipo A, “y” al nimero de bombillas tipo B y “z” al
namero de bombillas tipo C.
Extraemos de la informacidn las ecuaciones.

“La bombilla tipo A tiene 10 puntos LED, la tipo B tiene 20 puntos LED, y la tipo C tiene 50
puntos LED. Esta empresa usa, diariamente, 30000 puntos LED” = 10x+ 20y + 50z = 30000

“Esta empresa fabrica 1300 bombillas” 2 x+y+z =1300

“El nimero de bombillas de 10 puntos LED fabricadas diariamente es A veces el niUmero de
bombillas de 50 puntos LED” - x=Az.Como A= 2, entonces X =2z

i
¥ X+Yy+2z=1300 X+Yy+2z=1300
10x+20y+50z =30000 ; = x+ 2y +5z =3000
X =22 X =22
(i)
X+Yy+2z=1300 X+Yy+2z=1300
X+2y+52=3000; = x+2y+5z=3000
X =22 Xx—-22=0
11 1
El sistema tiene como matriz de coeficientes A={1 2 5 | con determinante:
1 0 -2
11 1
A=l 2 5|=-4+5+0-2+2+0=1%0
1 0 -2

Como su determinante es no nulo, el rango de A es 3. El rango de la matriz ampliada también es
3, al igual que el namero de incognitas. El sistema es compatible determinado, tiene una Unica
solucion.

Lo resolvemos.
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X+Yy+2z=1300

2z+Yy+12=1300 y+3z=1300 y =1300-3z
X+2y+5z=3000;= = = =
‘=27 27+2y+5z=3000 2y +7z =3000 2y +7z =3000

| =2-400 =800|
|y =1300-1200 =100

= 2(1300-3z)+7z = 3000 = 2600 — 62 + 7z = 3000 = :{

Se fabrican 800 bombillas tipo A, 100 de tipo B y 400 de tipo C.

€C_ %

(b)Si A =3, el nimero de bombillas es 1000 y el numero de puntos LED es “n” el nuevo sistema
de ecuaciones queda:

X-+Y+2 =1000 X+Yy+2z=1000
10x+20y +50z =n :>x+2y+5z=%
X =32 x—=3z=0
11 1
El sistema tiene como matriz de coeficientes A=|{1 2 5 | con determinante:
1 0 -3
11 1
|A|=1 2 5|=-6+5+0-2+3+0=0
1 0 -3

Como su determinante es nulo el rango de A no es 3.
El rango de A es 2 pues el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna 32 tiene

11
determinante no nulo -> ‘1 o= 2-1=1+0
1 1 1 1000
La matrizampliadaes A/B=|1 2 5 n/10 |. Tomamos el menor de orden 3 que se obtiene
10 -3 0

al quitar la columna primera y calculamos su determinante.

1 1 1000

2 5 n/10|=0+0-6000-0—0+ o - ~00000+3n
10 10

0 -3 0

W=03—60000+3n:03n:20000

Nos planteamos dos posibilidades:

Opcion 1. Sin =20000.
En este caso el menor de orden 3 de A/B tiene determinante nulo y el rango de A/B es 2, al
igual que el rango de A, pero menor que el nimero de incégnitas.
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El sistema es compatible indeterminado, con infinitas soluciones.

Opcidn 2. Si n= 20000
En este caso el determinante del menor de orden 3 de la matriz ampliada es no nulo y el rango
de la matriz ampliada es 3, como el rango de la matriz de coeficientes es 2, tenemos que los

rangos son distintos, por lo que el sistema es incompatible y no tiene solucion.

Lo resolvemos para n = 20000.

X+Yy+2z=1000 X+Yy-+2z=1000
3z+y+2z=1000
10x+20y+50z = 20000 ; = x+2y+5z =2000 = =
3z2+2y+5z=2000
X =3z X =237

4z =1000 4z =1000
y }:>y+ }:y+4z=1000:> y =1000-4z

=
2y +8z =2000 y+4z =1000

Lasolucion es x=3z; y=1000—4z; z=z.

Tomando como partida el nimero de bombillas del tipo C (z) el nimero de bombillas de tipo A
son el triple (3z) y las de tipo B son 1000 — 4z.

Como el numero de bombillas debe ser positivo tenemos que z no puede ser superior a 250 pues
haria que el nimero de bombillas de tipo B fuese negativo.

El nimero de bombillas de tipo C no puede ser mayor de 250.
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3. Considera la funcion f :R——R definida per

ax

e .
F0=1 " 2x Sl X# 0.
b si x=0
(a) Estudia la continuidad de la funcion en los puntos x, 0. (3 puntos)
(b) Calcula la relacién que ha de haber entre a y b para que f sea una funcion continua en el punto
X, =0. (5 puntos)

(c) Si paralosvaloresdea=2yb =1, f esuna funcion derivable en el punto x =0, calcula f (0)
(2 puntos)

ax

(@)La funcion para x#0 es f(x)= €

que es cociente de una funcion exponencial (continua) y

de una polinémica (continua), como el denominador no se anula este cociente es continuo si
x#0.

(b) Para que la funcion sea continua en x = 0 debe cumplirse que f(0)= Iirrol f (x)

lim f (x): Iime _1:1—_1:9: Indeter min acion(L"Hopital) = lim
x—0 x>0 22X 0 0 x—0

a

f(0)=b

Iimf(x):% :%:b:

x—0

£(0)=lim f ()

Para que la funcidn sea continua en x =0 el valor de “a” debe ser el doble del valor de “b”.

(c)Paraa=2yb =1 se cumple que a = 2b por lo que la funcién es continua en x = 0.

e -1
La funciénes f(x)=< 2x

1 si x=0

si x#0

2" 2x-2(" ~1) 4xe® -2 +2 2xe® —e¥ +1
La derivadaenx #0es f’(x)= (2 ) = > o > -
(2X) 4x 2X
Calculamos el limite de esta derivada cuando x se acerca a 0 como el valor de f “(0).

2X _ A2x —
2xe”—e7+1_0 1Jrlzg:Indeterminacién(L’HC“)pi'tc’:ﬂ)=

£ =lim f(x)=lim == :

2Xx 2X
:"m}e@’{+4xe —2@2{ . AxeT L o

x—0 4% x->0  4x x—0

Se obtiene que f "(0) = 1.
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4. El nimero de individuos de una poblacion en un determinado instante de tiempo, t, expresado en
millones de individuos, viene dado por la funcion
2
P(t) = 15+t2
(t+1)
donde la variable real t >0 mide el nimero de afios transcurridos desde el 1 de enero del afio 2000.
(@) Calcula la poblacion que habia el 1 de enero del afio 2000. (2 puntos)
(b) Prueba de que el namero de individuos de la poblacién alcanza un minimo. ¢ Qué afio se alcanza
ese minimo? ¢ Cuantos individuos habra el afio del minimo? (4 puntos)
(c) Calcula el tamafio de la poblacion, esto es el nimero de individuos, que habra a largo plazo.
(4 puntos)
15+0°
(@) P(0)= ( ) =15. Habia una poblacion de 15 millones de personas.
+1
(b)Derivamos e igualamos a cero.
o0 2t(t+1)° —2(t+1)(15+12)  (t+1)] 2t(t+1)-2(15+1)]
- (t+1)" B (t+1)"
o (1) = t(t+1)-2(15+t) 2% +2t-30- 27 _2t-30
(t +1)3 (t +1) (t +l)
P'(t)=0= 2t_32 0= 2t—30=0=[t =15
(t+1)
Estudiamos el signo de la derivada antes y después de los 15 afios.
e En (0,15) tomamost = 1Yy la derivada vale P"(1) = (zl_i)% 1: <0. La funcién decrece
+
n (0,15).
e En (15,+x) tomamost = 20y la derivada vale P’(20) = 40-30 _ 10 | 0. La funcion

(20+1)° 9261
crece en (15,+0).

2
Ent = 15 existe un minimo de P(t). P(15) = % =0.937500.
(15+1)

A los 15 afios hay un minimo de poblacion siendo esta de 937500 habitantes.

(c)Calculamos el limite de P(t) cuando t se acerca a +oo.

2 2
lim P(t) = lim =5 jim 22t _
t—>+o0 t—>+o0 (t 1) torotc + 2t +1
E+E E+1 E+1
—lim— ' jjm -t o~ _ 0+l g
= . = = =
o2 2t 1 e, 2 1 . 2 1 11040
St ot I+—+5 1+—+—
ottt tt? oo

La poblacion tiende a ser 1 millon de personas.
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5. Dadas las rectas

_ _ 1
(n{y‘x+& =73

Z=2X+2,
X=22+3,
(a) Calcula la ecuacion vectorial de cada una de las rectas (1) y (I1). (1 punto)
(b) Si es posible, calcula el plano paralelo a la recta (11) que contiene a la recta (1). (3 puntos)
(c) Calcula el plano perpendicular a la recta (11) que pasa por el punto (-1, 0, 2). (3 puntos)
(d) Calcula la recta de direccion perpendicular a las de las rectas (1) y (1) que pasa por el origen.
(3 puntos)
(a)
X=A —
y=X+3, v, =(112)
(1 I y=3+1 = =
Z=2X+
’ 2=2+24 R(0.3.2)
=(1)=(xy.2)=(0,32)+4(11,2); 1eR
X=3+2 —
_ 1 1 g u, =(2,0.1)
n""2 =ly=-3 =1 (a-30)7
=27+3 2( 9y
X Z+ oy 2

= () =(x, y,Z)Z(\?),_?l,O)-Fﬂ(Z,O,l); pLeR

(b)Estudiamos la posicién relativa de las rectas.
Como los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales entonces no son ni paralelas

ni coincidentes.
v1=(1,1,2)} 1 1 2
=

(2,0,1)

u2
Calculamos el producto mixto de los vectores v, , u, y BQ,.

@=[3,—%,oj—(o,3,2)=(3,—g,—2j

u, =(2,0,1) 1
V. VET-ToN 77
v, =(11,2) :[vl,uz,aqz}:z 0 1]=3-14+4+-=-2=0
7 7
-(2-12) s -1

Al ser el producto mixto no nulo las rectas se cruzan y es posible hallar el plano pedido.
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S —

an

y 4
// P
/]

Si el plano Tt es paralelo a la recta (I1) entonces tiene como uno de sus vectores directores el
director de larecta u, = (2, 0,1) y al contener a la recta (I) otro de sus vectores directores es el

director de la recta (I) \71 = (1,1,2) y pasa por el punto Pl(O, 3,2) de la recta (1).

a:@:(z,o,l) X y-3 z-2
v=v,=(112) t=z=2 0 1 |=0
F’l(0,3,2)e7r 1 1 2

y-3+22-4-4y+12-x=0=|r=x+3y-2z-5=0

(c)Si el plano " es perpendicular a la recta (1) entonces su vector normal es el director de la recta
(I1) u, =(2,0,1) y pasa por (-1, 0, 2).

n=u,=(2,01)| a'=2x+z+D=0 i
= . =2(-1)+2+D=0=>D=0=[z=2x+2=0]
(-1,0,2)ex (-10,2)ex

(d)Si la recta (I111) es perpendicular a ambas rectas tendra como vector director el producto vectorial
de los vectores directores de ambas rectas.

i-on)] . _ o f LA
. =>w,=u,xv, =2 0 1/=(-1,-32)
v, =(11,2) L1 o

Ws:<—1.—3,2)} v

=|(lll)=<y=-3a, siendoa € R
(0,0,0) e (1) —9g
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6. Dados los puntos
P=(101), Q=(110) y R=(0,11).
(@) Comprueba que P, Q y R no estan alineados. (2 puntos)
(b) Calcula la ecuacion vectorial del plano que determinan P, Q y R. (3 puntos)
(c) Calcula el area del triangulo que tiene por vértices P, Q y R. (3 puntos)
(d) Calcula, de forma razonada, la condicion que han de cumplir a, b y ¢ para queé los puntos P, Q, R
y S =(a, b, c) pertenecen a un mismo plano. (2 puntos)

(a)Hallamos los vectores PQ y PR. Comprobamos que no tienen coordenadas proporcionales.

Por lo tanto, los puntos no estan alineados.

(b) El plano m tendra como vectores directoresa PQ y PR, pasando por P = (1,0,1).

u=PQ=(01-1) x=1 -3
Q:FR:(—l,l,O) =|r={y= a+p
P(LOl)ex z=1-a

(c) El 4rea del triangulo PQR es la mitad del médulo del producto vectorial de PQ y PR.

— i ] ok
PQ=(01-1)] .

e ( ):>PQ><PR= 0 1 -1=(111)
PR=(-110) 11 0

‘@Xﬁ‘ _ V12 +1% 417 _ ﬁuz

Area POR =
Q 2 2 2

(d) Tenemos la ecuacion 7 =x+y+z—2=0 del plano que contiene a los puntos P, Q y R, por lo

que el punto S = (a, b, c) esta en el mismo plano que los otros puntos cuando el punto S esta en el
plano & y por lo tanto cumple su ecuacion:

rT=X+y+2-2=0
S(a,b,c)er

}:>|a+b+c—2=0|
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7. Enunaurnahay 12 bolas rojas, 8 bolas blancas y 5 bolas azules. Se realiza el experimento aleatorio
de extraer dos bolas, consecutivamente y sin devolucion en la urna. Calcula la probabilidad de los
siguientes sucesos:

(a) A ="las dos bolas son rojas” (2 puntos)
(b) B = "las dos bolas son del mismo color” (3 puntos)
(c) C ="al menos una bola es roja" (3 puntos)
(d) D = “ninguna de las dos bolas es roja” (2 puntos)

Realizamos un diagrama de arbol.

22 bolaroja
(24 bolas y 11 rojas)
11/24

12 bolaroja 22 bola blanca
(25 bolas y 12 rojas) (24 bolas y 8 blancas)
12/25 8/24

22 bola azul
(24 bolas y 5 azules)
5/24

22 bolaroja
(24 bolas y 12 rojas)
12/24

12 bola blanca 22 bola blanca
25 bolas y 8 blancas) (24 bolas y 7 blancas)
8/25 7/24

12 y 22 extraccion sin (
devolucién

22 bola azul
(24 bolas y 5 azules)
5/24

22 bolaroja
(24 bolas y 12 rojas)
12/24

12 bola azul 22 bola blanca
(25 bolas y 5 azules) (24 bolas y 8 blancas)
5/25 8/24

22 bola azul
(24 bolas y 4 azules)
4/24

Llamamos R1 y R2 a sacar una bola roja en 12 y 22 extraccién respectivamente. Analogamente
Ilamamos B1 y B2 a sacar blanca en 12 y 22 extraccién. Y, por Gltimo, Al y A2 a sacar azul en 12
y 28 extraccion.
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(@)
P(A)=P(RLNR2)=P(R1)P(R2/R1)={Miramos el diagrama de &rbol} =

= B0

" 25 24 |50

b
®) P(B)=P((R1nR2)U(B1NB2)U(ALNA2))=

=P(RLNR2)+P(BLNB2)+P(ALNA2)=

— P(RL)P(R2/R1)+P(BL)P(B2/BL)+P(AL)P(A2/AL)=

_12 1.8 7,5 4 128 g347
75

25 24 25 24 25 24

©)
P(C)=P((RLNR2)U(R1NB2)U(R1NA2)U(BINR2)U(ALNR2))=

=P(R1NR2)+P(R1NB2)+P(RINA2)+P(Bl1NnR2)+P(ALNR2)=

= P(R1)P(R2/R1)+P(R1)P(B2/RL)+P(RL)P(A2/RL)+
+P(B1)P(R2/BL)+P(AL)P(R2/ Al)=

211128 125 812 512 &7

25 24 25 24 25 24 25 24 25 24 |50

(d) Que ninguna de las dos bolas sea roja contempla muchos casos favorables, calculamos su
probabilidad usando el suceso complementario que es “Al menos una bola es roja” que ya
tenemos calculada su probabilidad en el apartado c).

37 [13
P(D)=1-P(C)=1-2£=|=2=0.26
(D) (©)=1-55=I5;
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8. La altura de las personas de una clase se distribuye segin una normal de promedio 160 cm vy
desviacion tipica 10 cm. Calcula la probabilidad de que, elegida al azar una persona de la clase, su
altura:

(a) sobrepase los 170 cm. (3 puntos)
(b) sea menor que 155 cm. (3 puntos)
(c) esté comprendida entre 155 cmy 170 cm (4 puntos)

X = Altura en cm de una persona. X = N(160, 10)

(a) Nos piden calcular P(X >170).

P(X >170) = {Tipificamos} = P(Z >%j: P(Z>1)=..

0 7 - 0 _ 0 1

...=1-P(Z <1)={Miramos en la tabla N(0, 1)} =1-0.8413=

0.1 [ 0.539% | 0
(0210549370
03 oclm™ 0
0 | | 0.6854 0
0506 15 0

(06 057 [0
I T

- 1.2 | 1 K249 I
(b)Nos piden calcular P(X <155).

155-160
<

P(X <155) ={Tipificamos} = P(Z o

j:P(Z<—o.5)=...

_ 0 o 0 05

..=P(Z>05)=1-P(Z <0.5) = {Miramos en la tabla N(0,1)} =1-0.6915 = [0.3085]
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UG | 0
0.7 | 0.7520 | 0.7

(c) Nos piden calcular P(155< X <170).

P(155 < X <170) = P(X <170)—P(X <155)=1-P(X >170)—P(X <155)=

={calculado en los apartados a) y b)} =1-0.1587 —0.3085 ={0.5328
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PBAU Ordinaria 2021
@ Universitat

de les llles Balears

o Matematiques Il 2021

ala Universitat
Modelo 3
Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho
propuestas.

Dispone de 90 minutos. Cada cuestion se punta sobre 10 puntos. La calificacion final se obtiene de
dividir el total de puntos entre 4. Solo se tendran en cuenta las respuestas claramente justificadas y
razonadas usando lenguaje matematico, 0 no matematico, segin corresponda. Se valoraran
negativamente los errores de calculo.

Se permite utilizar calculadora cientifica basica. No se permite el uso de calculadoras graficas ni
programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan transmitir o almacenar
informacion.

1. Dada la matriz

a® a a
A=l a a 1
a 1 a
(a) Estudia el rango de la matriz A segun los valores de a. (6 puntos)
(b) Determina para que valores de a la matriz A es invertible. (1 punto)
(c) Para al valor de a = —1 calcula la solucién, X, de la ecuacion matricial
0
A-X=|0 (3 puntos)
0
2. Sea la matriz
11
A=
(a) Calcula A, A%i A1, donde At es la matriz transpuesta y A la inversa. (3 puntos)
(b) Sea | la matriz identidad. Resuelve X de la ecuacién
2 0
A —2AX +1 = (3 puntos)
0 4
(c) Calcula todas las matrices B para las cuales se tiene que
A-B=B-A (4 puntos)
3. Considera la funcion
1
f(x)= &
(a) Represéntala graficamente. (7 puntos)
(b) Comprueba que f(2) = f(-2). (1 punto)
(c) Comprueba que no existe ¢ e[-2,2]tal que f "(c) = 0. (1 punto)
(d) ¢Hay una contradiccién con la conclusién del teorema de Rolle? (1 punto)
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4. Dada la funcién

4 —x?
(a) Calcula una primitiva de f(x). (5 puntos)
(b) Calcula el &rea delimitada por la grafica de f(x), las rectas x = J5 i x=+6, y el eje X.

(5 puntos)

f(x) =

5. Considera los puntos,
A=(54a,7), B=(3-L7), C=(6,54)
(a) Determina el valor del parametro a para el cual los puntos A, B y C forman un triangulo

rectangulo, con angulo recto en el punto B. (3 puntos)
(b) Para el valor de a = -2, calcula el area del triangulo de vértices A, By C. (3 puntos)
(c) Para el valor de a = 5, calcula el angulo formado por los vectores AB y AC . (4 puntos)

6. Dadas las rectas

x=1
r:x—m:y+10:z+3, S:dy=6+44 .
-1 4 1
z=-1+21
(a) Calcula el valor de m tal que se cortan en un punto. (7 puntos)
(b) Calcula el punto de corte. (3 puntos)

7. Se dispone de dos urnas: Ul y U2.

En U1 hay: 4 bolas rojas y 5 bolas negras.

En U2 hay: 6 bolas rojas y 3 bolas negras.

Al azar se quita una bola de Ul y se introduce en U2, a continuacion, se extrae al azar una bola de
U2. Calcula la probabilidad de que:

(a) salga una bola roja de U2. (3 puntos)

(b) la bola extraida de U1 sea negra, sabiendo que la bola que ha salido de U2 también ha sido
negra. (3 puntos)

(c) salga al menos una bola roja. (4 puntos)

8. Una compariia aérea observd que los pesos de las maletas de un determinado trayecto siguen una
distribucion normal de media 7,5 kg y desviacion tipica de 0,4 kg. Calcula la probabilidad de que,
elegida una maleta al azar:

(a) pese menos de 7,2 kg pero mas de 7 kg. (4 puntos)

(b) pese entre 7,8 kg y 8 kg. (3 puntos)

(c) Si en un trayecto hay 90 maletas, ¢cuantas maletas es de esperar que pesen al menos 8,1 kg?
(3 puntos)
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SOLUCIONES
1. Dada la matriz
a® a a
A=l a a° 1
a 1 a°
(a) Estudia el rango de la matriz A segun los valores de a. (6 puntos)
(b) Determina para que valores de a la matriz A es invertible. (1 punto)
(c) Para al valor de a = —1 calcula la solucion, X, de la ecuacion matricial
0
A-X=0 (3 puntos)
0

(a)El rango de la matriz A es 3 0 menos. Para que sea 3 su determinante debe ser no nulo.

a®> a a
|Al=|la a* 1|=a’+a’+a’-a‘-a‘-a’=a"-2a"'+a’ =a2(a4—2a2+1)
a 1 a’
a’=0-[a=0
0
A=0=a’(a*-2a’°+1)=0= 24+ J(—2) _4
A ( ) a4—2a2+1:0—>a2:#:221_>
2 2
—la=+1=%1
Tenemos 4 situaciones distintas que analizamos por separado.
CASO1l. a=0ya=#=+1
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3.
CASO 2. a=0
0 0O
Lamatriz Aqueda A={0 0 1] surango no es 3 pues tiene una columna con todo ceros.
010

Su rango es 2, pues el menor de orden 2 que resulta de quitar la columna y fila 12 tiene

1
determinante no nulo = 0 =-1#0

El rango de A es 2.

CASO 3. a=-1
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1 -1 -1
LamatrizAqueda A=| -1 1 1 |surango no es 3 pues su determinante es nulo. Su
-1 1 1

rango es 1, pues la 22 y la 32 fila son iguales y la 12 y la 22 son proporcionales.
El rango de A es 1.

CASO 4. a=1
111
LamatrizAqueda A=|1 1 1] surango no es 3 pues su determinante es nulo. Su rango es
111

1, pues las tres filas son iguales.
Elrango de Aes 1.

Resumiendo: Si a=0 y a=+l1lelrangode Aes3,si a=0elrangode Aes2ysi a==1 el
rango de A es 1.

(b)A es invertible si su determinante es no nulo.

a=0
|Al=0=+0
a=%1
La matriz tiene inversa cuando a=0 y a=+1

1 -1 -1
(c)Paraa=-1lamatriz Aqueda A={-1 1 1
-1 1 1

La matriz A no tiene inversa. Resolvemos el sistema.

1 -1 -1)(x
-1 1 1}|y|=|0|=-Xx+y+z=0;=>
-1 1 1 z 0 -X+y+2=0

0 X-y-2=0 ., .,
{Ecuacmn 22 = Ecuacion 32 }

Ecuacién 12 = — Ecuacién 22

= {El sistema se reduce a una sola ecuacion} = x—y-z=0=>x=y+z=

X=A+u
=>iy=41 ,con A, uelR
Z=pu
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2. Sea la matriz
11

A=
(a) Calcula AY, A%i A1, donde A! es la matriz transpuesta y A! la inversa. (3 puntos)
(b) Sea I la matriz identidad. Resuelve X de la ecuacion

A’ —2AX +1 = 20 (3 puntos)
0 4 P

(c) Calcula todas las matrices B para las cuales se tiene que

A-B=B-A (4 puntos)
(a)

11 ) 1 1)1 1 1+2 1+1 3 2
A= => A =A-A= = =
2 1 2 1)\2 1 2+2 2+1 4 3
Antes de calcular la inversa de A compruebo que su determinante es no nulo.
1
|A|=‘ jzl—Zz—liO
2
Pasamos a calcular AL

A_l:Adj(At)_Ade ij__(l —1)2[—1 1)

A 2 1) \2 1

(b) Despejamos la matriz X y luego realizamos las operaciones necesarias para obtener su
expresion.

2 0

2 _2 0 _ 2
A—2AX+I—0 4:>—2AX—0 -1-A"=

e [ REAE [HRAREH RS
e A B ) TS S R G B

-1+2 -1+4 1 3
=X = =|X =
{2—2 2—4} (o —2)

-
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(c) Para poder realizar los productos de la ecuaciéon A-B=B-A' la matriz B debe ser de dimension

2X2 > B:(a bj
c d

Sustituimos en la ecuacion matricial y la convertimos en un sistema de ecuaciones.

ve-en=(y 1 € o -

a+c=a+b
a+c b+d a+b 2a+b b+d=2a+b
= = =
2a+c 2b+d c+d 2c+d 2a+c=c+d
2b+d=2c+d
c=b
d=2a c=b a b
= = =[B= ,a,belR
2a=d d=2a b 2a
2b=2c—>b=c
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3. Considera la funcion
1
f(x)= ek
(a) Represéntala graficamente. (7 puntos)
(b) Comprueba que f(2) = f(-2). (1 punto)
(c) Comprueba que no existe c e [—2, 2]ta| que f“(c) =0. (1 punto)
(d) ¢Hay una contradiccion con la conclusion del teorema de Rolle? (1 punto)

(a)Su dominio es R —{0}

Asintota vertical: x=0

Asintota horizontal. y=b

b=lim f (x) = lim— =2 =0
X—0 X—0 w

X
La asintota horizontal es y =0

Obtenemos una tabla de valores y dibujamos su gréfica.

X y= %
X
—2 10.0625
1| 1 ’
05| 16
05 | 16
1 1
0.0625

f(‘f):—4

Asintota vertical

E | Asintola horizontal
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(b)
f(2) = 2—14 =0.0625
f(x) = i4 = L = f(2)= f(-2)=0.0625
X f(-2) = =0.0625

7=

(c)Observando la grafica se comprueba que la funcion no tiene ninglin c e [—2, 2] donde la derivada
se anule, pues eso implicaria que en dicho valor la funcion ni crece ni decrece.

. . 1 , N 4 .
Si calculamos su derivada f(x)=—-=x Y= f(X)=—4x7° =—— . Esta expresion no se anula
X X

nunca, aunque si que cambia de signo en el intervalo [-2,2].

En la grafica de la funcion se aprecia que es creciente ( f '(x)>0) en (-2, 0) y decreciente (
f (x)<0)en (0, 2).

(d) El teorema de Rolle dice que si una funcion f(x) es CONTINUA en [a, b] y DERIVABLE en (a,
b) y ademas es f(a) = f(b) entonces existe ¢ [a,b] tal que f"(c) = 0.

. 1 . . . .
Pero nuestra funcion f(x)=—- no es continua en [-2,2], pues es discontinua en x = 0, ni es
X

derivable en (-2, 2), pues no es derivable en x = 0. Por lo que no podemos aplicarle el teorema de
Rolle y no existe ninguna contradiccion.

161 de 286 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PBAU Ordinaria 2021 Matemadticas Il en las islas Baleares

4. Dada la funcién

—X
f0=7—>
(a) Calcula una primitiva de f(x). (5 puntos)
(b) Calcula el &rea delimitada por la grafica de f(x), las rectas x = J5 i x=+6, y el eje X.

(5 puntos)

(a) F(x):f 1‘(x)dx:'[4:):(2 dx:%fﬂr__z))((2 dx:%ln‘4—x2‘+K ,conK eR

—X
>

Estas es la expresion de todas las primitivas de f (x) =

Una de ellas resulta tomando K =0 > F () =%In‘4— X’|

(b)VVemos si la funcién corta el eje X.

X
f(x)=0=>
() 1

> =0=x=0

Pero x = 0 pertenece al intervalo [«/5 «/ﬂ

El area del recinto es el valor absoluto de la integral definida entre x = J§ y X= \/5 dela
—X

funcion f(x) = )
(x) 4—x°

% E o 1 ¢
Area:JLf(x)dx:VJ%Ar_xz dx=[aln‘4—x \ng

:Eln‘4—(\/§)2H—EIn‘4—(\/§)2H:%InZ—%Inlz InTZ:O.34 u’

Lo comprobamos dibujando el recinto.

—x
f(x)= R
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5. Considera los puntos,
A=(54a,7), B:(3,—1,7), C=(6,54)
(a) Determina el valor del parametro a para el cual los puntos A, B y C forman un triangulo rectangulo,

con angulo recto en el punto B. (3 puntos)
(b) Para el valor de a = -2, calcula el area del triangulo de vértices A, By C. (3 puntos)
(c) Para el valor de a = 5, calcula el &ngulo formado por los vectores AB y AC . (4 puntos)

A
B 90
C

(a) Debe cumplirse que los vectores BA y BC sean perpendiculares, es decir, su producto escalar

sea cero.

BA=(52,7)-(3,-17)=(2,a+1,0)
BC =(6,54)-(3,-1,7)=(3,6,-3); = (2,2a+1,0)(3,6,-3)=0=
BA-BC =0

—6+6a+6=0=6a=-12=[a=-2]

(b)Paraa =-2 el punto Aes A =(5,-2,7)y el tridngulo es rectangulo en el vértice B.
El area del triangulo lo podemos hallar con el producto vectorial o hallando la longitud de la
base y la de altura del triangulo.
Lo hacemos de esta Gltima forma.

BA=(2,-1,0) - [BA|=\/2* +(-1)° =5
E:(B,G,—B)—)‘ﬁ‘:4/32+62+(—3)2 - J54

. base - altura
Area=———

Area = ~8.21u?

BABC| 552 _Vam0 _[3/30
2 2 2

2
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(c) Paraa=5elpunto Aes A=(5,5,7)
Las coordenadas de los vectores AB y AC son:

AB=(3,-17)-(55,7)=(~2,-6,0)
AC =(6,5,4)-(5,5,7)=(1,0, 3)}

Aplicamos el producto escalar para determinar el &ngulo entre ambos vectores.

7B - AC A8 [AC| - cos( A8, AC)

= (~2,-6,0)(1,0,-3) = /(-2)° +(-6)° + 07 y1? + 02 + (~3)" -cos( AB, AC) =

:—Z:m\/l_o-cos(ﬁ, E):—Z:ZOCOS(E, E):

—

= cos(ﬁ, TC) = ;—g =-0.1=|( AB, E) = arccos (~0.1) = 95°
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6. Dadas las rectas
L x=1
r:x—m:y+0:z+3’ S:dy=6+44 .
-1 4 1
z=-1+24
(a) Calcula el valor de m tal que se cortan en un punto. (7 puntos)
(b) Calcula el punto de corte. (3 puntos)

(a)Para que sean secantes las rectas deben tener distinta direccion y que el producto mixto de sus
vectores directores y un vector que una un punto de una recta (r) con un punto de la otra recta
(s) sea nulo.

Necesitamos un punto y el vector director de cada recta.

X-m y+10 z+3 P.(m,-10,-3)
r: = = =<
-1 4 1 v, =(-1,4,1)

x=1 P, (1,6,—1)
S:Iqy=6+414 =<
v, =(0,4,2)

z=-1+21

¢Tienen r y s distinta direccion?

v, =(-141 -1 4 1 :
- ( ) = ¢— =—==?No son ciertas!
v, =(0,4,2) 0 4 2

Al no tener coordenadas proporcionales los vectores directores no tienen la misma direccion y
las rectas no son paralelas.

¢Son secantes 0 se cruzan?

P(m-10,-3)] _ .

( ) = PP, =(16,-1)—(m,-10,-3) =(1-m,16,2)

P.(16,-1)

v, =(-141) 1401

v, =(0,4,2) =[V,V,RR|=| 0 4 2/=-8+8-8m-4+4m+32=-4m+28
PP, =(1-m,16,2) l-m 16 2

Para que sean secantes debe cumplirse que [vr,vr, RF’SJ =0

_78_

[V v,,RP|=0=-4m+28=0=|m= =7

(b)EI punto de corte se obtiene resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones con m=7.
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0 3 X=7T-«a
X0 _y+10_z+3 . y=-10+4a
-1 4 1
1=-3+« 7T—a=1
=<:-10+4a0=6+41=>
x=1 -3+a=-1+24
S:qy=6+44
z=-1+21
=7-1=6
-16+24=42 8=41
=:-16+4a=41=> = =|1=2
—2+6=24 4=24
—2+a =21
Xx=1
A=2=3y=6+8=14= A(1,14,3)
z=-1+4=3

El punto de corte de lasrectasr y s es A(1, 14, 3)
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7. Se dispone de dos urnas: Ul y U2.

En U1 hay: 4 bolas rojas y 5 bolas negras.

En U2 hay: 6 bolas rojas y 3 bolas negras.

Al azar se quita una bola de U1 y se introduce en U2, a continuacion, se extrae al azar una bola de
U2. Calcula la probabilidad de que:

(a) salga una bola roja de U2. (3 puntos)

(b) la bola extraida de U1 sea negra, sabiendo que la bola que ha salido de U2 también ha sido
negra. (3 puntos)

(c) salga al menos una bola roja. (4 puntos)

Tras sacar la bola de la urna 1 al introducirla en la urna 2 esta pasa a tener 10 bolas, pero
dependiendo que haya salido roja o negra en la extraccion en la urna 1 tendremos en la urna 2 o
una bola roja mas o una negra. Lo reflejamos en el diagrama de arbol siguiente.

Urna2con 7 rojasy 3
negras.

Bola roja en urna 2

Bola roja enurna 1 7/10

Urna 2 con 7 rojasy 3
negras.

Bola negra en urna 2

Primero unay 3/10
despues otra -
Urna 2 con 6 rojasy 4

negras.
Bola roja en urna 2

6/10
Bola negra en urna 1

Urna 2 con 6 rojasy 4
negras.

Bola negra en urna 2
4/10

Damos nombre a los distintos sucesos de este experimento.
R1 =*“Sacar roja enurna 1”, N1 = “Sacar negra en urna 1”
R2 =*“Sacar roja en urna 2”, N2 = “Sacar negra en urna 2”

(@) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(R2)=P(RLNR2)+P(N1nR2)=P(RL)P(R2/RL)+P(N1)P(R2/N1)=

_A 7,58 158 _o6as
90

(b)Es una probabilidad a posteriori, aplicamos el teorema de Bayes.
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5 4
P(N1/N2) = P(NIAN2) P(N1)P(N2/N1) g'19 5_ 0625
~ P(N2)  1-P(R2) _1_\18_8_'
90

(C)El suceso “Sacar al menos una bola roja en las dos extracciones sucesivas” es el suceso contrario
a “Sacar las dos bolas negras en las dos extracciones”.

P(NIAN2)=P(NYP(N2/N =2 =2

La probabilidad de sacar al menos una bola roja es 1—% = g: 0.78
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8. Una compariia aérea observd que los pesos de las maletas de un determinado trayecto siguen una
distribucion normal de media 7,5 kg y desviacion tipica de 0,4 kg. Calcula la probabilidad de que,
elegida una maleta al azar:

(@) pese menos de 7,2 kg pero mas de 7 kg. (4 puntos)
(b) pese entre 7,8 kg y 8 kg. (3 puntos)
(c) Si enun trayecto hay 90 maletas, ¢ cuantas maletas es de esperar que pesen al menos 8,1 kg?

(3 puntos)

X = Peso en kg de una maleta. X = N(7.5, 0.4)

(a) Nos piden calcular P(7 <X <7.2).

P(7 < X <7.2)={Tipificamos} = P(7—7.5 7 7.2_7_5) _
0.4 0.4

= P(—1.25 <Z< —0.75) = P(O.75 <Z <1.25) =...

..={Mirando en la tabla N(0,1)} = 0.8944—0.7734 =

——
0 1 2 3 4 3
0.0 | 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | (.5199 | 0.5
0.1 | 0.5398 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.555T | (15596 | 0.5
0.2 | 0.5793 | 0.5832 | 0.6871 | 0.5910 | 0.5948 | (15947 | 0.6
0.3 | 0.6179 | 0.6217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | (.63¢8 | 0.6
0.4 | 0.6554 | 0.6591 | 0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 6746 | 0.6
0.5 | 0.6915 | 0.6950 | 0.6985 | 0.7019 | 0.7054 088 | 0.7
0.6 | 0.7257 | 0.7291 | 0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0.7432 | 0.7
0.7 lozago L o761 L 07649 1076723 10 7-7\; (9_7734 0.7
0.8 | 0.7831 | 0.7910 | 0.7939 | 0.7967 | 0.7905 | 0.8309B | 0.8
0.9 | 0.8159 | 0.8186 | 0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.828D) | 0.8
1.0 | 0.8413 | 0.8438 | 0.8461 | 0.8485 | 0.8508 | 0.853]L | 0.8
1.1 | 0.8643 | 0.8665 | 0.8686 | 0.8708 | 0.8720 | 0.87 0.8
1.9 |-08840 L 08860 L O SNSN | () SO07 | () 5_.{1_]‘}-_/' ().8044 1.8
13 lonan32 T nanda Tnonaa Tononka [ nanda [ 00TTH | 014

(b)

P(7.8< X <8)={Tipificamos} = P(M <7< 8_7'5j

0.4 0.4

= P(0.75< Z <1.25) = {hecho en apartado a)} =
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(©)

P(X >8.1)={Tipificamos} = P(Z > 810_%): P(Z>15)=

=1-P(Z<15)= {Miramos en la tabla N(O,l)} =1-0.9332=

Ty

0 15 _— 0 0 I

Si una maleta tiene una probabilidad de 0.0668 de pesar mas de 8.1 kg en un total de 90 maletas
habran 90 - 0.0668 = 6.012 maletas que cumplen lo mismo.

De las 90 maletas aproximadamente unas 6 maletas superaran el peso de 8.1 kg.

0 1
0.0 | 0.5Q00 | 0.5040
0.1 | 0.5598 | 0.5438
0.2 | 0.5f93 | 0.5832
0.3 | 0.6479 | 0.6217
0.4 | 0.6p54 | 0.6591
0.5 | 0.6p15 | 0.6930
0.6 | 0.7857 | 0.7291
0.7 | 0.7p80 | 0.7611
0.8 | 0.7F81 | 0.7910
0.9 | 0.8§59 | 0.8186
1.0 | O.8013 | 0.3438
1.1 | 0.8p43 | 0.8665
1.2 | 0.8849 | 0.8869

: 0.9049
0.9207
(.9:3328 0.9345
Il 00159 | 0 o462
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PBAU Extraordinaria 2020
@ Universitat

Proves d’accés
a la Universitat

Matematiques Il 2020

Modelo 3

Conteste de forma clara y razonada una de las dos opciones propuestas. Se dispone de 90 minutos.
Cada cuestion se puntla sobre 10 puntos. La calificacién final se obtiene de dividir el total entre 4.
Se valoraran la correccion y claridad en el lenguaje (matematico y no matematico) empleado por el
alumno. Se valoraran negativamente los errores de calculo.

Puede utilizar calculadora de cualquier tipo, cientifica, grafica o programable, pero no se
autorizard el uso de las que lleven informacion almacenada o puedan transmitirla.

OPCION A

1. Dada la ecuacién matricial
M-X+N=P,
donde X es la matriz incognita y

L el

(a) Para que valores del parametro a existe la matriz inversa de M? (1 punto)
(b) Calcula la matriz inversa de M. (3 puntos)
(c) Para a = 2, resuelve la ecuacion matricial, si es posible. (3 puntos)
(d) Para los valores de a para los cuales existe la matriz inversa de M, resuelve la ecuacion
matricial. (3 puntos)

2. Considera la funcién

1
=05 xv3)
(a) Determina: el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, las coordenadas de los
maximos y minimos y el Xlirlﬂm f(x). (2 puntos)
(b) Haz un esbozo de la grafica. (1 punto)
(c) Obtén los valores de A y B para los cuales (3 puntos)
A B
f(X)=—+——
Xx-3 x+3
(d) Calcula el area de la region limitada por la grafica de la funcion, el eje OXy las rectas de
ecuaciones X=-2y Xx=2. (4 puntos)

3. Dadas las rectas
15x+12y-14z =-17 9x+5y-2z=5
(l){ (ll){

8x—-y—-52=23 24X -2y —-13z =67
(a) Calcula un vector posicion y un vector director de cada una. (4 puntos)
(b) Calcula la ecuacion vectorial de cada una. (2 puntos)
(c) Calcula el rango de la matriz formada por los dos vectores directores y el vector diferencia, o
vector resta, de los dos vectores posicion obtenidos. (2 puntos)
(d) Del anterior rango, deduce la posicién relativa de ambas rectas. (2 puntos)
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4. Tenemos tres urnas, la primera contiene 2 bolas azules; la segunda, 1 bola azul y 1 roja; la
tercera, 2 bolas rojas. Hagamos el experimento aleatorio

"Elegimos una urna al azar y extraemos una bola™

Supone que todas las urnas tienen la misma probabilidad de ser escogidas.

(a) Calcula la probabilidad del suceso R = “bolla extraida roja” (5 puntos)
(b) Si la bola extraida resulta que es roja, ¢ cual es la probabilidad de que la urna escogida haya
sido la tercera? (5 puntos)
Modelo 3
OPCION B

1. Dadas las matrices Ay B,

2 3 X 1 2

6 9 12 10
(@) calcula A - By (A - B), donde la “t” indica matriz traspuesta. (4 puntos)
(b) ¢es posible calcular B?? Si lo es, calclala. (1 punto)
(c) para los diferentes valores de x, calcula el rango de la matriz A. (5 puntos)

2. En unacuario, el estudio de la evolucion de la poblacion de peces se ha modelado segun la

funcién t - P(t),
P@) =+t+1-+,
donde la variable t, que es un nimero real mayor o igual que cero, medira el niUmero de afos
transcurridos desde el 1 de enero del afio 2000 y P(t) indica nimero de individuos, en millares, en el
instante de tiempo t. Segun el modelo, calcula:
(a) La poblacién que habia el 1 de enero del afio 2000 y la poblacién que habra al final del afio

2020. (1 punto)
(b) El tamafio de la poblacion (en nimero de individuos) a largo plazo. (3 puntos)
(c) El afio en el cual se alcanza una poblacién minima y cuantos individuos habra. (4 puntos)
(d) Haz un esbozo de la grafica de la evolucion poblacional t > P(t). (2 puntos)

3. Dados los planos
(I) 3x—ay+2z—(a-1)=0; (Il) 2x-5y+3z-1=0; () x+3y—(a-1)z=0;
(a) Demuestra que, para cualquier valor del parametro a, no hay dos que sean paralelos.
(4 puntos)
(b) Estudia su posicion relativa, segun los diferentes valores del parametro a. (6 puntos)

4. El peso de un grupo de personas sigue una distribucion normal de media 54,3 kg y desviacion
tipica de 6,5 kg.

(@) ¢Cudl es el porcentaje de personas con peso superior a 57 kg? (3 puntos)

(b) ¢Cual es el porcentaje de personas que pesan entre 50 y 57 kg? (4 puntos)

(c) Si se escoge una persona al azar que esta dentro del 70% de las personas que menos pesan,
como maximo, ¢;cuantos kilos habria de pesar? (3 puntos)
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SOLUCIONES
OPCION A

1. Dada la ecuacién matricial
M-X+N=P,
donde X es la matriz incognita y

(S LS LS P

(a) Para que valores del parametro a existe la matriz inversa de M? (1 punto)
(b) Calcula la matriz inversa de M. (3 puntos)
(c) Para a = 2, resuelve la ecuacion matricial, si es posible. (3 puntos)
(d) Para los valores de a para los cuales existe la matriz inversa de M, resuelve la ecuacion
matricial. (3 puntos)

(a) Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz M.

a=0

IM]= l+ta=0=a=-1

a a

1
2 =—a—a2=0:—a(1+a)=0:>{

Para a =0y a=-1 el determinante no es nulo y existe la matriz inversa de M.

(b) Calculamos la inversa de M para a=0ya=-1

M| “a-a’ a+a’l-a -1) a+a’la 1

M_l_Adj(Mt)_Adj[_al ZJ_ 1 [a —a] 1 (—a aj

: -1 2 . L, 1 (-2 2 -1/3 1/3
(c)Paraa =2 lamatrizes M = y suinversa M =—— = .
2 2 2+4( 2 1 1/3 1/6

M-X+N=P:>M-X=P—N:>X=M_1(P—N)=

(113 1/3)[(5 6Y) (3 4| (-1/3 1/3\(2 2\ (-2/3 -2/3
“l1/3 1/6)[\3 4) (3 4)| \1/3 1/6)l0 0) | 2/3 2/3

(d) Siendo a=0ya=-1

coweonron-el(2 18 50 )

1 —aa22_ 1 —2a—2a_
“a+a’la 1)\lo o) a+a’l2a 2a )
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2. Considera la funcion
1
fX)=——7-———
) (x—3)(x+3)
(a) Determina: el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, las coordenadas de los
maximos y minimos y el lim f(x). (2 puntos)
X—>*too
(b) Haz un esbozo de la gréfica. (1 punto)
(c) Obten los valores de Ay B para los cuales (3 puntos)
A B
f(X)=—=+—
X-3 X+3
(d) Calcula el area de la region limitada por la grafica de la funcidn, el eje OX y las rectas de
ecuaciones Xx=-2y x=2. (4 puntos)

(@)El dominio de la funcién son todos los valores reales excepto los que anulan el denominador.
Dominio = R—{-3,3}

Para estudiar maximos, minimos y como varia la funcidn utilizamos la derivada.

1 1 ey 2X
M=)k g (X)‘—(Xz_g)z

F7(x) = o:ﬁ:o:ho

Vemos como evoluciona la funcion antes, entre y después de x =-3,x =0, x = 3.

e En (—0,—3) tomamosx =4y la derivada vale f '(-4)=———= 8 o.La
(o7
funcion crece en (—o,-3).

e En (-3,0) tomamosx =-1Y la derivada vale f (-1)= 2z 6_24 >0. La funcion

(-2 -9)

crece en (-3,0).

e En (0,3) tomamos x = 1y la derivada vale f "(2) = ( 2_2 )2 :g—i < 0. La funcién decrece
1°-9
n (0,3).
e En (3,+%0) tomamos x =4y la derivada vale f "(4)= ﬁ ~—8 0. La funcién
4°-9 +

decrece en 3 +oo

//\\

La funcion crece en (—o,—3)(-3,0) y decrece en (0,3)U(3,+x).
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o : 1 1
Presenta un maximo relativoenx =0. f(0)= —————==-=

(0—3)(O+3) 9
El maximo relativo es el punto M (O,—éj

No presenta minimos relativos, pues x = -3 y x = 3 no pertenecen al dominio de la funcion.
Y seran posibles asintotas verticales.

1 1

limf(xX)=lim—oa——=—"—"-0
A )= ) (xv9) 7ee
. . 1 1
A 0= 8y (x+3) e

(b) Afiadimos una tabla de valores y dibujamos la grafica de la funcién.

X y= 21
X -9
~10| o001
4| 0142
2| -02
0 0.1
2 0.2
4 0.14
T 1
A
A
A
i ¢ ’ — : ’ — ! ;
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(©)
_ A B 1 A B _A(x+3)+B(x-3)
f(X)_x—3+x+3:>(x—3)(x+3)_x—3+x+3_ (x—3)(x+3)

1=A(x+3)+B(x-3)

x=—3—>1:—68—>B:—%

X=3—->1=6A—> A:%

1 1/6 —1/6
(x—3)(x+3) X — 3 X+3

(d)EI area pedida es el valor absoluto de la integral definida entre —2 y 2 de la funcion, pues toma
valores negativos en este intervalo.

El area toma un valor pequefio como se observa en el dibujo superior.

2 2 2
J- /6 —1/6dx=J-1/6 dX_J-1/6 dx =
S X=3 X+3 %, X=3 , X+3

2

J;f(x)dx:_jz(x

- 2
_ 1In|x—3|—lln|x+3|} =Fln|2—3|—1In|2+3|}—[lln|—2—3|—lln|—2+3|}=
6 6 L |6 6 6 6

= 1Inl—lln5 - lIn5—lln1 :—ZInS:—llnS:—O.%
| 6 6 6 6 6 3

El 4rea tiene un valor de %InS =0.36 unidades cuadradas.
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3. Dadas las rectas
15x+12y -14z =-17 9x+5y—-2z=5
(l){ (ll){

8X—y—-5z=23 24x -2y —-13z =67
(a) Calcula un vector posicion y un vector director de cada una. (4 puntos)
(b) Calcula la ecuacion vectorial de cada una. (2 puntos)
(c) Calcula el rango de la matriz formada por los dos vectores directores y el vector diferencia, o
vector resta, de los dos vectores posicion obtenidos. (2 puntos)
(d) Del anterior rango, deduce la posicion relativa de ambas rectas. (2 puntos)

(a)Calculamos los vectores directores realizando el producto vectorial de los vectores normales de
los planos que definen las rectas.

i ] k
15x+12y-14z =-17 — .
(1) =v, =(15,12,-14)x(8,-1,-5)=[15 12 -14|=
8Xx—-y—-52=23 8 1 -5

=-60i—-112 j—15k —96k + 75 —14i = —74i—37 j—111k = (—74, =37, —111)
Divido las coordenadas entre —37

v, =(~74,-37,~111) = 1 y obtenemos un vector director con ¢ = u, =(2,1,3)
coordenadas mas manejables.

ik
9x+5y—-2z=5 —
0 y =V, =(9.5-2)x(24,-2,-13)=|9 5 -2|=
24x -2y —-13z =67
24 -2 -13

=—65i —48—18k —120k +117 j —4i =—69i + 69 j —138k
Divido las coordenadas entre —69

v, =(-69,69,-138) = {y obtenemos un vector director con t = u, =(1,-1,2)
coordenadas mas manejables.

Obtenemos un punto de cada recta dando un valor concreto a la incognita z.

0 15x+12y —-14z = -17 15x+12y =-17+14z
=
8x—-y—-52=23 8x—y=23+52

15x+12y =-17 +14z
=
96x—12y =276+ 60z

111x =259+747=>3x=7+271=>
X_7+22 5

= 3 =|X===3|=224-y-5=23=24-23-5=y=|y=-4
. . y Y

24x—-2y-13z =67 24X -2y =67+13z 120x —10y = 335+ 65z
138x =345+69z =

9x+5y—-2z=5 9x+5y=5+2z 18x+10y =10+4z
(1) = =
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_5+z

=2X=5+7=> 2 :x:g:O =0-2y+65=67=

= 65-67=2y=-2=2y=[y=—1

Los vectores y los puntos de cada recta son u, =(2,1,3); u, =(1,-1,2); P, (3,-4,1);

P, (O,—l,—5)
(b)
X=3+21 X=«a
(ND{y=-4+2 (nN)<sy=-1l-«
z=1+34 z=-5+2c«
(©

u, =(213) 2 1 3

u =(L-12);=|1 -1 2
PP, =(0,-1-5)-(3,-4,1)=(-33,-6)| (3 3 -6

¢Esta matriz tiene rango 3?

2 1 3
1 -1 2|=12-6+9-9+6-12=0
-3 3 -6

No tiene rango 3. ; Tiene rango 27

2 1
Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna 32 -> [1 j con

1
determinante 1 =-2-1=-3#0.

El rango de la matriz es 2.

(d) Al ser 2 el rango de la matriz de los vectores directores de las rectas y el del vector que une un
punto de una recta con un punto de la otra se deduce que las rectas estan en un mismo plano.
Las coordenadas de los vectores directores de las rectas no son proporcionales:

w=213) 2 13
0y =(1-12)

1 -1 2
por lo que no son paralelas y entonces deben cortarse en un punto. Las rectas son secantes.

Prr I
P Ir
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4. Tenemos tres urnas, la primera contiene 2 bolas azules; la segunda, 1 bola azul y 1 roja; la
tercera, 2 bolas rojas. Hagamos el experimento aleatorio

"Elegimos una urna al azar y extraemos una bola"

Supone que todas las urnas tienen la misma probabilidad de ser escogidas.

(a) Calcula la probabilidad del suceso R = “bolla extraida roja” (5 puntos)
(b) Si la bola extraida resulta que es roja, ¢ cuél es la probabilidad de que la urna escogida haya sido
la tercera? (5 puntos)

Si tenemos la misma probabilidad de elegir a cualquiera de las urnas, la probabilidad de elegir la

urna es 1/3.

Realizamos un diagrama de arbol.
BoIa roja

Elegir urnay Urna 2
oJo] F

Bola roja
BoIa roja

(a)Este suceso se cumple en tres ramas del arbol con las probabilidades que ahora sumamos.

P(R)=P(Elegir urna 1) P (Sacar bola roja / Elegir urna 1) +
+P (Elegir urna 2) P(Sacar bola roja / Elegir urna 2) +
+P (Elegir urna 3) P(Sacar bola roja / Elegir urna 3) =

:l0+105+l1:E: E205
3 3 3 3 2

(b)Es una probabilidad a posteriori, utilizamos el teorema de Bayes.

P (Haber elegido urna 3* / Hemos sacado bola roja) =

P (Haber elegido urna 3* n Hemos sacado bolaroja) 3’
P (Sacar bola roja) 05

=|==0.66

w|N
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OPCION B
1. Dadas las matrices Ay B,
2 3 X 1 2
A=/4 6 8|, B=|0 1
6 9 12 10
(@) calcula A - By (A - B)Y, donde la “t” indica matriz traspuesta. (4 puntos)
(b) ¢es posible calcular B2? Si lo es, calcllala. (1 punto)
(c) para los diferentes valores de x, calcula el rango de la matriz A. (5 puntos)
(a)
2 3 x\(1 2 2+0+x 4+3+0 2+x 7
AB=(4 6 8|0 1|=|4+0+8 8+6+0 |=| 12 14
6 9 12){1 O 6+0+12 12+9+0 18 21
¢ (2+x 12 18
(AB) =
7 14 21
(b)

= ¢ Es posible?

o
N
Il
o
o
Il
=R
ok N
=R
ok N

3x|2 - 3x2 .
iNo es posible!
Para que una matriz se pueda multiplicar por ella misma debe de tener el mismo nimero de filas
que de columnas (debe ser cuadrada).
(c)La matriz A es de dimensidn 3x3. Su rango es 3 0 menor.

Calculamos su determinante y vemos cuando se anula.

2 3 X
|A|= 4 6 8|=144+144+36x—-36x-144-144=0
6 9 12

El determinante siempre es 0 y el rango de A nunca es 3, independientemente del valor de “X”.

¢El rango de A es 2?
Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 32 (es proporcional a la 2%) y

X

3 X 3
columna 12 (es proporcional a la 2%) - (6 8} con determinante 8 =24-6x=0=>x=4.

Este menor tiene determinante nulo cuando x = 4.
Cuandox =4 el rango de A es 1.
Cuando X # 4 el determinante del menor anterior es no nulo y el rango de A es 2.
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2. En unacuario, el estudio de la evolucion de la poblacion de peces se ha modelado segun la

funcion t — P(t) ,
P(t) =Vt+1-+t,

donde la variable t, que es un nimero real mayor o igual que cero, medira el niUmero de afos
transcurridos desde el 1 de enero del afio 2000 y P(t) indica nimero de individuos, en millares, en el
instante de tiempo t. Segln el modelo, calcula:

(a) La poblacién que habia el 1 de enero del afio 2000 y la poblacién que habra al final del afio

2020. (1 punto)
(b) El tamafio de la poblacion (en nimero de individuos) a largo plazo. (3 puntos)
(c) El afio en el cual se alcanza una poblacion minima y cuantos individuos habra. (4 puntos)
(d) Haz un eshozo de la grafica de la evolucion poblacional t = P(t). (2 puntos)

(@)Nos piden el valor de P(0) y el valor de P(20).
P(0) = Jo+1-0=1. Significa que habia 1000 peces al inicio del afio 2000.

P(20) =+/20+1—+/20 =0,1104 . Significa que habfa 110 peces a final del afio 2020.
(b)A largo plazo es determinar el limite de la funcién P(t) cuando t se acerca a +oo.

lim P(t) = lim Jt+1 -/t = 00— o0 = Indeterminacion=

N Nt N ) R S

_t—>+oo (\/t-i-_l-l-\/t_) t—+0 ,t+1+\/f t—+0 /t+1+\/f

Cime— -1
o Jt+1+Jt  Hoo+oo

o0

La poblacion de peces tiende a ser cero. Tiende a desaparecer.

(c)Utilizamos la derivada de la funcién para hallar los puntos criticos.
11 =i+l JE-die
20t+1 2t 2tt+1 2t 4t

P'(t):0:>\/f_— 't+1:0:\/t_—\/t+1:0:>
2Nt +t

:ﬁ:m:(\/t_)z :(\/tz)2 —t=t+1=0=1No es posible.

P(t) =

No hay ningin punto critico y por tanto no hay maximo ni minimo relativo de la funcion.

Vemos el signo de la derivada en un punto cualquiera y la derivada tendra el mismo signo en

cualquier otro punto.t=9 > P"(9) = \/6_—2 9+1 =-0.08<0.
2497 +9

Esta funcion siempre es decreciente, empezando con 1000 peces y decreciendo su nimero hasta
acabar en 0 peces.

(d) Hacemos una tabla de valores y dibujamos la grafica.
Dominio = [0, +x)
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lim P(t) =0

t—>+o0
No tiene maximos ni minimos relativos.
La funcidn siempre decrece.

t |PM)=vi+1-+t
0] 1

1| J2-1=0414
3| 2-43=0.268
8 | 3-48=0171

99 | 10—+/99 =0.05

4+ P(t) (miles)

P() =+t +1—+t
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3. Dados los planos

(I) 3x—ay+2z—(a-1)=0; (Il) 2x—5y+3z-1=0; (1) x+3y—(a-1)z=0;

(a) Demuestra que, para cualquier valor del parametro a, no hay dos que sean paralelos. (4 puntos)
(b) Estudia su posicion relativa, segun los diferentes valores del parametro a. (6 puntos)

(a)Para que sean paralelos deben tener los vectores normales con coordenadas proporcionales y por
tanto, tener la misma direccion.

(I=3x-ay+2z—(a-1)=0=n, =(3,-a,2)
(I)=2x-5y+3z-1=0=n, =(2,-5,3) —
(I=x+3y-(a-1)z=0=n, =(1,3,-a+1)

3 —a 2 3 2 .
MIN? = —=—==?—,—==?=jlmposible!
¢ (,2 573 <,2 3 i'mp
<;II//III?:>E¢_—5: 3 = jlmposible!

1 3 -a+1

3 —a 3 =2 0--a
(;I//III?:>(;I:?= 1?—> 1 33 = jImposible!

—ar 2 5 -3a+3=3->a=0
1 -a+l

Los planos nunca pueden ser paralelos entre si, pues plano (I) no es paralelo a (I1), el plano (1)
nunca es paralelo a (111) y tampoco es paralelo el (1) con el (111).

(b) Estudiamos el sistema formado por las ecuaciones de los tres planos.
3x—ay+2z—(a-1)=0] 3x—ay+2z=a-I

2X—-5y+3z-1=0 =2x-5y+3z=1
x+3y—(a-1)z=0 x+3y—(a-1)z=0
3 -a 2
A=2 -5 3 >
1 3 -a+l
3 -a 2
|Al=]2 -5 3 |=15a-15-3a+12+10-2a”+2a—-27=-2a’+14a—20
1 3 -a+l
— T3 5-a
Al=0= 24’ +14a-20=0=a’7a+10=0=—a= V=40 _7*3_J 2
SR =T

Primer caso. a#2ya=#5.

En este caso el determinante de la matriz de coeficientes es no nulo y el rango es 3, al igual
que el rango de la ampliada y el nimero de incdgnitas.

El sistema es compatible determinado. Tiene una solucion Unica. Esta solucion Gnica son las
coordenadas de un punto P donde coinciden los tres planos.
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Segundo caso. a=2.
En esta situacion el determinante es nulo y el rango de A no es 3.

¢El rango de A es 2?

3 -2 2
A=|2 -5 3 | Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna 32 >
1 3 -1
3 2 . 3 -
(2 ~ j con determinante 5, _ ‘=—15+4:—11¢O.
El rango de A es 2.
3 -2 2 1
A/IB=|2 -5 3 1] ;Tienerango 3?
1 3 -10
-2 2 1
Consideramos el menor de orden 3 que resulta de quitar la columna1* >| -5 3 1] con
3 -10
-2 2 1
determinante |-5 3 1/=0+6+5-9-0-2=0.
3 -1 0

El rango de A/B no es 3, por lo que es igual al rango de A, que es 2.

Rango de A =2 = Rango de A/B < 3 = nimero de incAgnitas.
El sistema es compatible indeterminado. Tiene infinitas soluciones. Estas soluciones son la

recta en la que coinciden los tres planos.

3Xx=2y+2z=1 ., . .
Ecuacion 22 + Ecuacion 32 = Ecuacion 12 2X—5y+3z=1
2X-5y+3z=1;=> ) ) , =
Quitamos la ecuacion 1* X+3y—-z2=0
X+3y—-z=0
. ., 2x-5y+3z=1
Coinciden en la recta de ecuacion r:
X+3y—-z=0
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Tercer caso. a=>5.
En esta situacion el determinante es nulo y el rango de A no es 3.
¢El rango de A es 2?

3 -5 2
A=|2 -5 3 | Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna 32 >
1 3 -4

3 -5 . 3
con determinante
2 -5 2

5‘=—15+1O=—5¢0.

El rango de A es 2.

3 -5 2 4
A/B=|2 -5 3 1| ;Tienerango 3?
1 3 40
-5 2 4
Consideramos el menor de orden 3 que resulta de quitar la columna1* >| -5 3 1| con
3 40
-5 2 4
determinante -5 3 1|=0+6+80-36-0-20=30=0.
3 40

El rango de A/B es 3.
Rango de A =2 # 3 = Rango de A/B.

El sistema es incompatible. No tiene solucion. Como entre ellos dos a dos no son paralelos la
situacion debe ser la del dibujo, definen rectas paralelas dos a dos.

/
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4. El peso de un grupo de personas sigue una distribucion normal de media 54,3 kg y desviacion

tipica de 6,5 kg.

(@) ¢Cual es el porcentaje de personas con peso superior a 57 kg? (3 puntos)

(b) ¢Cuaél es el porcentaje de personas que pesan entre 50 y 57 kg? (4 puntos)

(c) Si se escoge una persona al azar que esta dentro del 70% de las personas que menos pesan, como
maximo, ¢cuantos kilos habria de pesar? (3 puntos)

X = Peso de una persona en kg. X =N(54.3, 6.5)

(a)Calculamos P(X >57)

P(X >57)={Tipificamos} = P[Z >%j= P(Z>0.415)=

=1-0.66095={0.33905

Buscamos en la
_1-P(2 30_415)={ }:1_ 0.6591+0.6628

tabla N(0,1) 2

p=5b43c=65

(b) Calculamos P(50< X <57).

P(50 < X <57)={Tipificamos} = P(% <Z< %j =

= P(~0.66 <Z <0.415)= P(Z <0.415)-P(Z <-0.66) =

=P(Z<0.415)~P(Z 20.66)= P(Z < 0.415)—(1- P(Z < 0.66)) =

=0.66095-1+0.7454 =|0.40635
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p=5430=65

50 85 70

(c) Averiguamos el peso “a” tal que P(X <a)=0.7.

P(X <a)=0.7 = {Tipificamos} = P(Z < a_6554.3j =07

Buscamos en la tabla N(0, 1) esta probabilidad 0.7

052 : 053 _ a;554'3 = 0525-6.5=a—54.3=[a=57.7125

Debe pesar como mucho 57.7 kilos.
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Matematiques Il 2020

Modelo 2

Conteste de forma clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las dos
opciones, Ay B, propuestas.

Dispone de 90 minutos. Cada cuestién se puntia sobre 10 puntos. La calificacion final se obtiene de
dividir el total de puntos obtenidos entre 4. S6lo se tendran en cuenta las respuestas claramente
justificadas y razonadas usando lenguaje matematico o no matematico, segiin corresponda. Se
valoraran negativamente los errores de calculo.

Puede utilizar calculadora de cualquier tipo, cientifica, grafica o programable, pero no se autoriza
el uso de las que puedan almacenar o transmitir informacion.

OPCION A

1. Dado el sistema de ecuaciones lineales
X+y=1
ax+z =0,
x+(1+a)y+az=a+1,
determina el parametro a, y resuelva siempre que se pueda, de manera que el sistema:

(a) tenga solucidn Unica, (4 puntos)
(b) tenga infinitas soluciones, (4 puntos)
(c) no tenga solucion. (2 puntos)

2. Considera la funcion f:R——>R dada por

y=f(x)=x"-3x
(a)Calcula la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién en el punto de abscisa
x=-1. (2 puntos)
(b) Haz un esbhozo de la grafica de y = f(x) y calcula: los puntos de corte con los ejes, los
extremos relativos y el comportamiento de la funcidn en el infinito. (4 puntos)
(c) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de la funcion dada y la recta y = 2.
(4 puntos)
3. Considera el punto P =(2,-1,1) y la recta r dada por
2x—-3y+4z-1=0 0
X+2y—-32-2=0
(a) Calcula la expresion de la ecuacion continua de la recta r. (2 puntos)
(b) Calcula la ecuacion del plano, m, perpendicular a la recta r que pasa por el punto P. (2 puntos)
(c) Calcula el punto, Q, de interseccién del plano 1 con la recta r. (3 puntos)
(d) De todas las rectas que pasan por el punto P = (2,—1,1), calcula aquella que corta
perpendicularmente a la recta r. (3 puntos)
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4. El nimero de horas de vida de una cierta bacteria (tipo A) se distribuye segin una normal de media
110 horas y desviacion tipica de 0,75 horas. Calcula la probabilidad de que, escogiendo al azar una
bacteria:

(a) su namero de horas de vida sobrepase las 112,25 horas. (4 puntos)
(b) su nimero de horas de vida sea inferior a 109,25 horas. (4 puntos)

De otra bacteria (tipo B) se sabe que el nimero de horas de vida se distribuye segin una normal de
media 110 horas, pero se desconoce su desviacion tipica. Experimentalmente se ha comprobado que
la probabilidad de que una bacteria tipo B viva mas de 125 horas es 0,1587. Calcula la desviacion
tipica de la distribucion del nimero de horas de vida de las bacterias tipo B. (2 puntos)

Modelo 2
OPCION B

1. Una empresa tiene tres minea: A, B y C, i en cada una, el mineral extraido contiene los elementos
quimicos: niquel (Ni), cobre (Cu) e hierro (Fe), en diferente concentracion. Las concentraciones son:
e Mina A: Ni (1%), Cu (2%), Fe (3%),
e Mina B: Ni (2%), Cu (5%), Fe (7%),
e Mina C: Ni (1%), Cu (3%), Fe (1%).
Para obtener 7 toneladas de niquel, 18 de cobre y 16 de hierro en total, ¢ cuantas toneladas de
mineral se han de extraer de cada mina?

(a) Plantea un sistema de ecuaciones que interprete el enunciado. (4 puntos)
(b) Clasifica el sistema. (2 puntos)
(c) Resuelve el sistema. (4 puntos)
. - 3
2. Considera la funcion f(x) = — :
X“ =X

(a) Calcula su dominio y los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (3 puntos)
(b) Calcula una primitiva cualquiera de f(x). (4 puntos)
(c) Calcula el area delimitada por la grafica de la funcion y =f(x), el eje OX y lesrectas x=2y

X=3 (3 puntos)

3. Dada larectary el plano t
x-1 y+1 z+2

(r) 5 3 R () 3x—my+z=1,
Busca si existe algin valor del parametro m para el cual
(a) el plano y la recta son paralelos. (4 puntos)
(b) o bien, el plano contiene la recta. (3 puntos)
(c) o bien, el plano y la recta se cortan exactamente en un punto. (3 puntos)

En cada caso, si existe, calculalo.

4. Una empresa de fabricacion de impresoras tiene dos centros de produccion, la fabrica europea (E)
y la fabrica asiatica (A). EI 1% de las impresoras de la fabrica E y el 3% de las impresoras de la
fabrica A se producen con un defecto. EI mercado de un determinado pais se abastece de impresoras
procedentes de la fabrica E en un 80%, mientras que el resto procede de la fabrica A.
(@) ¢Cudl es la probabilidad de que una impresora de este pais tenga el defecto? (4 puntos)
(b) Si el pais tiene, aproximadamente, dos millones de impresoras fabricadas por esta empresa,
¢cuantas tendran el defecto? (2 puntos)
(c) Si se elige al azar una impresora de ese pais y resulta ser una impresora defectuosa, ¢cudl es la
probabilidad de que provenga de la fabrica E? (4 puntos)
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SOLUCIONES
OPCION A

1. Dado el sistema de ecuaciones lineales
X+y=1
ax+z =0,
x+(1+a)y+az=a+1,
determina el parametro a, y resuelva siempre que se pueda, de manera que el sistema:

(a) tenga solucidn Unica, (4 puntos)
(b) tenga infinitas soluciones, (4 puntos)
(c) no tenga solucion. (2 puntos)

Discutimos el sistema y luego respondemos a lo planteado en cada apartado.

1 1 O
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A={a 0 1| con determinante
1 l1+a a
1 1 0
|Al=la 0 1j=1-a’-l-a=-a’-a
1 1+a a

Vemos cuando se anula.
) a=0
|Al=0=-a’-a=0=>-a(a+1)=0=
a+l=0=>a=-1

Se nos plantean tres situaciones distintas.

CASO1l. a=-0ya=-1.

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. El rango de A/B también es 3, al
igual que el nimero de incognitas.
El sistema es compatible determinado.

CASO 2. a=0.
El determinante de A es 0y su rango no es 3. Pero no lo vamos a discutir por rangos, dado
que al sustituir el valor de a = 0 el sistema es muy sencillo de resolver.

El sistema queda:

X+y=1 ., iy
Ecuacion 12 = Ecuacion 32 X+y=1 X=1-y
z=0, = . . = =
Quito ecuacion 32 z=0, z=0,
X+y=1

El sistema es compatible indeterminado.

Sus soluciones son [x=1-t; y=t; z=0 teR]

CASO 3. a=-1.
El sistema queda con unas ecuaciones muy sencillas de resolver. Lo resolvemos.

X+y=1
—X+2=0,=>

{Ecuacién 22 = — Ecuacion 36} {x+ y=1, {y =1-X
= =
Xx—2=0,

Quitamos ecuacion 32 —X+2=0, Z=X
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El sistema es compatible indeterminado.

Lassolucionesson|x:t; y=1-t; z=t teR

(@)Para a =0y a=—1 el sistema tiene solucidn Unica. Lo resolvemos por Cramer.

1 1 0 1 1 0 1
|Al=la 0 1|=1-a’-1-a=-a’-a A/B=la 0 1 ©
1 1+a a 1 1+a a a+l
1 1 0 1 1 0
0 0 1 a 0 1
a+l l+a a 0 1 1+a a] -a’-a
= = =0 y= = =1
1 1 o0 -a’-a 1 1 0 -a’-a
a 0 1 a 0 1
1l 1+a a 1 1+a a
1 1 1
a o0 0

1 1+a a+l 0
"L 1 o —at-a
a 0 1
1 1+a a

=0

Lasoluciones x=0; y=1, z=0|

(b)Para a=0y a=-1 el sistema tiene infinitas soluciones. Resuelto en la discusién del sistema.
Las soluciones para a=0son |x:1—t; y=t; z=0 te]R|.

Para a=-1 las soluciones son |x=t; y=1-t; z=t te]R|.

(c)Para ningun valor de a el sistema no tiene solucion.
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2. Considera la funcion f :R——R dada por
y=f(x)=x-3x
(a)Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto de abscisa x=-1.
(2 puntos)
(b) Haz un eshozo de la gréafica de y = f(x) y calcula: los puntos de corte con los ejes, los extremos
relativos y el comportamiento de la funcién en el infinito. (4 puntos)
(c) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de la funcion dada y la rectay =2. (4 puntos)

(@) Calculamos el valor de la funcién y la derivada de la funcion en x =—1 y sustituimos en la

formula de la ecuacion de la recta tangenteen x=a > y—f(a)="f (a)(x—a)
f(-1)=(-1)’-3(-1)=-1+3=2 ]
) ( 2) ( ) ) =y~ (1= (-D(x-(-1))=
f'(x)=3x"-3— f(-1)=3(-1)"-3=0

:>y—2:0(x+l):>

(b) Puntos de corte con los ejes.
x=0=y=f(0)=0°-0=0
Un punto de corte es O(0, 0).
x=0
X*-3=0=>x’=3=x=+/3

Otros dos puntos de corte con los ejes son P(—\/§, O) y Q(\/§,O)

y=0:>x3—3x=0:>x(x2—3):0:>{

Extremos relativos.
f(x)=3x*-3
f'(xX)=0=3x?-3=0=x*=1=x=+1==1
Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de los tres puntos criticos encontrados.

e En (—o0,—1) tomamos x=—2y la derivada vale f (-2)=12-3=9>0. La funcion
crece en (—oo,—1).

e En (—1+1) tomamos x=0y la derivada vale f (0)=-3<0. La funcion decrece en
(-1,+1)

e En (1+x) tomamos x =2y la derivada vale f (2)=12-3=9>0. La funci6n crece
en (1,+x).

e ] e
ol T b

B) By, 3 7 7 3
La funcion presenta un maximo en X=-1 yun minimoen x=1.

Comportamiento en el infinito.
lim f(x)= lim x* —=3x =400 lim f(x)= lim x* =3x=—0

X—>+00 X—>+00 X—>—00 X—>—00
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Afiadimos una tabla de valores.

y=f(x)=x>-3x
0

X flx)=x'—3x
—3
-1 2 maximo
0
1
3

0
—2 minimo

0 1

(c) Sial dibujo de la gréfica le afiadimos el de la recta horizontal y = 2 determinamos el recinto del
cual nos piden calcular su area.

flo)=x’3x

Aungue en la grafica se observa que se cortan en x = -1y en x = 2 hallamos los puntos de corte
de ambas funciones:

y=f(x)=x>-3x
y=2

=x-3x=2=x>-3x-2=0
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1 0 -3 -2
-1 -1 1 2

‘1 -1 -2 |0 5 [x=-1] es raiz

E— 2=X| esraiz
xz—x—2=0:>x=@: 2
2 1-3
P |
2

Contando los cuadrados rayados del dibujo el area tiene un valor entre 6 y 7 u2.
Hallamos su valor exacto con el uso de la integral definida entre —1 y 2 de y = 2 menos

y=f(x)=x"-3x.

2
AreazI_zlz—(x3—3x)dx={2x—xj4+3§} 1 =

_[4%?+3g}[2(19(_”4+3(_”2}_

:4—4+6+2+3—§=33=6J5m
4 2 4
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3. Considera el punto P = (2,—1,1) y la recta r dada por
2X—-3y+4z-1=0
(r)
X+2y-3z-2=0

(a) Calcula la expresion de la ecuacion continua de la recta r. (2 puntos)
(b) Calcula la ecuacion del plano, mt, perpendicular a la recta r que pasa por el punto P. (2 puntos)
(c) Calcula el punto, Q, de interseccion del plano T con la rectar. (3 puntos)
(d) De todas las rectas que pasan por el punto P = (2,—1,1), calcula aquella que corta
perpendicularmente a la recta r. (3 puntos)

(a) Hallamos el vector director de la recta r como el producto vectorial de los vectores normales de

cada plano que define la recta.

=~ i J Kk
2x—-3y+4z-1=0] n=(2,-34)| . . _ J
r= 2v_37-2-0 = _ =V, =nxn=2 -3 4|=
X+2y-3z2-2= P (12—
y M =(12,-3) L o _a

=9i+4j+4k+3k+6j-8i=i+10j+7k =(110,7)
Hallamos un punto de la recta, resolviendo el sistema.

2x—-3y+4z-1=0 2x—-3y+4z-1=0
=
X+2y—-3z-2=0 X=—-2y+32+2

_=3+7y
10

= -4y+62+4-3y+47-1=0=-7y+102+3=0= |z

Tomamos [y =—1]= z:%:—l =[Kx=2-3+2=1 |P,(1-1-1)

x-1 y+1 z+1

1 10 7

r= = |I

v, =(1,10,7)
)

(L-1,-1)

}:> 2(-2y+3z+2)-3y+4z-1=0=>

(b) Si el plano T es perpendicular a la recta r entonces el vector normal del plano es el director de la

recta.
AT

v, =(1,10,7)}:>

n=v
P=(2,—1,1)e7r

7=x+10y+7z+D=0
= =
Pz(2,—1,1)e7z

—2-10+7+D=0= D=1

El plano buscado tiene ecuacion 7 =x+10y+7z+1=0.
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(c) Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de recta y plano.
Ecuacion 32 — Ecuacion 12

X +2y -3z =2
-x 10y -7z =1

7=X+10y+7z+1=0 X+10y+7z=-1
2x—3y+4z—1:0}r =2x-3y+4z=1 =

X+2y-3z-2=0 X+2y-32=2 T8y 10 =3
Ecuacién 22 — 2 -Ecuacion 12 10V 47 .
ox -3y 447 =1 X+ 2;” 120‘_3
2x 20y -147 =2 O A
-8y-10z=3

-23y -10z =3

Ecuacién 32 — Ecuacion 22
X+10y+7z=-1 X+10y+7z=-1

By -0z =3 23y 10z =3 23y 10z =3
T123y +10z = -3 - T 1;’_ Zo_ = TeyTEES=
15y =0 )= y=0
X+7z=-1
X+7z=-1 21 21 11
3 = X—-——=-1 = S ——
~107=3 722 10 10 10
10

El punto de corte tiene coordenadas Q EO_—3
10 10

(d) La recta s perpendicular a r esta contenida en el plano 1. Por lo que la recta s pasa por Q punto
de corte de recta y plano. Asi la ecuacion de la recta pedida es la ecuacion de la recta que pasa

por Py Q.
11 -3 - — (11 = -3 -9, -13
_lOl_ V:P = _101_ - 21_111 = _111_
Q(10 10) = Q (10 10j( ) (10 10} =

P(2,-11) P(2,-11)

S x=2-92
u=10v= (—9,10,—13)}
—

= s=y=-1+104
P(2,-11) z=1-132
AZE
‘ mn
» | S
/ fa
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4. El nimero de horas de vida de una cierta bacteria (tipo A) se distribuye segun una normal de media
110 horas y desviacion tipica de 0,75 horas. Calcula la probabilidad de que, escogiendo al azar una
bacteria:

(@) su numero de horas de vida sobrepase las 112,25 horas. (4 puntos)

(b) su numero de horas de vida sea inferior a 109,25 horas. (4 puntos)
De otra bacteria (tipo B) se sabe que el nimero de horas de vida se distribuye segin una normal de
media 110 horas, pero se desconoce su desviacion tipica. Experimentalmente se ha comprobado que
la probabilidad de que una bacteria tipo B viva mas de 125 horas es 0,1587. Calcula la desviacion
tipica de la distribucién del nimero de horas de vida de las bacterias tipo B. (2 puntos)

X = Numero de horas de vida de una bacteria tipo A. X = N(110, 0.75)

(a) Nos piden calcular P(X >112.25).

P(X >112.25) = {Tipificamos} = P[Z > —112'557;110) =P(Z2>3)=
=1-P(Z <3)=1-0.9987 = [0.0013]
(b) Nos piden calcular P(X <109.25).
P(X <109.25) = {Tipificamos} = P(z <%j: P(Z<-1)=P(Z>1)=

=1- P(Z Sl) =1-0.8413={0.1587

La nueva distribucion es Y = Numero de horas de vida de una bacteria tipo B. Y=N(110, o).
Sabemos que P(Y >125)=0.1587. Determinamos el valor de la desviacion tipica o.

P(Y >125) = {Tipificamos} = P(Z > Mj = P(Z > Ej =0.1587
(o) o
=1- P(Z < Ej =0.1587 = P(Z < Ej =1-0.1587=0.8413=
O (o2

= {Miro en la tabla N(0,1)} = Lo

o)
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OPCION B

1. Una empresa tiene tres minea: A, B y C, i en cada una, el mineral extraido contiene los elementos
quimicos: niquel (Ni), cobre (Cu) e hierro (Fe), en diferente concentracion. Las concentraciones son:
eMina A: Ni (1%), Cu (2%), Fe (3%),

e Mina B: Ni (2%), Cu (5%), Fe (7%),

e Mina C: Ni (1%), Cu (3%), Fe (1%).

Para obtener 7 toneladas de niquel, 18 de cobre y 16 de hierro en total, ¢cuantas toneladas de
mineral se han de extraer de cada mina?

(a) Plantea un sistema de ecuaciones que interprete el enunciado. (4 puntos)
(b) Clasifica el sistema. (2 puntos)
(c) Resuelve el sistema. (4 puntos)

e, 9 (Y1)

(a) Llamamos “x” a las toneladas de mineral extraido de la mina A, “y” a las toneladas de mineral

(Y=} )

extraido de la mina B y “z” a las toneladas de mineral extraido de la mina C.
Hacemos una tabla con los datos.

Niquel Cobre Hierro
Mina A (X) 0,01x 0,02x 0,03x
Mina B (y) 0,02y 0,05y 0,07y
Mina C (2) 0,01z 0,03z 0,01z
TOTALES | 0,01x+0,02y+0,01z | 0,02x+0,05y+0,03z | 0,03x+0,07y+0,01z

Como hay que obtener 7 toneladas de niquel, 18 de cobre y 16 de hierro el sistema es:

0,01x+0,02y+0,01z =7 X+2y+z2=700
0,02x+0,05y+0,03z =18} = 2x+5y + 3z =1800
0,03x+0,07y+0,01z =16 3X+7y+1z=1600

(b) La matriz de coeficientes del sistema es A= con determinante:

w N
~N oaN
P W

=5+18+14-15-4-21=37-40=-3=0.

w N e
~N N
P oW e

El rango de la matriz A = 3 = Rango de A/B = nimero de incdgnitas.
El sistema tiene una unica solucion.

(c) Lo resolvemos utilizando Cramer.

1 21 1 2 1 700
A=l2 5 3 A/B=|2 5 3 1800
3 71 3 7 1 1600
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700 2 1
1800 5 3
‘= 1600 7 1 _ 3500+9600+12600 —8000-3600-14700 _ —600 _ 200
1 21 -3 -3
2 5 3
3 71
1 700 1
2 1800 3
y= 3 1600 1 _ 1800+ 6300 +3200-5400-1400-4800 _—300 _ 100
1 21 -3 -3
2 5 3
3 71
1 2 700
2 5 1800
. 3 7 1600 _ 8000 +10800 +9800~10500 —6400-12600 _ —900 _ 300
1 21 -3 -3
2 5 3
3 71

Debe extraer 200 toneladas de mineral de la mina A, 100 toneladas de la mina B y 300 toneladas
de la mina C.
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2. Considera la funcion f(x) = 23 :
XS =X
(@) Calcula su dominio y los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (3 puntos)
(b) Calcula una primitiva cualquiera de f(x). (4 puntos)
(c) Calcula el area delimitada por la gréafica de la funcion y = f(x), el eje OX y lesrectas x=2y
X=3 (3 puntos)

(@)El dominio de la funcién son todos los valores reales menos los que anulen el denominador.
x=0

xz—x=0:>x(x—1)=0:>{
Xx-1=0=>x=1

Do minio =R —{0,1}

Para estudiar el crecimiento o decrecimiento utilizamos la derivada.

3 , 0-3(2x-1) —6x+3

0 Py o R s B

X =X (x —x) (x —x)
f'(x)=o:»L+32=o:>—6x+3=o:>x=%=o.5

(=)
Tenemos a x = 0.5 como punto critico, ademas tenemos x = 0y x = 1 como excluidos del dominio.
La recta real se divide en cuatro zonas. Vamos comprobando la monotonia en cada zona.

> 0. La funcién crece en

e En (—,0)tomamosx = -1y la derivada vale f '(-1) = 2

(—00,0).
. , -15+3 .,
e En (0,0.5) tomamos x =0.25y la derivada vale f "(0.25) = (1 1)2 >0. La funcion
+

(1+1)

crece en (0,0.5).
-4.5+3

e En (0.5,1) tomamos x = 0.75 y la derivada vale f (0.75) = G 1)2 <0. La funcién
+
decrece en (0.5,1).
. , -12+3 .
e En (1+w) tomamosx =2y la derivada vale f '(2)=———<0. La funcion decrece

(2'-2)

en (1,+0).

La funcion crece en (—,0)(0,0.5)y decrece en (0.5,1) (1, +w0)

(b) Calculamos la integral indefinida de la funcién usando el método de descomposicion en
fracciones simples.
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Descomposicion en fracciones simples
23 __3 =A+i:>3=A(x—l)+Bx:>
x*=x  x(x-1) x x-1

x=1—-3=B X=X X x-1

{x:0—>3:—A—>A:—3 3 —3+ 3

_I—+—dx_—3In|x|+3ln|x—1|+C

(c) La funcién f(x) = 23 no corta el eje de abscisas, por lo que el area de la regién pedida es el
X5 —X

valor absoluto de la integral definida de la funcion entre 2 y 3.

LBX dx = [3In|x|+3|n|x 1|]

=[-3In3+3In[3-1]-[-3In2+3In|2-1]]=

=-3In3+3In2+3In2=|6In2-3In3=0.86 u?

\

\

é )=
X —X

El area de la zona rayada no llega a ser un cuadradito (1 unidad cuadrada).
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3. Dada larectary el plano
Xx-1 y+1 z+2

(r) 5 3 . () 3x—my+z=1,
Busca si existe algin valor del parametro m para el cual
(@) el plano y la recta son paralelos. (4 puntos)
(b) o bien, el plano contiene la recta. (3 puntos)
(c) o bien, el plano y la recta se cortan exactamente en un punto. (3 puntos)
En cada caso, si existe, calculalo.

(a) Deseamos que plano y recta sean paralelos, por lo que el vector director de recta y el normal del
plano deben ser ortogonales y su producto escalar debe ser cero.

H——
A Vo

w | ol

=(3,-m,1 .
( )}:n-v=(3,m,1)(2,3,1)=0:>63m1:0:>3m=5:> m=

Comprobamos que la recta no esta contenida en el plano.

P(L-L1-2)er
(P en? :&3—2(—1)—2:1?:¢3+§—2—1:0?:>¢g:0?

5
=3x——-y+z=1
p/a 3y

Evidentemente el punto de la recta no esta en el plano y por tanto no lo esta ningtn punto de la
recta. Plano y recta son paralelos.

(b) La recta nunca esta contenida en el plano, pues para el Unico valor de m que hace que vector
director de recta y normal del plano sean ortogonales incluye el hecho de que plano y recta son
paralelos.

(c) Plano y recta se cortan en un punto para cualquier valor de m distinto de 5/3.

Hallamos el punto de corte resolviendo el sistema para m = 3

Pr (1’ _1’ _2) X :1+ 2/1
r=_ =y=-1+31
v=(2,3,-1) re9_ 4 =3(1+21)-m(-1+31)-2-1=1=

(r) 3x-my+z=1,
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=3+61+m-3mi-2-1=1=51-83mi=-m=(5-3m)i=—m=

Como 5-3m = 0, entonces puedo despejar A = A=

sustituimos en las ecuaciones del principio.

-m  5-3m-2m 5-5m

X=1+2 = =
5-3m 5-3m 5-3m
y=—1+3 -m ::—5+3m—3m:: -5
5-3m 5-3m 5-3m
s _og__—M _-10+6m+m -10+7m
5-3m 5-3m 5-3m

o

-m
5-3m

5-5m -5 -10+7m
5-3m'5-3m’ 5-3m
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4. Una empresa de fabricacion de impresoras tiene dos centros de produccion, la fabrica europea (E)
y la fabrica asiatica (A). ElI 1% de las impresoras de la fabrica E y el 3% de las impresoras de la
fabrica A se producen con un defecto. EI mercado de un determinado pais se abastece de impresoras
procedentes de la fabrica E en un 80%, mientras que el resto procede de la fabrica A.
(@) ¢Cuédl es la probabilidad de que una impresora de este pais tenga el defecto? (4 puntos)
(b) Si el pais tiene, aproximadamente, dos millones de impresoras fabricadas por esta empresa,
¢cuantas tendran el defecto? (2 puntos)
(c) Si se elige al azar una impresora de ese pais y resulta ser una impresora defectuosa, ¢cual es la
probabilidad de que provenga de la fabrica E? (4 puntos)

Realizamos un diagrama de arbol.

|iiiiiiiii|l
|Iiiiiii|i||
Buena

||HiiHHHH%’I
|Iiiiiiiiiil
|Iiiiiiii||
Buena

(a) Mirando en el diagrama de arbol superior y aplicando el teorema de probabilidad total.

P (Una impresora sea defectuosa) = 0.8 0.01+0.2 - 0.03 = 0.008+0.006 = |0.014
(b) 2000 000 - 0.014 =28 000 impresoras seran defectuosas.
(c) Es una probabilidad a posteriori, aplicamos teorema de Bayes.

P (Sea de fabrica E N Es defectuosa) B

P (Sea de fabrica E / Es defectuosa) = P (Sea defectuosa)
u

_08-001_38 _ 0571

0014 14

\ll-b
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PBAU Extraordinaria 2019
@ Universitat

Modelo 2

Conteste de forma clara y razonada una de las dos opciones propuestas. Se dispone de 90 minutos.
Cada cuestion se puntia sobre 10 puntos. La calificacion final se obtiene de dividir el total entre 4.
Se valoraran la correccién y claridad en el lenguaje (matematico y no matematico) empleado por el
alumno. Se valoraran negativamente los errores de calculo.

Puede utilizar calculadora de cualquier tipo, cientifica, grafica o programable, pero no se autorizara
el uso de las que lleven informacion almacenada o puedan transmitirla.

Matematiques Il 2019

OPCION A

1. a) Discute para qué valores de m el sistema siguiente es compatible:
4x+3y+22=0
2X+Yy —z=m ; (7 puntos)

6X+6y+m?z=-9
b) Resuélvalo en el caso en que sea compatible indeterminado. (3 puntos)

2. Calcula los maximos y minimos relativos de la funcion f (x) = x> —3x—2 (3 puntos), los intervalos
de crecimiento y decrecimiento (3 puntos) y haz un esbozo de su grafica para x entre -3y 3. (4 puntos)

3. Determina un plano que, pasando por el origen de coordenadas, sea paralelo a la recta de
ecuaciones

X+y=1

y+z-= 2}
y también paralelo a la recta que pasa por los puntos de coordenadas (1, 1, 0) y (0, 1, 1). (10 puntos)

4. El peso de los adultos de 40 afios de una cierta comunidad se modela con una distribucién normal
de media p = 85 kg y desviacion tipica 6 = 15 kg. Nos piden:

a) ¢ Qué porcentaje de la poblacion tiene sobrepeso? Entendemos que una persona adulta de 40
afos tiene sobrepeso si pesa mas de 100 kg. (4 puntos)

b) Consideramos al colectivo de los individuos méas delgados de la comunidad. Si nos dicen que
este colectivo representa al 40% de todos los individuos de la comunidad, ¢ cual es el peso
maximo de un individuo del colectivo? (6 puntos)
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Modelo 2
OPCION B
1. Considere la matriz y los vectores siguientes:
2 1 1 z
X
A=l1 2 ,b=( ],c= 1|,d=|z
10 y 0 ;

Encuentra x, y, z para que se cumpla:
A-b-2c=d
(10 puntos)

2. Considere la region delimitada por la funcion f (x)= 1+X el eje de abscisas o0 eje OX v las

2 )
X
rectas verticales x=-1y x=1. Haz un esbozo de la region (6 puntos) y calcula el area de la
region. (4 puntos)

3. Considere los puntos A(0, 0, 0), B(1, 1,0) y C(0, 1, 1). Calcula el area del triangulo que forman
los puntos A, B y C (5 puntos) y determina el angulo que forman los vectores AB y AC. (5 puntos)

4. Se harealizado un estudio sobre el miedo a volar y el nivel de estrés en una cierta comunidad. Nos
dicen que el 60% de los individuos no tienen miedo a volar, el 50% tiene un nivel bajo de estrés, el
25%, un nivel medio, y el 5% tiene un nivel alto de estrés y miedo a volar. Sabiendo, ademas, que el
5% de los individuos tiene un nivel medio de estrés y no tiene miedo a volar, se pide:

a) Probabilidad de que un individuo de la comunidad tenga un nivel de estrés medio y miedo de
volar. (3 puntos)

b) Sabiendo que un individuo tiene miedo a volar, ¢cuéal es la probabilidad de que tenga un nivel
bajo de estrés? (3 puntos)
c) ¢ Son independientes los eventos "nivel de estrés bajo" y "miedo a volar"? Razona la respuesta.
(4 puntos)
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SOLUCIONES
OPCION A
1. a) Discute para qué valores de m el sistema siguiente es compatible:
4x+3y+22=0
2X+Yy —Z=m ; (7 puntos)
6X+6y+m°z=-9
b) Resuélvalo en el caso en que sea compatible indeterminado. (3 puntos)
4 3 2
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|2 1 -1 | con determinante:
6 6 m’
4 3 2
|A| =2 1 -1|=4m*-18+24-12-6m*+24=-2m"+18
6 6 m’

Lo igualamos a cero.
|A=0=-2m*+18=0=2m* =18 = m* =9 = m=+/9 = +3
Analizamos tres casos distintos.

CASOL1l m#3ym=-3

En este caso la matriz de coeficientes tiene rango 3 al igual que la matriz ampliada y el
namero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado. Tiene una Gnica solucion.

CASO 2. m=3
La matriz A queda
4 3 2
A=|2 1 -1] tiene determinante nulo, por lo que su rango no es 3. Tiene un menor de
6 6 9
orden 2 con determinante no nulo (quitando la fila y columna 3?).
; i‘=4—6=—2¢0. El rango de A es 2.
4 3 2 0
A/B={2 1 -1 3 |tomamos el menor de orden 3 quitando la columna 1%y su
6 6 9 -9
3 2 0
determinantees |1 -1 3|=27+36+18-81=0 . El rango de A/B no es 3.
6 9 -9
Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la 22 y 32 columna y la 32 fila.

4 3
‘2 1 =4-6=-2=0.Elrango de A/B es 2

Como rango A =rango A/B = 2 # n° incognitas el sistema es compatible indeterminado.
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CASO3. m=-3
La matriz A queda
4 3 2
A=|2 1 -1] tiene determinante nulo, por lo que su rango no es 3. Tiene un menor de
6 6 9
orden 2 con determinante no nulo (quitando la fila y columna 3?).
:' i‘:4—6=—2¢0. El rango de A es 2.
4 3 2 0
A/B=|2 1 -1 -3|tomamos el menor de orden 3 quitando la columna 1%y su
6 6 9 -9
3 2 0
determinantees |1 -1 -3/=27-36+18+81=89=0. Elrango de A/B es 3.
6 9 -9

Como rango A # rango A/B el sistema es incompatible.

4x+3y+22=0

b) Es compatible indeterminado para m = 3 y el sistema queda 2x+y —-z=3
6X+6y+9z=-9

4x+3y+22=0 4x+3y+22=0
2x+y -z=3 ;= {Divido entre 3 la ecuacion 3*} = 2x+y -z=3
6X+6y+9z=-9 2X+2y+32=-3

Ecuacién 3?2 - Ecuacion 22| {2 - Ecuacion 22 - Ecuacion 12
2X +2y +3z =-3 4x +2y -2z =6
-2X -y +z =-3 -4x -3y -2z =0

y +4z =-6 -y -4z =6

Ecuacién 32 + Ecuacion 22

4x+3y+22=0 y 147 =6 4x+3y+22=0
—y-47=6}= y 4z =6 = -y—-4z=6
y+4z=-6 0 0 0=0

4x+3y=-2z 4x+3y =-21
=
Sy-tass

~10z+18 5z+9
4 2

}: 4x+3(—4z —6) =-27=4x-127-18=-2z2

4x =10z+18 = |x

9+ 5t

La solucion es x = ;y=—6-4t; z=t.
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2. Calcula los maximos y minimos relativos de la funcion f (x) = x* —3x—2 (3 puntos), los

intervalos de crecimiento y decrecimiento (3 puntos) y haz un esbozo de su grafica para x entre -3y
3. (4 puntos)

Calculamos la derivada de la funcion f(x) =x*-3x—2= f "(x) =3x* -3

Igualamos a cero la derivada.
f()=0=3x>-3=0=3=3=>x2=1=x=1=+1

Estudiemos los cambios de signo de la derivada antes, entre y después de esos valores.

«< < > >
% —

2 3
e Enelintervalo (—o0,—1) tomamos el valor x = -2 y la derivada vale
f'(-2)=3(-2)"~3=9>0. La funcién crece.
e Enelintervalo (—1,1) tomamos el valor x =0y la derivada vale f "(0) = 3(0)2 -3=-3<0
. La funcién decrece.

e Enelintervalo (1,+o0) tomamos el valor x = 2 y la derivada vale f "(2) = 3(2)2 -3=9>0.
La funcidn crece.

La funcion crece en (—oo,—1) U (1, +)y decrece en (—1,1) .

, , I |
3 2 1 I 1 3
2 0 i

La funcion presenta un maximo relativo en x = -1 y un minimo relativo en x = 1.
Para dibujarla hacemos una tabla de valores.

!
T
3

X | y=x>-3x-2
_2 _8+6—2:—4 kB S
1| -1+3-2=0
-2 N
1-3-2=-4
8-6-2=0 11+ fx)y=x-3x-2
Maximo relativo
Minimo relativo
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3. Determina un plano que, pasando por el origen de coordenadas, sea paralelo a la recta de
ecuaciones

X+y=1

y+2z=2

y también paralelo a la recta que pasa por los puntos de coordenadas (1, 1, 0) y (0, 1, 1). (10 puntos)

Calculamos el vector de la recta dada, despejando y pasando a la ecuacion paramétrica de la recta.

X =1-y X =1-t
X+y=1 X =1-y
= =>y=y = y=t
y+2=2 z2=2-y
z2=2-y z=2-t

El vector director de la recta es v =(-11,-1).
El vector director de la otra recta es U = (1L1,0)-(0,1,1)=(1,0,—-1)

El plano pedido pasa por el punto P(0,0,0) y tiene vectores directores V= (—1,1, —l)y u= (1, 0, —1) :
Obtenemos su ecuacion.

x-0 y-0 z-0
i -1 1 -1|=0=—Xx-y-2-y=0=>-Xx-2y-z=0=|7:X+2y+2=0
1 0 -1
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4. El peso de los adultos de 40 afios de una cierta comunidad se modela con una distribucién normal
de media p = 85 kg y desviacion tipica 6 = 15 kg. Nos piden:

a) ¢Qué porcentaje de la poblacion tiene sobrepeso? Entendemos que una persona adulta de 40 afios
tiene sobrepeso si pesa mas de 100 kg. (4 puntos)

b) Consideramos al colectivo de los individuos més delgados de la comunidad. Si nos dicen que este
colectivo representa al 40% de todos los individuos de la comunidad, ¢cudl es el peso maximo de
un individuo del colectivo? (6 puntos)

X = Peso de un adulto de 40 afios. X = N (85, 15)

a) Calculamos P(X >100).

P(X >100)=1-P(X <100) = {Tipificamos} =1- p[ B 10(;85] _

=1-P(Z <1)=1-0,8413=10,1587
El porcentaje de poblacion de 40 afios con sobrepeso es de 15,87%

b) Llamamos p al peso maximo del colectivo. Debe cumplirse P(X < p) =0,4.

P(X<p)=0,4
Tipificamos

P(X —85< p—85j=0’4
15 15

P(Z <L85]=0,4
15

Como es menor de 0,5 la situacion es

- "'\‘\
r"x/ \-\
04 / \
/ ™,
1‘\%\\.
(p-85)/15 S
Se cumple
~ '“\\ -
x../ \_\ // \._\
04 / N / N, 04
\\\ //
(-85)/15 . (»-85)/15
P(Z p—%j=0,4:> P(Z > p1_585j_0,4
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N

-(r-85)/15 — -(r-85)/15

P25 P8 04m1-p[2<- P8 0amp[z-P=B)_ 05
15 15 15

Buscamos en la tabla N(0, 1)

_P85_025+026_ oo .0,25+0.2
15 2 2

p=85-150,266 = 81,175 kg

El peso maximo del colectivo es de 81.175 kg.
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OPCION B
1. Considere la matriz y los vectores siguientes:
2 1 1 z
A=|1 2 ,b=(xj,c= 1],d=|z
10 Y 0 :
Encuentra X, y, z para que se cumpla:
A-b-2c=d (10 puntos)

A-b-2c=d=A-b=2c+d

y 1 z 2X+Yy 2+12
-(j=21+z:>x+2y=2+z:>
y 0 Z X Z

R RN
o N B

2X+Yy=2+12 21+y=2+12 y=2-1 y=2-12
=S IX+2Yy=242=21242y=242=>:2y=2 =qy=1 =
X=12 X=1 X=12 X=12

Lasoluciones x=y=z=1
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2. Considere la region delimitada por la funcién f (x) = 1 sz , el eje de abscisas 0 eje OX y las
+

rectas verticales x=—1y x=1. Haz un esbozo de la region (6 puntos) y calcula el area de la
region. (4 puntos)

Para hacer un dibujo de la gréafica entre -1 y 1, realizamos una tabla de valores

X |y= X > 1+
1+X
-1 -0,5
-0,5 -0,4
0 0
0,5 0,4
1 0,5

Para calcular el &rea de la region coloreada hay que hacer la integral definidade O a 1 de la

y el area pedida seré el doble de lo obtenido (por la simetria de la

funcion f(x)= I X

funcion).
-I1+Xx2 dx = %:[li);z dx = %([In(u XZ)I)) = %([In(ulz )]—[In (1+ 0’ )}) = %(In 2)

Area=2- %(In 2)=In2=0,69 u® , que coincide aproximadamente con lo que se observa en el

dibujo de la gréfica.
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3. Considere los puntos A(0, 0, 0), B(1, 1, 0) y C(0, 1, 1). Calcula el area del triangulo que forman
los puntos A, By C (5 puntos) y determina el angulo que forman los vectores AB y AC. (5 puntos)

El area del tridngulo definido por los puntos dados es la mitad del modulo del producto vectorial
de los vectores que unen dichos vértices.

AB (000)=@10)] . . [P 2N
_ = ABxAC=[1 1 O|=i+k-j=i-j+k=(1-11)
0 1 1

ABxAC] |0 -11) VT VB,

Area = = - LT
2 2 2 2

El angulo que forman los vectores AB y AC lo calculamos con la férmula del producto escalar.

A:B‘(“O)}:mrc\ﬁ\.\rc\.cos(ﬁ, Ac)
AC =(0,1,1)

(11,0)(0,11) =1+1-V1+1-cos( AB, AC)
1=2-cos( AB, AC)
cos( AB, AC) =~ = (A8, AC) - 60°

El &ngulo es de 60°
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4. Se ha realizado un estudio sobre el miedo a volar y el nivel de estrés en una cierta comunidad. Nos
dicen que el 60% de los individuos no tienen miedo a volar, el 50% tiene un nivel bajo de estrés, el
25%, un nivel medio, y el 5% tiene un nivel alto de estrés y miedo a volar. Sabiendo, ademas, que el
5% de los individuos tiene un nivel medio de estrés y no tiene miedo a volar, se pide:
a) Probabilidad de que un individuo de la comunidad tenga un nivel de estrés medio y miedo de
volar. (3 puntos)
b) Sabiendo que un individuo tiene miedo a volar, ¢cual es la probabilidad de que tenga un nivel
bajo de estrés? (3 puntos)
c) ¢Son independientes los eventos "nivel de estrés bajo" y "miedo a volar"? Razona la respuesta.
(4 puntos)

Realizamos una tabla de contingencia donde se organicen y visualicen mejor los datos dados.

Estrés bajo | Estrés medio | Estrés alto
Miedo a volar 5
Sin miedo a volar 5 60
50 25 100

Completamos la tabla, sabiendo que cada linea debe sumar lo que indique el valor total situado a su
derecha o debajo.

Estrés bajo | Estrés medio | Estrés alto
Miedo a volar 15 20 5 40
Sin miedo a volar 35 5 20 60
50 25 25 100

Con los datos que nos proporciona esta Gltima tabla respondemos a las preguntas.
a) P(Tener nivel medio de estrés y miedo a volar) =20 % = 0,2
b) Utilizamos el teorema de Bayes.

P (Tiene miedo a volar y nivel bajo de estrés)
P (Tiene miedo a volar) -

P (Nivel bajo de estrés/Tiene miedo a volar) =

c) Para ser independientes debe cumplirse:
P (Nivel bajo de estrés y miedo a volar) = P( Nivel bajo de estrés)-P( Tiene miedo a volar)

15 50 40,
100 100100

.15 2000

b= -
100 10000

z,E = E? No es cierto
100 100

Los sucesos “Nivel bajo de estrés” y “Miedo a volar” no son independientes.
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PBAU Ordinaria 2019
@ Universitat

Modelo 1

Conteste de forma clara y razonada una de las dos opciones propuestas. Se dispone de 90 minutos.
Cada cuestion se puntta sobre 10 puntos. La calificacidon final se obtiene de dividir el total entre 4.
Se valoraran la correccion y claridad en el lenguaje (matematico y no matematico) empleado por el
alumno. Se valoraran negativamente los errores de calculo.

Puede utilizar calculadora de cualquier tipo, cientifica, grafica o programable, pero no se autorizara
el uso de las que lleven informacion almacenada o puedan transmitirla.

Matematiques Il 2019

OPCION A

1. a) Discute para qué valores de a el sistema siguiente es compatible:
(a+2)x+(a-1)y-z=1
ax— y + z=-1 ; (7 puntos)
11x+ ay—- z=a

b) Resuélvalo paraa = 0. (3 puntos)

2. Las funciones f (x)=x"+ax*+bx y g(x)=x—cx* pasan por el punto (1, 0). Determina los
coeficientes a, b y ¢ para qué tengan la misma recta tangente en este punto y calculala.

(10 puntos)
3. Determina la posicion relativa del plano x+y+z =1y la recta de ecuaciones x—1=y-1= z_—21
(4 puntos)
Calcula la proyeccion ortogonal de la recta sobre el plano. (6 puntos)

4. Las alturas X de los estudiantes de 18 afios de los institutos de Palma se modelan segun una ley
normal de media p = 1.78 m y desviacion tipica o = 0.65 m. Se pide:
a) Porcentaje de estudiantes de 18 afios de los institutos de Palma que miden mas de 1.90 m.
(4 puntos)
b) Cogemos una muestra de 100 estudiantes de 18 afios de los institutos de Palma y queremos
seleccionar los 30 mas altos. ¢ Cual es la altura minima que debe realizar un estudiante de 18
afos de los institutos de Palma para ser seleccionado? (6 puntos)
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Modelo 1
OPCION B

1. Considere la matriz y los vectores siguientes:

2
-2
A: X y ’b: 3 ’C: y ’d: 6 y
0 vy > 2y -2

Calcule x e y para qué se verifique:
b-A-c=A-d (10 puntos)

2. Considere la region delimitada por la funcién f (x) =x*—x" i el eje de abscisas 0 eje OX.
Haz un esbozo de la regidn considerada (6 puntos) y calcula el area de la region. (4 puntos)

3. Considere la recta XT_l =y+1=-z+1yel plano x—y=0. Calcula el &rea del triAngulo formado

por el punto de corte entre la recta y el plano, el punto (1, -1, 1) de la recta y la proyeccion ortogonal
de este punto sobre el plano. (10 puntos)

4. En una comunidad de 500 estudiantes de segundo de bachillerato, 200 estudian la opcion cientifica
tecnoldgica. Hay 150 que practican fatbol y 100 que practican baloncesto (entendemos que no hay
ninguno que practique futbol y baloncesto a la vez). De los que practican baloncesto, 70 estudian la
opcion cientifica tecnoldgica, y hay 150 estudiantes que no practican deporte ni realizan la opcion
cientifica tecnologica. Se pide:

a) Probabilidad de que un estudiante estudie la opcién cientifica tecnoldgica y no practique

deporte. (3 puntos)

b) Sabiendo que un estudiante practica futbol, ;cual es la probabilidad de que estudie la opcién
cientifica tecnoldgica? (3 puntos)

c) Son independientes los eventos "practicar futbol" y “estudiar la opcidn cientifica tecnoldgica”.
Razona la respuesta. (4 puntos)
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, SOLUCIONES
OPCION A

1. a) Discute para qué valores de a el sistema siguiente es compatible:
(a+2)x+(a-1)y-z=1

ax— y + z=-1 ; (7 puntos)
11x+ ay—- z=a
b) Resuélvalo paraa = 0. (3 puntos)

a) Consideremos la matriz de los coeficientes del sistema.

a+2 a-1 -1
A=| a -1 1 | con determinante
11 a -1
a+2 a-1 -1
A= a -1 1|=a+2+1la-11-a’-11+a’-a-a’-2a=-a’+9%—20
11 a -1
Siigualamos a cero.
x:iﬂ:4
Al=0=-a’+9a-20=0=a= =¥or-80 -9+ _J = -2
A PR

Hay tres situaciones distintas que estudiamos por separado.

CASO1l. a=4ya=#5
En este caso el rango de la matriz de coeficientes es 3 al igual que el rango de la matriz
ampliada e igual al nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado. Tiene una
Unica solucion.

CASO 2. a=4
6x+3y—-z=1
El sistema queda 4x—y+z=-1 . Triangulamos el sistema.
11x+4y—-z=4
6 - Ecuacion 22 - 4 - Ecuacion 12

ox+3y-z=1 24x -6y +6z =-6
Moy rz==l =0 oa 12y 44z =4
11x+4y—-z=4

-18y +10z =-10

6 - Ecuaciéon 32 - 11 - Ecuacion 12

66x 424y —67 =24 6”1383’_21;1 o
_66x —33y +11z =-11 = Treyrbz==le=
-9y+5z2=13

-9y +5z =13
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L .. 6x+3y—-z=1
Simplifico la ecuacién 22
= . = +49y-5z=5 ;=
La divido por - 2
-9y +5z2=13
Ecuacion 32 + Ecuacion 22 6y 43 .
9y 45z =13 X+9y_5z‘ g
9y -5z =5 = Y- 5‘18
0 =18 B

Este sistema es incompatible. No tiene solucion.

CASO 3. a=5
x+4y-z=1
El sistema queda 5x—y+z =-1 ;. Triangulamos el sistema.
11x+5y—-z=5
7 - Ecuacion 22 - 5 - Ecuacion 12
Ix+dy-z=1 3Bx -1y +7z =-7
XY +2=-l =9 a5 o0y 457 =-5

Lx+oy-2=5 27y +127 =12

7 - Ecuacién 3?2 - 11 - Ecuaci6n 1@

77X 435y -7z =35 7“2473’_21;1 .
77x —44y 4117 =-11 = _9 yz 22‘4_ =
9y +4z -24 TYyras
e ., X+4y—-z=1
Simplifico la ecuacién 22
=9 . . = 9y-4z=4 =
Divido por - 3
-9y+4z=24
Ecuacion 3% + Ecuacion 22 Trd .
9y 147 =24 X+9 y_4z_4
19y -4z =4 = Y- (2)_28
0 =28 B

Este sistema es incompatible.

b) Para a=0 el sistema es compatible determinado. Lo resolvemos con la regla de Cramer.

2Xx—y—-z=1 2 -1 -1 2 -1 -1
-y+z=-1;=A=0 -1 1 y|A|= 0 -1 1(=2-11-11=-20
11x -z=0 1 0 -1 11 0 -1
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1 -1 -1 2 1 -
-1 -1 1 0 -1 1
00 Y1k 2 4 @10 oY 2411 2 A
A 20 20 10 A 20 20 10
2 -1 1
0 -1 -
M1 o of m411 22 -1
A 20 20 10
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2. Las funciones f (x)=x"+ax*+bx y g(x)=x—cx’ pasan por el punto (1, 0). Determina los
coeficientes a, b y ¢ para qué tengan la misma recta tangente en este punto y calculala. (10 puntos)

Si pasan por el punto (1, 0) debe cumplirse:
f(1)=0=>1"+al®*+b=0=1+a+b=0
gl)=0=1-cl?=0=1-c=0=[c=]]

Al tener la misma tangente debe tener la misma pendiente en el punto (1, 0). Es decir, g"(1)=f "(1)

f(x)=4x’+2ax+b= f(1)=4+2a+b

=-1=4+2a+b=2a+b=-5
g(x)=1-2x=>g ) =1-2=-1 }

Nos queda por resolver el sistema formado por las dos ecuaciones obtenidas.

1+a+b:O} a=-1-b

= :>2(—1—b)+b=—5:>—2—2b+b=—5:>
2a+b=-5 2a+b=-5

=-b=-3=b=3|=|a=-1-3=—4

El valor de los pardmetrosesa=-4,b=3yc=1.

La tangente a la grafica de la funcion f (x)=x*+ax*+bx en (1,0) es

f(x)=x"-4x>+3x= f(x)=4x’-8x+3= f (1)=4-8+3=-1

La recta tangente esy —0=—1(x-1)= |y =—x+1
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3. Determina la posicion relativa del plano x+y+z =1y la recta de ecuaciones x—1=y-1= z_—21
(4 puntos)
Calcula la proyeccion ortogonal de la recta sobre el plano. (6 puntos)

La posicidn relativa de recta y plano depende (en gran parte) de la posicion del vector normal del
plano n=(1,1,1) y del director de larecta v =(1,1,-2).

Veamos si son perpendiculares. En cuyo caso plano y recta son paralelos o el plano contiene a la
recta.

n-v=(111)(L1-2)=1+1-2=0. Son perpendiculares. Falta ver si la recta esta contenida en el

plano o no. Basta con ver si uno de sus puntos, por ejemplo, P(1,1,1) esta en el plano.
X+y+z=1

=¢1+1+1=17
P@,112) . \
Luego recta y plano son paralelos. n

La proyeccion ortogonal de la recta en el plano, se obtiene segln indica el dibujo. Basta proyectar el
punto P(1,1,1) de la recta en el plano y la recta r” pedida sera la que tiene como vector director el

mismo de r y pasa por ese punto P":
/r

Hallamos la ecuacion de la recta perpendicular al plano que pasa por P(1,1,1).
- X=1+t
n=(111) }

= y=1+t
Pasa por P(1,1,1) 7 1t
El punto P” seré el corte del plano y esta recta que acabamos de obtener.
x—l—g—1
X=1+t 3 3
=1+t -
Y :>1+t+1+t+1+t=1:>3+3t:1:>t=—2:>y=1—z=E
z=1+t 3 3
X+y+z=1 221_2:1
3 3
El punto P” tiene coordenadas P(lll
333
Y la proyeccion ortogonal es la recta de ecuacion:
- =R
(11 1)\= = = = X=5=Y—5=—"F5"
Pasa por el punto P 333 1 1 -2 3 3 -2
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4. Las alturas X de los estudiantes de 18 afios de los institutos de Palma se modelan segun una ley
normal de media p = 1.78 m y desviacion tipica o = 0.65 m. Se pide:
a) Porcentaje de estudiantes de 18 afios de los institutos de Palma que miden méas de 1.90 m.
(4 puntos)
b) Cogemos una muestra de 100 estudiantes de 18 afios de los institutos de Palma y queremos
seleccionar los 30 més altos. ¢Cuél es la altura minima que debe realizar un estudiante de 18 afios
de los institutos de Palma para ser seleccionado? (6 puntos)

X = Estatura de los estudiantes. X = N(1.78, 0.65)

a) Calculamos P(X >1.9).

P(X >1.9) = {Tipificamos! = p(

X -1.78 S 1.9-1.78
0.65 0.65

1 0.5714+0.5753
2

=P(Z >0,1846)=1-P(Z <0,1846) =1-0,5733=0,4266

El porcentaje de alumnos de mas de 1.90 metros es de 42,66%

b) Nos piden la altura h para que P(X > h) =0,30. Averigtiémoslo, siguiendo los mismos pasos
que en el apartado anterior.

P(X >h)=0,30= P(X 178, h_1'78)=o,30:> P(Z > h_1'78j=o,3:>
0.65 0.65 0.65

1 P[Z < h_1'78j —03> P[Z < h‘1'78)20.7
0.65 0.65

Buscando en la tabla de N(0, 1).

h-1.78
0.65

=0.52=h=1.78+0.520.65=(2.118 m
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OPCION B
1. Considere la matriz y los vectores siguientes:
x V) (2] (v) . (6-2
A: ’b= 3 ’C= ,d:
0 vy — 2y -2
2
Calcule x e y para qué se verifique:
b—A-c=A-d (10 puntos)
2 X X 6-2
b—A-c=A-d=| 3 |- Y y y
— 0 y)l2y 0 vy -2
2
- 2 xy+2y*) (6x—2xy-2y - 2-xy =2y _(6x—2xy -2y
ey U 2y Soop U -y

2-Xy—2y* =6Xx—2xy -2y

2+ Xy —2y? =6Xx-2y
=

}:...

} 2=6X—Xy+2y*+2y
—

:>3 2 2 2
E—Zy =-2y 3-4y° =4y 0=4y"-4y-3
y_4+8_12_3
+./ + g 8 2
0=4y2—4y—3:>y=4_ 16+48=4_8= 8 8 2
8 8 y_4—8_—_4__1
8 8

2=6X—Xy+2y> -2y

2=6X—Xy+2y> -2y

_1

72

:>2:6x—§x+29—2§:>4:12x—3x+9—6:>

=9IX=1=|x=

O

= 2:6x+%x+21+1:>4:12x+x+1+2:>

=13x=1= x=i
13

) 1 3 1 1

Las solucionesson: [x==e y=—; X=—1¢e y=——
9 2 13 2
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2. Considere la region delimitada por la funcién f (x) =x*—x" i el eje de abscisas o eje OX.
Haz un esbozo de la region considerada (6 puntos) y calcula el area de la region. (4 puntos)

Veamos donde se corta la grafica de la funcion f (x)=x*-x" con el eje X (y = 0).

x=0
y=X2—X4

y=0

=0=x"-x'=0=x*(1-%")=1 , x=1
1-x"=0=>x"=1= 1
X=—

El recinto es el dibujado. Para hacer la grafica basta con completar la tabla de valores de -1 a 1.
El valor del area es muy pequefio. Por la simetria basta hallar el area entre 0 y 1 y el area del recinto
pedida sera el doble de lo que se obtenga .

1 3 5 1 3 45 3 A5
J.XZ —'X4dX — ES___ES_ — 1___%;. _ El___EZ_ ::!:__El::j%_uz
3 5 3 5 3 5 3 5 15

0

El area es 2.32 —u
15

!
oo
e oy
B M M
o e e o
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3. Considere la recta XT_l =y+1=-z+1yelplano x—y=0. Calcula el area del triangulo formado

por el punto de corte entre la recta y el plano, el punto (1, -1, 1) de la recta y la proyeccion ortogonal
de este punto sobre el plano. (20 puntos)

Calculemos las coordenadas de cada uno de los vértices del triangulo del que nos piden su area.
El punto de corte de recta y plano lo hallamos resolviendo el sistema formado por sus respectivas
ecuaciones, previamente pasamos la ecuacion continua de la recta a parametricas.

x—y=0
X=1+2t=1-4=-3
X=1+2t
=>1+2t+1-t=0=>t=-2=>y=-1+t=-1-2=-3
y=-1+t
z=1-t=1+2=3
z=1-t

El vértice A(-3, -3, 3). El vértice B(1, -1,1).
La proyeccion ortogonal del punto B sobre el plano es el otro vértice.
tB8(1,-1,1)

La recta r tiene ecuacion

- - X=1+t
v=n=(1-1,0)

:> — —
Pasa por B(1,—1,1)

El punto C es el punto de corte de la recta y plano

Xx—y=0
X=1+t=1-1=0
X=1+t
1-t =1+t+1+t=0=2+2t=0=>t=-1=2y=-1-t=-1+1=0
y z=1
z=1

El vertice C tiene coordenadas C(0,0,1)
El tridngulo de vértices A(-3, -3, 3); B(1, -1,1) y C(0,0,1) es la mitad del modulo del producto

vectorial de los vectores que unen los tres vértices, por ejemplo, AB y AC .
AB =(1-11)-(-3,-3,3)=(4, 2,—2)} bk

. — ABxAC=4 2 -2|=
AC =(0,0,1)—(-3,-3,3)=(3,3,-2) 3 3 o

= —4i—6+12k —6k +8]+6i = 2i + 2]+ 6k = (2,2,6)
\ABxAC J2+22 162 a4

Area= = = = (11 u?
2 2 2 \/_
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4. En una comunidad de 500 estudiantes de segundo de bachillerato, 200 estudian la opcion cientifica
tecnoldgica. Hay 150 que practican fatbol y 100 que practican baloncesto (entendemos que no hay
ninguno que practique fatbol y baloncesto a la vez). De los que practican baloncesto, 70 estudian la
opcion cientifica tecnoldgica, y hay 150 estudiantes que no practican deporte ni realizan la opcion
cientifica tecnologica. Se pide:

a) Probabilidad de que un estudiante estudie la opcion cientifica tecnologica y no practique deporte.

(3 puntos)
b) Sabiendo que un estudiante practica fatbol, ¢cual es la probabilidad de que estudie la opcién
cientifica tecnoldgica? (3 puntos)

c) Son independientes los eventos "practicar futbol" y “estudiar la opcion cientifica tecnologica™.
Razona la respuesta. (4 puntos)

Realicemos una tabla de resumen de todos los datos aportados en el ejercicio

Opcion cientifica | No opcidn cientifica
tecnoldgica tecnoldgica
Fatbol 150
Baloncesto 70 100
No hacen deporte 150
200 500

Completamos la tabla.

Opcion cientifica | No opcidn cientifica
tecnoldgica tecnoldgica
Fatbol 30 120 150
Baloncesto 70 30 100
No hacen deporte 100 150 250
200 300 500

a) P(No hace deporte y opcion cientifica) = % =

0 _

b) P(Estudie opcion cientifica / Practica futbol ) = 150" 0,2

c) Para que sean independientes debe cumplirse que la probabilidad de la interseccion de los
sucesos sea igual al producto de las probabilidades de ambos sucesos.

P (Practique futbol estudie opcién cientifica) = % = %

150 200 30000 3
500 500 250000 25

P (Practique futbol) - P( estudie opcién cientifica) =

Evidentemente no son iguales y por tanto son sucesos dependientes.
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PBAU Extraordinaria 2018
O | vriversi

Proves d’acces
) [a Universitat

Matematiques II 2018

Modelo 1

Conteste de forma clara y razonada una de las dos opciones propuestas. Se dispone de 90 minutos.
Cada cuestion se puntia sobre 10 puntos. La calificacion final se obtiene de dividir el total entre 4.
Se valoraran la correccién y claridad en el lenguaje (matematico y no matematico) empleado por el
alumno. Se valoraran negativamente los errores de calculo.

Puede utilizar calculadora de cualquier tipo, cientifica, grafica o programable, pero no se autorizara
el uso de las que lleven informacién almacenada o puedan transmitirla.

OPCION A

1. a) Discute para qué valores de m el sistema siguiente es compatible:
AX+my+z=m+2

mx+y—-z=0 ; (7 puntos)
X+3y+z=0
b) Resuélvelo param = -2, (3 puntos)

2. Calcula las dimensiones de una caja con las dos tapas de base cuadrangular de volumen 64 metros
cubicos de superficie minima. Comprueba que la solucién obtenida es un minimo. (10 puntos)

3. Calcula las ecuaciones parameétricas de la recta que pasa por el origen de coordenadas y corta las
rectas: (20 puntos)
rrx=2y=z-1 s:3x=2y—-2=06z2

4. En una clase de segundo de bachillerato, el 60% de los alumnos son chicas, el 40% aprobaron
Lengua Castellana y el 20% son chicas que aprobaron Lengua Castellana. Se pide:
a) Cual es la probabilidad de encontrar a una persona que sea chico y suspenda Lengua Castellana?

(5 puntos)
b) ¢Cual es la probabilidad de que un chico suspenda Lengua Castellana? (2 puntos)
c) Si un alumno ha aprobado Lengua Castellana, ¢cual es la probabilidad de que sea un chico?
(3 puntos)
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Modelo 1
OPCION B

1. Determina que relaciones han de existir entre a, b, ¢ y d para qué se verifique AM = MA, siendo
Ay M las matrices siguientes: (10 puntos)

SNV W]

2
2. Considera la funcién f (x)= > Haz un dibujo aproximado de la funcion anterior en el
—X

intervalo [-1, 1]. (6 puntos). Calcula el area limitada por la grafica de la funcion anterior y el eje de
las X. (4 puntos)

3. Calcula la distancia entre las rectas siguientes: (10 puntos)
Z+y=5 2X—2=3
r: S:
z=4 y=0

4. El nimero de pasos que da el profesor Jaimito durante una hora de clase se modela con una
distribucion normal de media 100 pasos y desviacion tipica 20.5 pasos.
a) Calcula la probabilidad de que el profesor dé mas de 125 pasos durante una clase. (4 puntos)
b) Nos dicen que en el 45% de las clases que da el profesor éste da menos de x pasos.
Encuentre este valor x. (6 puntos)
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, SOLUCIONES
OPCION A

1. a) Discute para qué valores de m el sistema siguiente es compatible:
AX+my+z=m+2

mx+y—-z=0 ; (7 puntos)
X+3y+z=0
b) Resuélvelo param = -2. (3 puntos)
4 m 1
a) Consideremos la matriz de coeficientes del sistema A= m 1 -1| con determinante
1 3 1
4 m 1
|Al=jm 1 -UY=4-m+3m-1-m’+12=-m*+2m+15
1 3 1
Igualamos a cero el determinante.
Mo -2+8 _ 3
|A|:0::>—m2+2m+15:03m:_ZJ_r 4+60 _—2+8 —2
2(-1) -2 M- i;S 5

Hay tres situaciones distintas que estudiamos por separado.

CASO1l m#-3ym=5

En este caso el rango de la matriz de coeficientes es 3 al igual que el rango de la matriz

ampliada e igual al nimero de incAgnitas. El sistema es compatible determinado. Tiene una
Unica solucion.

CASO 2. m=-3
El sistema queda

4-Ecuacién 32 — Ecuacion 12
4x  +12y +4z =0
—4x 43y -z =1

4x-3y+z=-1
-3Xx+y-z=0 ;=

X+3y+z2=0 15y +37 -1

4 - Ecuacion 22 +3-Ecuacion 12 Iy 3 .
-12x +4y -4z =0 x—5y+z_—3

12x -9y +3z =-3 = TYTIET=
YR — 15y +3z=1
Ecuacion 32 +3- Ecuacion 22 I3 .
15y 43z = 1 X_5y+z__3
15y -3z = -9 = TTi=o
0 = -8 0=-8
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Este sistema es incompatible. No tiene solucion.

CASO 3. m=5
El sistema queda

Ecuacion 22 —5-Ecuacion 3?2
4X+5y+z2="7

S5X +y -z =
X+y-z=0 ;= 5x _15y 57 =
X+3y+z=0 14y 67 =0
4-Ecuacion 32 —Ecuacion 12
ax 412y +4z =0 4x+5y+z2=7 4x+5y+z2=7
ax By -z =7 = -14y-6z=0 ;= -7y-3z=0 ;=
7y 187 =7 7y+3z=—7 7y+3z=—7
Ecuacion 32 +Ecuacion 22
7y 437 = -7 4x+5y+z=7
= 7y =32 = 0 = —-7y-3z=0
0 = -7 0=

Este sistema es incompatible. No tiene solucion.

b) Para m=-2 el sistema es compatible determinado. Lo resolvemos con la regla de Cramer.
Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes.

4x-2y+2=0 4 -2 1 4 -2 1
—2X+y-z=0;=>A=|-2 1 -1 :>|A|=—2 1 -1=4+2-6-1-4+12=7
X+3y+z=0 1 3 1 1 3 1

Obtenemos la solucion del sistema.

0 -2 1 4 01 4 -2 0
0 1 -1 100 -2 1 0
0 3 1 4 01 1 3 0
A AT A 7
La solucion del sistemaes x=y=z=0.
OTRA FORMA DE DETERMINAR LA SOLUCION.
4x-2y+2=0
Para m=-2 el sistema es compatible determinado y queda —2x+y—z=0;. Al ser un sistema
X+3y+z=0

homogéneo tiene la solucion trivial y como es Unica su solucién es x=y=z=0.
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2. Calcula las dimensiones de una caja con las dos tapas de base cuadrangular de volumen 64 metros
cubicos de superficie minima. Comprueba que la solucién obtenida es un minimo.
(10 puntos)

N

X

El volumen de la caja es V (x, y) = x?-y. Como debe tener un volumen de 64 metros ctbicos

obtenemos la igualdad x*-y =64 y despejando tenemos que y = 6—‘21 :
X

Queremos minimizar la superficie de la caja con tapa. La expresién de esta superficie es la suma
de la base, la tapa y las cuatro caras laterales.

S(X,y)=x"+x*+4xy = S(x,y)=2x" +4xy o
64 :>S(x)=2x2+4xF:2x2

X2

256
+ —_
X

Determinamos los puntos criticos de esta funcion averiguando cuando se anula la derivada.

S(x)=2x2+@:S’(x)=4x—2—526
X X
S’(x):0:>4x—£26=0:>4x:2—526:>4x3:256:x3:64:> X =364 =4
X X

Tenemos un punto critico de la funcion superficie de la caja para el lado de la base x = 4.
Sustituimos este valor en la segunda derivada.

S’(x):4x—2i26=4x—256x‘2 = S7(x)=4+2-256x"° :4+2—536:>
X X

:>S"(4):4+%:8>0

Como la segunda derivada es positiva para x = 4, en dicho valor la funcién presenta un minimo

. 64
relativo. Para x = 4 tenemos que y = Vo 4 metros.

Las dimensiones de la caja de base cuadrangular y con tapa con superficie minima y con
volumen 64 metros cubicos tiene 4 metros de lado en la base y 4 metros de altura.

4 metros

4 metros
4 metros
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3. Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el origen de coordenadas y corta las
rectas: (10 puntos)
rrx=2y=z-1 s:3x=2y—-2=6z2

Obtenemos las ecuaciones parametricas de cada una de las rectas.

o =(212) |07
r:x:2y:z—1:X;O:ylozzglzr:{r_ T =rily=4
R (0.01) 2=1+24
3x=2y—2=g:>x—0= y—1=z—O:>

$:3x=2y—-2=62=>—
6 6 6 2 3 1

X =2«
=S:9y=1+3c

[i=(239
s{Qs(o.w)

=

Un punto A de la recta r tiene coordenadas A(24,4,1+22). Un punto B de la recta s tiene
coordenadas B(2a,1+3a,a).

Buscamos los valores de o y A tales que los puntos O, Ay B estén alineados. Para ello se debe
cumplir que OA=b-OB.

OA=(22,2,1+22)~(0,0,0) =(22,2,1+22)

OB = (2a,1+3a,a)—(0,0,0) = (2a,l+3a,a) = (2/1,/1,1+ 2/1) = b(2a,1+3a,a) =
OA=h-OB

24 =2ba > A =ba
= ﬂ,:b(1+3a)—>/1:b+3ba:{
1+ 24 =ba

ba =b+3ba 0=b+2bx
= =
1+ 2ba =ba ba =-1

=0=b+2(-1)=|b=2|=2a=-1= a:%l =X /1:2_?1=—1

Sustituyendo A por —1 el punto A de la recta r es A(-2,—-1,-1).
Sustituyendo o por -1 el punto B de larectases B 2_—1,1—§,_—1 —B —1,_—1,_—1 .
2 2 2 2 2 2

La recta t pedida pasa por el origen de coordenadas O(0, 0, 0) y tiene como vector director
OA=(-2,-1-1).

w, = OA=(-2,-1,-1) x=-2h
=>tiy=—-p
0(0, 0, 0) et =g
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4. En una clase de segundo de bachillerato, el 60% de los alumnos son chicas, el 40% aprobaron
Lengua Castellana y el 20% son chicas que aprobaron Lengua Castellana. Se pide:
a) Cuél es la probabilidad de encontrar a una persona que sea chico y suspenda Lengua Castellana?

(5 puntos)
b) ¢Cual es la probabilidad de que un chico suspenda Lengua Castellana? (2 puntos)
c) Si un alumno ha aprobado Lengua Castellana, ¢cual es la probabilidad de que sea un chico?

(3 puntos)

a) Realizamos una tabla de contingencia.

Chicos | Chicas
Aprueban Lengua 20 40
Suspenden Lengua

60 100

Completamos la tabla

Chicos | Chicas

Aprueban Lengua 20 20 40
Suspenden Lengua 20 40 60
40 60 100

Hay un 20% de estudiantes que son chicos y suspenden Lengua. Aplicando la regla de Laplace la
probabilidad de que una persona sea chico y suspenda Lengua es 0.20.

b) Hay un 40 % de chicos y un 20% son chicos que suspenden Lengua.

La probabilidad de que un chico suspenda Lengua Castellana es % =0.5.

c) Hay un 40 % que aprueban Lengua y un 20% son chicos que aprueban Lengua.

La probabilidad de que sea chico la persona que ha aprobado Lengua es % =05

235 de 286 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PBAU Extraordinaria 2018 Matemdticas Il en las islas Baleares

OPCION B

1. Determina que relaciones han de existir entre a, b, c y d para qué se verifique AM = MA, siendo
Ay M las matrices siguientes: (10 puntos)

a(y Tmel )

0 -1\fa b —C —d
AM = -

1 1){c d a+c b+d

a b)yo -1 b —-a+b
MA = =

c d/{1 1 d -c+d

AM = MA = —C —d _ b -a+b . —d=-a+b -
a+c b+d d -c+d a+c=d

b+d=-c+d >b=-c

—-d=-a-c
:{ ~[dasd

a+c=d

Las relaciones que deben cumplirse para que AM =MA son; b=-cy d=a+c
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2
2. Considerala funcion f (x) = 2X

.Haz un dibujo aproximado de la funcidn anterior en el intervalo
X

[-1, 1]. (6 puntos). Calcula el area limitada por la gréafica de la funcion anterior y el eje de las X. (4
puntos)

El dominio de la funcion es R—{2}, por lo que en el intervalo [-1, 1] la funcion existe y es

continua.
Buscamos cuando se anula la derivada de la funcion.

RS , _2X(2—X)—(—1)(X2)_4x—2x2+x2 _Ax-x°
f(X)—Z_X:>f (X)_ (2—X)2 - (2—X)2 _(Z—X)2

x=0
Xx=4

4x — X?

(2x)

f’(x)=0=>

:0:>4x—x2:0:>x(4—x):0:>{

El punto critico x = 0 pertenece al intervalo [-1, 1]. Sera un maximo o un minimo relativo.

Como f'(—1)=w=_—5<0 y f(1)=?21__1;2

(2-(-p) 9

después de x = 0. La funcion tiene un minimo relativo en x = 0.

=3>0 la funcidn decrece antes y crece

Hacemos una tabla de valores y esbozamos la grafica de la funcion en [-1,1].

X
x | f(x)= —
1 1/3
0.5 0.1
0 0
05 0.16
1 1
Flx)=5"
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El area que nos piden calcular es la del dibujo.

[
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Contando cuadraditos el area es muy pequefia, menor de 1 unidad cuadrada.

Calculamos su valor exacto utilizando el célculo integral.
El area es el valor de la integral definida de la funcion entre -1y 1.

. 1 Loye
Area:jlf(x)dx=J 5 dx =...
-1

—X
X2 2—X
—x% +2X —X—2 ,
- X
2X = =—X-2+——
2—X —X
—2X+4
4
1 2 1
..:f x—24— 2 gy = —X——2x—4ln|2—x| =
a 2—X 2 o

={—%—2(1)—4In|2—1|}— —%—2(—1}—4In‘2—(—1)‘ =

——%—2—4In1+%—2+4|n3=|4In3—4:O.39|

El area tiene un valor aproximado de 0.39 unidades cuadradas.
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3. Calcula la distancia entre las rectas siguientes: (10 puntos)

Z+y=5 2X—2=3
r: S:
z2=4 y=0

Determinamos la posicién relativa de las dos rectas. Para ello obtenemos un vector director y un
punto de cada una de las rectas.

5 [(4+y=5 L (e =@oo)
Z+ +y= = =(1,0,
r{ y= { Y :{y :H:yzlz{'

z=4 7=4 z=4 4 P (0,1,4)
X=a
2x—-z=3 [2x-3=z v, =(1,0,2)
S: o = o =s:q9y=0 = 0.0
y= = 2= 3420 (%009

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales.

Las rectas ni son paralelas ni coincidentes. Las rectas se cortan o cruzan.
Calculamos el valor del producto mixto [ur,vs, RQS].

u, =(1,0,0) 10 0
v, =(10,2) =[u. v, PQ =1 0 2|=2#0
PQ, =(0,0,-3)-(0,1,4)=(0,-1,-7) 0 -1 -7

Como el producto mixto es no nulo las rectas se cruzan.

Para hallar la distancia entre las rectas determinamos el plano paralelo a la recta r que contiene la
recta s. La distancia entre las dos rectas seré la distancia de un punto cualquiera de r al plano
hallado.

Empezamos hallando la ecuacion del plano  paralelo a la recta r que contiene la recta s.

Q,(0,0,-3)ex X y z-3
u=u,=(10,0);=z:1 0 0 |=0=>-2y=0=>7:y=0
v=v,=(10,2) 10 2

Hallamos la distancia del punto P, (0,1,4) al plano z:y=0.

R(0.14) _ I R
”:yzo}:d(r,s)_d(R,ﬂ)_m_l

La distancia entre las rectas r y s es de 1 unidad.
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4. El nimero de pasos que da el profesor Jaimito durante una hora de clase se modela con una
distribucion normal de media 100 pasos y desviacion tipica 20.5 pasos.

a) Calcula la probabilidad de que el profesor dé mas de 125 pasos durante una clase. (4 puntos)
b) Nos dicen que en el 45% de las clases que da el profesor éste da menos de x pasos. Encuentre este
valor x. (6 puntos)

X = El nimero de pasos que da el profesor Jaimito durante una hora de clase. X = N(100, 20.5)

a) Nos piden calcular P(X >125).

0 1 2

j:P(Z >1.22)= [0 05000 [ 05010 [ 0.0
0.1 [ 0.5398 | 0.5438 | 0.7478

0.2 [ 0.5703 | 0.5832 | 0.71
0.3 | 0.6170 | 0.6217 | 0.4p55
0.4 | 0.6554 | 0.6501 | 0.428

=1-0.8888=(0.1112 0.5 | 0.6915 | 0.6950 | 0.9P85
0.6 | 0.7257 | 0.7201 | 0.7824

0.7 | 0.7580 | 0.7611 | 0.7p42
0.8 | 0.7881 [ 0.7910 | 0.79p30
0.9 | 0.8159 | 0.8186 | 0.4p12
1.0 | 0.8413 | 0.8438 | 0.9461
0.8643 | 0.8665 | 0 M8

125-100
> S —
20.5

P(X >125) = {Tipificamos} = P (Z

Miramos en la
tabla N(0, 1)

=1-P(Z S1.22):{

1.2

0.9032 sy
FraTooa? T nows | 0o

sl el elelslslalalalslslalslsl= T

b) Nos dicen que P(X < x)=0.45. Determinamos el valor de x. Al ser la probabilidad menor de
0.5 la cantidad de pasos debe ser menor de la media (100 pasos).

Probabilidad <0.5 -

L x—100
P(X <x)=0.45={Tipificamos! = P| Z < =045> _ =
(X<x) {Tip j ( 20.5) ,x=100
205
:>P(Z >—X_100):0.45:>1—P(Z s-x_100]=0.45:»|3 ZS—X_looj:0.55:>
5 205 205

. {Miramos en Ia} x-100 0.12+0.13

= =0.125=
tabla N(O, 1) 20.5 2

= —X+100=0.125-20.5=100-0.125-20.5= x =[x =97.4375

LN B0 O

0.

!

En el 45% de las clases que da el profesor éste da menos de 97.4375 pasos.
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PBAU Ordinaria 2018
@ Universitat
de les Illes Balears

Proves d’acces
) |a Universitat

Matematiques I1 2018

Modelo 3

Conteste de forma clara y razonada una de las dos opciones propuestas. Se dispone de 90 minutos.
Cada cuestion se puntia sobre 10 puntos. La calificacion final se obtiene de dividir el total entre 4.
Se valoraran la correccién y claridad en el lenguaje (matematico y no matematico) empleado por el
alumno. Se valoraran negativamente los errores de calculo.

Puede utilizar calculadora de cualquier tipo, cientifica, grafica o programable, pero no se autorizara
el uso de las que lleven informacién almacenada o puedan transmitirla.

OPCION A

1. a) Discute para qué valores de m el sistema siguiente es compatible:
AXx+my+z=m+2
X+y+mz=-2(m+1) ; (7 puntos)
AXx+y+z=m
b) Resuélvelo param = 0. (3 puntos)

2

) . X
2. Considere la funcion f(x)= -
X

+1 - . . .
1 Haz un dibujo aproximado de la funcion anterior en el
intervalo [—1,1]. (5 puntos). Calcula el area limitada por la grafica de la funcion anterior, el eje de las

X'y las rectas verticales x = —% y X= % . (5 puntos)
2= %6 = Z—;G que estan en los planos

coordenados (6 puntos) y determina cual de estos puntos A, B, C esta situado entre los otros dos. (4
puntos)

3. Determina los puntos A, By C de la recta x-1

4. Queremos realizar un estudio de las opiniones politicas de los estudiantes de primer curso de la
UIB. Por eso hemos tomado una muestra representativa de 500 estudiantes de primer curso y los
hemos preguntado qué partido politico votaron en las ultimas elecciones. De los 500 estudiantes, 200
respondieron que votaron al PP, 100 al PSIB y al resto otras formaciones politicas.
Sabiendo que 200 de los estudiantes eran chicos, que el 40% de los votantes del PP son chicas y que
el 50% de los votantes del PSIB son chicos, se pide:

a) La probabilidad de que un estudiante haya votado otras formaciones politicas y sea chica.

(4 puntos)
b) La probabilidad de que un estudiante chico haya votado al PP. (2 puntos)
c) La probabilidad de que un estudiante que ha votado otras formaciones politicas sea chica.

(4 puntos)
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Modelo 3

OPCION B

1 2 11
1. Considere las matrices A= (1 3} ,B= (1 2] . Encuentra la matriz X que verifica:

10
A-X-B=Id = 10 puntos
(o J (10p )

2. Encuentra los valores a, b y ¢ para que la funcion
ax’+bx+5 six<2
f(x)= L
cx+1 SI X>2

verifique las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4] (6 puntos). Determine en qué(s)
punto(s) se verifica lo que asegura el teorema. (4 puntos)

3. El plano perpendicular al punto medio del segmento de extremos P(0, 3,8) y Q(2, 1, 6) corta a
los ejes coordenados en los puntos A, B y C. Encontrar el area del triangulo ABC.
(10 puntos).

4. Consideramos la poblacion de estudiantes que han aprobado la selectividad en la convocatoria de

junio un afio determinado. Sea X la variable aleatoria que modela la proporcién de estudiantes de la

poblacién anterior que elige estudiar un grado de humanidades. Esta variable aleatoria X se modela

con una distribucién normal de media 0.35 y desviacion tipica 0.1. Se pide:

a) ¢cual es la probabilidad de que en un afio cualquiera mas del 45% de los estudiantes de la

poblacién considerada estudien un grado de humanidades? (5 puntos)

b) En los ultimos 10 afios, ¢en cuéntos afios el porcentaje de estudiantes de la poblacion
considerada que han escogido estudiar un grado de humanidades no ha superado el 30%?

(5 puntos)
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, SOLUCIONES
OPCION A

1. a) Discute para qué valores de m el sistema siguiente es compatible:
AX+my+z=m+2

X+y+mz=-2(m+1); ;

(7 puntos)
4X+y+z=m
b) Resuélvelo para m = 0. (3 puntos)
a) Consideremos la matriz de los coeficientes del sistema.
4 m 1 4 m 1
A=|1 1 m| condeterminante |A|=|1 1 m|=4+4m?+1-4-m—-4m=4m’-5m+1
4 1 1 4 1 1
Igualamos a cero el determinante.
M= 5+3 1
+25- + g
A/=0= 4m? —5m+1=0= m= 22 Y2 16 _5%3_ 8
2(4) 8 5-3 1
Mm=——=—
8 4

Hay tres situaciones distintas que estudiamos por separado.
1
CASO 1. m;tlym;tz

En este caso el rango de la matriz de coeficientes es 3 al igual que el rango de la matriz

ampliada e igual al nimero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado. Tiene una
Unica solucion.

CASO 2. m=1
El sistema queda

Ecuacion 32 — Ecuacion 12

4x+y+z:34 X +y 4z =1
4x+y+z_1 =1 _ay Ly -z =—-3
X+y+z= 0 =2
4 - Ecuacion 22 —Ecuacion 12 4 3
4% +4y +47 =-16 X+y+z=
= 3y+3z=-19

—-4x -y -z =-3 )

3y +3z =-19 0=-

Este sistema es incompatible. No tiene solucion.

CASO 3. m :%

El sistema queda
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4X+ZY+Z =2 Ecuacion 32 —Ecuacion 12
16x+y+4z=9
110 xaavize 10l= 16x +4y +4z =1
x+y+4z_ 2 :>16x+4y 4— : 16X -y 47 =-9
X+4y+4z = —
4x+y+z:1 3y =8
4
4 - Ecuacion 22 —Ecuacion 12 -
16x+y+4z=9 lox+y+dz=9
16x +16y +4z =-40 15 26 -76
~16x -y -4z =-36 :3 y_8_ AT
15y — 76 y=- -8
=3

Este sistema es incompatible. No tiene solucion.

b) Para m=0 el sistema es compatible determinado. Lo resolvemos con la regla de Cramer.
Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes.

4x +2=2 4 0 1 4 0 1
X+y =-2;}=A=|11 0 :>|A|:1 1 0=4+1-4=1
A4x+y+2=0 4 1 1 4 1 1
Obtenemos la solucion del sistema.
2 01 4 2 1
-2 1 0 1 2 0
0O 1 1 2-2 4 0 1| -8+48-2
X= = =0 y= = =-2
A 1 A 1
4 0 2
1 1 2
4 1 0 2—-8+8
= = :2
A 1

La solucion del sistemaes x=0; y=-2; z=2
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2

. . X +1 I . . .
2. Considere la funcion f(x)= 2+1. Haz un dibujo aproximado de la funcion anterior en el
X —

intervalo [—1,1]. (5 puntos). Calcula el area limitada por la grafica de la funcion anterior, el eje de las

X'y las rectas verticales x = —% y X= % . (5 puntos)

El dominio de la funcién son todos los numeros reales menos los que anulan el denominador.
X2 —1=0=x2=1=x=+1=+1

El dominio de la funcién es R —{+1}.
La funcidn tiene dos asintotas verticales: x =-1; x=1.

2x(x2 —1)—2x(x2+1) =2X/f_gx_2,)(/f_2x I |
(x2 —1)2 (x2 —1)2 (x2 —1)2

La derivada de la funcién es f (x) =

Averiguamos cuando se anula la derivada.

£(x)=0= — 0= -4x=0=>x=0

(-3

La funcion presenta un extremo relativo en x =0. Este extremo relativo es un maximo pues la
derivada antes de x =0 es positiva y después de X =0 es negativa.
Hacemos una tabla de valores y dibujamos la gréafica de la funcion.

x? +1

X f (X) - W1 ., 1
09| -95
“1/2|  -166
/4| -113

0 1
14 |  -113 o x=1
12 | -166 )
0.9 95

4=
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El area limitada por la grafica de la funcion anterior, el eje de las X y las rectas verticales

X= 1 y X =% es el valor absoluto de la integral definida entre —0.5 y 0.5 de la funcion.

2
Calculamos primero la integral definida de la funcion.

2 2 2
J'f(x)dx:JXZJrldx:—[X2—1+2dx:JX2 1dx+f 22 dx =
X -1 X -1 X -1 X° -1

:Idx+J 22 dx =...
X -1

Descomposicion en fracciones simples
2 2 A B A(x+1)+B(x-1)

x? -1 (x—l)(x+1):x—1+x+1: (x=1)(x+1)

x=-15>2=-2B>B=-1
:>2=A(x+1)+B(x—1):{ =
Xx=1-52=2A—> A=1

2 1 1
=>——= -
Xx*-1 x-1 x+1

= x+jidx— idx:x+ln|x—1|—ln|x+]1+ K
x-1 X+1

Aplicamos este resultado al calculo del area.

JAo.5 f (X)dX — I:X+ |n|X—1|— |n|X +1|j|:5,5 =

-0.5
=[0.5+1n]0.5-1-In[0.5+1/]-[-0.5+In|-0.5-1|-In|-0.5+1[ | =

=0.5+In0.5-1In1.5+0.5-In1.5+In0.5=1+2In0.5-2In1.5=-1.197

El &rea tiene un valor aproximado de 1.197 unidades cuadradas.

X+l

X1 \
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3. Determina los puntos A, B y C de la recta x—12=y%6=2—;6 que estan en los planos
coordenados (6 puntos) y determina cual de estos puntos A, B, C esta situado entre los otros dos. (4

puntos)

Los planos coordenados tienen ecuaciones x=0, y=0y z=0. Hallamos los puntos A,By C

pedidos.
6 z-6
X—12=y%=zT :>_12:y+6=2—6:>
x=0 3
—12:y7+6—>—24:y+6—>y:—30
= .6 = A(0,-30,-30)

—12=T—>—36=Z—6—>Z=—30

Xx—=12=3—> x=15

N _ — B(15,0,15
3=ZT6—>9:Z—6—>Z:15 ( )

y+6 -6

+6 z-6
3 i =2x-12="—-=—=
2 3

Xx-12=-2—->x=10

=
%6:—2—>y+6:—4—>y:—10

— C(10,-10,0)
Los puntos son A(0,-30,-30), B(15,0,15) y C(10,-10,0).

Averiguamos cual de los tres puntos esta situado entre los otros dos.
Si fuese C el punto situado entre Ay B se daria la situacion del dibujo.

& (- D
A C B

Los vectores CA y CB deberian tener sentido contrario, por lo que el signo de sus coordenadas
debe ser opuesto.

CA= (0,-30,-30)—(10,-10,0) = (—10,-20,-30)
CB= (15,0,15)—(10,-10,0) =(5,10,15)
Las coordenadas de CA son todas negativas y las de CB son todas positivas. Se cumple lo

pedido y el punto C esté situado entre Ay B.
Existe un error en el dibujo, en la realidad el punto C estd méas cerca de B que de A.
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4. Queremos realizar un estudio de las opiniones politicas de los estudiantes de primer curso de la
UIB. Por eso hemos tomado una muestra representativa de 500 estudiantes de primer curso y los
hemos preguntado qué partido politico votaron en las ultimas elecciones. De los 500 estudiantes, 200
respondieron que votaron al PP, 100 al PSIB vy al resto otras formaciones politicas.

Sabiendo que 200 de los estudiantes eran chicos, que el 40% de los votantes del PP son chicas y que
el 50% de los votantes del PSIB son chicos, se pide:

a) La probabilidad de que un estudiante haya votado otras formaciones politicas y sea chica.

(4 puntos)
b) La probabilidad de que un estudiante chico haya votado al PP. (2 puntos)
c) La probabilidad de que un estudiante que ha votado otras formaciones politicas sea chica.
(4 puntos)

a) Como 200 estudiantes votaron al PP y de ellos el 40% son chicas tenemos que hay
200 - 0.4 =80 chicas que votaron al PP. Como 100 estudiantes votaron al PSIB y el 50 % son
chicas tenemos que 50 chicas votaron al PSIB.
Realizamos una tabla de contingencia.

Chico Chica
PP 200-0.4=80 | 200
PSIB | 100-0.5=50 100
Otros
200 500
Completamos la tabla
Chico | Chica
PP 120 80 200
PSIB 50 50 100

Otros 30 170 200
200 300 500

Aplicando la regla de Laplace la probabilidad de que un estudiante haya votado otras

formaciones politicas y sea chica es % =0.34.

b) Hay 200 chicos entre los encuestados y de ellos 120 han votado al PP.

La probabilidad de que un estudiante chico haya votado al PP es % =0.6.

c) A otras formaciones politicas han votado 200 estudiantes y de ellos 170 son chicas.
La probabilidad de que un estudiante que ha votado otras formaciones politicas sea chica es

m:O.85.

200
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OPCION B

1 2 11
1. Considere las matrices A= (1 3] ,B= [1 j . Encuentra la matriz X que verifica:

10
A-X-B=1Id = 10 puntos
B o

Despejamos la matriz X de la ecuacion matricial.

AX-B=ld=A"AX-B-B'=A"I1d-B*'=X=A"B"

Hallamos las inversas de las matrices Ay B.

11

) A5 o
|A|:1 2:3—2:1¢0:>A‘1=AdJ(AT): 2 3)_ 3 2
13 A 1 -1 1

11
| Adj[ j
|B|=l 1=2—1=1;z20:>B‘1:Adj(BT): 12) (2 -

1 2 B] 1 101

Determinamos la expresion de X.

DGR A )
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2. Encuentra los valores a, b y ¢ para que la funcion
ax’ +bx+5 six<2
f(x)= +bx + ! <
cx+1 Si x>2

verifique las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4] (6 puntos). Determine en
que(s) punto(s) se verifica lo que asegura el teorema. (4 puntos)

Para que la funcion verifique las hip6tesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4] debe ser
continua en el intervalo [0, 4], derivable en (0,4)y f(0)=f(4).
Para que la funcion sea continua en el intervalo [0, 4] debe ser continua en x = 2.

f(2)=2c+1

linzlf(x)= Iirycx+1:2c+1

|in;f(x): |irT2]aX2+bx+5:4a+2b+5 =2c+1=4a+2b+5=
f(2)=Jim £ ()= fim £ ()

—4a+2b-2c+4=0=|2a+b-c+2=0|

Para que la funcion sea derivable en el intervalo [0, 4] debe ser derivable en x = 2. Para ello
deben coincidir las derivadas laterales.

f'(27)=4a+b
f’(x):{iaXer L= lt(2)=c  =darb=c=[larb—o=0)
fr(2)=1"(2")
La tercera condicion es que f(0)=f (4).

f(0)=5
f(4)=dc+1=>5=4c+l=4dc=4=c=1]

£(0)=f(4)

Juntamos las tres ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

c=1
2a+b-1+2=0 b=-1-2a
2a+b-c+2=0;=> = =
4da+b-1=0 4da+b-1=0
4da+b-c=0

—4da-1-2a-1=0=2a=2=la=1=|b=-1-2=-3

Los valores buscados sona =1,b =-3yc=1.
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2 -
. X°—3X+5 six<2
Para estos valores la funcioén queda f (x)= _ :
x+1 Si Xx>2
1 Six>2"
Buscamos los valores del intervalo (0, 4) que anulan la derivada.

2Xx—-3 six<?2
Su derivada es f’(x):{ <

2
£(x)=0= 2X—3—0—)2X—3—>X—§e(—oo,2)

1=0— jlmposible!

El valor que nos asegura el teorema de Rolle que existe y donde se anula la derivada es

x:ge(0,4).
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3. El plano perpendicular al punto medio del segmento de extremos P(0, 3,8) y Q(2, 1, 6) corta a
los ejes coordenados en los puntos A, By C. Encontrar el area del tridngulo ABC. (20 puntos)

Calculemos las coordenadas de cada uno de los vértices del triangulo del que nos piden su area.
El plano perpendicular al punto medio del segmento de extremos P(0, 3, 8) y Q(2, 1, 6) tiene

como vector normal el vector W} y pasa por el punto medio del segmento PQ.
Hallamos su ecuacion.

PQ=(2,16)—-(0,38)=(2,-2,-2)

(2.1,6)+(0,3,8)
2

PtomedioPQ =R = =(1,2,7)

R(L2,7)ex

o R(1,2,7)e7z
. PQ = =1-2-7+D=0=
n:T:(l'_l’_l) T:X-y—-2z+D=0

=>D-8=0=D=8=7:x-y-2z+8=0
Hallamos los puntos de corte del plano 7 :x—y—z+8=0 con los ejes coordenados.

r:X-y-2+8=0
) y=0 :>x+8=0:>x=—8:>A(—8,0,0)
EjeX —»
z=0
T:X-y—2+8=0
x=0 :>—y+8=0:>y:8:>B(0,8,0)
z=0

EjeY —>{

T:X-y-2+8=0
Xx=0 =-7+8=0=2=8=C(0,0,8)
y=0

EjeZ —>{

El area del triAngulo ABC es el modulo del producto vectorial AB x AC dividido entre 2.

AB=(0,8,0)-(-80,0=(880)] . . | 1 ¥ |
- — ABxAC =|8 8 0|=64i—64k—64]=(64,-64,64)
AC =(0,0,8)—(~8,0,0)=(8,0,8) s 0 8

|ABxAC| 64> +(-64)" +(-64)"
_ 2 _

Area ABC = 324/3 =55.43 u?
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4. Consideramos la poblacion de estudiantes que han aprobado la selectividad en la convocatoria de
junio un afio determinado. Sea X la variable aleatoria que modela la proporcién de estudiantes de la
poblacién anterior que elige estudiar un grado de humanidades. Esta variable aleatoria X se modela
con una distribucion normal de media 0.35 y desviacion tipica 0.1. Se pide:

a) ¢cual es la probabilidad de que en un afio cualquier mas del 45% de los estudiantes de la poblacién

considerada estudien un grado de humanidades? (5 puntos)
b) En los ultimos 10 afios, ¢en cuantos afios el porcentaje de estudiantes de la poblacion considerada
que han escogido estudiar un grado de humanidades no ha superado el 30%? (5 puntos)

X = Proporcion de estudiantes de entre los que han aprobado la selectividad que elige estudiar un
grado de humanidades. X = N(0.35, 0.1)

a) Nos piden calcular P(X >0.45).
P(X >0.45) = {Tipificamos} = P(Z > %j =P(z>1)=

Mi I
_1p(z sl):{ iramos en a}:1_0.8413:

tabla N(0, 1)

0

0.0 [ 0500 | |
0.1 ] 0.5p98 |
0.2 ] 05§93 |
0.3] 06079 ||
0.4 [ 0.6§54 | |
0.5 0.6p15 | |
|
|
|
|
|

0.6 | 0.7p57
0.7 | 0.7p20
0.8 | 0.7p81

0.9 8859
1.0 M0.8413
1.1 R |

PG Moo an

b) Calculamos P (X <0.3).

=P(Z<-05)=

P(X <0.3) ={Tipificamos} = P(z < wj

0.1
Miramos en la
= P(Z >0.5)=1—P(Z so.5)={

=1-0.6915=0.3085
tabla N(0, 1)

0.0 ] 0.5p00
0.1 | 0.5p98
0.2 | 0.5§93
0.3 | 0.6f79

L 0.5 10.6915
0.6 207

Nolololo|lo|lolo

Por tanto, el nimero de afios respecto de los Gltimos 10 afios en el que el porcentaje de estudiantes
que ha escogido estudiar un grado de humanidades no ha superado el 30% esta en
10-0.3085 =3.085. Aproximadamente 3 afios.
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PBAU Extraordinaria 2017
@ Universitat
de les Illes Balears

Proves d’accés

a la Universitat

Matematiques Il 2017

Modelo 1

Conteste de forma clara y razonada una de las dos opciones propuestas. Se dispone de 90 minutos.
Cada cuestion se puntta sobre 10 puntos. Supongamos que P1, P2, P3'y P4 son las calificaciones de
los problemas sobre 10. La calificacion final se obtiene de aplicar la formula siguiente:

i(I31+P3+P3)+1-P4. Se valoraran la correccion y claridad en el lenguaje (matematico y no
15 5

matematico) empleado por el alumno. Se valoraran negativamente los errores de calculo.
Puede utilizar calculadora de cualquier tipo, cientifica, grafica o programable, pero no se autorizara
el uso de las que lleven informacién almacenada o puedan transmitirla.

OPCION A

1. Las edades de Joan, Miquel y Gabriel suman 70 afios. La edad de Joan, el doble de la edad de
Miquel y el triple de la edad de Gabriel suman 160 afios y la edad de Gabriel es igual a la suma de las
edades de Joan y Miquel. Calcula las edades de Joan, Miguel y Gabriel (7 puntos) y qué afio nacié
cada uno. (3 puntos)

2. Entre dos torres de 15 y 25 metros de altura, respectivamente, hay una distancia de 30 metros. En
medio de las dos torres debemos poner otra torreta de 5 metros de altura y debemos extender un cable
que una los extremos de arriba de la primera torre con la torreta y los extremos de arriba de ésta con
la segunda torre. ; Donde debemos situar la torreta de 5 metros para que la longitud total del cable sea
minima? (7 puntos). ;Qué vale la longitud del cable en este caso? (3 puntos)

3. Consideramos el cubo que aparece en la figura adjunta. Supongamos que el punto C tiene
coordenadas (1, 1, 1), las aristas del cubo son paralelas a los ejes coordenados (o sea, la arista AE es
paralela al eje X, la arista AD, al eje Y y la arista AB, al eje Z) y los lados del cubo tienen longitud
2. Calcula el plano que pasa por los puntos A, E, C y G (7 puntos) y la recta perpendicular al plano
anterior que pasa por el punto D. (3 puntos)

m
—— -
-

"]
|/ \|
N 'D

4. El tiempo que un alumno puede estar concentrado y escuchar al profesor en una clase de
Matematicas se modela como una distribucion normal de media 15 minutos y desviacion tipica 5
minutos.
a) Calcula la probabilidad de que un alumno esté concentrado mas de 20 minutos. (3 puntos)
b) Calcula la probabilidad de que un alumno esté concentrado entre 10 y 30 minutos. (3 puntos)
c) Nos dicen que la probabilidad de que un alumno esté concentrado mas de x minutos vale 0.75.
Calcula este valor de x minutos. (4 puntos)
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Modelo 1

OPCION B

1. a) Discute para que valores de a el sistema siguiente es compatible.
ax+y-2z=-1,

—-X+ay+z=2,
4 (6 puntos)
3X+y—-z=0,
y+z=3.
b) Resuélvelo en el caso que sea compatible. (4 puntos)

2. Considera la funcion f (x)=x:|x—1]. Haz un dibujo aproximado de la funcion anterior en el

intervalo [0, 2]. (6 puntos). Calcula el &rea limitada por la gréafica de la funcién anterior y el eje de
las X. (4 puntos)

3. Dados los puntos A(1, 0, 3) y B(1, 3, 4), determine los puntos situados en el plano z =1 que
formen con los puntos A y B un triangulo equilatero. (6 puntos) Calcula el volumen del tetraedro
formado por los 3 puntos anteriores y el origen de coordenadas. (4 puntos)

4. Supongamos que los estudiantes de la UIB so6lo tienen dos sistemas operativos en sus teléfonos
moviles: Android e IOS (el de los iPhone). EI 80% de los estudiantes de la UIB tienen el sistema
operativo Android. EI 25% de las chicas estudiantes de la UIB tienen IOS en su teléfono mavil y el
45% de los estudiantes de la UIB son chicos.

a) Calcula la probabilidad de que un chico de la UIB tenga IOS en su teléfono movil. (6 puntos)
b) Calcula la probabilidad de que un estudiante que tenga Android en el teléfono movil sea chica. (4
puntos)
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, SOLUCIONES
OPCION A

1. Las edades de Joan, Miquel y Gabriel suman 70 afios. La edad de Joan, el doble de la edad de
Miquel y el triple de la edad de Gabriel suman 160 afios y la edad de Gabriel es igual a la suma de las
edades de Joan y Miquel. Calcula las edades de Joan, Miguel y Gabriel (7 puntos) y qué afio nacid
cada uno. (3 puntos)

6,9 (13}

Llamamos “x” a la edad de Joan, “y” a la edad de Miquel y “z” a la edad de Gabriel.

“Las edades de Joan, Miquel y Gabriel suman 70 afios” 2 X+Yy+2z=70

“La edad de Joan, el doble de la edad de Miquel y el triple de la edad de Gabriel suman 160
afnos” 2 X+2y+3z=160.

“La edad de Gabriel es igual a la suma de las edades de Joan y Miquel” 2 z=X+Y.

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

X+y+z=70 X+y+z=70
Z-y+y+z=70
X+2y+32=160; = x+2y+3z=160; = =
Z-y+2y+3z=160
Z=X+Yy Z-y=X
70
22=170 =—=35
TS — y+4.35=160 = [y =160 140 = 20| =
y+4z =160

=[x =35-20=15|

La edad de Joan es 15 afios, la de Miquel 20 afios y la de Gabriel 35 afios.
Joan nacio en el afio 2017 — 15 = 2002, Miquel naci6 el afio 2017 — 20 = 1997 y Gabriel nacio el
afio 2017 — 35 =1982.
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2. Entre dos torres de 15y 25 metros de altura, respectivamente, hay una distancia de 30 metros. En
medio de las dos torres debemos poner otra torreta de 5 metros de altura y debemos extender un cable
que una los extremos de arriba de la primera torre con la torreta y los extremos de arriba de ésta con
la segunda torre. ; Donde debemaos situar la torreta de 5 metros para que la longitud total del cable sea
minima? (7 puntos). ¢Qué vale la longitud del cable en este caso? (3 puntos)

La situacién planteada es la del dibujo.

x 30-x

30 metros
Le afladimos una linea imaginaria para obtener triangulos y poder aplicar el teorema de
Pitagoras.

20
a

10

oy
oy

30 metros

Aplicamos el teorema de Pitdgoras al tridngulo de catetos “10” y “x”.

10° + x*> =a® = a=+/100 + X

Aplicamos el teorema de Pitagoras al triangulo de catetos “20” y “30 — x”.

207 +(30—-x)" =b? =b =/400+ x? +900— 60x = b = /1300 + x* — 60x

La longitud del cable es lasumadeay b.

L(X) =100+ x* ++/1300 + x* — 60X

Derivamos esta funcion y averiguamos cuando se anula la derivada.
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, 2X 2x—-60 X x—30
L"(x)= + = +
2100+ x2 241300+ x2—60x 100+ x> 1300+ x* — 60x

X x—30

= + =0=>
J100+x2 /1300 + X% — 60x

L"(x)=0

x—30 X 30-—x

= X =— = = =
JI00+x% 1300+ Xx2—60x  ~100+Xx2 /1300 + X% —60x

G (30—x)’ X2 900+ X’ — 60X
= 7= 7= 2 2 =

= X2 (1300+ X —60x) = (100+ xz)(900+ X* —60x) =

—1300x% + X% — 6O = 90000 +100x2 — 6000 +900X% + X4 — 6O =

= 300x° +6000x —90000 = 0 = x* +20x—300 =0 =

-20-40 30 s 1l ible!
—ZOi\/202—4(1)(_3oo) o440 |5 =30~ ilmposible!
T 2 T2 ]-20+40
:-10:x
2

Comprobamos el signo de la derivada antes y después de x = 10.

e Antes de 10 tomamos x =5y la derivada vale
5 5-30 5 25 1

, 5
L (5)= + = + [ —
®) J100+5°  \f1300+57-605 5v5 541 5 /4l

decrece en (0, 10).
e Después de 10 tomamos x = 20 y la derivada vale

L"(20)= 20 20-30 =0.447 > 0. La funcion crece en el intervalo

= +
V1004207 /1300+ 207 —60-20
(10, 30).

=-0.33<0. La funcién

La funcioén tiene un minimo en x = 10. La torreta debe colocarse a 10 metros de la torre mas
baja.

Como L(lO) :\/100 +10? +\/1300+102 -60-10 :30\/5 =42.4264 la longitud del cable tiene un
valor aproximado de 42.4 metros.

258 de 286 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PBAU Extraordinaria 2017 Matemdticas Il en las islas Baleares

3. Consideramos el cubo que aparece en la figura adjunta. Supongamos que el punto C tiene
coordenadas (1, 1, 1), las aristas del cubo son paralelas a los ejes coordenados (0 sea, la arista AE es
paralela al eje X, la arista AD, al eje Y y la arista AB, al eje Z) y los lados del cubo tienen longitud
2. Calcula el plano que pasa por los puntos A, E, Cy G (7 puntos) y la recta perpendicular al plano
anterior que pasa por el punto D. (3 puntos)

F G
Y/ —
|| N
L |
|
. 1H||
| / |
| |
N

it

El lado AE tiene longitud 2 y es paralelo al eje X por lo que el vector EA= (2,0,0) .
De la misma manera el vector AD =(0,2,0) y AB=(0,0,2).
También tenemos que EA=HD =GC = FB =(2,0,0) al ser vectores con la misma direccién,

mismo sentido e igual longitud.
De la misma forma AD = EH = FG =BC =(0,2,0) y AB=DC = HG =EF =(0,0,2).

Hallamos las coordenadas de los vértices del cubo.

El vértice G lo obtenemos sumando al punto C el vector CG :
G=C+CG=(111)-GC =(111)-(2,0,0)=(-111)

El vértice D lo obtenemos sumando al punto C el vector CD:
D=C+CD=(111)-DC =(111)-(0,0,2)=(11-1)

El vértice A lo obtenemos sumando al punto D el vector DA:

A=D+DA=(11-1)-AD=(11-1)-(0,2,0)=(1-1,-1)
El vértice E lo obtenemos sumando al punto A el vector AE :
E=A+AE=(1-1-1)-EA=(1-1-1)-(2,0,0)=(-1-1,-1)

Calculamos el plano 1 que pasa por los puntos A, E, C y G. Este plano tiene como vectores
directores los vectores EA y AC.

AL-L-l)ex x-1 y+1 z+
x G:Ef\:(z,o,o) =7l 2 0 0 |[=0>
v=AC =(1-1-1)-(1,11)=(0,-2,-2) o -2 -2

= —4(z+1)+4(y+1)=0=—4z2-4+4y+4=0=4y-47=0=[7:y-2=0]

El plano que pasa por los puntos A, E, C y G tiene ecuacion z:y—z=0.
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La recta r perpendicular al plano  que pasa por el punto D tiene como vector director el vector
normal del plano.

7:y-2=0=n=(0,1-1)

D(L1-1)er x=1
r:q_. . =>r:qy=1+1 ; 1eR
u =n=(0,1-1) 14

La recta r perpendicular al plano T que pasa por el punto D tiene las siguientes ecuaciones
paramétricas:

x=1
r-qy=1+4 ; 1elR .
z=-1-1
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4. El tiempo que un alumno puede estar concentrado y escuchar al profesor en una clase de

Matematicas se modela como una distribucion normal de media 15 minutos y desviacion tipica 5

minutos.

a) Calcula la probabilidad de que un alumno esté concentrado mas de 20 minutos. (3 puntos)

b) Calcula la probabilidad de que un alumno esté concentrado entre 10 y 30 minutos. (3 puntos)

c) Nos dicen que la probabilidad de que un alumno esté concentrado mas de x minutos vale 0.75.
Calcula este valor de x minutos. (4 puntos)

X = El tiempo que un alumno puede estar concentrado y escuchar al profesor en una clase de
Matematicas (en minutos). X = N(15, 5)

a) Nos piden calcular P(X >20).

P(X >20)={Tipificamos} = P(Z > %) =P(Z>1)=

Miramos en la

=1-P(Z2<1)= =1-0.8413={0.1587
tabla N(0, 1)

‘n'm?l'[[
0.0 X (
0.1 | 0.5398 | (
0.2 058193 |(
0.3 | 0.6879 | (
0.4 | 0.6854 | (
0.5 | 0.6915 | (
0.6 | 0.7857 | (
0.7 | 0.7880 | (
0.8 | 0.7981 | (
091 0.8859 | (
1.0 §0.8413)] (
T1 ‘U'BF-!J K
0
. 0.0 | 0.9000 |1
b) Nos piden calcular P(10 < X <30). SRR AN
02| 0493 [
03] 0dro [
g 10-15 30-15 040654 |
P(10<X <30):{T|p|f|camos}:P(—<Z< = 05 | 0.9p15 |1
5 5 06| 0857 [
07 [ 00 [
08 0F=L [
0.0 0450 [
:P(—1<Z <3):P(Z <3)—P(Z <—l): 10| 0403 |
L1l odas |
12| o810 |
Talodmz |
— _ — _[1_ _ Talodoz |
=P(Z2<3)-P(Z2>1)=P(Z2<3)-[1-P(z<1)]= ENKE E
1.6 | 0.0852 |
T7[ods: |
] 18| odar |
Miramos en la 1o o3|
= =0.9987—[1—0.8413]= 0.84 20| 0072 |
tabla N(O, 1) 2.1 | 00831 |
22| 0.9%61 |
23] 0.9603 [
24 0®Is [
25| 0.3 |
26| 0.953 |
27 [ 065 [
28| 0.7 [
2.0 0.00%1 |
o ‘e
N anon i
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¢) Nos dicen que P(X > x) =0.75. Determinamos el valor de x. Al ser la probabilidad mayor de
0.5 la cantidad de minutos debe ser menor de la media (15 minutos).

P(X >x)=0.75 = {Tipificamos} = P(Z > X_Slsjz 0.75=

Probabilidad > 0.5 —

= x—15 :>P(Z<—
- c <0

Xx—-15

j=0.75:>

=0.675=>

Miramos en la x—15 0.67+0.68
= = - =
tabla N(0, 1) 5

= —X+15=0.675-5=15-0.675-5=x=|x=11.625

0 1 2 3 4 ] 6 7 8
0.0 | 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5239 | U.5ZFY [ U.D

0.1 | 0.5398 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 &56"5 &57‘[4
0.2| 0.5793 | 0.5832 | 0.5871 | 0.5910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 0.60';4 D.61IJ3
0.3 | 0.6179 | 0.6217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 0.64‘3 D.6-’1I30
0.4 | 0.6554 | 0.6591 | 0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 0.68']8 0.68’4
0.6915 | 0.6950 | 0.6985 | 0.7019 | 0.7054 | 0.7088 O.TIQB.MT 0 t1nﬂ_

TG oG TS Tee T ST W L Tl W2 T R 2 G 5 n-'A'q 0.7486 | 0.7517

U.77] 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 | 0.7673 | 0.7704 | 0.7734 | 0.7764

EeECEEEEEm

El 75% de los alumnos puede estar concentrado mas de 11.625 minutos.
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OPCION B
1. a) Discute para que valores de a el sistema siguiente es compatible.
ax+y—-2z=-1,
—-X+ay+z=2,
4 (6 puntos)
3X+y—-z=0,
y+z=3.
b) Resuélvelo en el caso que sea compatible. (4 puntos)
a 1 -2
-1 a 1
a) Consideremos la matriz de coeficientes del sistema A= . y la matriz ampliada es
0 1 1
a 1 -2 -1
-1 a 1 2
A/B=
1 -1 0
0 1 1 3

Para que el sistema sea compatible los rangos de Ay de A/B deben ser iguales, por lo que el
determinante de A/B debe ser nulo. En caso contrario el rango de A/B seria 4 y el de A puede ser
como mucho 3 (serian distintos).

Calculamos el determinante y averiguamos cuando se anula.

a 1 -2 -1 Fila 22 +2-Filal? Fila 42 +3-Filal?
-1 a 1 2 -1 a 1 2|]/0 1 1 3
|A/B|= = —
31 -10 2a 2 -4 -2(|3a 3 -6 -3
0 1 1 3 2a-1 a+2 -3 0||3a 4 -5 0
a 1 -2 -
941 > 30 2a-1 a+2 -3
a-1 a+2 - N
= =(-1)(-1)"| 3 1 =
3 1 -1 0
3a 4 -5
3a 4 -5 0

=-5(2a-1)-3a(a+2)-36+9a+15(a+2)+4(2a-1)=

=-10a+5-3a*-6a—36+9a+15a+30+8a—4=-3a*+16a-5

~16+14 [1__
~16++/162 — ~16+ 6 |3
Al=0= 3a% 116a-5=0=a= 0t V16 -00 1614 ) -6 3
2(-3) 6 |-16-14 =
6

Analizamos las dos situaciones distintas en las que el sistema puede ser compatible.
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CASO 1. a:%

Para este valor hallamos el rango de Ay de A/B.
/3 1 -2 -1

La matriz ampliada queda A/B = _31 1/13 _11 é . Consideramos el menor de orden 3
0 1 1 3
que resulta de quitar la 22 fila y la 42 columna -
1/3 1 -2
3 1 —1=1+O—6+0—3+1=_—25¢0.
0 1 1 3 3

Este menor de orden 3 con determinante no nulo es valido para el rango de Ay el de A/B.
El rango de A/B es 3, al igual que el rango de A y el nimero de incognitas. El sistema es
compatible determinado (una Gnica solucion)

CASO 2. a=5
Para este valor hallamos el rango de Ay de A/B.
5 1 -2 -1
: . -1 5 1 .
La matriz ampliada queda A/B = 1 . Consideramos el menor de orden 3 que
0 1 1 3
resulta de quitar la 22 fila y la 42 columna -
51 2
3 1 -1=5+0-6+0-3+5=1=0.
01 1

Este menor de orden 3 con determinante no nulo es valido para el rango de Ay el de A/B.

El rango de A/B es 3, al igual que el rango de A y el numero de incognitas. El sistema es
compatible determinado (una Gnica solucion)

b) Para a :% el sistema es compatible determinado.

1
§x+y—22=—1, X+3y—67 =3,
. 1 —-3X+Yy+3z=6,
El sistema queda —X+-Yy+2=2,,= . Lo resolvemos.
3 3x+y-z=0,
3X+y-z=0, y+z=3.
y+z=3.
X+3y—6z=-3,
y x+3(3-2)-62=-3, X+9-32-62=-3,
-3X+Yy+32=6,
= -3Xx+3-2+32=6,;= -3Xx+22=3; =
3X+y—-z=0,
3X+3-z-2=0 3X—2z=-3
y=3-12

., L, X—9z=-12 Xx=9z-12
= {Ecuamon 3% = Ecuacién 22} =

= =
-3Xx+2z2=3 —3Xx+2z2=3
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:>—3(92—12)+22 =3=-272+36+22=3=-252=-33=

x:9§—12:_—3
33 25 25
=>Slz=—"|=>
25 B _§_£
25 25

. . -3 42 33
La solucion del sistemaes x=—; y=—; z=—.
25 25 25

Para a=>5 el sistema es compatible determinado.

5x+y—-2z=-1,
. —-X+5y+2z2=2,
El sistema queda . Lo resolvemos.
3X+y-2=0,
y+z=3.
Sxry-2z=-l) 53 0-0 5x 37 =4
—X+5y+2=2,
= —Xx+5(3-2)+2=2,;=>—x+15-52+2=2;=
3x+y—-z=0,
3X+3-z-2=0 3x—2z=-3
y=3-12
5x-3z=-4 5x-3z=-4 5 13_42)_322_4
= —X-47=-13}= 13-4z=X;= 3.4 ) 3 =
3x-2z=-3] 3x-27=-3 —4z)-22=-
2—69—3
65-20z2-3z=-4 —23z =-69 o3
= = = =
39-127-2z=-3 -14z7=-42 42
="
x=13-4-3=1|
y=3-3=0

La solucion del sistemaes x=1, y=0; z=3.
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2. Considera la funcion f(x):x-|x—]1. Haz un dibujo aproximado de la funcion anterior en el

intervalo [0, 2]. (6 puntos). Calcula el area limitada por la grafica de la funcion anterior y el eje de las
X. (4 puntos)

Expresamos f(x) como una funcion a trozos.

x(1-x)=x-x* si x<1

f(x)= x-|x—1|:{

x(x-1)=x*-x si x>1
La gréfica son dos trozos de parabola. Hallamos los vértices de las parabolas.

1—2X=0—)X=%e(—oo,l)

f,(x):{l—Zx si x<1 £ (x) =0

2x—-1 si x>1 2X_1:0:>x:%g(1,+oo)

- . . 1
Hay un vértice del primer trozo de pardbola en x = >

Hacemos una tabla de valores y dibujamos la gréfica de la funcion en el intervalo [0, 2].

X—Xx> si x<1

f(x):{ x<1 x>1

x2—x si x>1

X |f(x)=x—x2 X |f(x):x2—x
0 0 15 0.75

0.5 0.25 1.75 1.3125

1 0 2 2

y-x* six<l
Jx) :{

X ox six>1
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El area que nos piden calcular es la del dibujo.

[35]

\ r—x six<l
f(x_]={

oy six>1

R2

El area de la region R1 es el valor de la integral definida de la funcién entre Oy 1.

2 3t
AreaRlz'[O1 f (x)dx:j:x—xzdx:{%_%} -
0

B U A O
2 3 2 3| 2 3 |6
El area de la region R2 es el valor de la integral definida de la funcién entre 1y 2.

3 272
AreaRZ:J'l2 f (x)dx:flzxz—xdx:[%—x?} =
1

|z 2y rys , 115
3 2|13 2)73 732 |6

. , . 1 5 :
El area total es la suma de las &reas de las dos regiones: E+E =1 unidad cuadrada.
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3. Dados los puntos A(1, 0, 3) y B(1, 3, 4), determine los puntos situados en el plano z =1 que formen
con los puntos A 'y B un triangulo equilatero. (6 puntos) Calcula el volumen del tetraedro formado
por los 3 puntos anteriores y el origen de coordenadas. (4 puntos)

Un punto C del plano z =1 tiene coordenadas C(a,b,1).

C

A B

Un tridangulo equilétero tiene todos los lados de la misma longitud. Determinamos dicha longitud
averiguando la distancia de A a B (uno de los lados del tridngulo).

A(LO3)]
B(1, 3,4)} = AB=(13,4)-(10,3)=(0,31)

d(A B)=|AB|=0"+3 +1* =10

Aplicamos la condicién d (A,C)=d(B,C)=+10.

:(i,glj) AC =(a,b,1)-(1,0,3)=(a-1b,-2)
CE;J;J)) N {% =(a,b,1)-(13,4)=(a-1,b-3,-3)

d(AC)=d(B,C)=I0 = [AC|= JI0 > \[(a-1)° +b? +(-2) =10 _
[BE| =0 - \[(a-1)7 +(b-3)" +(-3)" =IO

a-1)°+b*+4=10-(a-1)" =6—b?
= ( )2 , ( ) , , :>6—J32/+J2r2/+9—6b=1:>
(a=1)’+(b—3)"+9=10 - (a—1)" +(b—3)* =1
2
= 6b=-14= b:E:Z :>(a—1)2:6—(zj :>(a—l)2:§:>a—1:\/§:>
6 3 3 9 9
«/_ 375
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Existen dos puntos del plano que cumplen lo pedido: Cl( 3

35 7 J C{%zl]
3 ? '

!_11 ’ ’
Y 3 3

El volumen del tetraedro ABC;0 es la sexta parte del valor absoluto del producto mixto

[ 0A,0B,0C, |.

OA=(1,0,3) 1 0 3
OB =(1,3,4) :{FA,@,QTJ: 1 3 4=
. (3 3-5 7
oclz[s_S,zJ] -5 7

3 '3 3 3
3.047.937V5 o ,7_9+21-27+9V5-28 -25+90\5

3 3 3 3
~25+945 [o5_

Volumen OABCI:%‘ 3 ‘: 25 89J§:0.271U3

El volumen del tetraedro ABC.0 es la sexta parte del valor absoluto del producto mixto
[0A,08,0C; |.

OB =(1,3,4) —| OA,0B,0C, | =

b W
I

[EEN

wlN w o

N——
@
e
&

3445 ,7_9+21-27-95-28 -25-95
3 3 3 3

=3+0+7-9

Volumen OABC, = =2507 u’

1 \—25—9@ _|25+945
6 3 | 18
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4. Supongamos que los estudiantes de la UIB sdlo tienen dos sistemas operativos en sus teléfonos
moviles: Android e 10S (el de los iPhone). EI 80% de los estudiantes de la UIB tienen el sistema
operativo Android. EI 25% de las chicas estudiantes de la UIB tienen 10S en su teléfono movil y el
45% de los estudiantes de la UIB son chicos.

a) Calcula la probabilidad de que un chico de la UIB tenga IOS en su teléfono movil. (6 puntos)
b) Calcula la probabilidad de que un estudiante que tenga Android en el teléfono movil sea chica. (4
puntos)

Realizamos una tabla de contingencia.

Android | 10S
Chico 45
Chica 0.25x | x
80 100
Completamos la tabla.
Android 10S
Chico 38.75 6.25 45
Chica 41.25 0.25-55=13.75 | 55
80 20 100

a) Hay un 45 % de chicos en la UIB y un 6.25 tiene 10S en su movil. La probabilidad de que un

chico de la UIB tenga 10S en su teléfono movil es de 64—?35 = % =0.13889.

b) Hay un 80 % de los estudiantes con Android y un 41.25 % de chicas con Android.
La probabilidad de que un estudiante que tenga Android en el teléfono movil sea chica es

4125 33 0.515625
64

80
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PBAU Ordinaria 2017
@ Universitat
de les Illes Balears

Proves d'accés
a la Universitat

Matematiques Il 2017

Modelo 2

Conteste de forma clara y razonada una de las dos opciones propuestas. Se dispone de 90 minutos.

Cada cuestion se puntta sobre 10 puntos. Supongamos que P1, P2, P3'y P4 son las calificaciones de

los problemas sobre 10. La calificacion final se obtiene de aplicar la formula siguiente:
4 1 , ., . . "

E(Pl +P+ P3)+§-P4. Se valoraran la correccion y claridad en el lenguaje (matematico y no

matematico) empleado por el alumno. Se valoraran negativamente los errores de calculo.

Puede utilizar calculadora de cualquier tipo, cientifica, grafica o programable, pero no se autorizara

el uso de las que lleven informacion almacenada o puedan transmitirla.

OPCION A

1. a) Discute para que valores de m el sistema siguiente es compatible.
mXx +3z =m,

X+2y-z=1, (7 puntos)
2X+y—-z2=2.
b) Resuélvelo en el caso o casos en que sea compatible indeterminado. (3 puntos)

2. El nimero de litros por metro cuadrado que llovié en un determinado lugar viene dado por
la funcion siguiente:

t* 3t* ot
t)=——+—-—+10
Q(Y) 8 2 2
donde t viene dado en dias y va desde el dia t = 1 (lunes) hasta el dia t = 8 (lunes de la siguiente

semana).
a) Determine el dia de la semana que llovié mas y el que llovié menos. ¢ Cuantos litros por metro
cuadrado llovio estos dos dias? (6 puntos)
b) Haga un pequefio dibujo de la funcion anterior durante los 8 dias. (4 puntos)

3. Dadas las rectas r:X—_lzl—z—Hy g:X_ y—2:z_+1’
2 3 -1 1 2 -2

a) demuestre que se cruzan. (4 puntos)
b) calcule la distancia entre las rectas. (6 puntos)

4. Lanzamos dos dados de 6 caras no trucados y consideramos los siguientes sucesos:
S7 : “la suma de los resultados de ambos dados es 7".
P : “el producto de los resultados de ambos dados es impar".
a) Calcula las probabilidades de que ocurran los sucesos anteriores. (6 puntos)
b) ¢Son independientes Sy y P? Razona la respuesta. (4 puntos)
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Modelo 2
OPCION B

1. Tenemos tres grifos para llenar un depdsito de agua y suponemos que el caudal que cae por cada
grifo es constante. Si utilizamos el grifo 1, tardamos 10 horas para llenar el depoésito, si utilizamos
los grifos 1 y 2, tardamos 4 horas, y si los utilizamos los tres, tardamos una hora.

Suponiendo que la suma de los caudales de los tres grifos es 10 litros por minuto, calcule el caudal
del agua de cada grifo (8 puntos) y el volumen del deposito (2 puntos).

2. Debemos disefiar una ventana como la que sale en la figura adjunta, o sea, el poligono ACEDB, de
30 metros de perimetro. Se trata de un rectangulo con un triangulo equilatero encima. Calcula las
dimensiones del rectdngulo para que el area de la ventana sea maxima. (10 puntos)

E

C D
A B

3. Considere las rectas siguientes dependientes de un parametro A:

X =1+ At,
riy=-1+t,;, s:%2=%=z—_13
z=3-2t.

a) Calcula el valor de A para que r y s se corten. (4 puntos)
b) Calcula el punto de interseccion para el valor de A calculado. (3 puntos)

4. El test de inteligencia (Cl) es una prueba de que en teoria mide la inteligencia del individuo y da
un valor que aproximadamente tiene de media 100. O sea, el nivel 100 se supone que es el nivel de
inteligencia de una persona normal. Supongamos ahora que el nivel de inteligencia de una
determinada poblacion sigue una distribucion normal de media 100 y desviacién tipica 10.
a) Calcula el porcentaje de la poblacién que se considera superdotada. Una persona se considera
superdotada si tiene un nivel de inteligencia superior a 130. (3 puntos)
b) Calcula el porcentaje de la poblacion con un nivel de inteligencia entre 90 y 110. (3 puntos)
c) Nos dicen que el 70% de la poblacion tiene un nivel de inteligencia menor que un cierto umbral.
Calcula este umbral. (4 puntos)

272 de 286 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PBAU Ordinaria 2017 Matemadticas Il en las islas Baleares

, SOLUCIONES
OPCION A
1. a) Discute para que valores de m el sistema siguiente es compatible.
mx+3z=m,
X+2y—-z=1 (7 puntos)
2X+y—-7=2.
b) Resuélvelo en el caso o casos en que sea compatible indeterminado. (3 puntos)
m 0 3
a) Consideremos la matriz de coeficientes del sistema A=| 1 2 -1]|y la matrizampliada
2 1 -1
m 0 3 m
A/IB=|1 2 -11
2 1 -12

Calculamos el determinante de Ay averiguamos cuando se anula.

m 0 3
|Al=1 2 -1=-2m+0+3-12—-0+m=-m-9
2 1 -1

|A=0=>-m-9=0=[m=-9

Analizamos las dos situaciones distintas que se nos plantean.

CASO 1l m=-9
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3.
El rango de A es 3, al igual que el rango de A/B y el nimero de incognitas. El sistema es
compatible determinado (una Unica solucién)

CASO 2. m=-9
Para este valor hallamos el rango de Ay de A/B.
-9 0 3 -9
La matrizampliada queda A/B=| 1 2 -1 1 |. Utilizamos el método de Gauss para
2 1 -12

obtener una matriz triangular equivalente.

Fila3® — 2 - Fila 22

2 1 -1 2

-2 -4 2 2

0 -3 1 0 — NuevaFila3?

-9 0 3 -9
AlIB=|1 2 -11 |=
2 1 -12
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Fila12 + 9 - Fila 22

9 0 3 .9 9 0 3 -9
9 18 -9 9 =0 18 -6 0 |[=
0 18 -6 0 —> NuevaFila22 0 3 10
6-Fila 32 + Fila 22 5 OA’B3 3

0 -18 6 0 - -

0 18 -6 0 —| 0 18 -6 0

0 0 0 0-> NuevaFila3® Lg_o, 0

El rango de A/B es 2, al igual que el rango de A y menor que el nimero de incognitas (3). El
sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

El sistema es compatible para cualquier valor de m.

b) Para m=-9 el sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos partiendo de la matriz
equivalente obtenida en el apartado anterior.

A/B
-9 0 3 -9
) -9x+3z=-9 —-3X+2=-3
El sistemaqueda| 0 18 -6 0 |= = . Lo resolvemos.
18y-6z=0 3y-z=0
0 0 0O
%’—/

A

—-3X+2=-3 z=-3+3X
= =3y+3-x=0=y+1-x=0=>
3y-z=0 3y-z=0
X=«a
=>y=-l+x=>y=-l+a ; aeR
z=-3+3x

X=«a
Las soluciones del sistemason s y=-1+a ; aeR.
7=-3+3a
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2. El nimero de litros por metro cuadrado que llovié en un determinado lugar viene dado por
la funcion siguiente:
tt 3t* ot

Q(t) 5 S +10
donde t viene dado en dias y va desde el dia t = 1 (lunes) hasta el dia t = 8 (lunes de la siguiente
semana).
a) Determine el dia de la semana que llovié mas y el que llovié menos. ¢Cuantos litros por metro
cuadrado llovio estos dos dias? (6 puntos)
b) Haga un pequefio dibujo de la funcién anterior durante los 8 dias. (4 puntos)

a) Calculamos la derivada de la funcion y averiguamos cuando se anula.

3° 6t 9

(t)= +——= 2
(1) 8 2 2 :—3L+g—g:0:>—3t2+24t—36:03
. 8 2 2
(t)=0
8+4
8+,/(-8)° -4(1)(12) 8+
—t2-8t+12=0=t= J(-8)' -4 (1) )_8x4_] 2
2 2 8-4
2
Tenemos dos puntos criticos: martes y sdbado. Sustituimos sus valores en la segunda derivada.
. 32 6
, 3 6t 9 . 6t 6 3t Q"(2)=-—+3=,>0
Qt)=——=+—-==2Q"()=——+=-=-——+3=>
8 2 2 8 2 4 . 3-6 —6
Q (6)=—T+3=T<O

Al ser la segunda derivada positiva en t = 2 tenemos un minimo relativo.

Al ser la segunda derivada negativa en t = 6 tenemos un maximo relativo.

Valoramos la funcion en estos valores y en los extremos del intervalo para determinar el maximo
y minimo absoluto.

P32 91 1309

1)= + -—+10=—=+—-———+10=6.875
Q(1) 8 2 2 8 2 2
3 . 2 .
Q(z):_2_+3 2 —2+1O=—1+6—9+10:6 iMinimo!
8 2 2
3 2
Q(6):_%+326 —976+10:—27+54—27+1O:10 iMaximo!
3 .Q2 )
Q(g):_%+328 —9—28+10:—64+96—36+10=6 iMinimo!

El minimo de lluvias son 6 litros por metro cuadrado que se produjeron el martes (dia 2) y el
lunes de la semana siguiente (dia 8).
El maximo de lluvias son 10 litros por metro cuadrado que se produjeron el sabado (dia 6).
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b) Con los datos obtenidos en el apartado anterior podemos esbozar la gréafica de la funcion.
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3. Dadas las rectas r: X 2= Y _2*1 ys: 2 y-2_z+1
2 3 -1 1 2 -2

a) demuestre que se cruzan. (4 puntos)

b) calcule la distancia entre las rectas. (6 puntos)

a) Obtenemos un vector director y un punto de cada recta.

z+1  |u, =(2,3,-1)
=—
R(l,o,—l)

S:%: y—222+1:>{\75=(1,2’—2)

2 -2 |Q(02-1)

Comprobamos si las coordenadas de los vectores directores son proporcionales.

Las coordenadas no son proporcionales y las rectas ni son coincidentes ni paralelas. Las rectas se
cortan o cruzan.

Obtenemos el valor del producto mixto [E\TS RQS] :

PQ, =(0,2,-1)~(1,0,~1)=(-12,0)

U, =(2.3-1) 2 3 -1
v, =(12-2) (=[uv,RQ|=|1 2 -2=6-2-2+8=10%0
PQ, =(-1,2,0) -1 2 0

Al ser el producto mixto distinto de cero las rectas se cruzan (tienen distinta direccién en planos
paralelos)

b) Hallamos el plano 1 que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s. La distancia entre las
rectas es el valor de la distancia de Q, al plano .
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El plano 7 tiene como vectores directores los vectores directores de ambas rectas.

P(1L0-1)ex x-1 y z+
u=u =(23-1);=>7:]2 3 -1|=0=
v=v, =(12,-2) 1 2 -2

= —6(x-1)-y+4(z+1)-3(z+1)+4y+2(x-1)=0=

:>—6x+6—y+4z+4—32—3+4y+2x—2:0:>|7z:—4x+3y+z+5=0

Hallamos la distancia pedida.

7. —4X+3y+2+5=0

Q.(0,2,-1) }:d(r s) ’ +32+12 \/_

—40 3:2-1+5
M M | ~1.96unidades

278 de 286

www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PBAU Ordinaria 2017 Matemadticas Il en las islas Baleares

4. Lanzamos dos dados de 6 caras no trucados y consideramos los siguientes sucesos:
S7 : “la suma de los resultados de ambos dados es 7".
P : “el producto de los resultados de ambos dados es impar".

a) Calcula las probabilidades de que ocurran los sucesos anteriores. (6 puntos)

b) ¢Son independientes S; y P? Razona la respuesta. (4 puntos)

Al lanzar dos dados no trucados los sucesos elementales que podemos obtener vienen expresados
en la tabla siguiente.

1 2 3 4 5 6
11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

o OB WNF

a) De los 36 resultados posibles solo hay 6 cuya sumasea7:16,25,34,43,52y6 1. Aplicando

la regla de Laplace tenemos que P(S,)= % = % =0.1667.

Para que el producto sea impar los dos resultados deben ser impares. De los 36 resultados
posibles solo hay 9 en los que ambos sean impares: 11,13,15,31,33,35,51,53y

55. Aplicando la regla de Laplace tenemos que P(P)= % = % =0.25.

b) Para que sean independientes los sucesos debe cumplirse que P(S, "P)=P(S,)P(P)
S,AP={16,2534,43 52 61}n{11,13,15 3133355153 55/ =0

Los sucesos Sy y P no tienen nada en comun pues no es posible sumar 7 con dos nimeros
impares. La probabilidad del suceso interseccion es 0.

Al no cumplirse la igualdad los sucesos S7 y P no son independientes.
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OPCION B

1. Tenemos tres grifos para llenar un deposito de agua y suponemos que el caudal que cae por

cada grifo es constante. Si utilizamos el grifo 1, tardamos 10 horas para llenar el depdsito, si
utilizamos los grifos 1 y 2, tardamos 4 horas, y si los utilizamos los tres, tardamos una hora.
Suponiendo que la suma de los caudales de los tres grifos es 10 litros por minuto, calcule el caudal
del agua de cada grifo (8 puntos) y el volumen del deposito (2 puntos).

Llamamos “x” al caudal del grifo 1 (litros por hora), “y” al caudal del grifo 2, “z” al caudal del
grifo 3 y “V” al volumen del depdsito.

“Si utilizamos el grifo 1, tardamos 10 horas para llenar el deposito” = 10x =V
“Si utilizamos los grifos 1 y 2, tardamos 4 horas” 2 4x+4y =V

“Si los utilizamos los tres, tardamos una hora” 2> X+y+z=V
“La suma de los caudales de los tres grifos es 10 litros por minuto” = X+ y+z =60-10

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

10x=V 10x=V 10x=V

AX+4y =V Ax+4y =V 4x+4y =V
= =

X+y+z=V X+y+z=V X+y+z=V

X+Yy+z=60-10 X+Yy+z=600 V =600

10X = 600 — x:%:eso
4.60+ 4y = 600
= 4x+4y =600 = =
60+y+2z=600
X+Yy+2z=600
360
Ay = 600—240 |y = 22> 90
- Y= 90+ 7 =540 = [7 = 54090 = 450]

y+2=600-60 =540

El caudal del grifo 1 es de 60 litros por hora, el grifo 2 tiene un caudal de 90 litros por hora y el
grifo 3 un caudal de 450 litros por hora.
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2. Debemos disefiar una ventana como la que sale en la figura adjunta, o sea, el poligono ACEDB, de
30 metros de perimetro. Se trata de un rectangulo con un triangulo equilatero encima. Calcula las
dimensiones del rectangulo para que el area de la ventana sea maxima.

(10 puntos)
E

C D
A B

Le ponemos nombre a los lados del poligono.

Igualamos el perimetro a 30: 3x+ 2y =30. Despejamos “y”.

30-3x

X+2y=30=2y=30-3x=>Yy= >

Determinamos la expresion del area de la ventana como la suma del area del rectangulo mas el area
del triangulo equilatero.

Determinamos primero la expresion de “h”.

2 2 2 2 2
2=[5J o =X o X oo 3 g 3B
2 4 4 4
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30-3x

- — _ 2 2 _ 2 2
2 :A(X)ZX?’O 3x_ xV3 _30x-3¢ x'V3_60x-6x'+x’\3

N 2 22 > 2 n

60X + X° (—6+J§)

4

A(x)=

Calculamos la derivada y averiguamos cuando se anula.

6Ox+x2(—6+\/§) A ()= 60+2x(—6+\/§) _ 30+x(—6+\/§)
4 4 2

A(x)=

30+x(—6+J§)

2

A(x)=0= =0=30+x(-6+3)=

:x(—6+«/§):—303x:%=7.03

Tenemos un punto critico x = Sustituimos este valor en la segunda derivada.

o
A’(x)=30+x(2 ) A" ()= _6+‘/_ =-21<0

A”7(7.03)=

6+\/§
2

. . o . : 30
Como la segunda derivada es negativa la funcién &rea presenta un maximo relativoen x=———.

&

13 9,

Calculamos el valor de

30  180-30+/3-90
0-3"7 63 _90-30\3 - 30(3- “/_) 15
: 2 o) e

o | —
w
|
&
N—
|

Las dimensiones del rectdngulo que hacen maxima el area son x =
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3. Considere las rectas siguientes dependientes de un pardmetro A:

X =1+ At,
riy=-1+t,¢, S:%ZZ%ZZ_—;%
7=3-2t. B

a) Calcula el valor de A para que r y s se corten. (4 puntos)
b) Calcula el punto de interseccion para el valor de A calculado. (3 puntos)

a) Determinamos un punto y un vector director de cada recta.

6 =(21-2)

r:y=-1+t,;} =
P (1,—1,3)

X =1+ At, {
z7=3-2t.

.X;Z_L_Z_—?v:{vf(ﬂ,%—l)
A 20 -1

S:
Q,(2,0,3)
Para que las rectas se corten el producto mixto [uivaS P,QSJ debe ser nulo.

PQ, =(2,0,3)~(1,-13)=(110)

u =(2.1-2) a1 -2
v, =(2,24,-1) = [0V, RQ, |=|2 24 -1=-1-24+42+2=32-1
RQ,=(110) Lo

[U.V,,PQ, [=0=31-1=0=31=1= z:%

Comprobamos que para el valor encontrado los vectores directores no tienen coordenadas

proporcionales.
u_r’=(1,1,—2j 1
3 1 -2
=

Las coordenadas de los vectores directores no son proporcionales y las rectas no son
coincidentes ni paralelas.

1 . . . .
Para A= 3 los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales y el producto mixto

[ur,vs, P,QSJ es nulo. Las rectas r y s se cortan.

b) Para hallar el punto de corte de las rectas resolvemos el sistema formado por sus ecuaciones,
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X=2+1a
_ 1 2 3
x-2 'y z-3 |V, =|Z5-1 2
‘13 213 -1 33 J=shy=za
Q(2.0.3) 2=3-«
X:2+Ea
3
s:ly=2a 1 1
3 2+-a=1+=t
z1=3-« 3 3 6+ =3+t
2 6+2t=3+t
=—a=-1+t =20=-3+3t}=
. 3 o 4t=-3+3t
x:1+§t, 3—a=3-2t a=
r:y=-1+t,
Z7=3-2t.
x:1+l(—3):0
t=-3 3
:>t_ 3}: y=-1-3=-4 =P (0,-4,9)
B =3-2(-3)=9

El punto de interseccion de las dos rectas es P(0,—4,9).
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4. El test de inteligencia (CI) es una prueba de que en teoria mide la inteligencia del individuo

y da un valor que aproximadamente tiene de media 100. O sea, el nivel 100 se supone que es el nivel

de inteligencia de una persona normal. Supongamos ahora que el nivel de inteligencia de una

determinada poblacion sigue una distribucion normal de media 100 y desviacion tipica 10.

a) Calcula el porcentaje de la poblacion que se considera superdotada. Una persona se considera
superdotada si tiene un nivel de inteligencia superior a 130. (3 puntos)

b) Calcula el porcentaje de la poblacién con un nivel de inteligencia entre 90 y 110. (3 puntos)

c) Nos dicen que el 70% de la poblacién tiene un nivel de inteligencia menor que un cierto umbral.
Calcula este umbral. (4 puntos)

X = Cl resultado del test de inteligencia. X = N(100, 10)

a) Calculamos P(X >130).

P(X >130)={Tipificamos} = P(z >%j =P(Z2>3)=

Miramos en la
:1—P(Z ss): =1-0.9987 =|0.0013
tabla N(0, 1)

0

0.0 [0
0.1 | 0.538
0.2 | 0.5%3
0.3 | 0.6%79
0.4 | 0.6954
0.5 | 0.6415
0.6 | 0.7857
0.7 | 0.74R0
0.8 | 0.7481
0.9 | 0.8%59
1.0 | 0.8413
1.1 [ 0.8¢43
1.2 | 0.8§49
1.3 | 0.9¢32
1.4 | 0.0§92
1.5 | 0.0§32
1.6 | 0.9852
1.7 | 0.9954
1.8 | 0.9041
1.9 | 0.9§13
2.0 | 0.947:
2.1 | 0.9421
2.2 | 0.9461
2.3 | 0.0§93
2.4 | 0.9418
2.5 | 0.9438
2.6 | 0.9§53
2.7 | 0.965
2.8 | 0.9§7
2.9 | 0,908
([ 3.0 Jf0.9987 i
a1

Hay un 0.13 % de la poblacion que se considera superdotada.

b) Calculamos P (90 < X <110).
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<Z
10 10

P(90< X <110) = {Tipificamos} = P(90—1oo < 110—100)

=P(-1<Z <1)=P(Z<1)-P(Z<-1)=

~P(Z<1)-P(Z>1)=P(Z <1)-[1-P(z<1)]-

{Miramos en la

=0.8413-[1-0.8413] =|0.6826
tabla N(O, 1)

Un 68.26 % de la poblacion tiene un nivel de inteligencia entre 90 y 110.

c) Nos dicen que P(X <a)=0.70. Determinamos el valor de a. Al ser la probabilidad mayor de
0.5 el nivel de inteligencia debe ser mayor que la media (100).

— Miramos en la
P(X <a)=0.70= {Tipificamos} = P(Z <8 100) =07 { }

=
tabla N(O, 1)

_ a-100 _ 0.52;0.53  0.525= a-100~5.25— [a—105.25

10

0 1 2 3
0.0 | 0.5000 | 0.5040 |0 o

0.1 ] 0.5398 | 0.5438 | 0.9478 | 0.557
0.2 | 0.5793 | 0.5832 | 0.9871 | 0.500
0.3 [ 0.6179 | 0.6217 | 0.4255 | 0.62)3

0.4 | 0.6554 | 0.6591 | 0.
0.6985

05 EET o
at g g

I noe n Fo=7 | n Tom

Jlololaololol o

El 70% de la poblacion tiene un nivel de inteligencia inferior a 105.25.
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