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Introduccién
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Antonio Martinez Garcia que ha sido profesor de matematicas de educacion secundaria.
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PAU Extraordinaria 2026
@ u c L M Prueba de acceso a la Universidad
. . Curso 2025/2026
Universidad Materia: Matematicas ||

Castilla-La Mancha

INSTRUCCIONES: El estudiante deberéa resolver obligatoriamente las preguntas de la 1 a la 3, y elegir
una opcidn de las dos propuestas en la pregunta 4 y 5. Es decir, en las preguntas 4 y 5, contestarda UNA sola
de las opciones propuestas. Si resuelve mas, se corregira solo el primero de los dos apartados resueltos. Las
respuestas a los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando dichas respuestas. ya
que se valorara en estas y en los procedimientos desarrollados el rigor matematico. Su falta se podra
penalizar con hasta 1 punto en todo el examen. Solo se permite el uso de calculadores de tipo 1y 2, tal y
como se indica en la informacion de las pruebas. Cada ejercicio completo puntuara 2 puntos. Duracion de la
prueba: 90 minutos.

PARTE A (prequntas 1, 2 v 3). Conteste TODAS las preguntas de esta parte

Pregunta 1.
En un estudio sobre habitos de consumo digital, se observa que la edad de las personas suscritas a
plataformas de peliculas y series en streaming puede modelizarse mediante una distribucion normal
de media 34 afios y desviacion tipica de 6 afos.
Sea X la variable aleatoria que representa la edad, en afios, de una persona suscrita elegida al azar.
Calcula:
a) [1 punto] La probabilidad de que una persona suscrita elegida al azar tenga una edad
comprendida entre 28 y 46 afios.
b) [1 punto] La edad K tal que el 15,87% de las personas suscritas tenga una edad superior a K
afos.

Pregunta 2.
En la toma de un antibi6tico via oral, la concentracion en sangre (mg/l) tras su administracion se

. . 12 . .
puede modelizar como la funcién C(t) = Lot , donde t es el tiempo transcurrido, en horas, desde la

t?+4
toma.

a) [1 punto] Determina el momento en el que la concentracion en sangre es maxima.
b) [1 punto] La concentracion media de dicho medicamento en el intervalo de tiempo [a, b]

: o1 b - .
viene dada por la expresion H-L C(t)dt. Calcula la concentracién media entre las0 y 6

horas

Pregunta 3.
a) [1.5 puntos] Estudia el rango de la siguiente matriz, en funcion del pardmetro real a.

a a-1 a’-a
A=la 1 a
a 1 a-1
b) [0.5 puntos] ¢Para qué valores de a la matriz A tiene inversa? Justifica tu respuesta.
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PARTE B (prequntas 4 y 5)

Pregunta 4. Conteste solo UNA de las siguientes preguntas (4.1 0 4.2)

4.1. Se consideran los puntos A(1, 1, 0), B(2,0, 1), C(0,2,1) y D(a, 1, 2), con a un numero real.
a) [0,75 puntos] Determina la ecuacion del plano que pasa por los puntos A, B 'y C.
b) [1,25 puntos] Determina los valores reales del parametro a, para que el tetraedro formado por
los cuatro puntos del enunciado tenga volumen 3 unidades cubicas.

4.2. Sean los puntos del espacio A(1,2,-1), B(3,6,1) y C(m,m,m-2), donde m es un nimero real.
a) [0,75 puntos] Determina el valor de m para que los puntos A, B y C estén alineados.
b) [1,25 punto] Para el valor de m obtenido en el apartado anterior, determina la distancia del
punto P(2,0,1) a la recta que forman A, By C.

Pregunta 5. Conteste solo UNA de las siguientes preguntas (5.1 0 5.2)

5.1. Dada la funcion f (x)=x’+ax’+bx+c

a) [1 punto] Halla, razonadamente, los coeficientes a, b y ¢ sabiendo que la funcion tiene un
extremo relativo en el punto de coordenadas (1,4) y que la recta tangente en el punto de abscisa
X =3 es paralela a la recta de ecuacion y =2x-1

b) [1 punto] Para los valores de los coeficientes obtenidos en el apartado anterior, determina la
ecuacion de la recta normal a f(x) en x=0.

5.2. Resuelve los siguientes apartados
a) [1,25 puntos] Calcula razonadamente el area del recinto limitado por las graficas de las

funciones f(x):g y 9(x)=—x+4.

e* —senx—1

2

b) [0,75 puntos] Calcula razonadamente el siguiente limite Iing
X—> X

0 001 002 003 004 005 006 007 008 009
0| 0,5000 0,5040 0,5080 05120 0,5160 0,5199 05239 05279 05319 05359
0,1]0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5506 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2/0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3/0,6179 06217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 06406 06443 0,6480 0,6517
0,4|0,6554 06591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 06772 0,6808 0,6844 0,6879

0,5/0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 07157 0,7190 0,7224
0,6(0,7257 0,7201 0,7324 07357 0,7380 0,7422 0,7454 07486 07517 0,7549
0,7/0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 07794 0,7823 0,7852
0,8/0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9/0,8150 0,8186 0,8212 0.8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 08554 0,8577 0,8509 0,8621
0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
0,0032 0,9049 0,9066 0,082 0,0099 0,9115 0,9131 0,9147 0,9162 09177
0,9192 09207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
0,9332 09345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 09406 09418 0,9429 0,9441
0,0452 00463 0,0474 0,0484 0,0495 0,9505 0,9515 0,9525 0,0535 0,0545
0,0554 09564 0,573 0,582 0,0501 0,9509 0,9608 0,9616 0,625 0,0633
0,9641 09649 0,9656 0,9664 09671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
0,0713 09719 0,9726 0,9732 0,0738 0,9744 0,9750 0,0756 0,9761 0,0767

0,9772 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 09817
0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 09857
0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 09916
0,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936

0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952

N I W A U G Y

BN =2MN OOSNNOO AWN = =

[ ]

»
[=4]
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SOLUCIONES

Pregunta 1.

En un estudio sobre habitos de consumo digital, se observa que la edad de las personas suscritas a

plataformas de peliculas y series en streaming puede modelizarse mediante una distribucion normal

de media 34 afios y desviacion tipica de 6 afios.

Sea X la variable aleatoria que representa la edad, en afios, de una persona suscrita elegida al azar.

Calcula:

a) [1 punto] La probabilidad de que una persona suscrita elegida al azar tenga una edad comprendida
entre 28 y 46 afios.

b) [1 punto] La edad K tal que el 15,87% de las personas suscritas tenga una edad superior a K afios.

a) Nos dicen que X = N(34, 6). Debemos calcular P(28< X <46).

(=]

Tipificamos 0[0;

28-34 46 -34 0,1/0,5498

P(28SXS46): Z:LQ,A, :P( 5 <Z< 5 j: gggg 3
0.5 U:B

o
-]

oo
-]

= QU

]
o
o
=Y
w
IO oo oo odD D000 D oo

Miramos en la
— { } =0.9772-1+0.8413=|0.8185 20772

tabla N(O, 1)

b) Debemos hallar K tal que P(X > K)=0.1587.

Tipificamos
P(X >K)=0.1587 = P(X <K)=1-0.1587 = 0.8413= 7 X—-34 1=
6

K-34 Miramos en la K-34
=>P|Z< =0.8413= = — """ 1=5K-=-34=6=|K =40
( 6 j {tabla N(O, 1) } 6

La edad que supera el 15,87% de las personas suscritas es de 40 afos.
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Pregunta 2.
En la toma de un antibiotico via oral, la concentracion en sangre (mg/l) tras su administracion se
. L 12t . .
puede modelizar como la funcién C(t)= e donde t es el tiempo transcurrido, en horas, desde la
+

toma.
a) [1 punto] Determina el momento en el que la concentracidn en sangre es maxima.
b) [1 punto] La concentracion media de dicho medicamento en el intervalo de tiempo [a, b] viene

- b . .
dada por la expresion 1 C(t)dt. Calcula la concentracién media entre las 0 y 6 horas

b—a ‘2
, > 12t
a) Buscamos cuando se anula la derivada de la funcién C(t)= T4
+
(=12 _c (t):12(t2+4)—2t-12t |12t +48-24% _ 48-12t°
t*+4 (t2 +4)2 (t2 +4)2 (t2 +4)2
2
C'(t):O:%:O:%—thz:O:>4—t2:0:t2:4:> t=+J4 =12
t°+4

Solo tiene sentido en el contexto del problema el valor positivo de t. La funcidn tiene un punto
critico en t=2. Analizamos el signo de la derivada antes y después de este valor.

— . 2
e Enelintervalo [0,2) tomamos t =1y la derivada vale C"(1) = w -3, 0.La
(22+4) 64
funcion crece en [0,2).
_48-12.3° 60

<0.

e Enelintervalo (2,+%) tomamos t =3y la derivada vale C’(3) =
(3 ray 169

La funcién decrece en (2,+x).

La derivada se anula para t=2 y la funcion crece antes y decrece después de este valor. La

L L. . 12.2
funcidn tiene un méaximo relativo en t = 2. Para este valor C (2) o 3.
+
La concentracion en sangre es maxima transcurridas 2 horas. Esta concentracion méaxima es de 3

mg/l.

b) Hallamos la concentracién media entre las 0 y 6 horas.

1 (s v S e S P
a.joc(t)dt_gjo t2+4dt_6jo t2+4dt__[ln(t +4)]0_

=In(62+4)—In(02+4):In40—|n4:In4—O: In10 = 2.3
4

La concentracion media de dicho medicamento entre las 0 y 6 horas es de 2.3 mg/I.
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Pregunta 3.
a) [1.5 puntos] Estudia el rango de la siguiente matriz, en funcion del pardmetro real a.

a a-1 a’-a
A=la 1 a
a 1 a-1
b) [0.5 puntos] ¢Para qué valores de a la matriz A tiene inversa? Justifica tu respuesta.

a) Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

Fila32—Fila2?
a a-1 a’-a a a-1 a’-a
a 1 a-1
|Al=la 1 a |= =la 1 a |=
Y T e B PO
a 0 0 -1
Fila22—Filal? )
a a-1 a’-a
a 1

a
=14 _asl _aeg [0 2-2 -a’+2a|=a1(2-a)-(-1)=-a(2-a)
0 -1

0 2-a -a*+2a

El determinante de A se anula para a=0y a=2.
Analizamos tres casos por separado.

CASO1.Sia#0y a=2.
En este caso el determinante de A es distinto de cero y el rango de A es 3.

CASO 2. a=0
En este caso el determinante de A es cero. El rango de A es menor de 3.
0 -1 0
La matriz queda A={0 1 O |. Si consideramos el menor de orden 2 que queda al quitar la
0 1 -1

1 0
primera fila y la primera columna - ‘1 ]J =-1+#0. El rango de A es 2.

CASO 3. a=2
En este caso el determinante de A es cero. El rango de A es menor de 3.
2 1 2
La matriz queda A=|2 1 2 |. Observamos que las filas primera y segunda son iguales. Si
2 11
consideramos el menor de orden 2 que queda de quitar la primera fila y la primera columna ->
1 2

A 1‘=1—2=—1;«r&0. El rango de A es 2.

Resumiendo;: Si a0y a=2elrangode Aes3ysi a=00 a=2 el rango de A es 2.

b) La matriz A tiene inversa cuando su determinante es distinto de cero. Por lo visto en el apartado
anterior podemos afirmar que la matriz A tiene inversa para cualquier valor real distinto de 0 y de
2.
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4.1. Se consideran los puntos A(1, 1, 0), B(2,0, 1), C(0,2,1) y D(a, 1, 2), con a un namero real.

a) [0,75 puntos] Determina la ecuacién del plano que pasa por los puntos A, By C.

b) [1,25 puntos] Determina los valores reales del parametro a, para que el tetraedro formado por los
cuatro puntos del enunciado tenga volumen 3 unidades cubicas.

a) Hallamos la ecuacion del plano m que contiene los puntos A, By C.

AL 1 0)ez] AL 1L 0)ex
B(2,0,1)ex =u=AB=(20,1)-(} 1 0)=(L-11)} =

C(0.21)ex AC=(0,21)-(L 1 0)=(-111)
x-1 y-1 z

>z 1 -1 1=0=-x+1-y+1+2<7 —-y+1-x+1=0=
-1 1 1

= -2X-2y+4=0=|7:x+y—-2=0|

La ecuacion del plano w que contiene los puntos A, By C es 7:x+y—-2=0.

b) El volumen del tetraedro ABCD es la sexta parte del valor absoluto del producto mixto

| AB,AC,AD |.
A(11,0) AB=(2,0,1)-(L 1, 0)=(L-11) L 1
5(272’? = AC =(0,2,1)—(L 1, 0)=(-111) :[E,E,ﬁ]: 101 1=
D((a’l’Z)) AD=(a12)-(1 1 0)=(a-102) a-1 0 2

=2-a+l1+0-a+1-2-0=-2a+2

|2-2a] [1-4
El volumen del tetraedro ABCD es = 3
Averiguamos el valor de a para que este volumen sea de 3 unidades cubicas.
1-a 1-a=9-
L —=3=-a/=9=
1-a=-9

Se cumple lo pedido para a=-8 y para a=10.
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4.2. Sean los puntos del espacio A(1,2,-1), B(3,6,1) y C(m,m,m-2), donde m es un namero real.

a) [0,75 puntos] Determina el valor de m para que los puntos A, B y C estén alineados.

b) [1,25 punto] Para el valor de m obtenido en el apartado anterior, determina la distancia del punto
P(2,0,1) a la recta que forman A, By C.

a) Hallamos la recta r que contiene los puntos Ay B.

A(L2,-1)e r} _ AB=(3,6,1)-(12,-1)=(2,4 2)} _

B(3,6,1)el’ A(l, 2,—l)er
= 2 =>r:qy=2+24; A1eR
A(l, 2,—l)er z=-1+1

Para que los puntos A, B y C estén alineados el punto C debe pertenecer a la recta r.

X=1+A1 1s2 Lia
riiy=2+24 m==* m==*
={M=2+214 = mM=2+21=
z=-1+41

m-2=-1+4 m=1+A4
C(mmm-2)er

:>1+/1:2+22.:>—1:2.:>

Para m=0 los puntos A, B y C estan alineados.

Xx=1+4
b) Para m=0 la recta que contiene los puntos A, ByCes r:<y=2+21; 1eR.
z=-1+41

Hallamos el plano T perpendicular a la recta r que contiene el punto P. Este plano tiene como
vector normal el vector director de la recta.

ir

o

'

:\Tr:(l,z,l)} TiX+2y+z+D=0

" = =2+2-0+1+D=0=
P(2,01)ex P(2,01)ex

=D=-3=|7:x+2y+2-3=0|
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Hallamos el punto Q de corte de la recta r y el plano .

T X+2y+2-3=0
Xx=1+4
:>1+l+2(2+2/1)—1+ﬂ—3:0:>1+l+4+4l—l+/1—3:O:
r.ay=2+24

z=-1+1

6 6
—6141=0261=-1m4=2=]y=2-2-20 _|o(210 =7
6 6 6 6'6'6
z:—1—1=_—7
6 6

La distancia del punto P a la recta r es el médulo del vector PQ.

of227)
666 :P—Q=(g,%%j—(2,o,1)=(%7,%%3j
P(2,0,1)

o A E L

La distancia del punto P a la recta r tiene un valor de ‘3;318

= 2.97 unidades de longitud.
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5.1. Dada la funcion f (x)=x’+ax’+bx+c

a) [1 punto] Halla, razonadamente, los coeficientes a, b y c sabiendo que la funcion tiene un extremo
relativo en el punto de coordenadas (1,4) y que la recta tangente en el punto de abscisa x=3 es
paralela a la recta de ecuacion y =2x-1

b) [1 punto] Para los valores de los coeficientes obtenidos en el apartado anterior, determina la
ecuacion de la recta normal a f(x) en x=0.

a) La funcidn tiene un extremo relativo en el punto de coordenadas (1,4), lo que implica que
f(1)=4y f'(1)=0.

f(x)=x>+ax* +bx+c , ,
=4=I"+a1°+b-l+c=>a+b+c=3

f(1)=4

f7(x)=3x"+2ax+b

) =0=31"+2a-1+b=2a+b=-3
£/(1)=0

Si la recta tangente en el punto de abscisa X =3 es paralela a la recta de ecuacion y =2x-1
entonces las dos rectas tienen la misma pendiente. La pendiente de larecta y=2x—-1esm=2y

la pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x=3 vale f (3) :

f(x)=3x*+2ax+b

=2=3-3+2a-3+b=6a+b=-25
£°(3)=2

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.
a+b+c=3 a+b+c=3
a-3-2a+c=3

-a+c=6
2a+b=-3 }=>b=-3-2a ;> = =

6a—3—-2a=-25 4a=-22
6a+b=-25 6a+b=-25

c=6+a c:6—1—1:1
2 2
Tla=2 = 11 —6+22
4 2 b=-—3-2—=-2F%¢_g
2 2

Los valores buscados son a = _711 ,b=8yc= %

b) Para a=_711, b=8y c:% la funcién queda f (x)= x3—131x2+8x+%. Hallamos la ecuacion

de la recta normal a f(x) en x=0.

f(0)=0°-=-0° +8-0+%:

N |-
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f(x)=x° —1—21x2 +8x+%:> f’(x)=3x*-11x+8= f’(0)=3-0-11-0+8=8

1
2
=8 :>y—l—_—1x:> y—_—1x+1
2 8 2
y-f(0) (x-0)
. L, -1 1
La recta normal a f(x) en x=0 tiene ecuacion y=§x+§.
: fx)=x —gx +8x+=
Hﬁgl\l
© 8 2
--._____—--_.
-x .
" e —
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5.2. Resuelve los siguientes apartados
a) [1,25 puntos] Calcula razonadamente el area del recinto limitado por las graficas de las funciones

f(x):gy g(x)=—x+4.

e’ —senx—1

b) [0,75 puntos] Calcula razonadamente el siguiente limite lim >

x—0 X

a) Hallamos los puntos de corte de las graficas de las dos funciones.

f(x):g(x):>§=—x+4:>3:—x2+4x:> X’ —4x+3=0=
X

El area del recinto limitado por las gréficas de las funciones f (x)= 3 y 9(x)=-x+4 esel valor
X

absoluto de laintegral definida de 1 a 3 de la diferencia de las dos funciones. Como f (2) = g =15

y 9(2)=-2+4=2 tenemos que g(x)> f(x) en el intervalo (1, 3). Tomaremos la diferencia

g(x)— f(x) para que la integral definida tenga valor positivo.

—x+4—§dx=[i+4x—3ln|x@ =
X 2

1

3

Area:fg(x)— f (x)dx=f

1

2 2
:{i+4-3—3In|3|}{i+4-1—3ln|1|}=
2 2

:_79+12—3In3+%—4: 4-3In3=0.7 u?

El area del recinto limitado por las graficas de las funciones f (x) = 3 y g (x) =—X+4 tiene un
X

valor de 4—3In3=0.7 unidades cuadradas.
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+y ‘
5

g(x)=—x+4

b) Calculamos el limite pedido.

. e*—senx—1 e’—sen0-1 1-0-1 O

x—0 X2 02

=lim

e*—cosx e’°-cos0 1-1_0

x—0 2X 2-0 0

e*+senx e’+sen0 1+0 |1

0

= Indeterminacion (L "Hopital) =

5" Indeterminacion (L"Hopital) =

=lim -
x>0 2 2 2 2
2.5
2. /
) T —seny—1
| fl-"]:? s;m /
1 //
..--—-l-"'-'—__2 1

14 de 280

www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Ordinaria 2026 Matemdticas Il en Castilla la Mancha

PAU Ordinaria 2026
)
f';"l u c L M Prueba de acceso a la Universidad

Universidad Curso 2025/2026
Castilla-La Mancha Materia;: Matematicas Il

INSTRUCCIONES: El estudiante debera resolver obligatoriamente las preguntas 1 a 3, y elegir una
opcidn de las dos propuestas en la pregunta 4 y 5. Es decir, en las preguntas 4 y 5, contestara UNA sola de
las opciones propuestas. Si resuelve mas, se corregird solo el primero de los dos apartados resueltos. Las
respuestas a los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando dichas respuestas. ya
que se valorara en estas y en los procedimientos desarrollados el rigor matematico. Su falta se podra
penalizar con hasta 1 punto en todo el examen. Solo se permite el uso de calculadores de tipo 1y 2, tal y
como se indica en la informacion de las pruebas. Cada ejercicio completo puntuara 2 puntos. Duracion de la
prueba: 90 minutos.

PARTE A (prequntas 1, 2 v 3). Conteste TODAS las preguntas de esta parte

Pregunta 1.
Durante la mision Dulcinea, el equipo de control clasifica las alertas técnicas detectadas a bordo en
tres sistemas: sistema de navegacion, que genera el 50% de las alertas, el sistema de comunicaciones,
que genera el 30% de las alertas y el sistema de soporte vital, que genera el 20% de las alertas.
Ademas, se sabe que el 4% de las alertas de navegacion, el 6% de las de comunicaciones y el 10%
de las alertas de soporte vital, son criticas. Si se elige una alerta al azar.

a) [1 punto] Calcula la probabilidad de que la alerta sea critica.

b) [1 punto] Sabiendo que la alerta no es critica, calcula la probabilidad de que proceda del

soporte vital.

Pregunta 2.
Durante una campafia de promocion de productos de Castilla-La Mancha, una empresa dedicada a la
venta de azafran estima que el beneficio diario obtenido, expresado en cientos de euros, viene dado
por la funcién:
B(x)=80x-e%
Donde x representa el namero de dias transcurridos desde el inicio de la campafia
a) [1,25 puntos] Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcion B(x) y determina el dia en
que el beneficio diario es maximo
b) [0,75 puntos] A largo plazo, ¢stiende el beneficio diario a estabilizarse en algin valor? En caso
afirmativo determina dicho valor e interprételo en el contexto del problema.

Pregunta 3.
a) [1 punto] Determina los valores de a y b para que las matrices Ay B cumplan que A-B=I, donde
I es la matriz identidad de orden 3.

1 al 3 -1 -1
A=|1 2 1|, B=(-1 1 0
110D -1 0 1

10
X+Y =
e 3

b) [1 punto] Resuelve razonadamente el siguiente sistema de ecuaciones 41
2X +3Y =
79
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PARTE B (preqguntas 4 y 5)

PARTE B (preguntas 4 y 5)
Pregunta 4. Conteste solo UNA de las siguientes preguntas (4.1 0 4.2)

4.1. Dados los vectores u = (L,-1,a), v=(2,a,1) y w=(-11-1), se pide:

a) [0,75 puntos] Halla los valores reales de a para que los tres vectores sean coplanarios. Justifica
tu respuesta.

b) [1,25 puntos] Halla los valores reales de a para que el volumen del paralelepipedo formado por
los vectores del enunciado sea 10 u®.

4.2. [2 puntos] En un parque publico, se esta instalando un sistema de vigilancia mediante sensores
de movimiento a ambos lados de un muro recto. Dicho muro esta representado por el plano de
ecuacion:
T=X+y+2-6=0

Uno de los sensores esta situado en el punto de coordenadas P(1,2,6) y se desea instalar un segundo
sensor en el punto P’, simétrico del anterior respecto del plano .

a) [1,25 puntos] Determina razonadamente las coordenadas del punto de instalacion del segundo

sensor, P’.
b) [0,75 puntos] Calcula la distancia entre los dos sensores.

Pregunta 5. Conteste solo UNA de las siguientes preguntas (5.1 0 5.2)
5.1.

x| 2X -3
b) [1 punto] Calcula justificadamente la siguiente integral: jex -senxdx

a) [1 punto] Calcula justificadamente el siguiente limite: Iim(szrlj

-1
5.2. [2 puntos] Sea la funcion f (x) =< x-1 STX <1, donde a y b son nimeros reales. Determina

ax+b six>1
los valores de a y b para que la funcidn sea continua y derivable en x=1

16 de 280 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Ordinaria 2026 Matemdticas Il en Castilla la Mancha

SOLUCIONES

Pregunta 1.

Durante la mision Dulcinea, el equipo de control clasifica las alertas técnicas detectadas a bordo en

tres sistemas: sistema de navegacion, que genera el 50% de las alertas, el sistema de comunicaciones,

que genera el 30% de las alertas y el sistema de soporte vital, que genera el 20% de las alertas.

Ademas, se sabe que el 4% de las alertas de navegacion, el 6% de las de comunicaciones y el 10%

de las alertas de soporte vital, son criticas. Si se elige una alerta al azar.

a) [1 punto] Calcula la probabilidad de que la alerta sea critica.

b) [1 punto] Sabiendo que la alerta no es critica, calcula la probabilidad de que proceda del soporte
vital.

Llamamos N al suceso “recibir alerta del sistema de navegacion”, Co a “recibir alerta del sistema de
comunicaciones”, S a “recibir alerta del sistema de soporte vital” y Cr a “la alerta es critica”. Realizamos
un diagrama de arbol.

Alerta critica

Alerta de P(Cr/N)=0.04

navegacion
P(N) =0.50 Alerta no critica
P(Cr¢/N)=0.96

Alerta critica
Alerta de P(Cr/Co)=0.06
Mision Dulcinea comunicaciones

P(Co)=0.30 Alerta no critica

P(Cr¢/Co)=0.94

Alerta critica
P(Cr/S)=0.10

Alerta de soporte
vital

P(S)=0.20

Alerta no critica
P(Cr¢/S)=0.90

AN NVAN

a) Debemos calcular P(Cr) . Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(Cr)=P(N)P(Cr/N)+P(Co)P(Cr/Co)+P(s)P(Cr/s)=

=0.5-0.04+0.3-0.06+0.2-0.10 =|0.058

b) Debemos calcular P (S /Cr¢ ) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(SnCr®) P(S)P(Cr°/s) 0209 [30

P(Crc) - P(Cre) ©1-0.058 |157 =0.1911

P(S/CrC)z
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Pregunta 2.
Durante una campafia de promocion de productos de Castilla-La Mancha, una empresa dedicada a la
venta de azafran estima que el beneficio diario obtenido, expresado en cientos de euros, viene dado
por la funcién:

B(x)=80x-e"**

Donde x representa el namero de dias transcurridos desde el inicio de la campafa

a) [1,25 puntos] Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcion B(x) y determina el dia en
que el beneficio diario es maximo

b) [0,75 puntos] A largo plazo, ¢tiende el beneficio diario a estabilizarse en algin valor? En caso
afirmativo determina dicho valor e interprételo en el contexto del problema.

a) Buscamos cuando se anula la derivada de la funcion B(x) =80x-e %%,

B(x)=80x-e* = B"(x)=80e "> +80x(-0.5)e *>* =80(1-0.5x ) e ***

B’(x)=0=80(1-05x)e*™ =0=1-0.5x=0=0.5x=1=

La funcion B(x) tiene un punto critico en x=2. Analizamos el signo de la derivada segunda para
este valor.

B(x)=80(1-0.5x)e*** = B”(x) =80(~0.5)e°* +80(1-0.5x)(-0.5)e** =
—80(-0.5)e *%* +80(-0.5+0.25x)e °* = B”'(x) =80(~1+0.25x)e °% =

= B”(2)=80(~1+0.25-2)e*° =80(-0.5)e " = %‘0 <0

Como la derivada primera se anula y la derivada segunda es negativa la funcion B(x) tiene un
maximo relativo en x=2.
El maximo beneficio se obtiene en el segundo dia.

La funcion crece en [0,2) y decrece en (2,+).

b) Calculamos el limite de la funcion cuando el tiempo tiende a infinito.

lim B(x)= lim 80x-e™* = lim 8(?;( = 2 — Indeterminacion (L Hopital) =
o0

X—>+0 X—>+0 X—>+0 e :

. 80 80
—lim——_=Z_¢
x—>+0 (). 5. o0

El beneficio tiende a ser 0 con el paso de los dias.
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Pregunta 3.
a) [1 punto] Determina los valores de a 'y b para que las matrices Ay B cumplan que A-B=l, donde
I es la matriz identidad de orden 3.

1 al 3 -1 -1
A=l1 2 1|, B=|-1 1 O
11 b -1 0 1
10
X+Y = 5 3
b) [1 punto] Resuelve razonadamente el siguiente sistema de ecuaciones 41
2X +3Y =
79
a) Resolvemos la ecuacién matricial A-B=I.
1 a 1)3 -1 -1 1 00
AB=1=|1 2 1|-1 1 0(=/0 1 0=
11 b)l-1 0 1 0 01
3—-a-1 -1+a+0 -1+0+1 1 00
=|(3-2-1 -1+2+0 -1+0+1|=|0 1 O0|=
3-1-b -1+1+0 -1+0+b 0 01
2-a=1-]a=1]
2-a a-1 0) (1 0 0 ~a=1
a-1=0—-a=1
= 0 1 0 [=|0 1 0=
2-b=0->b=2
2-b 0 b-1 0 01

b-1=1-b=2]

Los valores buscados son a=1y b=2.

b) Resolvemos el sistema matricial.

10 10 -2 0
X+Y = —2X -2Y =-2- —2X -2Y =
2 3 2 3 -4 —6

= =
4 1 4 1 1
2X +3Y = 2X +3Y = 2X +3Y =
7 9 7 9 9
2 1
Y = =
3 3
2 1 10 1 0 2 1 -1 -1
= X+ = =X = — =X =
3 3 2 3 2 3 3 3 -1 0

., ) -1 -1 2 1
La solucion del sistemaes X = eY= )
-1 0 3 3

~N B
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4.1. Dados los vectores u = (L,-1a), v=(2,a1) y w=(-11-1), se pide:

a) [0,75 puntos] Halla los valores reales de a para que los tres vectores sean coplanarios. Justifica tu
respuesta.

b) [1,25 puntos] Halla los valores reales de a para que el volumen del paralelepipedo formado por
los vectores del enunciado sea 10 u3.

a) Para que los tres vectores sean coplanarios su producto mixto debe valer 0.

l]:(l,—l,a)
v=(2,a1) 1 -1 a
— =2 a 1l|=0=-a+l+2a+a’-2-1=0=>
w=(-11-1)
L -1 1 41
[u,v,w]=0
-1+3 1—a
1+ 1P -41(-2) -1+ Tle=
—a’+a-2=0=a= ( ): 13 _| 2
21 2 -1-3
T:—Zza

Los tres vectores son coplanarios para a=—-2 y para a=1.

b) Para que el volumen del paralelepipedo valga 10 u® el producto mixto de los tres vectores debe

valer 10 0 -10.
u=(,-1a)
v=(2,a,1) 1 -1 a
- =2 a 1|=10=>-a+l+2a+a’-2-1=10=
w=(-11-1)
R -1 1 -1
[u,v,w]:lo
-1+7 3_a
1+ 1P -41-(-12) _1+ ~==
=a’+a-12=0=a= ( )= 1x7_) 2
21 2 |-1-7
= " =[-4=a
2
u=(L-1a)
v=(2,a1) 1 -1 a
~ =2 a 1l|=-10=-a+l1+2a+a*-2-1=-10=
W:(—l,l,—l)
L -1 1 4]
[u,v,w]z—lo

—a’+a+8=0=a=

—11«/12—4-1-8 - +\/— )
= 1_2 31:iNoeX|5te!

21

El volumen del paralelepipedo definido por los tres vectores vale 10 para a=—4 y para a=3.
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4.2. [2 puntos] En un parque publico, se esta instalando un sistema de vigilancia mediante sensores
de movimiento a ambos lados de un muro recto. Dicho muro esta representado por el plano de
ecuacion:

T=X+y+2-6=0
Uno de los sensores esta situado en el punto de coordenadas P(1,2,6) y se desea instalar un segundo
sensor en el punto P’, simétrico del anterior respecto del plano 7.
a) [1,25 puntos] Determina razonadamente las coordenadas del punto de instalacion del segundo

sensor, P’.

b) [0,75 puntos] Calcula la distancia entre los dos sensores.

a) Hallamos la recta r perpendicular al plano que pasa por el punto P. Esta recta tiene como vector
director el vector normal del plano.

;:h

r
—
1

7Z'EX+y+Z—6=0:>ﬁ=(1,1,1)

— - x=1+41
v, =n=(111)

=>ri<y=2+1;4eR
P(L26)er

Z1=6+A1

Hallamos el punto M de corte de la recta r y el plano .

T=X+y+2-6=0

Xx=1+1
1444241+ +A-B =0=
ray=2+4
Z2=6+41
x=1-1=0
=>31+3=0=21=-1= y=2—1=1:>M(QL5)
z=6-1=5

El punto P” lo podemos obtener sumando al punto M el vector PM .

P(12,6)

M (0’1,5)} = PM =(0,1,5)-(1,2,6) =(-1,-1,-1)
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P'=M +PM =(0,1,5)+(-1,-1,-1)=(-10,4)
Debemos colocar el segundo sensor en el punto de coordenadas P’(—1,0,4) :

b) Calculamos la distancia entre los puntos P y P como el modulo del vector que los une.

P'(-1,0,4)

P(12,6) } =PP'=(-1,0,4)-(12,6)=(-2,-2,-2)

d(P,P") =[PP =[(-2)" +(-2) +(-2)' =12 =2\Bu

La distancia entre los sensores es de 2J§ unidades de longitud.
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5.1.

a) [1 punto] Calcula justificadamente el siguiente limite: Iim(sx“gj
X—>0 X_

b) [1 punto] Calcula justificadamente la siguiente integral: jex -senxdx

a) Calculamos el valor del limite pedido.

i (2x+1jX

lim =...

x>0\ 2X—3

lim 2L jim 2 2 lim1=1 lim x = oo
X—>00 2X _ 3 X—>00 2X X—>00 X—>00

X—0

...=1” = Indeter minacion(numeroe) = Iim[1+ §X+; —1) =

Cim[14 21 2XH3Y e A ) gimle | -
2x—-3 x>0 2x—-3

X—>0 2X—-3 X—>00
4
4x
2x-3 4 2x-3  4x 2x-3 \2x_3
4 23 4 2x-3 4
. 1 . 1 . 1
=lim 1+ 53 =lim 1+ 3 =lim 53 -
4 4 4

lim

4x im3X i
— ex~m2X—3 — ex»mZX = =

b) Calculamos la integral pedida usando integracion por partes.

U = senx — du = cos xdx
X X X
je -senxdx = dv=exdx—>v=fexdx:ex =e -senx—_[e -cos xdx =...

U =cos X = du = —senxdx

'fex-cos Xdx = :ex-cosx—jex(—senx)dx:
dv=e’dx o> v= J.exdx =e*

=e”*-coS X+ jex -senxadx

=g -senx—[eX -cosx+J'eX -senxdx} =e".senx —e* -cosx—_[eX -senxdx
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Con la igualdad obtenida despejamos Ie* -senxdx y obtenemos su expresion.

J'eX -senxdx = e* -senx —e* -cos x —jex -senxdx = 2J'eX -senxdx =e*-senx —e*-cos x =

= jex -senxdx = 5

e"-senx—e*-cosx _|e

X

—(senx—cosx)+ K
- ( )
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-1
5.2. [2 puntos] Sea la funcion f (x) =< x-1 STX <1, donde a y b son numeros reales. Determina
ax+b six>1

los valores de a y b para que la funcion sea continua y derivable en x=1

Para que la funcion sea continua en X =1 deben coincidir el valor de la funcion con el valor de los
limites laterales.

f(l)=a-l+b=a+b
IirI] f(x)= Iirpax+b:a+b
2 (x~TJ (x+1) =a+b=2=[b=2-4

lim  (x)= lim X-—% = lim —limx+1=2

x—1 ( ) x> X—=1 xo1 },/1 x—1

lim f (x)=1lim f (x)=f(1)

x—1" x—1"

La funcion es derivable en R—{1} siendo su derivada

2-(x=1)-1( -1) _2x(x-1)~(x-1(x+1) _2x=(x+1) _x-1_, .
f(x)= (x-1)° (x-1)° x-1  x-1
a si x>1

Para que sea derivable en x =1 deben coincidir las derivadas laterales.

(1) =lim f"(x)=lim1=1

x—1" x—1"
f/(1)=lim f'(x)=lima=a};=[a=1|
x—1* x—1*

fr(1r)=f(1)

Para a=1 tenemos que b=2-1=1.
Para a=b=1 la funcion es continua y derivable en x=1.
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PAU Extraordinaria 2025
Prueba de Acceso a la Universidad
Curso 2024/2025

Materia: MATEMATICAS II

CAMPUS D EXCELENCLIA INTERMACHONAL

Instrucciones: El estudiante debera resolver los cuatro ejercicios propuestos. En los ejercicios 2, 3
y 4 deberéa contestar solamente a UNO de los dos apartados propuestos. Si resuelve mas, se corregira
solo el primero de los dos apartados resueltos. Los ejercicios deben redactarse con claridad,
detalladamente y razonando las respuestas. Solo se permite el uso de calculadores de tipo 1y 2 (tal y
como se indica en la informacion de las pruebas). Cada ejercicio completo puntuara 2,5 puntos.
Duracién de la prueba: 90 minutos.

EJERCICIO 1. (2,5 PUNTOS) Para guardar el material escolar, se quiere construir una caja (sin
tapa) a partir de una plancha de carton de 48 cm de largo por 30 cm de ancho, a la que se le ha
recortado un cuadrado de lado x en cada una de sus esquinas (véase el dibujo).

X

X L “

7 7!

- 4B o ———

a) [0,75 puntos] Determina el volumen de la caja.

b) [1 punto] Determina las dimensiones de la caja si se quiere que contenga el mayor volumen
posible.

c) [0,75 puntos] Para poder trasportar la caja comodamente, se van a realizar dos aberturas. El

area de cada una de ellas esta encerrada por las curvas f (t)=t*—4t y g(t)=2t—5. Calcula
el area de una de las aberturas.

EJERCICIO 2. (2,5 PUNTOS) Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes:

Apartado a) Para las fiestas del Corpus Christi que se celebran en Toledo, se instalan toldos en las
calles por las que transcurre la procesion. En una de ellas, los operarios colocan los siguientes
puntos de apoyo: A(0,1,-2), B(1,2,0), €(0,0,1) y D(1,0,m), con meR.

a.1) [1 punto] Calcula el valor de m para que los cuatro puntos sean coplanarios.
a.2) [0,75 puntos] Determina la ecuacion del plano  que contiene al toldo.
a.3) [0,75 puntos] Si los adornos florales deben estar como minimo a 1 metro de distancia del

toldo y se ha colocado un adorno de flores en el punto P(1,2,3), ¢estara correctamente
ubicado?

Apartado b) Resuelve los problemas siguientes:
b.1) [1 punto] Calcula la ecuacion del plano ' que pasa por C(l,l, —2) , s paralelo a la recta r

que pasa por los puntos A(1,0,3) y B(0,4,—1) y perpendicular al plano 7 =-x+y+2z=1.
b.2) [1,5 puntos] Determina los valores reales de meR, para que los puntos A(—l, 2,3),
B(-10,-1), C(2,-11) y D(2,3,m), formen un tetraedro de volumen 8 unidades ctbicas.
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EJERCICIO 3. (2,5 PUNTOS) Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes.

X+y—-z=2
Apartado a) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales < 4x+2y=a
ax+y+z=1

a.1) [1,5 puntos] Discute la resolucion del sistema segun los valores que pueda tomar el pardmetro
aeR eindica el nimero de soluciones en cada caso.
a.2) [1 punto] Para a =0, resuelve el sistema de ecuaciones, de forma razonada.

1 3
1 2 a
Apartado b) Dadas las matrices Az[l 1 j yB=la 0], conaeR.
0 2
b.1) [1,25 puntos] Calcula los valores del parametro a para que A-B sea invertible. Justifica tu

respuesta.
b.2) [1,25 puntos] Calcula la inversa de A-B en funcién de a.

EJERCICIO 4. (2,5 PUNTOS) Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes:

Apartado a) En la entrada del instituto hay tres fotocopiadoras A, B y C cuyos porcentajes de fallos
son 3%, 5% y 4%, respectivamente. Un estudiante entra en el instituto y, como las tres
fotocopiadoras estan libres, elige una al azar.

a.1) [1 punto] ¢Cual es la probabilidad de que fotocopie sin fallos?
a.2) [1,5 puntos] Si al fotocopiar observa que una pagina es defectuosa, ¢qué probabilidad hay de
que se haya utilizado la fotocopiadora B?

Apartado b) Una inspectora de sanidad sabe que el 5% de los restaurantes no pasara una inspeccion.
Si elige 8 restaurantes al azar, calcula:
b.1) [0,75 puntos] Probabilidad de que tres restaurantes no pasen la inspeccion.
b.2) [0,75 puntos] Probabilidad de que todos los restaurantes pasen la inspeccion.
b.3) [1 punto] Probabilidad de que al menos dos restaurantes pasen la inspeccion.

p

n K 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

8 0 06634 04305 02725 041678 01001 0056 00319 00168 00034 00039

1 02793 03826 03847 023355 02670 041977 01373 00896 00548 00313

2 00515 01488 02376 02936 03115 0295 02587 02090 01569 0.1094

3 0.0054 00331 00839 01468 02076 02541 02786 02787 03258 02188

4 00004 00046 00185 00459 00885 01361 01875 02322 02627 027HM4

5 0.0000 00004 00026 00092 00231 00467 00808 01239 04719 02188

6 0.0000 00000 00002 0001 00038 00100 00217 0043 00702 01094

7 0.0000 00000 00000 00001 00004 00012 00033 00079 00184 0033

8 0.0000 00000 00000 00000 00000 000 00002 00007 00017 00039
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1. (2,5 PUNTOS) Para guardar el material escolar, se quiere construir una caja (sin
tapa) a partir de una plancha de carton de 48 cm de largo por 30 cm de ancho, a la que se le ha
recortado un cuadrado de lado x en cada una de sus esquinas (véase el dibujo).

X

x 7

30 cm

7 zl

- 48 cm ———

a) [0,75 puntos] Determina el volumen de la caja.

b) [1 punto] Determina las dimensiones de la caja si se quiere que contenga el mayor volumen
posible.

c) [0,75 puntos] Para poder trasportar la caja cbmodamente, se van a realizar dos aberturas. El area

de cada una de ellas esta encerrada por las curvas f (t) =t°—4tyg (t) =2t-5. Calcula el area
de una de las aberturas.

a) Hallamos el volumen de la caja como el producto del area de la base por la altura.

N\

30-2x

-

48-2x
Areabase = (30— 2x)(48-2x)

=Volumen=V (x)=(30-2x)(48—-2x)x
Altura = x } ( ) ( )( )

V (x) = x(1440 - 60 — 96X + 4 ) = 1440x —156X° + 4x°
El volumen de la caja tiene la expresion V (x) =1440x —156x* +4x°, siendo 0< x<15.

b) Hallamos los puntos criticos de la funcién volumen.

V’(x)=1440-312x+12x* =12(120- 26X + X*

V'(x)=0=12(120-26x+x*) =0 =120~ 26X + X’ =0 =

_ 26 +14
26+./(—26) —4-120 —
o \/( ) _26+14 | 2
2 2 26-14
2

20=x

6=x

Sustituimos el valor de estos dos puntos criticos en la segunda derivada.
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) . V"(6)=-312+24-6=-168<0
V(x)=1440-312x+12x* =V 7 (x) = —312+ 24x = {
V(20) = -312+24-20=168 >0

La funcion presenta un maximo relativo para X =6 y un minimo relativo para x=20.

El mayor volumen de la caja se obtiene para X=6.

Para este valor las dimensiones de la caja son 48 — 12 = 36 y 30 — 12 =18 centimetros de lado en
la base con 6 centimetros de altura.

N\

18 P

36

c) Hallamos los puntos de corte de las graficas de las dos funciones.

f(t)=t*—4t
g(t)=2t-5 | =>t"-4t=2t-5=>t"-6t+5=0=

; 6+4 _5
6:+.,/(—6) —4-5 =b=
-2 2) :624: 624
1=t
>

El area de una de las aberturas es el valor absoluto de la integral definida entre 1 y 5 de la
diferencia de las dos funciones.

[t —at—(2t-5)dt = [t~ 4t - 2t + 5clt = [ 't* ~ 6t + 5clt =

3 5 3 3
= t——3t2+5'[ = 5——3-52+5-5 - 1——3-12+5-l =
3 ) 3 3

125 e o5 Lig 5 124 o 132 446667
3 3 3 3

El area de una de las aberturas es de % =10.6667 centimetros cuadrados.
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EJERCICIO 2. (2,5 PUNTOS) Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes:

Apartado a) Para las fiestas del Corpus Christi que se celebran en Toledo, se instalan toldos en las
calles por las que transcurre la procesion. En una de ellas, los operarios colocan los siguientes
puntos de apoyo: A(0,1,-2), B(1,2,0), €(0,0,1) y D(1,0,m), con meR.

a.1) [1 punto] Calcula el valor de m para que los cuatro puntos sean coplanarios.

a.2) [0,75 puntos] Determina la ecuacion del plano 7 que contiene al toldo.

a.3) [0,75 puntos] Si los adornos florales deben estar como minimo a 1 metro de distancia del toldo

y se ha colocado un adorno de flores en el punto P(l, 2,3) , ¢ estard correctamente ubicado?

a.1) Hallamos la ecuacion del plano que contiene los puntos A, By C.

A(0,1,-2)] AB=(12,0)-(01-2)=(112) X y z-1
B(12,0) t=AC=(0,0,1)-(0,-2)=(0,-13);=7z:1 1 2 |=0=
c(0,01) | cC(0,01)ex 0 -1 3

= 3x-2+1-3y+2x=0=|7:5x—3y—z+1=0

Para que los cuatro puntos sean coplanarios el punto D debe pertenecer al plano definido por A,
ByC.

:5x-3y—-z+1=0
" y —51-3.0-m+1=0=5-m+1=0=[m=6]
D@LOm)ex

El valor buscado es m=6.

a.2) La ecuacion del plano que contiene el toldo es 7:5x—-3y—z+1=0.

a.3) Hallamos la distancia del toldo al punto P(1,2,3).

P(12,3) 51-3-2-3+1] |3 3

”:5X—3y—2+1=0}:d(”'P): J5 (-3 +(-1)f V35 B

5m

El punto P esta situado a menos de 1 metro del toldo, por lo que no esta correctamente ubicado.
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Apartado b) Resuelve los problemas siguientes:
b.1) [1 punto] Calcula la ecuacidn del plano ' que pasa por C(l,l, —2) , s paralelo a la recta r que

pasa por los puntos A(1,0,3) y B(0,4,—1) y perpendicular al plano 7 =-x+y+2z=1.
b.2) [1,5 puntos] Determina los valores reales de melR, para que los puntos A(—1,2,3),
B(-10,-1), C(2,-11) y D(2,3,m), formen un tetraedro de volumen 8 unidades ctbicas.

b.1) El plano n" que es paralelo a la recta r tiene su mismo vector director AB. Al ser también
perpendicular al plano 7z =—-x+y+2z =1 otro de sus vectores directores es el vector normal del plano

Tt.

A(10,3)

B(0,4, _1)} = AB=(0,4,-1)-(10,3)=(-14,-4)

T=—X+ y+22:1:>ﬁ:(—1,1,2)

u= B=( 1,4,-4) x-1 y-1 z+2
v=n=(-112) =>z:l-1 4 -4|=0=
C(l,l,—2)e7r' -1 1 2

—=>8X—-8+4y-4-72-2+42+8+2y-2+4x-4=0=>

= 12x+6y+32-12=0=|7":4x+2y+2-4=0

El plano 7" que pasa por el punto C, es paralelo a la recta r y perpendicular al plano 7 tiene ecuacion
7 4x+2y+272—-4=0.

b.2) El volumen del tetraedro es la sexta parte del valor absoluto del producto mixto [AB, AC, AD]

A(L23) | (RE (L10-1)-(-1.2,3)=(0,-2,4)
Eigl’j’;) —{AC=(2,-11)-(-12,3)=(3,-3-2) =
D(2’,3,r’n) AD =(2,3,m)—(-1,2,3)=(3,,m-3)
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0 —2 -4
:[E,E,ﬁ}::& 3 -2 |=0+12-12-36+6m—-18—0=6m—54
3 1 m-3

],

Averiguamos cuando Volumentetraedro ABCD =

=8
6 = =

[ﬁ,?c,ﬁ]zem—m

[48.Ac. A5 ] [48,AC,A5] - 48

[E,A_c',ﬁ]zsm—m

6m-54=48 >6m =102 > |m=—=17
= 6

6m—54=—48 - 6m =6 —[m=1]

Para m=17 o m=1 el volumen del tetraedro ABCD vale 8 unidades cubicas.
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EJERCICIO 3. (2,5 PUNTOS) Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes.
X+y—z=2

Apartado a) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales <4x+2y=a .
ax+y+z=1

a.1) [1,5 puntos] Discute la resolucion del sistema segun los valores que pueda tomar el pardmetro

aeR eindica el nimero de soluciones en cada caso.
a.2) [1 punto] Para a =0, resuelve el sistema de ecuaciones, de forma razonada.

11 -1
a.1) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A={ 4 2 0 | yla matrizampliada es
al 1
11 -12
A/B={4 2 0 aj.
al 11

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

1 1 -1
|A|=4 2 0|=2+0-4+2a-4-0=2a-6
a 1l 1

|A=0=2a-6=0=[a=3
Distinguimos dos casos que analizamos por separado.

CASO 1. a=3.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, asi como el de A/B e igual al
namero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una Unica solucién).

CASO 2. a=3.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Analizamos el rango de Ay A/B
usando el método de Gauss para triangular el sistema.

Fila3® — 3 - Fila1?

3 1 1 1

-3 -3 3 -6

0 -2 4 -5— NuevaFila3?

11 -12
A/B={4 2 0 3|=
31 11

Fila22 —4 - Fila 12

4 2 0 3 L1 -1
4 4 4 -8 =0 -2 4 5=
0 -2 4 -5

0 -2 4 -5— NuevaFila22
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Fila 3¢ — Fila 22 B

0 -2 4 -5 ttoe
= 0 2 -4 s =0 -2 4 -5

0 0 0 0 -> NuevarFila3® MAJ 0

El rango de A es 2, igual que el rango de A/B, pero menor que el nimero de incognitas (3). El
sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)

Resumiendo: Si a = 3 el sistema es compatible determinado (1 Unica solucion) y si a=3 el
sistema es compatible indeterminado (co soluciones).

a.2) Para a = 0 el sistema es compatible determinado (CASO 1 del apartado anterior). Hallamos su
solucion.

X+y—z=2 X+y—z2=2 X+y—z=2
4x+2y=0 =:2x+y=0 =2x+y=0 =

{x+1—z—z:2
y+z=1 y+z=1 y=1-z

2X+1-z=0

Xx—-2z=1 Xx=1+2z2
= = =2(1+2z)-z=-1=2+4z1-7=-1=
2X—z2=-1 2X—2=-1

X=1+ 2(—1) =-1

=37=-"3=[z=-1=

y=1-(-1)=2

La solucidn del sistemaes x=-1, y=2, z=-1.
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1 3
Apartado b) Dadas las matrices A:[1 2 aJ yB=|a 0],conaek.
1 -1 - 0 2
b.1) [1,25 puntos] Calcula los valores del pardmetro a para que A-B sea invertible. Justifica tu
respuesta.
b.2) [1,25 puntos] Calcula la inversa de A-B en funcion de a.

b.1) Determinamos la expresion de la matriz A-B.

1 2 a
A-B=
(1 -1 —1]

Para que sea invertible su determinante debe ser distinto de cero. Averiguamos cuando se anula.

[1+ 2a 3+ ZaJ

1+2a 3+2a
1-a 1

l1-a 3-2

o 9
N O W

1+2a 3+2a

A8~
1-a

=1+2a—(3+2a)(l-a)=

=1+ 24 —-3+3a— 24 +2a®=2a*+3a-2

-3+5 |1 a
—3+,/3-4-2(-2) _3+ 127
|A-B|=0=2a*+3a—-2=0=a= (2) _-8+5_| 4 [2
2:2 4 -3-5
—:—2:
4
La matriz es invertible para cualquier valor de a distinto de -2 y de % :
b.2) Calculamos la inversa para los valores de a distinto de —2 y de % :
1+2a 3+2a 5
A-B= =|A-B|=2a’+3a-2#0
l1-a 1
. Adi 1+2a 1l-a
(AB)l_AdJ((A'B))_ 3122 1) 1 1 -3-2a
~ |AB|  2a’+3a-2  2a’+3a-2la-1 1+2a

35 de 280 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Extraordinaria 2025 Matemadticas Il en Castilla la Mancha

EJERCICIO 4. (2,5 PUNTOS) Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes:

Apartado a) En la entrada del instituto hay tres fotocopiadoras A, B y C cuyos porcentajes de fallos
son 3%, 5% y 4%, respectivamente. Un estudiante entra en el instituto y, como las tres
fotocopiadoras estan libres, elige una al azar.

a.1) [1 punto] ¢Cual es la probabilidad de que fotocopie sin fallos?

a.2) [1,5 puntos] Si al fotocopiar observa que una pagina es defectuosa, ¢qué probabilidad hay de
que se haya utilizado la fotocopiadora B?

Llamamos A, B y C a los sucesos “elegir la fotocopiadora A, B y C, respectivamente”. Y llamamos
F al suceso “falla la fotocopiadora”.

Por los datos proporcionados sabemos que P(A)=P(B)=P(C)==, P(F/A)=0.03,

P(F/B)=0.05 y P(F/C)=0.04.
a.1) Nos piden calcular P(E). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(F)=P(A)P(F/A)+P(B)P(F/B)+P(C)P(F/C)=

= %-(1—0.03)+%-(1—0.05)%-(1—0.04) =

a.2) Nos piden calcular P(B/ F). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

1005
P(B/F)=P(BmF)ZP(B)P(F/B)Z 3~ _|5 _ 4167
P(F) 1_p(E) 1-0.96 [12
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Apartado b) Una inspectora de sanidad sabe que el 5% de los restaurantes no pasara una inspeccion.
Si elige 8 restaurantes al azar, calcula:

b.1) [0,75 puntos] Probabilidad de que tres restaurantes no pasen la inspeccién.

b.2) [0,75 puntos] Probabilidad de que todos los restaurantes pasen la inspeccion.

b.3) [1 punto] Probabilidad de que al menos dos restaurantes pasen la inspeccion.

X = El nmero de restaurantes que no pasara una inspeccion de un grupo de 8. X = B(8, 0.05)

b.1) Debemos calcular P(X =3).
Mirando en la tabla proporcionada tenemos que P (X =3)={0.0054

01 0.15 0.2 0.25 0.3

04305 02725 01678 01001 0057

03826 03847 03355 02670 04190

01488 02376 02936 03115 0298

00331 00839 01468 02076 0254

b.2) Debemos calcular P(X =0).
Mirando en la tabla proporcionada tenemos que P(X = 0) =10.6634

p

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

04305 02725 01678 01001  0.057¢

1 02793 03826 03847 03355 02670 04197

b.3) Que al menos dos restaurantes pasen la inspeccién (2,3,4,5,6,7 u 8 pasan la inspeccion) es lo
mismo que 6 0 menos no pasen la inspeccion (6,5,4,3,2,1 0 0 no pasan la inspeccion).
Debemos calcular P (X <6). Usamos el suceso contrario para hacer el calculo mas sencillo.

P(X <6)=1-P(X >6)=1-[P(X =7)+P(X =8)]=1-[0+0]=[1]

n k l 0.05 0.1
—
H 0 0f634 04
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PAU Ordinaria 2025
Prueba de Acceso a la Universidad
Curso 2024/2025

Materia: MATEMATICAS II

Instrucciones: El estudiante deberd resolver los cuatro ejercicios propuestos. En
los ejercicios 2, 3 y 4 debera contestar solamente a UNO de los dos apartados
propuestos. Si resuelve mas, se corregira solo el primero de los dos apartados
resueltos. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y
razonando las respuestas. Solo se permite el uso de calculadores de tipo 1y 2
(tal y como se indica en la informacion de las pruebas). Cada ejercicio
completo puntuara 2,5 puntos. Duracion de la prueba: 90 minutos.

CAMPUS DE EXCELENCLA INTERMACHMAL

EJERCICIO 1. La concentracién de virus activos en una muestra de sangre (en un tiempo t desde
que se tomd la muestra) se puede modelizar como una funcion f (t) = 5(t +1)e‘t ,cont>0.

a) [1,25 puntos] La pendiente de la recta tangente a la grafica de f(t) mide cdmo cambia la
concentracion de virus activos. Calcula el tiempo en el que este cambio toma el valor mas pequefio
posible, es decir, el tiempo t en el que el valor de la derivada de f(t) es minimo.

b) [1,25 puntos] ¢Cudl seria el valor de la concentracion de virus a largo plazo? Es decir, el valor

cuando el tiempo tiende a infinito: lim f (t)

t—+o0

EJERCICIO 2. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes:
X+2 y-1 z+1 x-1 y-1 z-1
= = y r2 = = = .
-1 1 2 1 -1
a.1) [1,25 puntos] Determina la ecuacion de la recta, 73, cuyo vector director es perpendicular a
los vectores directores de las rectas 7zy 7z y que pasa por el punto A(0,0,0).
a.2) [1,25 puntos] Calcula la distancia de la recta 7z al punto B(—1,-1,2).

Apartado a) Sean las rectas r, =

Apartado b) Sea la recta rzlelzg yelplano 7=x-y+3z=0.

b.1) [1,25 puntos] Determina la ecuacion del plano que contiene a la recta r y es perpendicular al
plano .

b.2) [1,25 puntos] Calcula el angulo entre la recta r y el plano & teniendo en cuenta que se cortan
en el punto A(0,0,0).

EJERCICIO 3. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes.
X+y+a-z=1
Apartado a) Considera el siguiente sistema de ecuaciones, donde a€R: 1§ X -2z=a.
2X+y+12=3
a.1) [1°5 puntos] Discute el sistema de ecuaciones segun los valores de a, e identifica el nUmero

de soluciones en cada caso.
a.2) [1 punto] Resuelve, razonadamente, el sistema de ecuaciones para a=0.

1 11
j,talquemeR,y B:( j

2
Apartado b) Sea el sistema de ecuaciones A-X—B=X, con A= (1 . L 0

Ademas, la matriz X es de dimension 2x2.
b.1) [1,5 puntos] ¢Para qué valores del parametro m el sistema anterior tiene solucion Gnica?
b.2) [1 punto] Para m =1, resuelve el sistema y obtén el valor de X.
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EJERCICIO 4. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes:

Apartado a) Una baraja espafiola estd compuesta de 40 cartas, entre las que hay 4 ases. En un juego
de azar dos jugadores compiten entre si. EI primer jugador baraja las cartas y las va sacando una a
una hasta que encuentra un as. A continuacion, el otro jugador vuelve a juntar todas las cartas y
repite estos pasos (es decir, vuelve a barajar y va sacando cartas hasta encontrar un as). Gana el
jugador que mas cartas haya sacado (contando el as). Si ambos sacan el mismo nimero de cartas,
entonces se produce un empate.

a.l) [1,5 puntos] Calcula las probabilidades de que el as salga al sacar 1, 2 y 3 cartas,
respectivamente.

a.2) [1 punto] Si el primer jugador ha sacado dos cartas (contando el as), ¢cual es la probabilidad
de que el segundo jugador le gane?

Apartado b) Una empresa produce aparatos para medir distancias. Durante el proceso de calibracion
realiza una serie de experimentos para medir la distancia entre dos puntos, que estan separados 1.5
metros entre si. Debido al error de los aparatos, se sabe que los valores medidos siguen una
distribucién normal de media 1.5 m y varianza 0.64 m?,

b.1) [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que la medicion del aparato sea de mas de 2.1 m?
b.2) [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de la que medicion del aparato sea superior a 0.9 m?
b.3) [1 punto] ¢Cual es el valor de la distancia tal que el 80.51% de las mediciones estarian por

encima de élI?

z 0.00 | 001 | 0.02 | 0.03 | 0.04 | 0.05 | 0.06 | 0.07 | 0.08 | 0.08 |
0.50 0.6015 0.6850 0.6985 0.7018 0.7054 0.7038 07123 0.7157 0.7160 0.7224
0.60 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7380 0.7422 0.7454 0.7488 0.7517 0.7549
0.70 0.7580 07611 0.7642 0.7673 0.7704 07734 07764 0.7784 0.7823 0.7852
0.80 0.7881 0.7910 0.7939 0.7067 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8108 0.8133
0.50 0.8158 0.3128 0.8212 0.3238 0.8264 0.8238 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.00 0.8413 0.3438 0.8451 0.3425 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8588 0.8621
110 0.3643 0.3885 0.8688 0.3708 0.8728 0.5748 0.8770 0.8760 0.8210 0.8830
120 08849 0.8880 0.8888 0.8007 0.8525 0.8044 0.8962 0.8080 0.8597 0.9015
1.30 0.8032 0.9048 0.9088 D.9082 0.9088 0.8115 08131 0.8147 0.8162 0.8177
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SOLUCIONES

EJERCICIO 1. La concentracion de virus activos en una muestra de sangre (en un tiempo t desde
que se tomé la muestra) se puede modelizar como una funcién f (t)=5(t+1)e™, con t>0.

a) [1,25 puntos] La pendiente de la recta tangente a la grafica de f(t) mide como cambia la
concentracion de virus activos. Calcula el tiempo en el que este cambio toma el valor mas pequefio
posible, es decir, el tiempo t en el que el valor de la derivada de f(t) es minimo.

b) [1,25 puntos] ¢ Cuél seria el valor de la concentracion de virus a largo plazo? Es decir, el valor
cuando el tiempo tiende a infinito: lim f (t).

t—+o0

a) Considero la funcién g(t)= f’(t). Obtenemos la expresion de g(t).
g(t)=f"(t)=5e"+5(t+1)(-1)e" =5~ +(-5t—5)e™ =—5te™

Buscamos cuando se anula la derivada de g(t)=-5te™.

g(t)=-5te" = g"(t)=—-be" —5t(-1)e™ =-be+5te™ =5(t—1)e™

9’ (t)=0=5(t-1)e™ :O:>{e’t ¢0}:>t—1:0:

La funcion g(t) tiene un punto critico en t =1. Vemos el signo de la derivada segunda para este
valor.

g’ (t)=5(t-1)e™ = g”'(t)=5e" +5(t ~1)(~1)e" =5e™ (1-t+1)=5(2—t)e" =

= 9" (1)=5(2-1)e* =>>0

Como la derivada segunda es positiva la funcion g(t) tiene un minimo relativo para t =1.
La derivada de f(t) tiene un minimo para t =1.

b) Calculamos el limite de la funcién cuando el tiempo tiende a infinito.

lim f(t)=lim5(t+1)e™" = lim StTS = _ Indeter min acion(L"Hopital) =

t—>+o0 t—>+o0 to+0 @ 400

El valor de la concentracion de virus a largo plazo es 0. El virus desaparece con el paso del
tiempo.
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EJERCICIO 2. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes:
X+2 y-1 z+1 x-1 y-1 z-1
= = y r2 = = = .
-1 1 2 1 -1
a.1) [1,25 puntos] Determina la ecuacion de la recta, 73, cuyo vector director es perpendicular a los
vectores directores de las rectas 71y 72 y que pasa por el punto 4(0,0,0).
a.2) [1,25 puntos] Calcula la distancia de la recta 7» al punto B(—1,-1,2).

Apartado a) Sean las rectas r, =

a.1) Hallamos un vector y un punto de cada una de las rectas.

X+2 y-1 z+1 {Pl(_z’l’_l)
= = =

h= -
1 -1 1 u, = (1, -1, 1)
x-1 y-1 z-1 Q, (111’1)
r,= = = =4
2 1 -1 v, :(2,1, _1)

Un vector perpendicular a las rectas 71y 7» es el producto vectorial de sus vectores directores.

u:a,—m} Lk

i =uxv,=1 -1 1|=i+2j+k+2k+j-i=3j+3k=(0,33)
v, =(2,1,-1) s 1 4
Consideramos como vector director de la recta r, a w, = %U?X\T2 = %(0,3, 3)=(0,1,1). Hallamos
la ecuacion de la recta que pasa por A(0,0,0) y tiene como vector director w, =(0,1,1).

. x=0
w, =(0,11)

=>LyYy=a,aelR
A(O,O,O)er3

Y=«

La ecuacion de la recta, 73, cuyo vector director es perpendicular a los vectores directores de las
x=0

rectas 71y 7» y que pasa por el punto 4(0,0,0)es ,:qy=a; aeR.
y=a

a.2) Hacemos un dibujo explicativo de los pasos que vamos a realizar para obtener el valor de la distancia.
También se podria obtener con una formula, pero prefiero realizarlo de forma visual.
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Hallamos la proyeccion ortogonal del punto B en la recta rz. Para ello hallamos el punto B’
perteneciente a la recta tal que el vector BB sea ortogonal al vector director de la recta

v, =(2,1,-1).
{QZ(LL]_) X:1+2t
r,is_. =>1r,:qy=1+t
v, =(2,1,-1) o1t
X=1+2t
qy=1+t ,teR
P YT ER g a1t 1)
z=1-t
Ber,
BB =(1+2t,1+t,1-t)—(-1,-12) =(2+2t,2+t,~-1-t)
v -(21-1)
BB =(2+2t,2+t,-1-t) = (2,1,-1)(2+2t,2+t,-1-1) = 0=
v, LBB >V, BB’ =0
. 4_8
6
4424t let=0=6t=Tot= = y=1- =1 :>B'(_—8,_—1,E)
6 6 6 66
z:1+Z:E
6

La distancia del punto B a la recta r» es la distancia del punto B al punto B”, es decir, el modulo
del vector BB’.

d(B,r,)=d(B,B")= ‘ﬁ‘ = \/(—szz +(§jz +(%)2 = @ =0.91 unidades
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El punto Q,(1,1,1) pertenece a larecta r,. Hallamos las coordenadas del vector Q,B.

Q,B=(-1-12)-(111)=(-2,-21)

0.8y

v

La distancia del punto B a la recta r, es el valor de

“=(20-1 } K

. =QBxv,=|-2 -2 1|=i+2k=(10,2
QB=(-2-21)] |, ; _ (40.2)

unidades

:\@X\Tz\: JEr0+2 B _[J30
‘\72‘ \/22+12+(—1)2 V6 | 6

d(B.r,)
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Apartado b) Sea la recta rzlelzg yelplano 7=x-y+3z=0.

b.1) [1,25 puntos] Determina la ecuacién del plano que contiene a la recta r y es perpendicular al

plano .
b.2) [1,25 puntos] Calcula el angulo entre la recta r y el plano 7 teniendo en cuenta que se cortan en

el punto A(0,0,0).

b.1) El plano " que contiene a la recta r y es perpendicular al plano m tiene como vectores directores
el vector director de la recta y el vector normal del plano 7.

521253 Vr=(l,—1,2)
1 -1 27 |P(0,0,0)

r=x-y+32=0=>n=(1-13)

r

u=v, =(1-12) X y z
v=n=(1-13) t=> 71 -1 2/=0=-3x+2y-z+2-3y+2x=0=
P.(0,0,0) ez’ 1 -13

=>-X-y=0=|7":x+y=0
La ecuacion del plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano resz”: x+y =0.

b.2) Hallamos el angulo entre el vector normal del plano y el vector director de la recta.

v, =(1 12)}:(:05(\7 ﬁ) v-n (L 12)(1—13) _

‘ \/12 - +22\/12 — +32

l+1+6 8 4\/_ (V n) COS_l[@)“lOO
~ 611 66 33 33 )

El angulo que forman recta y plano es aproximadamente de 90° — 10° = 80°.
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EJERCICIO 3. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes.
X+y+a-z=1

Apartado a) Considera el siguiente sistema de ecuaciones, donde a € R: { X -2z=a.
2X+y+12=3

a.1) [1°5 puntos] Discute el sistema de ecuaciones segun los valores de a, e identifica el nimero de

soluciones en cada caso.
a.2) [1 punto] Resuelve, razonadamente, el sistema de ecuaciones para a=0.

11 a
a.1) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|1 0 -2 |y la matrizampliada es
2 1 1
11 a1l
A/B=l1 0 -2 a|.
2 1 1 3

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

1 1 a
|A|:1 0 -2(=0-4+a-0-1+2=a-3
21 1

|A=0=a-3=0=[a=3]
Distinguimos dos casos que analizamos por separado.

CASO 1. a#3.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, asi como el de A/B e igual al
ndmero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una tnica solucion).

CASO 2. a=3.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Analizamos el rango de Ay A/B

usando el método de Gauss para triangular el sistema.

Fila3* — 2 - Fila 12
1 1 3

2 1 1 3
A/B=|1 0 -2 3| o 9 g 2
2113 0 -1 -5 1 — NuevaFila3?
Fila2® — Fila1?
1 0 -2 3 113l
1 1 -3 1 =0 -1 -5 2|=
0 -1 51

0 -1 -5 2 —> NuevaFila22
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Fila 3% — Fila 22 — M
0 1 & 1 1 1 3 1
= 01 5 2 =0 -1 -5 2
0 0 0 _1NuevaFilaze| |29 0 -

A

Elrango de A es2y el rango de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistemaes incompatible
(sin solucion)

Resumiendo: Si a = 3 el sistema es compatible determinado (1 Unica solucion) y si a=3 el
sistema es incompatible (0 soluciones).

a.2) Para a = 0 el sistema es compatible determinado (apartado anterior). Hallamos su solucion.

X+ Yy =1 y=1=x
X -22=0> x:22—>z:5:>2x+1—x+§:3:>4x+2—2x+x:6:>

2X+y+12=3 OX+y+7=3

=>3X=4= x:g =

., ) 4
La solucidn del sistema es x = 5, y=

www.ebaumatematicas.com
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. . 2 1 11
Apartado b) Sea el sistema de ecuaciones A-X—B=X, con A= (1 ] ,talguemeR,y B= (1 0]
m

. Ademas, la matriz X es de dimension 2x2.
b.1) [1,5 puntos] ¢Para qué valores del parametro m el sistema anterior tiene solucién Unica?
b.2) [1 punto] Para m =1, resuelve el sistema y obtén el valor de X.

b.1) Despejamos la matriz X en la ecuacion matricial.
A-X-B=X=AX-X=B=(A-1)X=B=X =(A—I)’1B

Hemos supuesto que la matriz A—1 tiene inversa.
Obtenemos la expresion de la matriz A—1.

2 1 10 1 1
A_ I = — =
1 m 01 1 m-1
Averiguamos cuando la matriz A—1 tiene inversa. Para ello su determinante debe ser distinto de
cero.

A1)
1 m-1

1 1
=m-1-1=m-2

A-1|=0=>m-2=0=[m=2]

Para cualquier valor de m distinto de 2 la matriz A—1 tiene inversa y la solucion del sistema de
. , . . s -1
ecuaciones es Unica, siendo la solucién X =(A-1) " B.

b.2) Segun lo visto en el apartado anterior, para m =1 el sistema tiene solucion tnica. Hallamos la
inversa de la matriz A—1.

(A_I)lAdj((A')T)Adj[l oj_{o —1]:(0 1]

! -1 1) (1 -1

Obtenemos la solucion del sistema.

cowns 3L 96
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EJERCICIO 4. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes:

Apartado a) Una baraja espafiola estd compuesta de 40 cartas, entre las que hay 4 ases. En un juego
de azar dos jugadores compiten entre si. EI primer jugador baraja las cartas y las va sacando una a
una hasta que encuentra un as. A continuacion, el otro jugador vuelve a juntar todas las cartas y
repite estos pasos (es decir, vuelve a barajar y va sacando cartas hasta encontrar un as). Gana el
jugador que mas cartas haya sacado (contando el as). Si ambos sacan el mismo numero de cartas,
entonces se produce un empate.

a.1) [1,5 puntos] Calcula las probabilidades de que el as salga al sacar 1, 2 y 3 cartas, respectivamente.

a.2) [1 punto] Si el primer jugador ha sacado dos cartas (contando el as), ¢ cual es la probabilidad de
que el segundo jugador le gane?

a.1) De 40 cartas solo hay 4 ases, la probabilidad de sacar un as en la primera carta vale % =0.1

Para sacar el as en la segunda extraccion no debe salir en la primera extraccion y se sacaria
cualquiera de las restantes 36 cartas, la probabilidad de no sacar as en la primera carta es 36/40 y
luego cuando quedan 39 cartas en el mazo como tiene 4 ases la probabilidad es 4/39. La

probabilidad de sacar as en la segunda extraccién vale 6.4 = 5 =0.0923.
40 39 65

Para sacar el as en la tercera extraccion no debe salir en la primera extraccién, la probabilidad es
36/40, tampoco debe salir en la segunda, la probabilidad es 35/39 y debe salir en la tercera, la
probabilidad es 4/38. La probabilidad de sacar as en la tercera extraccién es el producto de estas

tres probabilidades: 6354 _21 =0.085.
40 39 38 247

a.2) El segundo jugador para ganar debe sacar 3 cartas 0 mas. El suceso contrario de sacar 3 cartas o

mas es el suceso “sacar 1 o 2 cartas”.

La probabilidad de que gane el segundo jugador vale 1— 0.1—% = % =0.8077.
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Apartado b) Una empresa produce aparatos para medir distancias. Durante el proceso de calibracion
realiza una serie de experimentos para medir la distancia entre dos puntos, que estan separados 1.5
metros entre si. Debido al error de los aparatos, se sabe que los valores medidos siguen una
distribucion normal de media 1.5 m y varianza 0.64 m?,

b.1) [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que la medicion del aparato sea de mas de 2.1 m?

b.2) [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de la que medicion del aparato sea superior a 0.9 m?

b.3) [1 punto] ¢Cudl es el valor de la distancia tal que el 80.51% de las mediciones estarian por
encima de éI?

X = El valor medido de la distancia entre dos puntos. Como la varianza vale 0.64 m? la
desviacion tipica vale +/0.64 =0.8 metros. X = N(1.5, 0.8)

b.1) Debemos calcular P(X >2.1).
2.1-15

P(X >2.1) = {Tipificamos} = P(Z > j: P(Z>0.75)=

Miramos en la
=1- P(Z < 0.75) =

=1-0.7734=|0.2266
tabla N(0, 1)

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

0.50 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0. %88

0.60 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7g22

0.70 LZsan 07517 il T} 07673 (1irrli™) 0.7734

b.2) Debemos calcular P(X >0.9).

P(X >0.9)={Tipificamos} = P(Z > 0'90_81'5j =P(Z>-0.75)=
Miramos en la
=P(Z2<0.75)= =10.7734]
( ) {tabla N(O, 1) }

b.3) Debemos hallar “d” tal que P(X >d ) =0.8051. Como el porcentaje es mayor de 0.5 la
distancia “d” debe ser menor que la media 1.5.

P(X >d)=0.8051= {Tipificamos} = P| Z > d-15 —0.8051= d-15 _, N
0.8 0.8

= P(Z <—%) =0.8051 = —%=0.86:> ~d+1.5=0.688=|d =0.812

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 l 0.05 l 0.06
0.50 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 073
0.60 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 07464
0.70 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0794
0.80 ——ini i 0.8051

Para una distancia de 0.812 m el 80.51% de las mediciones estarian por encima de ella.
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EvAU Extraordinaria 2024
Evaluacién para el Acceso a la Universidad
Curso 2023/2024

Materia: MATEMATICAS II

CAMPUS DE EXCELENCLA BNTERMACHOMAL

Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATRO de los ocho ejercicios
propuestos. Si resuelve mas, se corregiran solo los cuatro primeros. Los
gjercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las
respuestas. Se podra utilizar cualquier tipo de calculadora. Cada ejercicio
completo puntuaré 2,5 puntos. Duracion de la prueba: 1 hora y 30 minutos.

1. Una heladeria vende helados de una, dos y tres bolas a uno, dos y tres euros, respectivamente. El
viernes ha vendido 157 helados obteniendo 278 euros. También sabemos que el nimero de helados
de una bola vendidos es k veces el nimero de helados de tres bolas, con k > 0.

a) [1,25 puntos] Plantea un sistema de ecuaciones lineales cuya resolucion permita determinar el
namero de helados vendidos de cada tipo.

b) [1,25 puntos] Estudia para qué valores del parametro k el sistema tiene solucion Unica. Para los
casos en los que el sistema tiene solucién Unica, ¢es posible que en alguno de ellos se hayan
vendido el mismo nimero de helados de una bola que de tres bolas? Justifica tu respuesta.

X2 +2x+1 Xx<3

2. Sealafuncion f(x)=< 2 -
— X>
X—4

a) [1,5 puntos] Estudia la continuidad de la funcion y, en caso de existir, indica y clasifica el tipo
de discontinuidades.

b) [1 punto] Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) en el punto de
abscisa x = 2.

3. Se quiere instalar un toldo que pase por el punto de coordenadas A(2, 1, 1) y que sea perpendicular

. . 2X—-y+2=3
a una barra metalica de ecuacion r = %
X —7=

a) [1,25 puntos] Determina la ecuacién del plano que define el toldo.
b) [1,25 puntos] Si se quiere colocar un foco en el punto de coordenadas F(2,-2, 1). ;A qué
distancia se encuentra del plano que define el toldo?

2

dx.

a) [1 punto] Calcula la siguiente integral: J 22X

X +1

a 2
b) [1,5 puntos] Sea la matriz A= [O J con aeR. Calcula el determinante de Ay de A -A.

¢Cual crees que sera el determinante del producto de n veces A (con n > 2 y entero)? Justifica
y razona tu respuesta.

a) [1 punto] Calcula el volumen de la region generada al girar la funcion f (x) =X entre los

puntos x = 2 y x = 3 con respecto al eje X.
b) [1,5 puntos] Estudia la posicion relativa de los siguientes planos:

mEX+y=Lr,=X+y+2=2, 1,=2=0.
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3 2
- . O XTH2XT X+ 2
a) [1 punto] Calcula el siguiente limite: lim 5 .
x—>-2 X° 42X

b) En un mazo hay 40 cartas. De estas, 4 estan marcadas solo con un punto verde, 5 solo con un

punto rojo y 7 estan mascadas con los dos puntos (verde y rojo).

b.1) [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de sacar dos cartas sin reemplazamiento y que
ambas tengan un punto verde?

b.2) [0,75 puntos] Si saco una carta y tiene un punto verde, ;cuél es la probabilidad de que
tenga también un punto rojo?

En ambos apartados se considera que una carta tiene un punto verde si tiene solo un punto

verde o también si tiene un punto verde y otro rojo.

X y 2
a) [1,25 puntos] Sea el determinante |a b c|=1. Calcula razonadamente el valor del siguiente
3 21

Xx+a y+b z+c
determinante | 2a 2b 2c
3 2 1

) . -1
b) [1,25 puntos] Obten la ecuacion de la recta que es paralela a la recta XT:T:— y

contiene al punto A(0, 1, 0).

8.

a) Se tienen tres cajas A, By C. En la caja A hay dos cartas de espadas y tres de copas. En la caja
B, tres cartas de espadas y dos de copas y en la caja C, cuatro de espadas y una de copas. Se
tira un dado de seis carasyy, si el resultado es impar, se saca una carta de la caja A; si el resultado
es4 06, se saca una carta de la caja B y, si el resultado es 2, se saca una carta de la caja C.
a.1) [0,5 puntos] Calcula la probabilidad de que se obtenga una carta de copas.

a.2) [0,75 puntos] Sabiendo que la carta extraida es de copas, ¢ cual es la probabilidad que se
haya extraido de la caja B?

b) La probabilidad de que un paracaidista novato caiga en el punto correcto es de 0,25. Si se
lanza 5 veces, determina:

b.1) [0,5 puntos] ¢ Cual es la probabilidad de que caiga en el punto correcto exactamente dos
veces?
b.2) [0,75 puntos] ¢ Cuél es la probabilidad de que caiga en el punto correcto al menos una vez?

-

n k 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 05

5 0 0.5905 0.4437 03277 02373 0.1681 0.1160 0.0778 0.0502 0.0313
1 0.3281 0.3915 0.4096 0.3955 0.3602 03124 0.2592 0.2059 0.15683
2 0.0729 0.1382 02048 02637 D.3087 0.3364 0.3456 0.3389 03125
3 0.0081 0.0244 0.0512 0.0879 0.1323 01811 0.2304 0.2757 03125
4 0.0005 0.0022 0.0064 0.0148 0.0284 0.0488 0.0768 0.1128 0.1563
5 0.0000 0.0001 0.0003 0.0010 0.0024 0.0053 0.0102 0.0185 0.0313
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SOLUCIONES

1. Una heladeria vende helados de una, dos y tres bolas a uno, dos y tres euros, respectivamente. El
viernes ha vendido 157 helados obteniendo 278 euros. También sabemos que el nimero de helados
de una bola vendidos es k veces el nimero de helados de tres bolas, con k > 0.

a) [1,25 puntos] Plantea un sistema de ecuaciones lineales cuya resolucién permita determinar el
namero de helados vendidos de cada tipo.

b) [1,25 puntos] Estudia para qué valores del parametro k el sistema tiene solucion Unica. Para los
casos en los que el sistema tiene solucién Unica, ¢es posible que en alguno de ellos se hayan
vendido el mismo nimero de helados de una bola que de tres bolas? Justifica tu respuesta.

(Y1) (1)) (1)

a) Llamamos “x” al nimero de helados de 1 bola, “y” al nimero de helados de 2 bolas y “z” al
namero de helados de 3 bolas.

“El viernes ha vendido 157 helados” > x+y+z=157.

“Una heladeria vende helados de una, dos y tres bolas a uno, dos y tres euros, respectivamente. El
viernes ha vendido 157 helados obteniendo 278 euros” - x+2y+3z=278.

“El nmero de helados de una bola vendidos es k veces el nimero de helados de tres bolas, con
k>0”"-> x=kz(k >0).

Reunimos todas las ecuaciones en un sistema.

X+Yy+z=157 X+Yy+z=157
X+2y+32=278} = x+2y+32=278
X =kz (k > 0) X —kz=0
11 1
b) El sistema tiene asociada la matriz de coeficientes A={1 2 3 |. El sistema tiene solucién
1 0 -k
Unica cuando el rango de A es 3, es decir cuando el determinante de A es no nulo.
11 1
A=l 2 3|=-2k+3+0-2+k-0=1-k
1 0 —k

|A=0=1-k=0=[k=1]

El sistema tiene solucion Unica para cualquier valor de k distinto de 1 y mayor que 0.
Si se han vendido el mismo nimero de helados de una bola que de tres bolas significa x = z.
Sustituimos esta igualdad en el sistema y vemos como queda.

X+Yy+x=157 2X+y =157 2x+y =157
X+2y+3x=278; = 4x+2y =278, = {k =1} = 4x+2y =278 =
y =157

= = jlmposible!
2y:278—>y=2—;8=139 P

Con lo planteado surge un sistema que no tiene solucion, pues obtenemos dos soluciones

(1))

distintas para “y”. No es posible que en alguno de ellos se hayan vendido el mismo nimero de helados
de una bola que de tres bolas.
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X +2x+1  x<3
2. Sea la funcion f (x) =1 2x
X—4
a) [1,5 puntos] Estudia la continuidad de la funcion y, en caso de existir, indica y clasifica el tipo de
discontinuidades.
b) [1 punto] Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de la funcion f(x) en el punto de
abscisa x = 2.

X>3

a) Enel intervalo (—o,3) la funciénes f (x)=x*+2x+1, que es una funcion polindmica y por tanto

continua.
. ., 2X ., . .
En el intervalo (3,+c) lafuncidones f(x)= 2 la funcién es discontinua en x = 4. Como no
X —
. . . . 2x 8 . . o
existe la funciony Ilrrl f (x) = |II‘Q—4 = o =00 la funcién presenta una discontinuidad inevitable de
X—> X— X_

salto infinito en x = 4.
Estudiamos la continuidad en x = 3.

e Existe f(3)= 23 _ —6
3-4
o Existe lim f(x)= lim-2*_— ¢
x—3* x=3" X—4
e Existe lim f (x)=Ilimx*+2x+1=9+6+1=16
x—3" x—3"
Como los limites laterales no coinciden, pero son finitos la funcion es discontinua de salto finito

enx = 3.
La funcion es continua en R—{S, 4}. En x = 3 tiene una discontinuidad inevitable de salto finito
y en x = 4 tiene una discontinuidad inevitable de salto infinito.

b) La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) en el punto de abscisa x = 2tiene
la expresion y—f (2)=f"(2)(x-2).

La funcion en un entorno de x = 2 tiene la expresion f (x)=x+2x+1.

f(x)=x*+2x+1= f(2)=2°+2-2+1=9
f'(x)=2x+2= f"(2)=2-2+2=6 =y-9=6(x-2)=
y-f(2)=17(2)(x-2)

= y-9=6x-12=y =6x-3]

La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcidn f(x) en el punto de abscisa X = 2tiene
la expresion y =6x-3.
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3. Se quiere instalar un toldo que pase por el punto de coordenadas A(2, 1, 1) y que sea perpendicular
2X—y+2=3

X —z=1

a) [1,25 puntos] Determina la ecuacion del plano que define el toldo.

b) [1,25 puntos] Si se quiere colocar un foco en el punto de coordenadas F(2,-2, 1). ¢ A qué distancia
se encuentra del plano que define el toldo?

a una barra metalica de ecuaciéon r E{

a) Hallamos la ecuacion del plano perpendicular a la recta r que pasa por A. El vector normal de este
plano es el vector director de la recta.
Hallamos el vector director de la recta.

r

2X—-y+z=3 2X—y+z2=3
=2X-Yy+X-1=3=3X-y=4=

x -zl

:>:rs y=-4+31=

z=-1+1

X=4 P, (0,-4,-1)
{v, =(1,3,1)

Hallamos la ecuacion del plano.

A(21l)ex A(21l)er
n=v, :(1,3,1)}:>

=2+3+1+D=0=>
m:X+3y+z+D=0

=D=-6=|7:x+3y+7-6=0)

La ecuacion del plano que define el toldoes 7:x+3y+z—-6=0.
b) La distancia pedida es la distancia del punto F al plano .

Z:X+3y+2-6=0 _‘2+3(—2)+1—6‘_ 9

F(2,-21) }jd(F’”) N O NN T

= 2.71unidades

La distancia del foco al toldo tiene un valor aproximado de 2.7 unidades.
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4.

2

dx.

a) [1 punto] Calcula la siguiente integral: J 2X

X% +1

a 2
b) [1,5 puntos] Sea la matriz A:(O J con aeR. Calcula el determinante de Ay de A -A. ¢;Cual

crees que sera el determinante del producto de n veces A (con n > 2 y entero)? Justifica y razona tu
respuesta.

a) Calculamos la integral.
2 2 2,14 2
J 22X dx:ZJZX—dx:ZJXj—lldx:Z JX2+1dx—J 21 dx |=
X°+1 X°+1 X +1 X°+1 X°+1

ZZUdX_J 21+1dxj:2(x—arctgx)+ K

X

b)
A=

a 2

=a-0=a
.
|A-Al=|A-|A=a-a=a’
Calculamos el determinante de A".

A'|=|A-A-A-...(nveces).... Al =| Al-| Al-|Al-....(nveces).....|A| =

n

=a-a-a-...(nveces)...-a=a

El determinante del producto de n veces A (con n > 2 y entero) es a".
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5.
a) [1 punto] Calcula el volumen de la region generada al girar la funcion f (x) = X entre los puntos

x =2y x =3 conrespecto al eje X.
b) [1,5 puntos] Estudia la posicion relativa de los siguientes planos:

m=EX+Yy=Lm,=X+y+2=2, 1,=7=0.

- , ., b 2
a) Utilizamos la férmula del volumen de un cuerpo de revolucion: Volumen = n_[ ( f (x)) dx
a

3P 3 93
Volumen = 7z'f23(x)2 dx = 7{%} = 7{3__2_) _|197 s
2

b) Estudiamos la compatibilidad del sistema formado por las ecuaciones de los tres planos.

X+y=1

X+y=1 )
X+y+2=2;,= = jlmposible!
.20 X+y=2

El sistema formado por sus ecuaciones no tiene solucion, los tres planos no coinciden en ningun
punto.
Vemos que ocurre dos a dos.

r=Xx+y=1 }:x:l—y

}:>1—y+y+z:2:>z:1:>
T, =X+y+2=2 X+y+z=2

x=1-4 —
=(-11,0
. {ul’ ( )

=>riyy=4
;-1 P (1,0,1)

Los planos 7, y 7, no son paralelos y coinciden en una recta r.

Xx=1-1 —
T, Ex+y:1} {VS =(-110)
=>sy=4 =
_ —0 Q,(10,0)

Los planos 7, y 7, no son paralelos y coinciden en una recta s paralelaar.

X=2-1 —
Ty =X+y+z=2 w, =(-110)
SX+Yy=2=>X=2-y=>tiy=4 =
r,=2=0 70 R.(2,0,0)

Los planos 7, y 7, no son paralelosy coinciden en una recta t paralelaa r.
Los tres planos coinciden dos a dos en rectas paralelas.

o

56 de 280 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU Extraordinaria 2024 Matemadticas Il en Castilla la Mancha

6.

3 2
- . . XTH2XT+X+2
a) [1 punto] Calcula el siguiente limite: lim > :
xX—>-2 X® +2X

b) En un mazo hay 40 cartas. De estas, 4 estin marcadas solo con un punto verde, 5 solo con un
punto rojo y 7 estan mascadas con los dos puntos (verde y rojo).

b.1) [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de sacar dos cartas sin reemplazamiento y que ambas
tengan un punto verde?

b.2) [0,75 puntos] Si saco una carta y tiene un punto verde, ¢ cudl es la probabilidad de que tenga
también un punto rojo?

En ambos apartados se considera que una carta tiene un punto verde si tiene solo un punto verde
o0 también si tiene un punto verde y otro rojo.

a) Calculamos el limite pedido.

3 2 92\ 2\ _
lim 2 +22X +X+2:( 2) +22( 2) 2+2:9= Indeter minacién(L Hbpital) =
x>2  X°+2X (-2)" +2(-2) 0
2 — 2 — —
_im X +ax+1_3(-2) +4(-2)+1 12 8+1 5y
x>=2 2X+2 2(-2)+2 -2

b) Llamamos V a “sacar carta con punto verde” y R a “sacar carta con punto rojo”.
Realizamos una tabla de contingencia.

Con punto rojo (R) | Sin punto rojo (R)

Con punto verde (V) 7 4
Sin punto verde (V) 5
40
Completamos la tabla.
Con punto rojo (R) | Sin punto rojo (R)
Con punto verde (V) 7 4 11
Sin punto verde (V) 5 24 29
12 28 40

b.1) En la primera extraccion de la carta tenemos 40 cartas y 11 con punto verde, por lo que la
- . ., 11
probabilidad de que en la primera extraccion la carta tenga un punto verde es R En la segunda

extraccion solo quedan 39 cartas y 10 con punto verde la probabilidad de que en la segunda

L . 10
extraccion (sin reemplazamiento) la carta tenga un punto verde es —.

La probabilidad de que al sacar dos cartas sin reemplazamiento ambas tengan un punto verde

es E-E:£=0.0705.
40 39 156

b.2) Si la carta extraida tiene un punto verde significa que es una de las 11 cartas con punto verde.
Como de estas solo hay 7 con punto rojo tenemos que la probabilidad de que si la carta extraida

tiene punto verde tenga también un punto rojo es de %: 0.6364.
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7.
X y z
a) [1,25 puntos] Sea el determinante |a b c|=1. Calcula razonadamente el valor del siguiente
3 21
Xx+a y+b z+c
determinante | 2a 2b 2C
3 2 1
b) [1,25 puntos] Obtén la ecuacidn de la recta que es paralela a la recta XT_l = yT—l = iz y contiene

al punto A(0, 1, 0).

a) Calculamos lo pedido utilizando las propiedades de los determinantes.

X+a y+b z+c| |x y z| |a b ¢ X y z ab c

2a 2b 2c |=|2a 2b 2c|+|2a 2b 2c|=2la b c|+2/]a b c|=
3 2 1 3 2 1| |3 2 1 3 21 3 21

Fila 12 = Fila 22
a b c x ¥z
= =2la b c/[+0=21=|2
a b c/=0 .
3 21
3 21

x-1 -1 z . . . .
b) La recta paralela a - - yT . tiene el mismo vector director. La recta pedida es la recta

que pasa por A(0, 1, 0) y tiene como vector director V= (1,1, —2). Hallamos su ecuacion.

A0, 1, o)er} x=4
- =>riy=1+4; 1eR
v=(11-2) Y

., x-1 -1 z .
La ecuacion de la recta que es paralela a la recta =D yT == y contiene al punto

X=A
A(0,1 0)esr:qy=1+4; 1eR.
71=-21

www.ebaumatematicas.com

58 de 280


http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU Extraordinaria 2024 Matemadticas Il en Castilla la Mancha

8.

a) Se tienen tres cajas A, By C. En la caja A hay dos cartas de espadas y tres de copas. En la caja B,
tres cartas de espadas y dos de copas y en la caja C, cuatro de espadas y una de copas. Se tira un
dado de seis caras y, si el resultado es impar, se saca una carta de la caja A; si el resultado es 4 o
6, se saca una carta de la caja B y, si el resultado es 2, se saca una carta de la caja C.

a.1) [0,5 puntos] Calcula la probabilidad de que se obtenga una carta de copas.

a.2) [0,75 puntos] Sabiendo que la carta extraida es de copas, ¢ cual es la probabilidad que se haya
extraido de la caja B?

b) La probabilidad de que un paracaidista novato caiga en el punto correcto es de 0,25. Si se lanza 5
veces, determina:

b.1) [0,5 puntos] ¢Cudl es la probabilidad de que caiga en el punto correcto exactamente dos veces?

b.2) [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que caiga en el punto correcto al menos una vez?

a) Llamamos A a “sacar impar al lanzar el dado”, B a “sacar 4 o 6 al lanzar el dado”, C a “sacar 2 al
lanzar el dado” y CC a “sacar carta de copas”.
Realizamos un diagrama de arbol para aclarar el experimento aleatorio y establecer las
probabilidades de cada suceso.

Carta de copas
Impar P(CC/A) =3/5
P(A)=3/6
Carta de copas
1dadoy3 406 P(CC/B) = 2/5
cajas P(B) =2/6
Carta de copas
2 P(cc/C) =1/5
P(C)=1/6

a.1) Nos piden calcular P(CC). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(CC)=P(A)P(CC/A)+P(B)P(CC/B)+P(C)P(CC/C)=

L2\ 04667
5 30 (15

La probabilidad de que se obtenga una carta de copas es de 7/15.

a.2) Nos piden calcular P(B/CC). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de
Bayes.
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22
P(B/CC)_P(BmCC)_P(B)P(CC/B)_ 65 _[2_ 0500
~ P(cc) P(cC)  7/15 |7

La probabilidad de que la carta de copas se haya extraido de la caja B es de %z 0.2857 .

b) Consideramos la variable aleatoria X = EI nimero de veces que un paracaidista cae en el sitio
correcto en 5 lanzamientos.
Esta variable es binomial de pardmetrosn =5y p = 0.25. X = B(5, 0.25).

b.1) Nos piden calcular P(X =2).
P(X =2)=0.2637

" & o1 RS o2 03
B [i] 0.5908 014437 0277 [RT}
1 0.2 03915 04006 0

LU

3 0.0081 00244 00512 0.0879 LR

La probabilidad de que caiga en el punto correcto exactamente dos veces es de 0.2637.

b.2) Nos piden calcular P(X 21). Utilizamos el suceso complementario para calcular esta
probabilidad.

P(X >1)=1-P(X =0)=1-0.2373=(0.7627]

1 03281 023915 04006 0.3955 0.1

La probabilidad de que caiga en el punto correcto al menos una vez es de 0.7627.
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EVAU Ordinaria 2024
Evaluacién para el Acceso a la Universidad
Curso 2023/2024

Materia: MATEMATICAS II

CAMPUS DF EXCELENCLIA INTERMACKNAL

Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATRO de los ocho ejercicios
propuestos. Si resuelve mas, se corregiran solo los cuatro primeros. Los
ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las
respuestas. Se podra utilizar cualquier tipo de calculadora. Cada ejercicio
completo puntuaré 2,5 puntos. Duracion de la prueba: 1 hora y 30 minutos.

ax+2y+z=1
1. Considera el siguiente sistema de ecuaciones, donde aeR: 2x+ay+z=a
5x+2y+z=1
a) [1°5 puntos] Discute el sistema de ecuaciones segun los valores de a, e identifica el nGmero de

soluciones en cada caso.
b) [1 punto] Resuelve, razonadamente, el sistema de ecuaciones para a = 1.

2. Con el objetivo de reducir el coste, una cooperativa de aceite quiere disefiar unos envases con
forma de prisma de base cuadrada con un volumen de 1 dm? (tal como se muestra en la figura
adjunta) pero que tengan la minima superficie.

X

a) [1 punto] Determina la funcion de la superficie del envase en funcion de x (incluidas las dos
bases).

b) [1 punto] Calcula, razonadamente, los valores de x e y, para que la superficie sea minima.

c) [0,5 puntos] Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, determina la superficie de cada
envase y su coste, sabiendo que el material tiene un precio de 5 euros el dm?2.

3. Carla esté disefiando el tejado de una casa con Geogebra. Para ello, debe unir una viga que tiene

de extremos los puntos de coordenadas A(2,—1,3) y B(—2,4.5).

a) [1 punto] Determina la ecuacién de la recta que representa la viga.

b) [0,5 puntos] ¢Cual es la longitud de la viga?

¢) [1 punto] Si se quiere colocar una placa metalica triangular de vértices los puntos 4, B 'y
€(0,0,1). Determina el area de la placa triangular.

4.

. - . e*-1
a) Calcula el siguiente limite: lim ——.
x—+0 X 4+ 3
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1 010
b) Estudia el rango de lamatriz A= 2 0 2 1 |en funciénde losvaloresde aeRR.
alo01

5. a) [1 punto] Calcula la siguiente integral J'x\/2x +3dx . Puedes utilizar el cambio de variable

t:«/2x+3.

b) [1,5 puntos] Sean los vectores u= (1, a,a)y V= (—1,0, 2) con aeR. Determina el valor de a

para que el ngulo entre los vectores u y v sea de 60°.

6.
a) [1 punto] Calcula los coeficientes a,b,c R de la funcion f(x)=x3+ax2+bx+c tal que

tenga un extremo relativo en el punto de abscisa x = 2 y un punto de inflexion en P(1,2).
Justifica tu respuesta.

b) Sean dos sucesos A y B tales que P(4) =0,2; P(AnB)=0,1y P(AUB)=0,3. Calcula:
b.1) [0,75 puntos] P(B) y P(Amﬁ), con B el suceso complementario de B.
b.2) [0,75 puntos] P(A/B)y P(B/A).

7.

. a1 . ,
a) [1,25 puntos] Sea la matriz A= (1 Oj ,con aelR. ¢Existe algun valor de a para el que la
matriz A y su inversa sean iguales? Si es asi, indica cuales. Justifica tu respuesta.

b) [1,25 puntos] Calcula la ecuacion de la recta que contiene al punto A(1,0,0) y que es perpendicular
a los vectores u=(1,2,1) y v=(1,0,0).

8.

a) En un club se juegan tres deportes. Cada socio solo puede apuntarse a un unico deporte. EI 60%
juega al tenis, el 25% practica natacion y el resto, golf. En los campeonatos locales, han obtenido
algin premio el 21% de los socios que juegan al tenis, el 30% de los que practican natacién y el
12% de los que practican el golf.

a.1) [0,5 puntos] Calcula la probabilidad de que uno de los socios, seleccionado al azar, haya obtenido
algn premio.

a.2) [0,75 puntos] Sabiendo que un socio ha obtenido algin premio en los campeonatos locales,
calcula la probabilidad de que practique natacién.

b) El tiempo que una persona sana invierte en recorrer 5 km sigue una distribucion normal de media
60 minutos y una desviacion tipica de 8 minutos.

b.1) [0,5 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que una persona sana invierta menos de 50 minutos?

b.2) [0,75 puntos] ¢Cuél es la probabilidad de que una persona sana invierta entre 50 y 66 minutos?

z 0.00 ‘ 0.01 | 0.02 | 0.03 ‘ 0.04 | 0.05 ‘ 0.06 | 0.07 ‘ 0.08 | 0.03
0.50 06815 0.6850 0.6085 0.7018 0.7054 0.7028 07123 0.7157 0.7100 0.7224
0.60 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7380 07422 07454 0.7488 0.7517 0.7540
0.70 0.7580 07611 0.7642 0.7673 0.7704 07734 07764 0.7784 0.7823 0.7852
0.80 0.7881 0.7810 0.7939 0.7967 0.7005 0.2023 0.8051 0.8078 0.8108 0.3133
0.90 n.3158 0.3186 0.8212 0.8238 0.6264 0.3288 0.8315 0.8340 0.8365 0.3328
1.00 02413 0.2438 0.8461 0.8425 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8500 0.8821
1.10 0.3543 0.3885 0.8686 0.8708 0.8729 0.2748 0.8770 0.8780 0.8210 0.3820
1.20 0.2840 0.3880 0.8888 0.8807 0.8025 0.3044 0.8082 0.8880 0.8007 0.2015
1.30 0.9032 0.9048 0.0066 0.0082 0.0009 0.9115 0.9131 0.9147 0.8162 0.2177
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SOLUCIONES

ax+2y+z=1
1. Considera el siguiente sistema de ecuaciones, donde aeR: 2x+ay+z=a
5x+2y+z=1
a) [1°5 puntos] Discute el sistema de ecuaciones segun los valores de a, e identifica el nimero de

soluciones en cada caso.
b) [1 punto] Resuelve, razonadamente, el sistema de ecuaciones para a = 1.

a 21
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|2 a 1|y lamatrizampliada es
5 21
a 211
A/B={2 a 1 a|.
5211
Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.
a 21
|Al=]2 a l=a’+10+4-5a-4-2a=a’—-7a+10
5 21
2 E=5:a
|A|:0:>a2—7a+10:0:>a:7i\/(_7) _4(1)(10):7i3: 2
2 2 7-3
—=|2=a
2

Distinguimos tres casos que analizamos por separado.

CASO 1. a#2ya=#5.

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, asi como el de A/B e igual al
ndmero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una tnica solucion).

CASO 2. a=2.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Analizamos el rango de Ay A/B
usando el método de Gauss para triangular el sistema.

2-Fila3* — 5-Fila1?

2211 10 4 2 2
A/IB={2 2 12 |=> 10 -10 -5 5
> 2 11 0 -6 -3 -3— NuevaFila3?
Fila22 — Fila1?
5 2 1 2 2 2 1 1
o o 1 1 =0 0 0 1 |=
0 6 -3 -3

0 0O O 21— NuevaFila2?2
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A/B
2 2 11
= {Fila®*o Fila22}=|0 -6 -3 -3
0 0 01

| —
A

Elrango de A es2y el rango de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema es incompatible
(sin solucion)

CASO 3. a=5

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Analizamos el rango de Ay A/B
usando el método de Gauss para triangular el sistema.

Fila3® — Fila 1°

5 211 £ o 1 1
AlB=12 5 15/=) o , .

> 211 0 0 O 0 — NuevaFila3®?
5-Fila 22—2 - Fila 12 PR CI—
10 25 5 25 > 2 11
10 4 2 o —|0 21 323
0 21 3 23> NuevaFilaze| |2 9 00

A

El rango de Ay A/B es 2. Los rangos son iguales, pero menores que el nimero de incognitas
(3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)

Resumiendo: Si a=2ya=5 el sistema es compatible determinado, si a=2 el sistema es
incompatible y si a=5 el sistema es compatible indeterminado.

b) Para a =1 el sistema es compatible determinado (apartado anterior). Hallamos su solucion.

Ecuacién 32 —5- Ecuacion 12| { Ecuacién 22 —2 Ecuacion 12
X+2y+z=1

5k +2y +z =1 2x -y +z =1
2xty+z=1 =3 5 qoy 57 =-5 _2x -4y 27 =-2 =
OX+2y+z=1 8y 47 —4 5y -z -1
2-Ecuacion 3* + 5 - Ecuacion 22
X+2y+z=1 X+2y+z=1 10y 27 = -2
= -8y-471=-4= 2y+z=1 = 10y +52 = 5 =
—oy-z=-1 —oy-z=-1 3z = 3 — NuevaEcuacion3?
X+2y+z=1 _
=4 2y+z=1 :{x+2y+1:1:>{x+2}’—0 = x+0=0=[x=0]
2y+1=1 2y=0-[y=0|
37=3-[z=1]

La solucidn del sistemaesx =0, y=0, z=1.
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2. Con el objetivo de reducir el coste, una cooperativa de aceite quiere disefiar unos envases con forma
de prisma de base cuadrada con un volumen de 1 dm? (tal como se muestra en la figura adjunta)
pero que tengan la minima superficie.

X

a) [1 punto] Determina la funcion de la superficie del envase en funcion de x (incluidas las dos
bases).

b) [1 punto] Calcula, razonadamente, los valores de x e y, para que la superficie sea minima.

¢) [0,5 puntos] Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, determina la superficie de cada
envase y su coste, sabiendo que el material tiene un precio de 5 euros el dm?

a) El volumen debe ser 1 dm?, por lo que X’y =1=y= % .

La superficie del envase es la suma de las dos bases y el lateral.

Base — x°

Lateral — 4x-y

}:S(x):ZXZ+4xy:>{y:%}:>s(x):2x2+4x%:2x2+§

La superficie del prisma tiene la expresion S(x)=2x" +ﬂ .
X

b) Utilizamos la derivada de la funcién S(x)=2x*+— para encontrar sus puntos criticos.
X

S(x)=2x’ +;:> S’(x)=4x—%

S’(x):O:4x—iZ:0:>4x:i2:4x3:4:>x3:l:> x=31=1
X X

Sustituimos este valor en la segunda derivada.

S’(x)=4x—%:4x—4x‘2 = S"(x):4+8x‘3 =4+%:> S"(l):4+l§3:12>0

Como la segunda derivada es positiva la funcion superficie tiene un minimo para x = 1.

La superficie esminimaparax =1 dme y= 112 =1 dm.

c) La superficie minima tiene un valor de S(1)= 2.1 +% =6dm?. Como cuesta 5 euros el dm? el

coste del envase serd de 6 - 5 = 30 euros.
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3. Carla esté disefiando el tejado de una casa con Geogebra. Para ello, debe unir una viga que tiene

de extremos los puntos de coordenadas A(2,—1,3) y B(—2,4,5).

a) [1 punto] Determina la ecuacion de la recta que representa la viga.

b) [0,5 puntos] ¢Cual es la longitud de la viga?

c) [1 punto] Si se quiere colocar una placa metélica triangular de vértices los puntos 4, B 'y €(0,0,1).
Determina el area de la placa triangular.

a) Hallamos la ecuacidn de la recta r que pasa por Ay B.

A(2-13)er K
ST =>r:qy=-1+54;1eR
V, = AB=(-24,5)-(2,-1,3)=(-4,5,2) 7=3+24

b) La longitud de la viga es la distancia de A a B, es decir, el médulo del vector AB .

AB =(~4,5,2) =|AB| = [(~4)" +5 +2° = /45 = 6.7 unidades
La longitud de la viga es de /45 = 6.7 unidades

c) Elarea del triaingulo ABC es la mitad del mddulo del producto vectorial ABxAC .

AB =(-4,5,2) B L
. = ABxAC=|-4 5 2|=
AC =(0,0,1)—(2,-1,3)=(-2,1,-2) P

— —10i—4j -4k +10k -8 —2i = —12i —12j + 6k = (~12,-12,6)

[ABx AC|=/(~12)° +(-12)° +6° =18

El &rea de la placa triangular tiene un valor de 9 unidades cuadradas.
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4.
. - . e'-1
a) Calcula el siguiente limite: lim ——.
x—+0 X 4+ 3
1 010
b) Estudia el rango de lamatriz A= 2 0 2 1 |en funciénde losvaloresde aeRR.
alo01
a) Calculamos el limite.
lim e2 1o Indet er min acion(L"Hopital) = lim c_
x>+0 X° 4+ 3 o0 X—+0 DX
= Indeter min acién(L"Hbpital) = lim %: 62 :

b) La matriz A es de dimensiones 3x4.Surangoes1,203.
Consideramos el menor que resulta de quitar la primera columna -

010

0 2 1=0+1+0-0-0-0=1=0.

1 01

El rango de A es 3 para cualquier valor de a.
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5.a) [1 punto] Calcula la siguiente integral _fx\/2x +3dx . Puedes utilizar el cambio de variable

t=+2x+3.

b) [1,5 puntos] Sean los vectores u= (1, a,a)y V= (—1,0, 2) con aeR. Determina el valor de a

para que el ngulo entre los vectores u y v sea de 60°.

a) Calculamos la integral usando el cambio de variable sugerido.

Cambio de variable

t=v2x+3 5>t*=2x+3 3 L
IX\/2X+3dX =1 2tdt = 2dx — dx = tdt =JT-t-tdt :Ejt2 (t*-3)dt =

2_
£ -3=2x— 1 S_

X

5 3 Deshacemos el cambio
=%jt4—3t2dt=1(t——3t—j=it5—1t3={ }:

3) 10 2 t=+2x+3

—| 5 (V2xe3) (V) K

10

b) Utilizamos la formula del producto escalar para obtener el angulo.

u-v (La,a)(-10,2) _ -l1+2a

— V= _
ulM VEre e - rore2r Vir2a\B

COS(U,V)

El angulo debe ser de 60°.

cos(iV) o |
J1+2a%\5 o=t 1 pisa=B1+2a’ =

1 J1+2a25

cos(60°) = >

= (-2+4a) =5(1+2a’) = 4+16a’ ~16a=5+10a" =

16+ /(-16)° ~4(6)(-1) _16+(-16)" ~4(6)(-1)

—6a’-16a-1=0=a=

2(6) 12
8+«/ﬁ o
= —_ . I
_Sim_ 5 2.72 - —1+2(2.72) > 0 — jEs valido!
6 _
8 (;/% =-0.06 — —1+2(-0.06) < 0 — coseno negativo jNo es valido!

=2.72.

_8+«/ﬁ
6

El Gnico valor que hace que cos(u,v) =60° es a
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6.
a) [1 punto] Calcula los coeficientes a,b,c e R de la funcion f (x) = x> +ax® +bx+c tal que

tenga un extremo relativo en el punto de abscisa x = 2 y un punto de inflexion en P(1,2).
Justifica tu respuesta.

b) Sean dos sucesos A y B tales que P(4) =0,2; P(AnB)=0,1y P(AUB)=0,3. Calcula:
b.1) [0,75 puntos] P(B) y P(Amg), con B el suceso complementario de B.
b.2) [0,75 puntos] P(A/B)y P(B/A).

a) Si la funcion tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x = 2 la derivada se anula para este
valor: f’(2)=0.

f7(x)=3x*+2ax+b
f7(2)=0

}:|0:12+4a+b|

Si la funcidn tiene un punto de inflexion en P(1,2) se debe cumplir que la funcion pase por ese
punto: f(1)=2 y que la derivada segunda se anule parax = 1: f”(1)=0.

}:2=13+a+b+c:>

f(x)=x+ax’ +bx+c

f(1)=2
f'(x)=3x*+2ax+b= f(x)=6x+2a 6
. =0=6+2a=>2a=-6=la=—=-3
f (1)=O 2
Utilizamos todo lo obtenido y hallamos el valor del resto de parametros.
12+4a+b=0
12+4(-3)+b=0
a+b+c=1 = ( ) :> :>0+c:4:>
-3+b+c=1 b+c=4

Los valores buscados sona =-3,b=0y c =4.
b.1) Utilizamos la formula de la probabilidad de la unién de dos sucesos.

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=03=02+P(B)-0.1=

=03-0.2+0.1=P(B)=|P(B)=0.2

Calculamos P(Amﬁ).

P(A)=P(ANB)+P(ANB)=02=0.1+P(AnB)=|P(AnB)=0.

b.2) Calculamos P(A/B).
_P(ANB) 01

P(A/B)—WZO%ZZ
Calculamos P(B/A).
P(AnB) 0.1
P(B/A):(P(—,A)):ﬁ:
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7.

) a1l . .
a) [1,25 puntos] Sea la matriz A= [l Oj ,con aelR. ¢Existe algun valor de a para el que la
matriz A y su inversa sean iguales? Si es asi, indica cuales. Justifica tu respuesta.

b) [1,25 puntos] Calcula la ecuacion de la recta que contiene al punto A(1,0,0) y que es perpendicular
alos vectores u=(12,1) y v=(1,0,0).

a) Sila matriz y su inversa son iguales debe cumplirse que A-A=1.

a1 D e f o

O1 O 01 a 1 01 a=0
Para que la matriz Ay su inversa sean iguales debe ser a = 0.

b) Si la recta r buscada es perpendicular a los vectores u y vV su vector director es el producto
vectorial de los dos vectores.

= j-2k=(0,1,-2)

La recta r que cumple lo pedido es la recta que pasa por A 'y tiene como vector director
v, =(0,1,—-2). Hallamos su ecuacion.

A(l,0,0)er} x=1
. =>|r:sy=4 ;4eR
v, =(0,1,-2) )
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8.

a) En un club se juegan tres deportes. Cada socio solo puede apuntarse a un unico deporte. EI 60%
juega al tenis, el 25% practica natacion y el resto, golf. En los campeonatos locales, han obtenido
algun premio el 21% de los socios que juegan al tenis, el 30% de los que practican natacion y el
12% de los que practican el golf.

a.1) [0,5 puntos] Calcula la probabilidad de que uno de los socios, seleccionado al azar, haya obtenido
algin premio.

a.2) [0,75 puntos] Sabiendo que un socio ha obtenido algin premio en los campeonatos locales,
calcula la probabilidad de que practique natacién.

b) El tiempo que una persona sana invierte en recorrer 5 km sigue una distribucion normal de media
60 minutos y una desviacion tipica de 8 minutos.

b.1) [0,5 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que una persona sana invierta menos de 50 minutos?

b.2) [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que una persona sana invierta entre 50 y 66 minutos?

a) Llamamos T a “el socio juega al tenis”, N a “el socio practica natacion”, G a “el socio practica
golf” y A a “el socio ha obtenido algin premio en los campeonatos locales”.

Sabemos que P(T)=0.6, P(N)=0.25 P(G)=0.15, P(A/T)=0.21, P(A/N)=03y
P(A/G) = 0.12.
a.1) Nos piden calcular P(A). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(A)=P(T)P(A/T)+P(N)P(A/N)+P(G)P(A/G)=
=0.6:0.21+0.25-0.3+0.15:0.12 =[0.219)]

La probabilidad de que el socio elegido al azar haya obtenido algun premio es de 0.219.

a.2) Nos piden calcular P(N/ A). Aplicamos el teorema de Bayes.

F)(N/A):F>(NmA):F>(N)P(A/N):o.25-o.3:§~03425
P(A) P(A) 0219 |73

La probabilidad de que elegido al azar un socio que ha obtenido premio esté sea de natacion
es de 25 =0.3425.
73

b) X = El tiempo (en minutos) que una persona sana invierte en recorrer 5 km. X = N(60, 8).

b.1) Nos piden calcular P(X <50).

50-60

P(X <50) = {Tipificamos} = P(Z < j: P(Z<-1.25)=P(Z>1.25)=

Miramos en la
=1—P(Z sl.25)= =1-0.8944 =|0.1056
tabla N(0, 1)
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[ 1.20 M l
T D.e032 D04 00068 0082 iR ] 0ens

La probabilidad de que una persona sana invierta menos de 50 minutos en recorrer 5 km es de
0.1056.

b.2) Nos piden calcular P(50< X <66).

P(50 < X <66) = {Tipificamos} = P(SO;GO <Z< 66;60) =P(-1.25<Z<0.75) =

=P(Z<0.75)-P(Z2 <-1.25)=P(Z <0.75)-[1- P(2 <1.25) | =

Miramos en la
tabla N(0, 1)

} =0.7734—(1-0.8944)=|0.6678

La probabilidad de que una persona sana invierta entre 50 y 66 minutos en recorrer 5 km es de
0.6678.
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EvAU Extraordinaria 2023
Evaluacién para el Acceso a la Universidad
Curso 2022/2023

Materia: MATEMATICAS II

CAMPUS DE EXCELENCLA INTERMACHONAL

Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATRO de los ocho
ejercicios propuestos. Si resuelve mas, se corregiran solo los cuatro
primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente
y razonando las respuestas. Se podra utilizar cualquier tipo de
calculadora. Cada ejercicio completo puntuara 2,5 puntos. Duracion de
la prueba: 1 hora y 30 minutos.

-2X+y-z=-1
1. Sea el sistema de ecuaciones lineales < —x+ay+z=2 ,conaeR
2X+y+az=3

a) [1,75 punto] Discute cdmo es el sistema en funcion de los valores del parametro a.
b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible

2. Una empresa desea construir un aparcamiento para sus empleados y necesita vallarlo de manera
que la region resultante sea un rectdngulo mas medio circulo, tal y como se ve en la figura adjunta.
El rectangulo tiene de lados h, r e R, de manera que el radio del semicirculo es h/2. La empresa
tiene solamente presupuesto para comprar una valla de 80 metros de longitud, que ha de ser el
perimetro del aparcamiento. La empresa desea construir un aparcamiento con el mayor area
posible con ese perimetro de 80 metros.

r h/2
a) [1 punto] Escribe el area del aparcamiento en funcién del valor h.
b) [1,5 puntos] ¢Cuanto deben valer hy r para que el area del aparcamiento sea lo mayor posible?

3. a) Tenemos dos urnas con bolas. La urna A tiene 6 bolas rojas y 8 negras y la urna B tiene 8 bolas
rojas y 10 bolas negras. Disponemos de un dado de 12 caras numeradas del 1 al 12. Lanzamos el
dado y si sale un namero maltiplo de 4 se extrae una bola de la urna A. Si sale otro nimero se
extrae una bola de la urna B. Calcula razonadamente:

a.1) [0,5 puntos] La probabilidad de obtener una bola roja.

a.2) [0,75 puntos] Sabiendo que la bola extraida es roja, la probabilidad de que haya sido
extraida de la urna A.

b) Una empresa de mensajeria sabe que la probabilidad de que el destinatario esté ausente (y no se

pueda hacer la entrega) durante el reparto es del 25 %. Un repartidor de esta empresa ha de entregar

6 paquetes.

b.1) [0,5 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que no pueda entregar uno de ellos porque el
destinatario esté ausente?

b.2) [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que pueda entregar al menos uno de los paquetes?
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n K P 0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95

-] 0 0.7351 03771 01780 00754 00277 0.0083 00018 0.0002 0.0000 0.0000
1 0.2321 023933 03560 02437 0135 00609 00205 00044 0.0004 0.0000
2 0.0305 041782 02%66 023280 02780 01861 00951 00330 00055 0.0001
3 0.0021 00415 01318 02355 03032 03032 02355 01318 00415 0.0021
4 0.0001 0.0025 00330 00951 01861 02780 023280 02966 0.1762 0.0305
5 0.0000 0.0004 0.0044 00205 006805 0.1359 02437 03560 03953 0.2321
& 0.0000 00000 00002 00018 00083 00277 00734 01780 03771 0.7351

4.Seanel planor=a-x+y—z=1,cona€ R,y lospuntos A(1,0,0) yB(b, 1,-1),conb € R.

a) [1,5 puntos] Determina el valor de a, b para que el vector AB sea perpendicular al plano z y el
punto A esté contenido en el plano z.

b) [1 puntos] Con los valores de a, b obtenidos en el apartado anterior, escribe la ecuacion de la
recta que pasa por Ay es perpendicular al plano 7.

5.a) [1 punto] Encontrar el area encerrada por la recta x = —1y las graficas de las funciones
f(X)=x"-2x+3y g(x) :%x2 +1.
-2 1 a
b) [1,5 puntos] Sea la matriz A=| -1 0 0 |cona € R. Estudia el rango de A en funcién

-1 a+1 a+1
de los valores de a.

6. a) [1 punto] Calcula el limite siguiente:
x® —3x* +3x-9

lim
x—3 3x-9
b) [1,5 puntos] Sean el punto A(1, 2, 1) y el plano z=x —y = 1. Calcula la distancia del punto A

al plano z.

7. a) [1 punto] Resuelve la siguiente integral:
j(x+3)e‘2xdx .

b) En un juego de azar cada jugador tira un dado de seis caras. Si sale un 1 vuelve a tirar. Si sale
otro resultado deja de tirar y la puntuacion obtenida es el nimero de unos obtenidos durante las
tiradas.

b.1) [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de no obtener ningtin uno? ;Cual es la probabilidad
de obtener una puntuacion de uno? ;Y la de obtener una puntuacion de tres?

b.2) [0,75 puntos] ¢Podrias dar la probabilidad de obtener una puntuacién de n € N?

1 3 5
8. a) [1,25 puntos] Sabiendoque |a b c|=6con a,b,c,x,y,ze R calcula el valor de
X y 2
1/2 3/2 5/2
a+2 b+6 c+10| e indica en cada paso las propiedades que utilizas.
4x 4y 47

b) [1,25 puntos] Calcula el &ngulo que forman los vectores u=(111) yv=(3,2,3).
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SOLUCIONES

-2X+y-z=-1
1. Sea el sistema de ecuaciones lineales < —x+ay+z=2 ,conaeR
2X+y+az=3

a) [1,75 punto] Discute como es el sistema en funcién de los valores del parametro a.
b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible

-2 1 -1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=| -1 a 1 |y lamatrizampliada es
2 1 a
-2 1 -1-1
A/B=|-1 a 1 2
2 1 a 3

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

-2 1 -
|Al=|-1 a 1|=-2a’+2+1+2a+a+2=-2a’+3a+5
2 1 a
-3+7 1-a
—3i,/32—4 -2)(5) _ R =
|Al=0= —2a% +3a+5=0=a = . 2( )®) _ 327: 2
(=2) - —_; =[25=a

Distinguimos tres casos que analizamos por separado.

CASO1l. a=-1lya=#25.

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, asi como el de A/B e igual al
namero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una Unica solucién).

CASO 2. a=-1.

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Analizamos el rango de Ay A/B

usando el método de Gauss para triangular el sistema.

Fila1® — 2 - Fila 22
-2 1 -1-1

2 1 -1 -1
AIB=I-1 -1 1 2|29, 5 , ,
2 1 -3 0 3 -3 -5->NuevaFila2?
Fila 3 + Fila 12
s 1 1 3 2 1 -1
201 1 1 =0 3 -3-5|=
0 2 22

0 2 -2 2 — NuevaFila3?
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3-Fila3® — 2- Fila2? M
e 6 6 2 1 141
= 0 6 6 10 =0 3 -3-5
0 0 0 16— NuevaFila3? Lg_o, 16

El rango de A es 2 y el rango de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema es
incompatible (sin solucion)

CASO 3. a=25

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Analizamos el rango de Ay A/B
usando el método de Gauss para triangular el sistema.

Filal® — 2 - Fila22

-2 1 -1- 2 1 -1 -
AIB=-1 25 1 2|21, o , ,
2 1 253 0 -4 -3 —5-— Nueva Fila 22
Fila 32 + Fila 12
2 1 25 3 2
-2 1 -1 -1 B ] It
0 2 15 2 —>NuevaFila3® 02
2 -Fila 3 + Fila 22 =
S 2 1 -1-1
Y0 -4 -3 -5 B
0 0 0 —i1oNueafilaz| |29 01

A

El rango de A es2 y el rango de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema es
incompatible (sin solucidn)

Resumiendo: Si a=—1ya=2.5 el sistema es compatible determinado, si a=2.5 0 a=-1 el
sistema es incompatible.

b) Para a = 2 el sistema es compatible determinado (apartado anterior). Hallamos su solucién.

Ecuacion 32 + Ecuacion 12

“xty-z=-1 o, +y +2z =3

—X+2y+2=2 = 2% 4y -z =-1

2y +z =2 — NuevaEcuacion3?

2X+Yy+2z2=3

—2-Ecuacion 22 + Ecuacion 12
2x -4y -2z =-4
-2X 4y -z =-1

—2X+y-z=-1
= -3y-3z1=-5=
2y + 2=2

-3y -3z =-5-> NuevaEcuacion2?
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3-Ecuacion 32 + 2 - Ecuacion 22 ) .
6y +3z = 6 ‘X;y‘;“5
= -6y -6z = -10 =) TeYTerEo =
-3z = -4 — NuevaEcuacion3? —37=-4-> z=f
3
2 g TS
—2X —_—— =
Ty = :>—2x+1:1:>—2x:0:>
1 3 3
-3y—-4=-5 -3y=-1-> y:§

La solucion del sistemaesx =0, y =%, z =g.
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2. Una empresa desea construir un aparcamiento para sus empleados y necesita vallarlo de manera
que la regidn resultante sea un rectdngulo mas medio circulo, tal y como se ve en la figura adjunta.
El rectangulo tiene de lados h, r e R, de manera que el radio del semicirculo es h/2. La empresa tiene

solamente presupuesto para comprar una valla de 80 metros de longitud, que ha de ser el perimetro

del aparcamiento. La empresa desea construir un aparcamiento con el mayor area posible con ese
perimetro de 80 metros.

r h/2

a) [1 punto] Escribe el area del aparcamiento en funcion del valor h.
b) [1,5 puntos] ¢Cuanto deben valer h y r para que el area del aparcamiento sea lo mayor posible?

a) El perimetro de la figura es la suma de tres de los lados del rectdngulo y la mitad del perimetro
de la circunferencia de radio h/2. Este perimetro es la longitud de la valla (80 metros)

h
Z”E zh
Perimetro=2r +h+ =2r+h+—=80>

Z

80-h _zh 1 x
—Sr=——2 -40-h-Zn
2 2 4
El area del aparcamiento es la suma del area del rectangulo y la mitad del area del circulo de
radio h/2.
(3)
" 2
Area=hr+—22 _pr4 zh
2 8

Reemplazamos en el &rea el valor de r por lo obtenido inicialmente y nos queda la funcién de la
que deseamos hallar su maximo.

2
Area=hr + zh

2
ALY T
2 4 8

:A(h):h(40—%h—%h)+

r=40-th-Zp
2 4

El area del aparcamiento en funcion del valor h tiene la expresién: A(h)=40h —%hz I

b) Buscamos los puntos criticos de esta funcion usando la derivada.
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A’ (h)=40-h-Zh 7 7
4 :>40—h—zh:0:>40:h+zh:>40: 1+Z h=

A'(h)=0
40 = 160 = 22.4 metros

=>h=——
T 4+

Sustituimos este valor en la segunda derivada para comprobar si es un maximo o un minimo de

la funcion A(x).
A (h) =40—h—%h = A”(h)=—1—%:> A"(22.4)=—1—%< 0

Como es negativa la segunda derivada sabemos que la funcién tiene un madximoen h= :ﬂ
+7
El valor de r es:
r—40—1 160 )\ z( 160 _40- 80 40r _160+40zr 80 40z
2\4+7r) 4\4+rx A+ 4d+rx d+ 7 d4+7 4+

ﬂ =11.2 metros

r =
4+

160 =22.4metros y
4+r

Resumiendo: El area del aparcamiento es maxima para h =

80 =11.2 metros.
4+

r =

www.ebaumatematicas.com
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3. a) Tenemos dos urnas con bolas. La urna A tiene 6 bolas rojas y 8 negras y la urna B tiene 8 bolas

rojas y 10 bolas negras. Disponemos de un dado de 12 caras numeradas del 1 al 12. Lanzamos el dado

y si sale un nimero multiplo de 4 se extrae una bola de la urna A. Si sale otro nimero se extrae una

bola de la urna B. Calcula razonadamente:

a.1) [0,5 puntos] La probabilidad de obtener una bola roja.

a.2) [0,75 puntos] Sabiendo que la bola extraida es roja, la probabilidad de que haya sido extraida
de la urna A.

b) Una empresa de mensajeria sabe que la probabilidad de que el destinatario esté ausente (y no se

pueda hacer la entrega) durante el reparto es del 25 %. Un repartidor de esta empresa ha de entregar

6 paquetes.

b.1) [0,5 puntos] ¢ Cudl es la probabilidad de que no pueda entregar uno de ellos porque el destinatario
esté ausente?

b.2) [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que pueda entregar al menos uno de los paquetes?

n K P 0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95

6 0 0.7351 03771 01780 00734 00277 00083 00018 0.0002 0.0000 0.0000
1 0.2321 03993 03560 02437 01359 00802 00205 0.0044 0.0004 0.0000
2 0.0305 01762 02966 03280 02780 0.1861 00951 0.0330 0.0055 0.0001
3 0.0021 0.04152 01318 023535 03032 03032 02355 01318 00415 0.0021
4 0.0001 0.0055 00330 00%31 01881 02780 03280 0296 01762 0.0305
5 0.0000 00004 00044 00205 006058 01358 02437 03560 039393 02321
& 0.0000 00000 O0OCD2 00018 000823 00277 00754 041780 03771 07351

a) Para obtener un multiplo de 4 al lanzar el dado debe salir 4, 8 o 12. Sillamamos M al suceso “sacar
multiplo de 4 al lanzar el dado” tenemos que P(M) = 3/12 = 1/4.
Llamamos R al suceso “sacar bola roja” y R€ al suceso “sacar bola negra”

Realizamos un diagrama de arbol.

Bola roja
Mdltiplo de 4 P(R/M)=6/14
P(M)=1/4
Urna A (6Ry 8N) Bola negra
P(R¢/M) = 8/14
Dos urnasy muchas
bolas
Bola roja
No mdltiplo de 4 P(R/M€)=8/18
P(MC€)=3/4
Urna B (8R y 10N) Bola negra

P(R/MC) = 10/18

a.1) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

6

16.38_137 oum
414

18 |84

P(R)=P(M)P(R/M)+P(M)P(R/M®)= +

Dlw
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a.2) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

16
P(M /R)- P(M mR): P(M)P(R/M): 414 _ 320.243
P(R) P(R) 37 |37
84
b) Sea X la variable que cuenta el nimero de paquetes que no se pueden entregar de un grupo de 6

paquetes.
Esta variable es una binomial de parametros n = 6 y p = P(no entregar un paquete) = 0.25.
X =B(6, 0.25)

b.1) Nos piden calcular P(X =1).

6
P(X :1):(1]0.251-0.755 = %: 0.356

b.2) Entregar al menos uno de los paquetes es entregar 1, 2, 3, 4, 5 0 6 paquetes. Esto es lo mismo
que no entregar 5, 4, 3, 2, 1 0 0 paquetes. Nos piden calcular P(X < 5). Calculamos su valor

usando el suceso contrario.

6
P(X <5)=1-P(X >5)=1-P(X :6):1—[ ]0.256-0.750 — 12995 _ 5 9908
6 4096
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4.Seanelplanoz=a-x+y—z=1,cona€ R,y los puntos A(1, 0,0) y B(b, 1, 1), conb € R.

a) [1,5 puntos] Determina el valor de a, b para que el vector AB sea perpendicular al plano 7 y el
punto A esté contenido en el plano z.

b) [1 puntos] Con los valores de a, b obtenidos en el apartado anterior, escribe la ecuacion de la recta
que pasa por Ay es perpendicular al plano z.

a) Si el punto A esté contenido en el plano z el punto satisface su ecuacion.

r=ax+y-z=1

-0=1 =1
A(l,0,0)e;z }:a+0 0 :>

Ademés, el vector AB es perpendicular al plano z. Esto significa que este vector tiene
coordenadas proporcionales al vector normal al plano.

r=x+y-z=1->n=(11-1)
AB=(b,1,-1)—(1,0,0)=(b-11-1) :>bT_1=%=_—i:>b—1=1:

AB||n
Los valores buscadossona=1yb = 2.

b) Paraa=1yb =2el planoqueda 7=x+y—z=1.
La recta que pasa por Ay es perpendicular al plano 7 tiene como vector director el vector normal

del plano.
v, =n=(11-1) x=trd
=>r=qy=4 ,1€R
A(l,0,0)eI‘ '
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5. a) [1 punto] Encontrar el area encerrada por la recta x = —1y las graficas de las funciones
f(X)=x*—2x+3y g(x):%x2 +1.
-2 1 a

b) [1,5 puntos] Sea la matriz A=| -1 0 0 |cona € R. Estudia el rango de A en funcion de
-1 a+l1 a+l1

los valores de a.

a) Hallamos los puntos de corte de ambas gréficas.
f(x)=x*-2x+3

g(x)==x*+1 :>x2—2x+3:%x2+1:>%x2—2x+2:0:>x2—4x+4:o:

2

N
N | H

El area del recinto es el valor absoluto de la integral definida entre —1 y 2 de la diferencia de las
dos funciones.

Como f(0)=3y g(0)=1tenemos que f(x) > g(x) en el intervalo (-1,2).

Areazf1 f (x)—g(x)dx:ﬁx2 —2x+3—(%x2 +1]dx:

=.[2 x2—2x+3—1x2—1dx:.[21x2—2x+2dx=
-1 2 -12

8 avaiiigio-2ls g
6 6 2

El recinto del cual hemos hallado el area es el coloreado de
rosa en el dibujo.

b) El rango de la matriz A puede ser 3,2 0 1.
Averiguamos cuando se anula su determinante.
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-2 1 a
|Al=]-1 0 0 |=0+0-a(a+l)-0+a+1l-0=-a’-a+a+l=-a’+1
-1 a+l1l a+

|A=0=-a’+1=0=a’=1=|a=1=+1

Si a= =1 el determinante de A es no nulo y su rango es 3.
Sia =1 el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.

-2 11

La matrizqueda A=| -1 0 0 |. Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la
-1 2 2

filay columna 32 Calculamos su determinante:

1
0 =1+#0.Elrango de Aes 2.

Sia =-1 el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.

-2 1 -1
Lamatrizqueda A=| -1 0 0 |.Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la
-1 0 O

filay columna 32 Calculamos su determinante:

1
O‘:l;to. El rango de A es 2.

Resumiendo: Si a==*1 elrangode Aes3ysia=10a=-1elrango de Aes2.
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6. a) [1 punto] Calcula el limite siguiente:
_ x*-3x*+3x-9
lim
X3 3x-9

b) [1,5 puntos] Sean el punto A(1, 2, 1) y el plano z = x —y = 1. Calcula la distancia del punto A al
plano 7.

a)

X332 +3x— 9 27-27+9-9 0
lim 0 = Indeter min aciéon =

=3 3x-9 9-9

1 -3 3 -9
3 3 0 9=x-3x"+3x-9=(x-3)(x’+3)
1 0 3|0

OTRA FORMA DE HACERLO

lim X' —3x* +3x— 9 27-27+3-9 0 = Indeter min acion(L Hépital) =
x—3 3x-9 9-9 0

2_ —
:"rg3x §X+3:27 ;84-3:2:

b) Utilizamos la férmula de la distancia de un punto a un plano.

A(L,21)
r=X-y-1=0

}:d A7z |1 2~ ]4 _ 2 \/funidades

Frgr 2
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7. a) [1 punto] Resuelve la siguiente integral:
J.(x+3)e’zxdx.

b) En un juego de azar cada jugador tira un dado de seis caras. Si sale un 1 vuelve a tirar. Si sale otro
resultado deja de tirar y la puntuacion obtenida es el nimero de unos obtenidos durante las tiradas.
b.1) [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de no obtener ningun uno? ;Cual es la probabilidad de
obtener una puntuacion de uno? ;Y la de obtener una puntuacion de tres?

b.2) [0,75 puntos] ¢Podrias dar la probabilidad de obtener una puntuacién de n € N?

a)

Integracion por partes

X+3)e"dx=<Uu=Xx+3— du=dx =(Xx+3)—e™ - | —edx =
2X 12 2X 12 2X

—2X

dv=e2dx »>v= Ie’zxdx = ie
2

:_X_3e—2x+1J‘e—2de:_X_3e—2x+1 ie—ZX :_X_ge—Zx_Ee—Zx:
2 2 2 2\ -2 2 4
:_2X_6e—2x_1e—2x: _ZX_7e—2x+K

4 4 4

b) En cualquier momento del juego, la probabilidad de obtener un 1 es de 1/6 y la de obtener otro
valor es de 5/6.
b.1) No obtener ningln uno es sacar en la primera tirada un resultado que no sea 1.
La probabilidad de no sacar ningln 1 es 5/6.

P (Sacar puntuacion 0) = g: 0.833

Obtener una puntuacion de 1 es sacar 1 en la primera tirada y un resultado distinto de 1 en la

segunda, como son sucesos independientes la probabilidad de obtener puntuacion 1 es:
15 |5 5

P (Sacar puntuacion 1) = se 7= 0.1389

Para obtener una puntuacién de tres debemos sacar 1 en la 18 2% y 32 tirada y un resultado
distinto de 1 en la 42 tirada.

P (Sacar puntuacion3) = L1155 13- 3 00039

6666 |6° 129

b.2) Analizamos lo obtenido en el apartado anterior:

P (Sacar puntuacion 0) = g = 6?*1
- 5 5

P (Sacar puntuacion 1) e
. 5 5

P (Sacar puntuacion3) = oty

Generalizando la regla para n puntos tendremos |P (Sacar puntuaciénn) =

n+1
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1 35
8.a) [1,25 puntos] Sabiendo que |a b c|=6con a,b,c,X,y,zeR calcula el valor de
Xy z
1/2 3/2 5/2

a+2 b+6 c+10| eindica en cada paso las propiedades que utilizas.
4x 4y 47

b) [1,25 puntos] Calcula el 4ngulo que forman los vectores u=(111) y v=(3,2,3).

a)
1/2 3/2 5/2 s act 1 . 1 3 5
acamos factor comin=
a+2 b+6 c+10/= 7 =Sla+2 b+6 ce10l-
4x 4y 4z delal®Fila 4x 4y 4z
, 1 3 5 1 3 5
Sacamos factor comun4| 1
= . ==-4la+2 b+6 c+10/=2a+2 b+6 c+10/=
dela3?Fila 2
X y z X y z
. _ 1 3 5 |1 3 5
En la 22 fila separamos el determinante
= . =2(la b c|+|2 6 10||=
en suma de dos determinantes
X y z| X y z
En el segundo determinante 1 35 1 3 5
=< la 22 fila es proporcional =2(la b c[+0|=2a b c=2-6:
a la 12 fila (x2) — determinante =0 Xy z X y z
b)
BUTRY (11,1)(3,2,3) 3+2+3 8
cos(u,v): = - - —
Ul VPR 2t 3 V3V22 66

(ﬁ, \7) =cos™ (%j =10°

El valor aproximado del &ngulo formado por los dos vectores es de 10°.
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EVAU Ordinaria 2023

Evaluacién para el Acceso a la Universidad
Curso 2022/2023

Materia: MATEMATICAS II

CAMPFUS DE EXCFLENCLA INTERMACHRAL

Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATRO de los ocho
ejercicios propuestos. Si resuelve mas, se corregiran solo los cuatro
primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente
y razonando las respuestas. Se podra utilizar cualquier tipo de
calculadora. Cada ejercicio completo puntuara 2,5 puntos. Duracion de
la prueba: 1 hora y 30 minutos.

. a b 2 1 10
1. Sean las matrices X = ,cona, b, c eR,A= y B=
c O 4 2 2 0

a) [1,5 puntos] Determina las condiciones que tienen que cumplir los valores a, b, ¢ para que
A-X=B

b) [1 punto] Si ademas queremos que X sea simétrica, ¢qué se debe cumplir? ;Como es la matriz
X resultante?

2. a) [0,5 puntos] Enuncia el teorema de Bolzano.
b) [1 punto] Sea la funcion f (x) = x> +6x° +3x—10. Utiliza el teorema de Bolzano para

justificar que esta funcion tiene al menos una raiz en el intervalo [0, 2].
c) [1 punto] ¢Podria f(x) tener mas de una raiz en el intervalo [0, 2]? Justifica tu respuesta

3.Seael punto A(1,1,a) yelplano z7=b-x+y+z=1, con a,beR.
a) [1,5 puntos] ¢Qué deben cumplir los valores a, b para que el punto A esté contenido en el
plano 7 y éste tenga como vector normal uno que es perpendicular al vector u = (1, 2, O)?

b) [1 punto] Con los valores de a, b del apartado anterior, obtén la ecuacion de la recta
perpendicular al plano z y que pasa por el punto A.

4. a) Una empresa de mantenimiento da servicio a empresas de dos poligonos industriales (el poligono
Campo y el poligono Llano). ElI 30 % de las reparaciones se realizan en el poligono Campo
mientras que el 70 % se realiza en el poligono Llano. Ademas, en el poligono Campo el 10 % de
las reparaciones son de tipo mecanico y el 90 % de tipo eléctrico. En el poligono Llano el 30 % de
las reparaciones son de tipo mecanico y el resto de tipo eléctrico.

a.1) [0,5 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que en un momento dado se realice una reparacion
de tipo mecénico?

a.2) [0,75 puntos] Si se ha realizado una reparacién de tipo eléctrico, ¢qué probabilidad hay de
que se haya realizado en el poligono Llano?

b) El famoso piloto de carreras Fernando Osnola es capaz de completar una vuelta a un circuito en
un tiempo que sigue una distribucion normal de media 1.5 minutos y desviacion tipica 0.15
minutos.

b.1) [0,5 puntos] ¢ Cual es la probabilidad de que complete una vuelta en menos de 1.35 minutos?

b.2) [0,75 puntos] ¢Cual seria el tiempo exacto que es mayor que el 85.08 % de los tiempos
realizados al completar una vuelta al circuito?
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a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
090 | 08159 08186 08212 08238 08264 08285 08315 08340 08365 08383
1.00 | 08413 08438 08461 08485 08508 08531 08554 08577 08399 08621
110 | 08643 08665 08686 08708 08729 08749 048770 086790 08810 08830
120 | 08849 048869 08838 08907 08525 08944 04892 089380 08997 09015
130 | 09032 095045 09066 09082 09099 09115 09131 09147 09162 09177
140 | 09192 05207 09222 09236 09251 09265 059279 09292 09306 09319
150 | 05332 085345 059357 0959370 09382 093%4 035406 089418 09425 05441
160 | 09452 09463 059474 09484 09495 09505 09515 09525 09535 09545
1.70 | 09554 0959564 059573 09582 09591 09399 03608 09616 09625 059633

5. a) [1 punto] Calcula la siguiente integral:

J dx
(1_ 3X)1/2 _ (1_ 3)()2/3

Puedes utilizar el cambio de variable 1—3x =t°

1 01 1 00
b) [1,5 puntos] Sean las matrices A=|{0 1 0|yB=|0 0 O0/.Sincalcular A", razona por
2 00 2 11

qué A existe y discute si la matriz A™-B tiene inversa.
6. a) [1 punto] Calcula el siguiente limite:

. ( 5x +1sz
lim .
X—>+0 5x

b) [1.5 puntos] Calcula la ecuacién de la recta que pasa por el punto A(2, 1, 3) y cuyo vector
director es perpendicular a los vectores u= (2, 2,0) y V= (0,0,—l)

7.a) [1 punto] Sea la funcion f (x)=x’+3x’+x+3. Obtén sus maximos y minimos relativos.

b) Una urna contiene cuatro bolas numeradas del 1 al 4. Se extraen al azar dos bolas sin
reemplazamiento y se obtiene una puntuacién igual a la suma de los valores correspondientes.
b.1) [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que la puntuacién obtenida sea de 3?

b.2) [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que la puntuacion sea mayor de 3?

8.a) [1,25 puntos] Sea la matriz A=

N O B
T
o N B

1
1|. Calcula el rango de A.
1

b) [1,25 puntos] Sea la recta r definida por la interseccion de los planos 7, =x+y+z=1,
7, =Yy+2z=1. Por otro lado, consideraremos el plano 7, =2x+ y =1. Determina la posicion
relativa de la recta r y el plano zs. El resultado del apartado anterior te puede ayudar.
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SOLUCIONES

. a b 2 1 10
1. Sean las matrices X = ,cona, b, c eR, A= y B=
c O 4 2 2 0

a) [1,5 puntos] Determina las condiciones que tienen que cumplir los valores a, b, ¢ para que
A-X=B

b) [1 punto] Si ademas queremos que X sea simétrica, ¢qué se debe cumplir? ;Cémo es la matriz X
resultante?

a)
2 1\a b 1 0 2a+c 2b 1 0
A-X=B= = = = —
4 2)lc O 2 0 4a+2c 4b 2 0
2a+c=1 2a+c=1

2b=0 :{2a+c:1 :{c=1—2a

= =
4da+2c=2 4da+2c=2 4a+2c=2 2a+c=1

=0

c=1-2a
:>2a+(1—2a)=1:>0=0: -0

Para que se cumpla A-X =B debe ser a cualquier valor real, b=0yc=1- 2a.

a b
b) Para que X :( OJ sea una matriz simétrica debe ser b = ¢, lo que implicaque ¢ =0. Y esto a
C

o 1
suvez implicaque 0=1-2a=2a=1= a:E .
Con la condicion de simetria de la matriz X los valores para que A-X =Bsona=1/2,b=c=0.

. 1/2 0
La matriz X queda X :[ 0 OJ
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2. a) [0,5 puntos] Enuncia el teorema de Bolzano.
b) [1 punto] Sea la funcion f (x) = x> +6x° +3x—10. Utiliza el teorema de Bolzano para justificar

que esta funcion tiene al menos una raiz en el intervalo [0, 2].
¢) [1 punto] ¢Podria f(x) tener mas de una raiz en el intervalo [0, 2]? Justifica tu respuesta

a) Sea una f(x) una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] y tal que f(a) - f(b) < 0, entonces
existe ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.

b) La funcion f (x) = x> +6x° +3x—10 es una funcion continua en [0, 2] por ser una funcién
polindmica.

Comprobamos que la funcion tiene signo distinto en los extremos del intervalo [0, 2].

f (0)=O3 +6-0°+3:0-10=-10<0
= f(O)-f(2)<O
f (2):23+6-22 +3:2-10=28>0
Se cumplen las condiciones del teorema de Bolzano y existe c e (O, 2) tal que f(c) = 0.
c) La funcion es continua. Comprobamos si es mondtona creciente o decreciente en el intervalo
[0,2].
f(x)=x*+6x"+3x-10= f"(x)=3x*+12x+3

i 4
f (x):0:>3x2+12x+3:0:>x2+4x+1:03x= =—==2

Como x=-2¢[0,2] comprobamos el signo de la derivada en el intervalo[0, 2] tomando x=1y
como su derivada vale f“(1)=3-1"+12-1+3=18>0 la funcion crece en el intervalo (—2,+x) y
en particular en el intervalo [0,2].

Por lo tanto, la funcién es estrictamente creciente en el intervalo [O, 2] y s6lo puede tener una

raiz en el intervalo [0,2].
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3.Seael punto A(1,1,a)yel plano 7=b-x+y+z=1,con a,beR.
a) [1,5 puntos] ¢Qué deben cumplir los valores a, b para que el punto A esté contenido en el plano
'y éste tenga como vector normal uno que es perpendicular al vector u=(1,2,0)?

b) [1 punto] Con los valores de a, b del apartado anterior, obtén la ecuacion de la recta perpendicular
al plano 7 y que pasa por el punto A.

a) Para que el punto A esté contenido en el plano = debe satisfacer su ecuacion.

r=b-x+y+z=1
A(l, 1, a)e7z

}:b+1+a=1:>

Para que el plano tenga como vector normal uno que es perpendicular al vector u= (1,2,0) el
producto escalar de ambos debe ser 0.

T=b-X+y+z =1:>ﬁ=(b,1,1)
u=(12,0) =(b,11)(1,2,0)=0=>b+2=0=[b=-2|
uln—un=0

Sustituyendo este valor en la primera ecuacion tenemos que a—2=0 :>

Los valores buscados sona =2y b =-2.

b) Cona=2yb=-2el punto queda A(1, 1,2) yel plano 7=-2x+y+z=1.
La recta r perpendicular al plano z tiene como vector director el vector normal del plano.

r=-2x+y+z=1=n=(-211)

— - Xx=1-21
u =n=(-211)

r= =|r=sy=1+4 ,41eR
A(1,1,2)er 7=24 4
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4. a) Una empresa de mantenimiento da servicio a empresas de dos poligonos industriales (el poligono
Campo y el poligono Llano). EI 30 % de las reparaciones se realizan en el poligono Campo mientras
que el 70 % se realiza en el poligono Llano. Ademas, en el poligono Campo el 10 % de las
reparaciones son de tipo mecanico y el 90 % de tipo eléctrico. En el poligono Llano el 30 % de las
reparaciones son de tipo mecanico y el resto de tipo eléctrico.

a.1) [0,5 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que en un momento dado se realice una reparacion de
tipo mecanico?

a.2) [0,75 puntos] Si se ha realizado una reparacion de tipo eléctrico, ¢qué probabilidad hay de que
se haya realizado en el poligono Llano?

b) El famoso piloto de carreras Fernando Osnola es capaz de completar una vuelta a un circuito en
un tiempo que sigue una distribucién normal de media 1.5 minutos y desviacion tipica 0.15 minutos.
b.1) [0,5 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que complete una vuelta en menos de 1.35 minutos?

b.2) [0,75 puntos] ¢ Cual seria el tiempo exacto que es mayor que el 85.08 % de los tiempos realizados
al completar una vuelta al circuito?

a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.08
090 | 08159 08186 08212 08238 08264 08289 08315 08340 08365 0.8389
1.00 | 08413 08438 084617 08485 08508 08531 08554 08577 08395 08621
110 | 0.8643 08665 08686 08708 08729 08749 08770 08790 08810 08830
120 | 0.8849 048869 08888 08907 08925 08%44 08962 08930 08997 09015
130 | 05032 095049 09066 05082 09099 059115 09131 09147 09162 09177
140 | 09192 035207 09222 05236 09251 039265 09279 059292 09306 09319
150 | 09332 0959345 09357 05370 09382 0593594 09406 05418 05429 059441
1.60 | 09452 09463 09474 05484 09495 09505 09515 09525 09535 09545
1.70 | 09554 09564 09573 09582 09591 059599 09608 09616 09625 09633

a) Llamamos A a “la reparacion se hace en el poligono Campo”, A€ a “la reparacion se hace en el
poligono Llano”, M a “la reparacion es de tipo mecanico” y M® a “la reparacion es de tipo
eléctrico”.

Sabemos que P(A) = 0.30 y P(A®) = 0.70. P(M/A) = 0.10, P(M/A®) = 0.30.
Realizamos un diagrama de arbol

Mecanico
Campo P(M/A) =0.10
P(A)=0.3 Eléctrico
Dos talleres y P(MC¢/A) =0.90
dos tipos de
reparaciones Mecanico
C -
Llano P(M/A€) =0.30
C —
P(A%) =07 Eléctrico
P(MCS/AC) =0.70
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a.1) Aplicamos el teorema de la probabilidad total para calcular P(M).
P(M)=P(A)P(M/A)+P(A°)P(M /A®)=03-0.1+0.7-0.3=[0.24]

a.2) Nos piden calcular P(A®/MC). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de
Bayes.

P(AC/MC)_P(ACmMC)_P(AC)P(MC/AC)_0_7.0_7_4_9~0645
- P(M¢)  1-P(M)  1-024 [76

b) X = Tiempo que tarda en completar una vuelta a un circuito (en minutos). X = N(1.5, 0.15)
b.1) Nos piden calcular P(X <1.35).

P(X <1.35)={Tipificamos} = P(Z < 1305%] =P(z<-1)=

=P(Z>1)=1-P(Z sl):{M"amos o Ia}:1-0.8413:

tabla N(O, 1)

1.10 | 0.8643

b.2) Nos piden hallar “a” tal que P(X <a)=0.8508.

P(X <a)=0.8508 = {Tipificamos} = P| Z < a-15
0.15

j =0.8508 =

=1.04=a-15=1.04-015=> |a =1.5+1.04-0.15=1.656

Miramos en la a-15
= =
tabla N(0, 1) 0.15

a | 000 001 002 003
090 | 08159 08186 08212 08238

| 1.00
8] 08643 08665 08686 08708

El tiempo que esta por encima del 85.08 % de los tiempos es 1.656 minutos
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5. a) [1 punto] Calcula la siguiente integral:

J dx
(1_3)()1/2 _ (1_3)()2/3
Puedes utilizar el cambio de variable 1—3x =t°

1 01

2 00

qué A existe y discute si la matriz A™-B tiene inversa.

100
b) [1,5 puntos] Sean las matrices A=|{0 1 0|yB=|0 0 0/.Sincalcular A, razona por
2 11

a)

Cambio de variable
1-3x =t® — —3dx = 6t°dt

ax —2t°dt

= dx = —2t°dt :J_:
1/2 2/3 3 4
J(l—Bx) —(1—3X) (1_3)()1,2 :(t6)1/2 _ " -t

(1-3x)" = (t) " =t*
3 .42 42 _$2 _ _t? —

2l iy e e e [
I 1+t _ —

=2 deuf—ldt}=2[J.1+tdt+f—ldt}=

1<t 1-t 1-t

B 2
=2 t+%+|n|1—t|}:2t+t2 +2InLl-t|=2t+t* +In(1-t)" =

{Deshacemos el cambio

1-3x=t° >t =@} = 2§1-3x +(€/1_3X)2 n |n(1_@)z

|28 3x + YT-3x +In (1—2/1—3x)2 +K

b) La matriz A tiene inversa si su determinante es no nulo.

10 1
|Al=[0 1 0[=0+0+0-2-0-0=-2%0
2 00

Al ser el determinante de A no nulo existe la inversa de la matriz A.

95 de 280 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU Ordinaria 2023 Matematicas Il en Castilla la Mancha

Comprobamos de la misma forma si la matriz A™-B tiene inversa.

100
B[=|0 0 0|=0+0+0-0-0-0=0
2 11

‘A‘l B‘ {Propiedad de los determinantes

|A-B|=|Al|B] }:‘A_l"|B|Z‘A_l"0:0

Al ser nulo el determinante de A™-B esta matriz no tiene inversa.
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6. a) [1 punto] Calcula el siguiente limite:

. (5x+1sz
lim )
X—>+0 5x

b) [1.5 puntos] Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(2, 1, 3) y cuyo vector
director es perpendicular a los vectores u = (2,2,0)y V= (0,0,-1)

a)

o (5x+1) . (5x 1Y) 1) 1 \sx
lim =lim —+—| =Ilim|1+=—| =Ilim|1+— =
X—>400 5X X—>+00 5X 5X X—>+00 5

2

1\ & 1\ s lim X
= lim (14‘5—} = lim (14’5—) =e~5 =™ :{e>1}=
X—>+00 X X—>+00 X

OTRA FORMA DE HACERLO

2 ) 5x+1

5x+1)" .. o lim | 2=
Ilm( =1" = Indeter minaciéon(n°e) =e" [sx j—
X—>+00 5x

2
lim x2(5);+1—1j= lim xz(&‘gﬂjz lim xz(sl ]: lim 2 = lim 2 =22 = 4o
X—>+00 X X—>+00 X

x—+0 Gy x>+ § 5

=g ={e>1) =[tu]

b) Un vector perpendicular a los vectores u =(2,2,0) y v=(0,0,-1) es su producto vectorial.

i=(220)] . . | V¥ L
- =uxv=[2 2 0]|=-2i+0+0+0+2j=-2i+2j=(-2,2,0)
v -1) 00 —

Tenemos que hallar la ecuacion de una recta r que pasa por el punto A(2, 1, 3) y tiene como
vector director v, =(-2,2,0).

v, =(-2,2,0) x=2-24
T Sl =ly=1424, AeR
A(2,13)er L3
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7.a) [1 punto] Sea la funcion f (x) = x* +3x% + x+3. Obtén sus maximos y minimos relativos.

b) Una urna contiene cuatro bolas numeradas del 1 al 4. Se extraen al azar dos bolas sin
reemplazamiento y se obtiene una puntuacion igual a la suma de los valores correspondientes.

b.1) [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que la puntuacion obtenida sea de 3?

b.2) [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que la puntuacion sea mayor de 3?

a) Utilizamos la derivada para obtener los puntos criticos de la funcion.

f(x)=3x"+6x+1 ,
=3X +6X+1=0=>

f’(x)=0
:>x—_6J_r 6°-4(3)(1) —6++24 X=_1+?:—0.18
: 2(3) 6 &

X=-1-—=-1.82
3

Sustituimos estos valores en la segunda derivada

f ”L—l—?} = 6(—1—?}& = —2J§< 0> x= —1—? es maximo

f7(x)=6x+6=

f ”(—1+§j = 6(—1+§]+6 = 2«/§> 0> x= —1+§ es minimo

N N

La funcion presenta un maximo en x = —1—? y un minimo en x = —l+? :

b) Las posibles extracciones de la urna son:
12, 13,14, 21, 23,24, 31, 32, 34,41, 42, 43.
Todas estas extracciones son igual de probables. La probabilidad de una de ellas es 1/12.

b.1) La suma es 3 sacando 12 o 21.

P(Suma 3)=P(12,21)={Reglade Laplace} = é = % =0.16667

b.2) La suma mayor de 3 se consigue de 10 formas distintas, sacando 13, 14, 23, 24, 31, 32, 34,
41,42 043.

P(Sacar masde3) = g = g =0.8333

OTRA FORMA DE HACERLO

Realizamos un diagrama de arbol.
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Sacar 2 (suma 3)
P(2)=1/3

Sacar 1
P(1)=1/4

Sacar 3 (suma 4)
P(3)=1/3

Sacar 4 (suma 5)
P(4)=1/3

Sacar 1 (suma 3)
P(1)=1/3

Sacar 2
P(2)=1/4

Dos bolasy su
suma

Sacar 3 (suma 5)
P(3)=1/3

Sacar 4 (suma 6)
P(4)=1/3

Sacar 1 (suma 4)
P(1)=1/3

Sacar 3
P(3)=1/4

Sacar 2 (suma 5)
P(2)=1/3

Sacar 4 (suma 7)
P(4)=1/3

Sacar 1 (suma 5)
P(1)=1/3

Sacar4
P(4)=1/4

b.1) La suma es 3 sacando 12 o 21.

P(Suma3)=P(12)+P(21)=

N
Wk

b.2) La suma mayor de 3 se consigue de muchas formas. Calculamos su probabilidad usando el

Sacar 2 (suma 6)
P(2)=1/3

AN NN A AN

Sacar 3 (suma 7)

P(3)=1/3
112 1156667
43 12 |6

suceso contrario. El suceso contrario es ““sacar 3 o menos”, es decir, “sacar 3”.

P (Sacar méasde3) =1-P(Sacar 3) :1—%

> =0.8333
6

99 de 280

www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU Ordinaria 2023 Matematicas Il en Castilla la Mancha

8. a) [1,25 puntos] Sea la matriz A=

N O
e
onN e

1
1. Calcula el rango de A.
1

b) [1,25 puntos] Sea la recta r definida por la interseccion de los planos 7, =x+y+z=1,
7, =y+2z=1. Por otro lado, consideraremos el plano 7, =2x+y=1. Determina la posicion
relativa de la recta r y el plano 3. El resultado del apartado anterior te puede ayudar.

a) La matriz A es de dimensiones 3x4 por lo que tienerango 3,20 1.
Observamos que la columna 22 y la 42 son iguales por lo que el rango de la matriz A es el mismo

111
queeldelamatriz|0 1 2].

2 10
Calculamos el determinante de la matriz anterior.

N O -
e

1
2/=0+4+0-2-0-2=0
0

Como el determinante es nulo el rango de A no es 3.
¢Elrango de A es 2?

Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 32 y las columnas 32 y 42 de la
matriz A. Calculamos su determinante.

1 1
=1+#0
1
El determinante es no nulo y por lo tanto el rango de A es 2.

OTRA FORMA DE HACERLO

Triangulamos la matriz usando el método de Gauss.

Fila3® — 2 - Fila 12

1111 |, | 4 11 1 1
A:0121:>_2_2_2_2 =0 1 2 1|=
210U 19 2 A NuevaFila| 0 Tt 2

Fila 32 + Fila 22
0 -1 -2 -1 bttt
=0 1 2 1 =01 21
0000

0O 0 O 0 — NuevaFila3?
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Como la fila tercera es nula el rango de A es 2.

b) Planteamos el sistema formado por las ecuaciones de los tres planos.

m=X+y+z=1

r,= y+2z=1
my=2x+y =1
1111
Este sistema tiene como matriz ampliada asociada la matriz A= 0 1 2 1| del apartado
2 101
anterior.
En latriangulacion hecha en el apartado anterior tenemos que este sistema es equivalente al sistema
1111
asociado a la matriz ampliada |0 1 2 1 9X+yi+2§:1} Este sistema tiene infinitas
0 00O

soluciones y por tanto los tres planos coinciden en una recta.

Resolvemos el sistema y obtenemos la ecuacion de la recta.

X=4
X+y+z=1 X+y+z=1
=>X+1-224+7=1=Xx=72=|yy=1-21, 1R
y+2z=1 y=1-2z -

La recta r esta contenida en el plano 7z,.
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EvAU Extraordinaria 2022

Evaluacién para el Acceso a la Universidad

Curso 2021/2022

Materia: MATEMATICAS II

CAMPUS DE EXCELENCLIA INTERMACIONAL

Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATRO de los ocho
gjercicios propuestos. Si resuelve mas, se corregiran solo los cuatro
primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente
y razonando las respuestas. Se podra utilizar cualquier tipo de
calculadora. Cada ejercicio completo puntuara 2,5 puntos. Duracién de
la prueba: 1 hora y 30 minutos.

1. a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del parametro

aeR
X+2y+3z=a+1

ax + z=0
X+ y+2z=1
b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 1, si es posible.

2.a) [1,5 puntos] Encuentra razonadamente el valor de a, b R para que la funcién
ax+1

f(x)=
(x) 2x+b
tenga una discontinuidad de salto infinito en x = 1 y tienda a 2 cuando x - +oo.

b) [1 puntos] Resuelve la integral:
Ix-cos(Zx)dx

3. a)[1,5 puntos] Estudia la continuidad en R de la funcion
f(x)= (ZeXZ“1 —8x+14)/(x2 -2x).
b) [1 punto] Sea el determinante
X y z
a b c|=2,
1 2 3

dondex, Yy, a, b, c eR. Calcula razonadamente (e indicando las propiedades de los
determinantes que utilizas) el determinante
1 2 3
a-2 b-4 c-6
2X 2y 2z

4.Seaelpunto A=(1,0,1)yelplano 7=x+y+z=8.
a) [1,5 puntos] Calcula la recta perpendicular a z y que pasa por A. ¢En qué punto se cortan la

recta y el plano?
b) [1 punto] Obtén el punto de la recta anterior distinto de A que dista de z igual que A, es decir,

el punto simétrico de A con respecto a .
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5.a) [1 punto] Sea el plano z=x—3y+z=0Yy los puntos A=(0,0,—-1)yB=(1, 1, 1). Obtén el
plano perpendicular a 7 y que contiene a Ay B.

b) [1,5 puntos] Calcula el area de la region delimitada por las funciones f (x)=x*-4x+5y
g(x)=3-x.

6. a) [1,5 puntos] Sea el tetraedro cuyos vértices son los puntos A=(a,0,1),B=(1,3,0), C= (0,1, O)

yD =(1,1,1), cona € R. Halla los valores de a para que el volumen de dicho tetraedro sea 1.
b) [1 punto] Enuncia el teorema de Bolzano. Utiliza este teorema para razonar que la funcién

f (x) =(2eX —8x—3)/(x2 +2)
corta al eje de abscisas al menos una vez.

7.a) [1,5 puntos] Despeja la matriz X de la ecuacién matricial A-X +B= X, siendo X, Ay B
matrices cuadradas cualesquiera. Calcula X para las matrices

S

b) [1 punto] Un piloto de Formula 1 tiene una probabilidad del 60 % de ganar una carrera
cualquiera. Si participa en las préximas 4 carreras, ¢ cual es la probabilidad de que gane al

menos dos?
nl P 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
4 0 0.6561 0.4096 02401 0.1296 0.0625 0.0256 0.0081 0.0016 0.0001
1 0.2916 0.4096 0.4116 0.3456 0.2500 0.1536 0.0756 0.0256 0.0036
2 0.0486 0.1536 0.2646 0.3456 0.3750 0.3456 0.2646 0.1536 0.0486
3 0.0036 0.0256 00756 0.1536 0.2500 0.3456 04116 0.4096 0.2916
4 0.0001 0.0016 00081 0.0256 00625 0.1296 0.2401 04096 0.6561|

8. a) En un determinado I.E.S. la probabilidad de que un alumno apruebe si va a clase es del 80 %
mientras que si no va a clase es del 50 %. EI 90 % de los alumnos va a clase.
a.1) [0,5 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que un alumno apruebe?
a.2) [0,75 puntos] Si un alumno ha suspendido, ¢cuél es la probabilidad de que no haya ido a
clase?

b) Una empresa embotelladora de agua produce botellas de 150 ml. La cantidad que realmente
contienen sigue una distribucién normal con media 150 ml y desviacion tipica 5 ml.

b.1) [0,5 puntos] ¢Qué proporcion de las botellas contiene mas de 152 ml?

b.2) [0,75 puntos] ¢Qué proporcién de botellas tiene entre 149 y 152 ml?

a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.10 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.20 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 06103 0.6141
0.30 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.40 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.50 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7018 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.60 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
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SOLUCIONES

1. a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del parametro
aelR
X+2y+3z=a+1

ax + z=0
X+ y+2z=1
b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 1, si es posible.

1 2 3
a) La matriz de coeficientes del sistemaes A={a 0 1|y lamatrizampliada es
1 1 2
1 2 3 a+l
A/B=la 0 1 O
112 1

Vemos cuando se anula el determinante de A.

1 2 3
|A|:a 0 1/=2+3a-0-4a-1=-a+1
1 1 2

|A=0=-a+l=0=[a=]]
Existen dos situaciones diferentes que analizamos por separado.
CASO 1.Si a=#1

En este caso el determinante de A esno nuloy el rango de A es 3, al igual que el de A/B y el
namero de incdgnitas (3). El sistema es compatible determinado (una Unica solucion).

CASO 2.Si a=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
X+2y+3z2=2
El sistema queda ¢+ x + z=0 . Intentamos resolverlo.
X+ y+2z=1
Ecuacion 22— Ecuacion1?
X+2y+3z2=2
0 +z =0
7 22_ 1:> -x =2y -3z =-2
X+ yrez= -2y -2z =-2— Nueva ecuacion 22
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Ecuacion 32— Ecuaciéni?
X+2y+3z2=2
X 4y +2z =1

X -2y -371 =-2 = -2y-21=-2=

—y -z =-1- Nueva ecuacion 32 —y-z=-1
. X+2y+3z2=2
:{—zEcuaciénza}: y+z=1 =

-y-z=-1
Ecuacion 32+ Ecuacion 22
X+2y+3z=2
-y -z = 1
= = y+z=1
y +z = -1 0—0
0 = 0 — Nuevaecuacion 32 _

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)

Resumiendo: Si a =1 el sistema es compatible determinado y si a=1 el sistema es compatible
indeterminado.

b) Sia =1 el sistema es compatible indeterminado y las soluciones las obtenemos a partir del
sistema equivalente obtenido en el apartado anterior.

X+2y+32=2
y=1-z

:>x+2—22+3z:2:

y+z=1 =

X+2y+32=2 {
0=0

Las solucionesson x=—t; y=1-t; z=t;teR
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2.a) [1,5 puntos] Encuentra razonadamente el valor de a, b R para que la funcién
ax+1
f(x)=
2x+b
tenga una discontinuidad de salto infinito en x = 1 y tienda a 2 cuando x = +co.

b) [1 puntos] Resuelve la integral:
Ix-cos(2x)dx

a) Para que la funcion sea discontinua en x = 1 debe de anularse el denominador.

f(x): ax+1
2x+b :>2+b:0:>
Af)=2+1
2+Db
La funcién queda f (x)= ;:Jr; :

Calculamos el limite de la funcién cuando x - +oo y lo igualamos a 2.

a1 1
fim ()= Jim 252 < tim 2% lim —%=510=2| s
2x-2 =n2x 2 en, 2 20 2052 5 =g
X X X 2
lim f(x)=2

Los valores buscadossonb =-2y a=4.
b) Utilizamos el método de integracion por partes.
u=X—du=dx

: 2x)dx = -
jx cos(2x)dx dv:Cos(zx)dx—>V:Jcos(2x)dx:%sen(2x)

= x%sen(Zx)—I%sen(Zx)dx = gsen(ZX)—%jsen(Zx)dx =

= %sen(Zx)—%%(—cos(Zx)) = gsen(Zx)+%cos(2x)+ K
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3. a)[1,5 puntos] Estudia la continuidad en R de la funcion
f(x)= (Zexz“1 —8x+14)/(x2 -2x).

b) [1 punto] Sea el determinante

=2,

= 9 X
N T <
W O N

dondex, y, a, b, c eR. Calcula razonadamente (e indicando las propiedades de los determinantes
que utilizas) el determinante

1 2 3
a-2 b-4 c-6
2X 2y 2z

a) La funcién es continua en todos los nameros reales salvo los que anulan el denominador.

Xx=0
X=2

x2-4
f(x)= 2 _8X+14:>x2—2x:0:x(x—2):0:{

X% —2x
La funcion es continua en R—{O, 2}

Calculamos el limite de la funcion cuando x = 0y cuando X = 2.

: 2 _8x+14 2e"“-0+14 2e*+14
lim f (x)=lim : = S = =0
x>0 x>0 X® —2X 0°-0 0

En x =0 hay una discontinuidad de salto infinito.

x4 24
lim f (x)=lim 2e - Bx+14 _2e - 16+14 _0_ Indet er min acion (L"Hopital) =
X2 X2 X° —2X 2°-4 0

_2.2xe¥ -8 . 4xe¥ -8 87 “-8 0
=lim————=Ilim = 0]
x>2  2X—2 52 QX —2 4-2 2

En x = 0 hay una discontinuidad evitable.

Resumiendo: La funcion es continua en R—{0,2}. En x = 0 la discontinuidad es de salto
infinito y en x = 2 la discontinuidad es evitable.

b)
1 2
a-2 b-4 c-6|=
2x 2y 2z

Separo el determinante en suma de dos determinantes.
Por los términos de la 22 fila
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1 2 3| |1 2
=la b cl+-2 -4 -6 :{
2X 2y 2z| [2x 2y 2z

El segundo determinante es nulo pues la 12y la 22 fila
tienen los términos proporcionales

1 2 3 1 2 3
=|a b c|={Saco factor comin "2"enla 3*filaj=2ja b c|=
2X 2y 2z Xy z

Intercambiamos la fila 12y 32 ¥z
={ : e }:—Za b c|=-2-2=[-4]
El determinante cambia de signo 1 2 3
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4.Seael punto A=(1,0,1)yelplano 7=x+y+z=8.

a) [1,5 puntos] Calcula la recta perpendicular a 7 y que pasa por A. ;En qué punto se cortan la recta
y el plano?

b) [1 punto] Obtén el punto de la recta anterior distinto de A que dista de z igual que A, es decir, el
punto simétrico de A con respecto a .

a) Larecta r perpendicular a z tiene como vector director el vector normal del plano.

r=x+y+z=8=n=(L11)

A(L0,1)er } x=l+4
. =>|r=qy=41
v, =n=(111) o 1as

Averiguamos las coordenadas del punto P de corte de la recta r y el plano m.

T=X+Yy+2=8

Xx=1+2=3
x=1+4 6
=1+ A+ A+1+41=8=231=6=21=—=2=3y=2 :3F%&23)
r=<y=414 3
z=1+2=3
z=1+1

El punto de corte es P(3, 2, 3)

b) Nos piden hallar el punto A" simétrico de A respecto del plano .

v A
|

:

A

Como tenemos las coordenadas del punto P(3, 2, 3) las coordenadas del punto A" seré el
resultado de sumar al punto P el vector AP .

P(3,2,3)

ALO) }: AP =(3,2,3)-(1,0,1)=(2,2,2)

A'=P+AP=(323)+(2,22)=(545)

Las coordenadas del punto simétrico de A respecto del plano 1t son A= (5, 4, 5) .
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5.a) [1 punto] Sea el plano z=x—3y+z=0Yy los puntos A=(0,0,—-1)y B=(1, 1, 1). Obtén el
plano perpendicular a 7 y que contiene a Ay B.
b) [1,5 puntos] Calcula el area de la region delimitada por las funciones f (x) =x*—4x+5y

g(x)=3-x.

a) El plano " que contiene a los puntos A 'y B tiene como uno de sus vectores directores el vector

AB . El plano " perpendicular al plano Tt tiene como otro de sus vectores directores el vector
normal del plano .

ﬂzx—3y+z:0:>ﬁ=(l,—3,1)

A(0,0,—l)Eﬂ', X y Z+1
u=n=(1-31) =7=1 -3 1|=0=
v=AB=(111)-(0,0,-1)=(11,2) 11 2

= —6X+ y+z+l+32+3—2y—x:0:>|7z’z—7x—y+4z+4=0

b) Hallamos los posibles puntos de corte de sus gréaficas.

f(x)=g(x)=x*-4x+5=3-x=

+
= x*-3x+2=0=>x=—"1~ -~ = i
2 Flx)=x"—4x+5

3-1_2_p—
321 |2 T2
2

El area de la region limitada por las graficas es el valor absoluto de la integral definida entre 1 y
2 de la diferencia de las dos funciones.

LZ f (x)—g(x)dx:sz2 —4x+5—(3—x)dx:jlzx2—3x+2dx:

3 2 2 3 2 3 2
B DS Y P [ S (N )
3 T2 ) |3 T2 3 2

8 gig 1 3, 2
3 3 2 6

Area = ‘—%‘ =|==0.167u’
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6. a) [1,5 puntos] Sea el tetraedro cuyos vértices son los puntos A=(a,0,1),B=(1,3,0), C= (0,1, O)

yD =(1,1, 1), cona € R. Halla los valores de a para que el volumen de dicho tetraedro sea 1.
b) [1 punto] Enuncia el teorema de Bolzano. Utiliza este teorema para razonar que la funcion

f(x)=(2e"-8x-3)/(x*+2)

corta al eje de abscisas al menos una vez.

a) El volumen del tetraedro es el valor absoluto de la sexta parte del producto mixto [E@ﬁ] :

BC =(0,1,0)-(1,3,0)=(-1-2,0) 1 20
BD=(111)-(13,0)=(0,-21) =[BC,BD,BA|=| 0 -2 1/=2-2a+2-3=-2a+1
BA=(a,0,1)-(13,0)=(a-1-31) a-1 -3 1

Volumen ABCD =

[ﬁ,ﬁ1ﬁ]‘_‘—2a+1|

6 ‘_ 6 |t= 1=

‘—2a+1

Volumen ABCD =1

-2a+1=6=>-2a=5=> a:_?5

-2a+l=-6=-2a=-T= a:g

-5 7
Los valores buscados son a = > y a= 5
b) El teorema de Bolzano dice lo siguiente:
Sea f(x) una funcion continua en un intervalo cerrado [a, b] tal que f(a) y f(b) toman valores de
signo contrario, entonces existe al menos un valor ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.

2e* —8x-3
X242

un denominador que nunca se anula.

Para poder aplicar el teorema de Bolzano bastaria con encontrar un intervalo cerrado en el que la

funcidn tome valores de signo contrario en los extremos del intervalo.

Por ejemplo, podriamos tomar el intervalo [0, 5] (aunque existen otros que nos servirian

. 2°-0-3 -1 2¢° -40-3

igualmente) yaque f(0)=———=—<0y f(5)=————=9.4>0.

J yyaque £(0) === =5 <0y 18)=—F%5

Por tanto, aplicando el teorema del Bolzano podemos afirmar que existe un ¢ € [0, 5] tal que

f (c) =0 y que, por tanto, la funcion f(x) corta al eje de abscisas al menos una vez.

La funcion f (X) = es continua en todo R por ser cociente de funciones continuas con
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7.a) [1,5 puntos] Despeja la matriz X de la ecuacién matricial A- X +B= X, siendo X, Ay B
matrices cuadradas cualesquiera. Calcula X para las matrices

aclo SJeelld)

b) [1 punto] Un piloto de Férmula 1 tiene una probabilidad del 60 % de ganar una carrera cualquiera.
Si participa en las proximas 4 carreras, ¢cudl es la probabilidad de que gane al menos dos?

a) Despejamos X de la ecuacion matricial.

AX+B=X=2>A-X-X=-B=>X-AX=B=

1

= (1-A)X =B={Sil —Aesinvertible} =|X =(1-A) B

Comprobamos que | — A tiene inversa y la calculamos.

10 3 -1 -2 1 -2 1 ] )
| —A= - = :|I—A|: =2 = 0. Existe lainversade | — A.
0 1 0 2 0o -1 0 -

n—A 2 200 -2

(I—A)l:AG'j("A)T Adj(_lz —01] 1(—1 —1}

Determinamos la matriz X.

c-oone-0 35 o405 )

-3/2 -1
X =
-1 =2
b) Es un experimento donde Ganas o No ganas y las repeticiones se suponen independientes por lo
que la variable que cuenta el nimero de victorias es una binomial de parametrosn =4y p=0.6,

X = Numero de victorias en 4 carreras. X = B(4, 0.6)
Nos piden calcular P(X >2).

P(X>2)=P(X =2)+P(X =3)+P(X =4)={Miramosenlatabla} =

=0.3456+0.3456 + 0.1296 = |0.8208

p—

n & 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 lD.EJ (

4 0 0.6561 04096 0.2401 0.1296 0.08625 0.0p56 0.
1 0.2916 04086 04116 03456 0.2500 O0.1p36 0.

¥ ‘

Crid S0t 25000766 0.3456] 0.

3 Falalatr~ Fa o tal = fa s d e TR~ e ariny 0.3458 0.
4 3 Ud-'::‘l U.:U‘IU LT LR WL e 0.1296 0.:
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8. a) En un determinado I.E.S. la probabilidad de que un alumno apruebe si va a clase es del 80 %
mientras que si no va a clase es del 50 %. EI 90 % de los alumnos va a clase.

a.1) [0,5 puntos] ¢ Cual es la probabilidad de que un alumno apruebe?

a.2) [0,75 puntos] Si un alumno ha suspendido, ¢cudl es la probabilidad de que no haya ido a clase?

b) Una empresa embotelladora de agua produce botellas de 150 ml. La cantidad que realmente
contienen sigue una distribucién normal con media 150 ml y desviacidn tipica 5 ml.

b.1) [0,5 puntos] ¢ Qué proporcion de las botellas contiene mas de 152 ml?

b.2) [0,75 puntos] ¢Qué proporcidn de botellas tiene entre 149 y 152 ml?

a) Llamamos C = ”El alumno va a clase”, A = “El alumno aprueba”. Realizamos un diagrama de

arbol.
Aprueba
Va a clase P(A/C)=0.80
P(C) =0.90 No aprueba
C -
Las clases y los P(AS/C)=0.20
aprobados PR
No va a clase P(A/C€) =0.50
P(C%)=0.10 No aprueba
P(AS/C€) = 0.50

a.1) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(A)=P(C)P(A/C)+P(C®)P(A/C°)=0.9-0.8+0.1-0.5=[0.77]

a.2) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(CnA%) _P(C%)P(A°/CY) o105 [B_ o
P(AC) 1-P(A) 1-0.77 |23

P(CC/AC):

b) Sea X = Cantidad de agua en una botella (en ml). X = N(150, 5)
b.1) Nos piden P(X >152).

a 0.01

P(X >152) = {Tipificamos} = P( X150, 152_150} =P(2>04)= 0.10 0.54:
S S 0.20 0.58:

0.30 0.62°

, 0.40 0.65¢

=1-P(Z <0.4) = {Miramos en la tabla} = 16554 = |0.3446 .50 0.69¢

b.2) Nos piden calcular P(149 < X <152).

P(149 < X <152) = {Tipificamos = P[149—150 AL=10 152450) _

5 5 5

=P(-02<Z<04)=P(Z<04)-P(Z<-02)=P(Z<04)-P(Z>02)=
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=P(Z <0.4)-[1-P(Z <0.2) ] ={Miramos en la tabla} = 0.6554 —[1-0.5793] =

a 0.00 0.0 a 0.04
0.10 | 0.5398 0.5¢ 0.10 0.54:

{| 0.20 -|u.5?93 0.5¢ 0.20 0.58:
0.30 | 0.6179 06 0.30 0.62°
0.40 | 0.6554 0.6t 0.40 0.65¢
AEA | ABAYE A B 0.50 0.69¢
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EVAU Ordinaria 2022

Evaluacién para el Acceso a la Universidad
Curso 2021/2022

Materia: MATEMATICAS II

CAMPUS DE EXCELENCLA INTERMACKNAL

Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATRO de los ocho
ejercicios propuestos. Si resuelve mas, se corregiran solo los cuatro
primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente
y razonando las respuestas. Se podra utilizar cualquier tipo de
calculadora. Cada ejercicio completo puntuara 2,5 puntos. Duracion de
la prueba: 1 hora y 30 minutos.

1. a) [1,5 puntos] Encuentra todas las matrices que conmutan con la matriz

2 0
A=
1 -1
b) [1 punto] ¢Existe alguna matriz simétrica que conmute con Ay cuyo determinante valga 4?
2.a) [1,5 puntos] Tres lapices, un cuaderno y una agenda han costado 5 euros, lo mismo que dos

cuadernos y una agenda. ¢Podemos saber el precio de cada articulo si ninguno es gratis y en
céntimos todos son multiplos de 50?

b) [1 puntos] Calcula razonadamente el siguiente limite:

X241
. X+1) x
lim| —=
X—>+0 X

3. a)Sealacurva f(x)=a—x’.

a.1) [0,5 puntos] ¢Qué valores puede tomar a € R para que la curva f (x) =a-x* corte al eje

de abscisas (eje OX) en dos puntos y, por tanto, delimite con dicho eje un recinto cerrado?
a.2) [1,25 punto] Encuentra razonadamente a< R para que el area de dicho recinto valga 36.

b) [1 punto] Resuelve la siguiente integral:

IL dx
V1+3x2

4. Sean las rectas

X=24 x=-1
r= y:_ﬂ'!SE y=u
zZ=a Z=-5u

donde A y p son los pardmetrosy ae R
a) [1,5 puntos] Estudia su posicion relativa en funcion de los valores que toma a.
b) [1 punto] Encuentra razonadamente un plano que contenga a s y que sea paralelo ar.

5. a) [1 punto] Expresa razonadamente en forma de ecuaciones paramétricas la recta interseccién
de losplanos 7, =x=y+1y 7,=y+2z=5.

b) [1,5 puntos] Enuncia el teorema del valor medio del calculo integral. Encuentra razonadamente
el punto al que hace alusion dicho teorema para la funcion f (x)=3/x* en el intervalo [1,3].

Interpreta geométricamente lo hallado.
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6. a) [1,5 puntos] Estudia el rango de la matriz M en funcion del parametro me R, siendo

2 m 0 1
M=2 1 0 m
4 1 m 2

b) [1 punto] Sean los planos 7, =2x+my =1, 7, =2X+y=m Y 7, =4Xx+Yy+mz=2. Estudia su

posicion relativa segun los valores de m. Puedes utilizar los resultados obtenidos en el apartado
anterior.

7.a) [1,25 puntos] Sean los vectores u =(11,1) y v=(1,0,1). Calcula el plano que pasa por el

punto A=(0, 0,1) y con vector normal el producto vectorial de u y V.

b) El EVAU club de futbol tiene una probabilidad del 90 % de ganar un partido cuando juego
Benceno (su delantero estrella) y del 60 % cuando no lo hace. Se sabe que la probabilidad de
que Benceno juegue un partido es del 80 %.

b.1) [0,5 puntos] ¢Cudl es la probabilidad de que el EVAU C. F. gane un partido cualquiera?

b.2) [0,75 puntos] Si el EVAU C. F. acaba de ganar un partido, ¢cudl es la probabilidad de que
Benceno haya jugado?

8. a) Se calcula que una quinta parte de los nifios esparioles presentan algln tipo de intolerancia
alimentaria. En una cantina escolar los nifios se sientan al azar en mesas de 4 comensales.

a.1) [0,5 puntos] ¢Cudl es la probabilidad de que en una mesa haya algin nifio con intolerancia
alimentaria?

a.2) [0,75 puntos] Cuando en una mesa hay algun nifio con intolerancia alimentaria, a esa mesa se
le sirve el pan sin gluten. Si un dia hay ocupadas 8 mesas, ¢cual es la probabilidad de que haya
que servir pan sin gluten en alguna mesa?

b) El peso de los paquetes de 1 kg de arroz que comercializa determinada marca siguen una
distribucion normal de 985 g de media y 25 g de desviacion tipica.

b.1) [0,5 puntos] ¢ Cuantos pesaran mas de un kilo?
b.2) [0,75 puntos] ¢Cuanto pesara el mas ligero del 70 % de los que mas pesan?

a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.10 | 0.5398 0.5438 05478 0.5517 0.55567 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.20 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.594& 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.30 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.40 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.50 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.60 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
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SOLUCIONES

1. a) [1,5 puntos] Encuentra todas las matrices que conmutan con la matriz

i)

b) [1 punto] ¢Existe alguna matriz simétrica que conmute con Ay cuyo determinante valga 4?

a
a) Sea X :(
C

2 0Ya b a b2 O 2a 2b 2a+b b
AX = XA> = = = =
1 -1)lc d c d/{1 -1 a-c b-d 2c+d -d

2a=2a+b 0=h

b
dJ si conmuta con A debe cumplirse:

2b=-b 3b=0 3c+d O

= = =a=3c+d=|X =
a-c=2c+d a=3c+d c d
b-d=-d b=0

3c+d O
b) Como X =( : dj es simétrica debe ser ¢ = 0.

. d 0
La matriz queda X =
0 d
. d 0 2
El determinante debe ser 4, luego [X|=4= 0 d —4=d’=4=>d=a=142.

-2 0 2 0
Existen dos matrices que cumplen lo pedido: X :( 0 2] y X =(0 2)
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2. a) [1,5 puntos] Tres lapices, un cuaderno y una agenda han costado 5 euros, lo mismo que dos
cuadernos y una agenda. ¢ Podemos saber el precio de cada articulo si ninguno es gratis y en céntimos
todos son multiplos de 50?

b) [1 puntos] Calcula razonadamente el siguiente limite:

X2 +1

. (x+1) x
lim| —=
X—>+00 X

a) Llamamos “X” al precio de un lapiz, “y” al precio de un cuaderno y “z” al precio de una agenda.

“Tres lapices, un cuaderno y una agenda han costado 5 euros” > 3x+y+z=5
“Dos cuadernos y una agenda han costado 5 euros” - 2y+z=5

Tenemos un sistema de 2 ecuaciones con 3 incégnitas. Intentamos resolverlo.

3X+y+z=5 3X+y+z=5

= =3X+Yy+5-2y=5=3X-y=0=>y=3x=
2y+2=5 z=5-2y

y =3X

= z=5-2(3x)=5-6x=> Solucion:
Z=5-6X

El sistema tiene infinitas soluciones en funcién del precio de un lapiz (x).

. . L. ., 3X+y+z=500 L y =3X
Si ponemos el sistema en céntimos quedaria la solucidn es
2y +12=500 z=500-6x

Si todos son multiplos de 50 tenemos que x = 50a, y =50b, z = 50c.
Las soluciones quedarian:

x =50a x =50a
y=50b=3(50a)=b=3a =1y =50b;b=3a
z =50c =500—-6(50a) — 50c =500-300a = ¢ =10—6a z=50c;c=10-6a

Como a, b y ¢ son numeros naturales pues son el nimero de monedas de 50 céntimos del precio
de cada articulo. Veamos que ocurre dando valores crecientes, empezando por 1 (no puede ser 0
pues nada es gratis).
X =50
a=1=b=3—->y=150
c=10-6=4—2z=200
Un lapiz cuesta 50 cts, un cuaderno 150 cts y una agenda 200 cts

x =100
a=2=:b=6—>y=300
c=10-12 =-2 — jImposible! EI nimero de monedas no puede ser negativo

La unica solucién es: Un lapiz cuesta 50 cts, un cuaderno 150 cts y una agenda 200 cts
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b) Calculamos el limite pedido.

2 2

X“+1 X“+1 X“+1
. X+1) x » . ., . X+1) x . X 1)«
lim (—J =1" = Indeter minacién = lim (—J = lim (—+—j =
X—>+00 X X—>+00 X X—>+00 X X
X241 X241 1 X1 ) )
XAl .

- . 1 oxt 1

. 1)« . 1 g X . 1 ) x lim XF lim =+=

= lim (14-_ =lim|1+= =lim|l1+= —ge X gl
X—>+00 X X—>+00 X X—>+00 X

lim lJri2
L - IEI
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3. a)Sealacurva f(x)=a—x’.
a.1) [0,5 puntos] ¢Qué valores puede tomar a € R para que la curva f (x) =a—x corte al eje de

abscisas (eje OX) en dos puntos y, por tanto, delimite con dicho eje un recinto cerrado?
a.2) [1,25 punto] Encuentra razonadamente a € R para que el area de dicho recinto valga 36.

b) [1 punto] Resuelve la siguiente integral:
J. 2X dx

V1+3x%2

a)

a.1) Hallamos los puntos de corte de la curva con el eje OX.

—

X)=a-x’
0

f

}:a—x2 —0=>x’=a=x=+/a
y
Para que la solucién sea doble el valor de a debe ser positivo (a > 0)

a.2) El &rea del recinto es la integral definida de f(x)=a—x* entre x=—/a y x=+/a.

N
Area =

e TE ( \/5)3

a—xzdx:{ax—g =la a_T _ a(_\/g)_ _

L

&

R N e N eV

Como debe valer 36 tenemos que %\/a_S —36=+a° = % =27=a*=27"=a=3729=9

El valor buscado esa = 9.

b) Calculamos la integral usando el cambio de variable.

Cambio de variable

1+3x2:t—>de=dt =

2X X
———dX=2| ———=dx =
J.»\/1+ 3x2 J‘»\/1+ 3x° 24/1+3x2
X gxmdt s — X dx=
1+ 3x2 V1+3x®

Tt
3

1 2 2 2 o2
:2I§dt:§Idt:§t: 5 1+3X2+K
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4. Sean las rectas

X=24 x=-1
r=y=-14, s= y=u
Z=a Z=-5u

donde A y pson los parametrosy aeR
a) [1,5 puntos] Estudia su posicion relativa en funcion de los valores que toma a.
b) [1 punto] Encuentra razonadamente un plano que contenga a s y que sea paralelo a r.

Obtenemos un punto y un vector de cada recta.
X=-1

x=24 {Pr (0,0,a) {QS (~1,0,0)

r

=—A=r= S=qy= =S=<_.
g 0 =(2,-10) = v, =(0.1,-5)

z=a Z=-5u

a) Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que ambas rectas no son ni
paralelas ni coincidentes.

0 1 -5
Las dos rectas se cruzan o cortan. La posicion relativa depende del valor nulo o no del producto
mixto de los vectores u,, v, y PQ, .

U =(2-10)| 2 -1, 0
v, =(0,1,-5)

r

PQ, =(~10,0)-(0,0,a)=(-10,-a)

U, =(2.-10) 2 -1 0

v,=(01-5)  t=[u.v,PQ|=[0 1 -5/=-2a-5+0-0-0-0=-2a-5
PQ, =(-10,-a) -1 0 -a
[u.v,,PQ|=0=-2a-5-0=2a=-5= a:_;

Si a= _?5 entonces [ur,vs, RQSJ =0 y las rectas se cortan.

. -5 — = =
Sia# > entonces [u,,vs, RQSJ # 0 y las rectas se cruzan.

b) El plano que contenga a sy que sea paralelo a r tiene como vectores directores los vectores
directores de las rectas. Y como contiene a la recta s contiene el punto Qs

GZE:(ZPLO) X+l y z
v=v,=(04-5) t=7:] 2 -1 0|=0=5x+5+0+2z-0+10y+0=0=
Q,(-10,0)ex o 1 -5

m:5x+10y+2z2+5=0
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5.a) [1 punto] Expresa razonadamente en forma de ecuaciones paramétricas la recta interseccion
de los planos 7, =x=y+1y 7,=y+2z=5.

b) [1,5 puntos] Enuncia el teorema del valor medio del calculo integral. Encuentra razonadamente
el punto al que hace alusion dicho teorema para la funcion f (x)=3/x* en el intervalo [1,3].

Interpreta geométricamente lo hallado.

a) Resolvemos el sistema formado por ambas ecuaciones.

X=6-22 X=6-241
m=x=y+1 X=y+1 X=1+5-2z
r: = = =><:y=5-2z=|r:qy=5-21 AeR
m,=Yy+22=5 y=5-2z y=5-2z L, )

b) Si una funcion es continua en un intervalo cerrado [a,b], entonces existe al menos un punto c,
dentro de ese intervalo que cumple lo siguiente:

[ fe0.dx=(b-a).f(c)

f(c)

- f(c)

La funcion f (x)=3/x" en el intervalo [1,3] es continua y podemos aplicarle el teorema.

3 3 -1 3 3
'|.3f(x)dx:j3/x2dx:j3-x‘2dx= 33X :{—ﬁ} :—§—(—§)=—1+3=2
! ) ) -1 x, 31

1

Busquemos el punto ¢ €[1,3] tal que

(3-1)f(c)=2=2f(c)=2> f(c):lzciz:l:cZ:B: c=+3¢[L3]

Se cumple j3/x2dx = f (\/5)(3—1)
1

El area de ! 1 "es igual que el rea de ' J J
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6. a) [1,5 puntos] Estudia el rango de la matriz M en funcion del parametro me R, siendo

2 m 0 1
M=2 1 0 m|.
4 1 m 2
b) [1 punto] Sean los planos 7, =2x+my =1 7z, =2Xx+y=m Yy 7, =4X+Yy+mz=2. Estudia su
posicion relativa segun los valores de m. Puedes utilizar los resultados obtenidos en el apartado
anterior.

a) La matriz M tiene dimensiones 3x4. El rango de la matriz es 3 0 menor.

Aplicamos Gauss para obtener una matriz equivalente a la inicial (con el mismo rango) pero

triangular.
Fila22 — Fila 12
2 m 0 1 5 1 0 m
M=2 1 0 m|=> om0 -1
4 1 m 2

0 1-m O m-1— NuevaFila 22

Fila3* — 2-Fila 12

4 1 m 2

-4 -2m 0 -2

0 1-2m m 0 — NuevaFila 3?

2 m 0 1
=0 1-m 0 m-1|=
0 1-2m m 0

2 1 0 1
{Columna3® <> Columna2?}={0 m-1 0 1-m
0 0 m 1-2m

En la diagonal principal estan my m —1. Que se anulan cuandom=0om = 1.

Sim=0y m=1lamatriz M tiene rango 3 pues todos los elementos de la diagonal principal de
la matriz equivalente a M son no nulos.

2 1 01
Sim =0 la matriz equivalente queda | 0 -1 0 1| que también tiene rango 3 pues hay tres
0 0 01
filas no nulas.
2 1 0 1
Sim =1 la matriz equivalentequeda |0 0 O O |y tienerango 2 pues hay dos filas no nulas.
0 01 -1

Conclusion La matriz M tiene rango 2 si m=1yrango 3 si m#1

o =2Xx+my=1
b) Con las ecuaciones de los tres planos se forma el sistema: 7, =2X+y=m
Ty =4X+y+mz=2
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2 m O 2 m 0 1
La matriz de coeficienteses A={2 1 0| Ylaampliadaes A/B=M=|2 1 0 m
4 1 m 4 1 m 2

Veamos cuando se anula el determinante de A.

2 m O
|Al=]2 1 0|=2m-2m’=2m(1-m)
4 1 m
m=0
|Al=0=2m(1-m)=0= 40
m=1

Si m=0 y m=1 el determinante de A es no nulo y su rango es 3, como el de la matriz ampliada
y el namero de incognitas. El sistema tiene una Unica solucién. Esta solucion es el punto de
interseccion de los tres planos. Los planos son coincidentes en un punto.

Sim =0 el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Como hemos visto en el apartado a)
que el rango de A/B = M es 3 el sistema no tiene solucion. Los planos no coinciden.

Sim =1 el determinante de A es nulo y su rango no es 3. La matriz A queda A=

G I N
N =
» O O
<
wn
c

rango es 2 (fila 12 y 22 iguales, pero diferentes a la 39).

Como hemos visto en el apartado a) que el rango de A/B = M es 2. El rango de Ay de A/B son
iguales a 2, pero menores que el nimero de incognitas. El sistema tiene infinitas soluciones.
Los planos se cortan en una recta. Los planos 1°y 2° son coincidentes y se cortan con el tercero
en una recta.

g
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7.a) [1,25 puntos] Sean los vectores U = (1,1,1) y v=(1,0,1). Calcula el plano que pasa por el

punto A=(0,0,1) y con vector normal el producto vectorial de U y v.

b) EI EVAU club de fatbol tiene una probabilidad del 90 % de ganar un partido cuando juego Benceno
(su delantero estrella) y del 60 % cuando no lo hace. Se sabe que la probabilidad de que Benceno
juegue un partido es del 80 %.

b.1) [0,5 puntos] ¢Cuél es la probabilidad de que el EVAU C. F. gane un partido cualquiera?

b.2) [0,75 puntos] Si el EVAU C. F. acaba de ganar un partido, ¢ cual es la probabilidad de que
Benceno haya jugado?

a) Calculamos el producto vectorial y hallamos la ecuacion del plano.

k
=i+ j-k-j=i-k=(10,-1)
1

[ i}
X
<!
Il
= = —
O -

n=uxv=(10-1) 7:x—2+D=0
T =7 =0-1+D=0= D=1
A(0,01)er A(0,01)er

lz:x—z+1=0

b) Realizamos un diagrama de arbol

Ganar

P(G/B) =0.90
Juega Benceno

P(B) = 0.80

Perder
0.10

Benceno y ganar o
perder
Ganar

P(G/B¢) = 0.60
No juega Benceno
P(B€)=0.20
Perder
0.40

b) P(G)=P(B)-P(G/B)+P(B)-P(G/B)=0.80-0.90+0.20-0.60 =[0.84]

b.2) Es una probabilidad a posteriori, utilizamos el teorema de Bayes.

P(B/G)=

P(BNG) P(B)-P(G/B) 0.80-0.90 6 _ 0857
P(G)  P(G) 084 (7~
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8. a) Se calcula que una quinta parte de los nifios espafioles presentan algun tipo de intolerancia
alimentaria. En una cantina escolar los nifios se sientan al azar en mesas de 4 comensales.

a.1) [0,5 puntos] ¢Cudl es la probabilidad de que en una mesa haya algin nifio con intolerancia
alimentaria?

a.2) [0,75 puntos] Cuando en una mesa hay algun nifio con intolerancia alimentaria, a esa mesa se le
sirve el pan sin gluten. Si un dia hay ocupadas 8 mesas, ¢cudl es la probabilidad de que haya que
servir pan sin gluten en alguna mesa?

b) El peso de los paquetes de 1 kg de arroz que comercializa determinada marca siguen una
distribucion normal de 985 g de media y 25 g de desviacion tipica.

b.1) [0,5 puntos] ¢ Cuantos pesaran mas de un kilo?
b.2) [0,75 puntos] ¢Cuanto pesara el mas ligero del 70 % de los que mas pesan?

a) X = Numero de nifios con intolerancia alimentaria de un grupo de 4. n = 4.
p=1/5=0.2.9q=0.8. X=B(4,0.2)

4
a.l) P(X 21) =1- P(X =O)=l—[oj0.2°-0.8‘r’ =1-0.8° ={0.5904

a.2) Hemos calculado la probabilidad de que al menos un nifio de una mesa de 4 tenga intolerancia
alimentaria que se traduce en la probabilidad de que le pongan pan sin gluten a esa mesa.
Y = Numero de mesas donde se sirve pan sin gluten de un total de 8. n= 8. p=0.5904,
q=1-0.5904 = 0.4096. Y = B(8, 0.5904).

P(Y 21)=1-P(Y =0) =1—(§]0.5904° :0.4096° =1-0.4096° = |0.9992

b) X = Peso de un paquete de arroz de 1 kg. X = N(985, 25)
b.1) Calculamos la probabilidad de que un paquete pese mas de 1000 gramos.
Tipificamos
P(X >1000) = . X —085 ¢ = P(
25

X -985 S 1000 -985
25 25

sz(Z>O.6):

=1-P(Z<0.6)=1-0.7257 =0.2743
Pesardn mas de 1 kg el 27.43 % de los paquetes.

b.2) Nos piden averiguar “a” tal que 4 985

P(X >a)=0.7 = {Tipificamos} = P(Z > a—2285j =07=>

a—985 a—985

=0.525=

= P(Z <-— ):0.7:{Buscamosenlatabla} - —

= —a=-985+25-0.525=-971.875=|a=971.875
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70 %

b 0

0.00 0.01

0.10
0.20
0.30

0.5398
0.5793
0.6179

0.6554

2l3)8

0.7257

= 0

Por encima de 0.971 kg estan el 70 % de los paquetes.
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EvAU Extraordinaria 2021
Evaluacién para el Acceso a la Universidad
Curso 2020/2021

Materia: MATEMATICAS II

CAMPUS DE EXCELENCLA INTERMACHMAL

Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATRO de los ocho
ejercicios propuestos. Si resuelve mas, se corregiran solo los cuatro
primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad,
detalladamente y razonando las respuestas. Se podra utilizar
cualquier tipo de calculadora. Cada ejercicio completo puntuara 2,5
puntos. Duracién de la prueba: 1 hora y 30 minutos.

1. Sean las matrices

31 2 1 00
A=1 0 1|el=|{0 1 O
011 0 01

a) [1 punto] Calcula razonadamente la matriz inversa de A.
b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacion matricial AX +31 = A.

2.a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro
aeR:
X+ay+z=2
X +z=a
ax+2y+z=3
b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a =2, si es posible.

3. a) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: jx-cos(3x)dx :

dx
2x% +1

b) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: j

4. Seanlosplanos 7, =a-X+y+2-z2=3y 7,=2-x—-y+a-z2=0
a) [1 punto] Determina razonadamente el valor de a para que los planos 7z, y =z, sean

perpendiculares.
b) [1,5 puntos] Para a = 1 calcula la distancia del punto P(2, 0, 1) al plano z;.

5. ) Calcula razonadamente el siguiente limite lim ei(l_ll'
b) Dada la funcién
e’ si x<0
1 .
f(x)=9— si 0<x<2
x-1
X si x>2

Estudia su continuidad en x =0y enx = 2 e indica el tipo de discontinuidad, si la hubiera.
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6. Sea la funcion f(x) =

y clasificalos.

b) [1 punto] Calcula la ecuacion de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la grafica

2X% +2x -2
3x+3
a) [1,5 puntos] Halla razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de la funcion f(x)

de la funcién f(x) en el punto de abscisa x = 1.

7.a) [1 punto] Sea la funcion f (x) =a-x’+b-x*+x-1, con a,b e R . Determina los valores de a

y b para que la grafica de f(x) pase por el punto (1, 1) y tenga aqui un punto de inflexion.

b) [1,5 puntos] Sea la funcién f (x) = xsen(x)—cos(x). Enuncia el teorema de Rolle y Usalo para

razonar si la funcién f(x) tiene al menos un extremo relativo en el intervalo [-1, 1].

8. a) En el servicio de urgencias clasifican a los pacientes en leves y graves segun llegan al hospital.
El 20% de los pacientes leves debe ingresar en el hospital, mientras que el 60% de los pacientes
graves debe hacerlo. En un dia cualquiera llegan al servicio de urgencias un 90% de pacientes
leves y un 10% de pacientes graves. Si se selecciona un paciente al azar:

a.1) [0,5 puntos] ¢Qué probabilidad hay de que deba ingresar en el hospital?

a.2) [0,75 puntos] Si se sabe que el paciente tuvo que ingresar, ¢cual es la probabilidad de que

Ilegara al hospital con una dolencia leve?

b) En un momento dado llegan 8 pacientes a urgencias.

b.1) [0,5 puntos] ¢Qué probabilidad hay de que exactamente 4 pacientes se clasifiquen como

leves?

b.2) [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que como mucho 7 pacientes sean clasificados

como leves?

n p 0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

0.4305
0.3826
0.1488
0.0331
0.0046
0.0004
0.0000
0.0000
0.0000

W~ T e W= O

0.1678
0.3355
0.2936
0.1468
0.0459
0.0092
0.0011
0.0001
0.0000

0.0576
0.1977
0.2965
0.2541
0.1361
0.0467
0.0100
0.0012
0.0001

0.0168
0.0896
0.2090
0.2787
0.2322
0.1239
0.0413
0.0079
0.0007

0.0039
0.0313
0.1094
0.2188
0.2734
0.2188
0.1094
0.0313
0.0039

0.0007
0.0079
0.0413
0.1239
0.2322
0.2787
0.2090
0.0896
0.0168

0.0001
0.0012
0.0100
0.0467
0.1361
0.2541
0.2965
0.1977
0.0576

0.0000
0.0001
0.0011
0.0092
0.0459
0.1468
0.2936
0.3355
0.1678

0.0000
0.0000
0.0000
0.0004
0.0046
0.0331
0.1488
0.3826
0.4305

129 de 280

www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU Extraordinaria 2021 Matemadticas Il en Castilla la Mancha

SOLUCIONES

1. Sean las matrices

a) [1 punto] Calcula razonadamente la matriz inversa de A.
b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacion matricial AX +3I = A.

a) Comprobamos que existe la inversa de A.

31 2
|A|: 1 0 1/|=0+0+2-0-1-3=-2#0 Existe la inversa de A. La calculamos
0 11
310 0 1‘ ‘1 j 1 O‘
+ - +
Adj|1 0 1 11 2 2 1 L1 1
L Ad(A) {2 11) 1) po Bo 1| 1 13
A -2 2l L1 21 2yl 2
1 -3 -1
10 30 31
+ - +
0 1 11 10
1/2 -1/2 -1/2
Al=|1/2 -3/2 1/2
-1/2 3/2 1/2

b) Como existe la inversa de A despejamos X en la ecuacion matricial AX +31 = A

AX+3l=A= AX=A-3l = X = A’l(A—3I): ATA-3AT = X =1-3A"

100 172 -1/2 -1/2
X=|0 1 0[-3 1/2 -3/2 1/2
00 1) (-1/2 3/2 1/2
1-3/2 3/2  3/2
X=| -3/2 1+9/2 -3/2
3/2  -9/2 1-3/2
~1/2 3/2 3/2
X=|-3/2 11/2 -3/2
3/2 -9/2 -1/2
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2.a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro
aeR:

X+ay+z=2
X +z=a
ax+2y+z=3

b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a =2, si es posible.

1 a1l
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|1 0 1
a 21
1l a 1|2
Y la matrizampliadaes A/B={1 0 1|a
a 2 1|3
Vemos cuando se anula el determinante de A.
1 a
|Al=]1 0 1=0+a’+2-0-a-2=a’-a
a 2
a=0
|Al=0=a’-a=0=a(a-1)=0=+0
a=1

Distinguimos tres casos que analizamos por separado.

CASO1l. a-0ya=l1l

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, asi como el rango de A/B y el
namero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (solucién Gnica).

CASO 2. a=0
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Transformamos la matriz A/B en una matriz triangular equivalente para establecer el rango de

Ay de A/B.
Fila22 — Fila 12
1 0 1|2 1 0 1 0 1 0 1|2
A/B={1 0 1|0|=<-1 0 -1 -2;=|0 0 0|-2|=
0 2 1|3 0 0 0 -2 0 2 1|3
Nueva Fila 22

Intercambio Fila 22
=
con Fila 32

o O =
o N O

1] 2
13
0]-2

}:(A/B)’:

Se observa que el rango de A es 2 y el de A/B es 3. El sistema es incompatible (sin solucion)

CASO 3. a=1
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En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Transformamos la matriz A/B en una matriz triangular equivalente y establecer el rango de A

y de A/B.
Fila22 — Fila1?| | Fila 3® — Fila 12
1112 1 0 1 1|1 2 1 3
A/B=l1 0 1|1|=><¢-1 -1 -1 -2¢s-1 -1 -1 -2}=>
12 1|3 O -1 0 -1j|(0 1 0 1
Nueva Fila 22 Nueva Fila 32
Fila 32 + Fila 22
1 1 1|2 0 1 0 1 1 1 1|2
=0 -1 0|-1|=<0 -1 0 -1:;=(A/By=/0 -1 0|-1
0 1 01 0 0 0 O 0 0 0]O
Nueva Fila 32

Se observa que el rango de A es 2 y el de A/B es 2. Son iguales los rangos, pero menores que
el nimero de incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

b) Resolvemos para a = 2 que, por lo visto, es un sistema con una unica solucion.

X+2y+2=2
El sistema queda < X +2=2
2X+2y+2=3
Obtenemos la solucion con el método de Cramer.

121 1 21
A=1 0 1|=|Al=|t 0 1=4+2-2-2=2
2 21 2 21
2 2 1 1 2 1
2 0 1 121
3 21 6+4-4-4 yzz 3 1 _2+4+3-4-2-3
1 2 1 2 1 2 1 2
10 1 10 1
2 2 1 2 21
12 2
10 2
22 3 8+4-6-4_,
1 2 1 2
10 1
2 2 1

Lasolucionesx=1,y=0,z=1.
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3. a) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: Ix-cos(3x)dx :

b) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: J' cix
2x°+1
a)
Cambio de variable
t =3x — dt =3dx
jx-cos(Bx)dx: dx = 3t :Ii-cos(t)gzljtcos(t)dt:
3 3 3 9
X=—
3
Integramos por partes
=Ju=t=du=dt =%[t-sen(t)—fsen(t)dt}=
dv=cos(t) >v :jcos(t)dt =sen(t)
1 1 Deshacemos el cambio
:§[t-sen(t)—(—cos(t))]=§[t-sen(t)+cos(t)]={ 3y }:
= %[3x -sen(3x)+cos(3x) |+ K = gsen(Bx)+%cos(3x)+ K
b)
Cambio de variable dt
dx dx N
sz2+1 I(ﬁx)z+1 V2 " It2+1 ﬁjt2+1
J2dx =dt > dx=—
J2

Deshacemos el cambio de var iable}

:%arctg (t):{\/ixﬂ - iarctg(ﬁx)+K

2
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4. Sean los planos 7, =a-x+y+2-z=3Yy 7,=2-x—-y+a-z=0
a) [1 punto] Determina razonadamente el valor de a para que los planos 7, y =, sean

perpendiculares.
b) [1,5 puntos] Para a = 1 calcula la distancia del punto P(2, 0, 1) al plano 7.

a) Para que los planos sean perpendiculares sus vectores normales deben formar un angulo de 90°,
por lo que su producto escalar debe ser nulo.

=a. 2.72=3=n,=(a12 o
mEanyTee jni (212) =n-n,=(a,12)(2,-1a)=0=
m,=2-x-y+a-z=0=>n,=(2,-La)

=2a-1+2a=0=4a=1=|a=

1
4

b) Paraa =1 el plano 7z, queda 7, = x+y+2 z=3. Utilizamos la formula de la distancia de un
punto al plano.

T =X+y+272-3=0
P(2,0,1)

2+0+2-3 |1
—d(P,z)="""T2 0 _| = ~0.408u
} (P.m) 2112422 |6
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5. a) Calcula razonadamente el siguiente limite Iin} i(l_ll.
X—>. e -

b) Dada la funcion

e si x<0

1 .
f(x)=9— si 0<x<2
x—1
X si x>2

Estudia su continuidad en x =0y en x = 2 e indica el tipo de discontinuidad, si la hubiera.

a)
. x-1
lim—
x-1 ¥+ 1

1-1
eto1

b) Estudiamos la continuidad en x = 0.
Para ser continua debe cumplirse f (0)= lim f (x)=lim f (x).

x—0" x—0*

1
f(0)=——=-1
=57
_ X 0 _ I H
fpi=figet=e=t = 10)=jipf
Iimf(x):limi:iz—l
x—0" x=»0" X—1 0-1

En x = 0 la funcién es discontinua inevitable de salto finito.

Estudiamos la continuidad en x = 2.
Para ser continua debe cumplirse f (2)=lim f (x)=lim f(x).

x—2~ x—2*"

f(2)= =1

(2)=5

. . 1

lim f (x)=lim—=1

X2 x—2~ X—1 X2
i 0= fipx=2

En x = 2 la funcién es discontinua inevitable de salto finito.

0 = Indeter minacion(L Hépital) = lim 171
0 x—1 ¥

)=—1#1=lim f (x)

x—0"

= f(2)=Ilim f (x)=1£2=lim f(x)

x—2"
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2
6. Sea la funcion f(x) = w :
3X°+3
a) [1,5 puntos] Halla razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de la funciéon f(x) y

clasificalos.
b) [1 punto] Calcula la ecuacion de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la grafica de
la funcidn f(x) en el punto de abscisa x = 1:

a) Calculamos la derivada y la igualamos a cero en busca de los puntos criticos de la funcién.

f (x) —Mj F(x) = (4x+2)(3x* +3)-6x(2x* +2x-2)
~ 3x%+3 B (3X2 +3)2

12%° +12x+ 62 + 6 =12X —12x* +12x _ —6X* +24Xx+6

f(x)=
(3x2 +3) (3x2 +3)°
2
Fx)=0m DX T2IXAO o 60 24x+6-0= X2 —4x-1=0=
(3x* +3)
2+\/§
4+ J(-4) -4(-1
e (—4) —4( ):4i@:4i2\/§:2i\/§: .
2 2 2
2-5

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos dos valores.

e En (—oo, 2—\/5) tomamos x = -1y la derivada vale

2
f(-1)= _6(_1) +24(_1)+6 = —24 < 0. La funcion decrece en (—oo,Z—\/g)

(3(-2)° +3)2 *

0+0+6:§>O. La funcion

(0+3)° 9

e En (2—\/5, 2+\/§)tomamosx =0y laderivada vale f (0)=

crece en (2—\/5, 2+J§)
e En (2+J§, +oo) tomamos X = 10 y la derivada vale
~6(10)"+240+6 354

Fo)= (3(10)2 +3)2 +

<0. La funcién decrece en (2+J§, +oo)

La funcion es continua en todo R, pues el denominador no se anula y sigue el esquema
siguiente:
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La funcidn presenta un minimo en x = 2-5

Como f(z_\/g)zz(z_\/g) +2(2—\/§)—2 N3

> =——— las coordenadas del punto minimo
3(2-5) +3

relativo son (Z—J_,—ﬁJ

3

La funcion presenta un maximo en x = 2++5

2(2+J§)Z+2(2+J§)—2:\/g

— las coordenadas del punto méaximo relativo

Como f(2+\/§):

3(2+5) +3
son (2%/5,?]
b) Enx =1 la recta tangente tiene ecuacion y— f (1) = f (1)(x—1)
(o2t2-2_2_1
3+3 6 3
—-6+24+6 24 2 1 1 2 2 2 1
fry=—2Tte 2 Co S (x—l)>y-—=Sx-foly=Sx-2
® (3+3° 36 3 B R L A Rt tad Lt L
y—f(1)=f"(1)(x-1)
. ., 2 1
La recta tangente en x = 1 tiene ecuacion y = 3573

Enx =1 la recta normal tiene ecuacion y— f (1)=- f 1(1) (x-1)

1
fW)==
=3

2 1 3 13 13 3 3. 11
f)=tm— =2 O RV S N IV
D=3"Fw 2 [TV 3 A i L i M L

1

—f(1)=- 1
y-1(1) f,(l)(x)

. . 311
La recta normal en x = 1 tiene ecuacion y = _EX+_

6
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7.a) [1 punto] Sea la funcion f(x)=a-x°+b-x*+x-1, con a,beR . Determina los valores de a
y b para que la grafica de f(x) pase por el punto (1, 1) y tenga aqui un punto de inflexion.

b) [1,5 puntos] Sea la funcién f (x) =xsen(x)—cos(x). Enuncia el teorema de Rolle y Gsalo para
razonar si la funcion f(x) tiene al menos un extremo relativo en el intervalo [-1, 1].

a) Debe ser f(1) =1 porloque f(l)=1=a-1°+b-1° +1-1=[1=a+h|.

Ademas, al tener un punto de inflexion en x = 1 la derivada segunda debe anularse en x = 1.

f(x)=3a-x*+2b-x+1= f “(x)=6a-x+2b

£(1)=0

}:>O=6a-1+2b:>

—0=6a+2b=1[3a+b=0

Juntamos las dos ecuaciones en un sistema y resolvemos.

a+b=1 } b=1-a

= =3a+l-a=0=2a=-1= a:—l:bzl— 1 :E
3a+b=0 3a+b=0 2

Los valores buscados son a = —% y b= g

b) El teorema de Rolle afirma que si una funcion f(x) es continua en [a, b] y derivable en (a, b) si
ademas f(a) = f(b) entonces existe al menos un c e (a,b) tal que f "(c) =

fla)=f(b)}

a ¢ kb

La funcion f(x)=xsen(x)—cos(x) es una funcién continua en R y por lo tanto lo es en el
intervalo [-1, 1]. También es derivable en R y lo serd en (—1,1) como se cumple que
f (-1) =(-1)sen(-1)—cos(—1) = —sen(-1)—cos(-1)=0.3011
f (1) = sen(1)—cos(1)=0.3011

sen(—1)=—sen(1)=0.8414

cos(—1) =cos(1)=0.54

Aplicando el teorema de Rolle existe c e (—1,1) tal que f "(c) = 0. En x = ¢ hay un punto critico.

= f(-1)=f(1)
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Es un extremo relativo, pues la derivada segunda no se anula para x = c.

f (x) = xsen(x)—cos(x)=> f "(x) =sen(x)+xcos(x) +sen(x) = 2sen(x)+ xcos(x) =

= f ”(x) = 2cos(x)+cosx — xsen(x) = 3cos(x) — xsen(x)

c-cos(c)

Como f “(c) =0=>2sen(c)+c-cos(c)=0=>sen(c)=— 5

f7(c) =3cos(c) - ¢ sen(c) =3cos(c) ~¢- {—%S(C)j =3cos(c) + c*-cos(c)

f7(c)= cos(c){3+§}

Esta expresion de f “(c) es positiva, pues CE(—].,].) y el coseno siempre es positivo en este

. . . . T ¢’ . .
intervalo pues el intervalo esta contenido en (_E’Ej y {3+?} es siempre positivo.
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8. a) En el servicio de urgencias clasifican a los pacientes en leves y graves segun llegan al hospital.
El 20% de los pacientes leves debe ingresar en el hospital, mientras que el 60% de los pacientes
graves debe hacerlo. En un dia cualquiera llegan al servicio de urgencias un 90% de pacientes leves
y un 10% de pacientes graves. Si se selecciona un paciente al azar:

a.1) [0,5 puntos] ¢Qué probabilidad hay de que deba ingresar en el hospital?
a.2) [0,75 puntos] Si se sabe que el paciente tuvo que ingresar, ¢cual es la probabilidad de que llegara
al hospital con una dolencia leve?

b) En un momento dado llegan 8 pacientes a urgencias.
b.1) [0,5 puntos] ¢Qué probabilidad hay de que exactamente 4 pacientes se clasifiquen como leves?

b.2) [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que como mucho 7 pacientes sean clasificados como
leves?

a) Realizamos un diagrama de arbol.

Ingresa en hospital

0.20
Paciente leve

No ingresa en
hospital

Urgencias y el triaje
Ingresa en hospital

0.60
Paciente grave

No ingresa en
hospital

Llamamos L = “Ser paciente leve”, L= “ser paciente grave”

Llamamos I = “Ingresar en el hospital”. 1 ="No ingresar en hospital”

a.1) Aplicamos el teorema de la probabilidad total y la informacion recogida en el diagrama de
arbol.

P(1)=P(L)P(1/L)+P(L)P(1/L)=09-02+0.1-06=[0.24]

a.2) Es una probabilidad a posteriori, aplicamos el teorema de Bayes.

(LAl) P(L)P(1/L) 0902 [3
p() Py oza & 0P

P(L/T)=2
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b) Llamamos X a la variable aleatoria que cuenta el nimero de pacientes que se clasifican como
leves de 8 que llegan a urgencias.
Numero de repeticiones = n = 8. Probabilidad de clasificar a un paciente como leve = p=0.9
X=B(8,0.9)

b.1) P(X =4)={Miramos en la tabla facilitada} =[0.0046

b.2) Como la probabilidad directa implica contemplar muchos casos favorables, lo haremos
usando el suceso contrario que implica un calculo mas comodo.

tabla facilitada

P(X <7)=1-P(X >7)=1-P(X =8)={'v""’"nOS en la }:1—0.4305:

n Pl o1 02 03 04 05 06 07 08

0.4305 0.1678 00576 00168 0.0039 0.0007 0.0001 0.0000
0.3826 03355 01977 0.0896 00313 0.0079 0.0012 0.0001
0.1488  0.2036 0.2965 0.2000 0.1094 0.0413 0.0100 0.0011
0.0331 0.1468 0.2541 0.2737 02188 0.1239 0.0467 O«
O O 4O L . .
0.0004 0.0002 00467 0.1239 02188 0.2787 0.2541 0468
0.0000 0.0011 00100 00413 01094 02000 0.2065 0.2036 ﬂ_l-lﬂﬁw
0.0000  0.0001 00012 00079 00313 0.0806 0.1977 08355 ek
e ey Cekcas

-
oo ==y [ L=
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EVAU Ordinaria 2021
Evaluacién para el Acceso a la Universidad
Curso 2020/2021

Materia: MATEMATICAS II

CAMPUS DE EXCELENCLA INTERMATISRAL

Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATRO de los ocho
ejercicios propuestos. Si resuelve mas, se corregiran solo los cuatro
primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad,
detalladamente y razonando las respuestas. Se podra utilizar
cualquier tipo de calculadora. Cada ejercicio completo puntuara
2,5 puntos. Duracion de la prueba: 1 hora y 30 minutos.

1. Sean las matrices

2 1 2 011
A=[0 1 1|yB=[1 0 1
101 010

a) [1 punto] Calcula razonadamente el determinante de AT, es decir, la matriz traspuesta de A.
b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacion matricial X - A+3-A=B.

2.a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro
aeR:

X+y+z=a+l
ax +z=a-1
X —-y+z=3
b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente es sistema anterior para a =0, si es posible.

3. a)[1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: Is Zex dx .
_l’_
(Cambio de variable sugerido: e *=1)
b) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: _[;2)( +?1’ dx
+
x+1 y z-1
4. a) [1,25 puntos] Sea el punto P(1,0,1) y larecta r = - 1" Calcula razonadamente la
distancia del punto P a larectar.
x=0+21
b) [1,25 puntos] Sean lasrectas s=qy=1-2al y t= x-1 _Y +11 - 2 . Calcula
z=0+21

razonadamente el valor de a< R para que las dos rectas sean paralelas.

5. Sean los puntos A(0, 0, 1), B(2, 1,0),C(1,1, 1)y D(1, 1, 2).

= [1,25 puntos] Calcula razonadamente el volumen del tetraedro de vertices A, B, Cy D.
= [1,25 puntos] Calcula razonadamente la ecuacién del plano que pasa por los puntos A, By C,
y la de la recta perpendicular a este plano y que pasa por el punto D.
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6. a) [1 punto] Sea la funcién f(x)=ax®—2x*—x+b con a,beR . Determina razonadamente los

valores de a y b para que la gréafica de la funcion pase por el punto (1, 2) y la pendiente de la recta
tangente a la grafica de la funcidn en este punto sea 1.

x> —ax+1 x<0 )
,con a,be R . Determina
be* x>0

razonadamente los valores de a 'y b para que la funcion sea continua y derivable en x = 0.

b) [1,5 puntos] Sea la funcion f (x) :{

7.a) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite: |XI_I‘)T2] ezxxz__41.
b) [1,5 puntos] Dada la funcion
xX*-2 si x<1
F0=121 6 1<x<3
2e* si x>3

determina razonadamente su dominio y estudia su continuidad. En los puntos en los que no lo
sea indica razonadamente el tipo de discontinuidad.

8. a) Se sabe que el 20% de los usuarios de una red social nunca comparte fotografias, mientras que
el otro 80% si que lo hace. Ademas, de los usuarios que no comparten fotografias, el 50% ha
comentado alguna vez una fotografia de alguno de sus contactos. De los usuarios que comparten
fotografias, se sabe que el 90% ha comentado alguna vez una fotografia de sus contactos. Elegimos
un usuario de esta red social al azar.

a.1) [0,5 puntos] ¢Qué probabilidad hay de que haya comentado alguna vez una fotografia de
alguno de sus contactos?

a.2) [0,75 puntos] Si se sabe que nunca ha comentado una fotografia de alguno de sus contactos,
¢cudl es la probabilidad de que comparta fotos?

b) Un algoritmo de reconocimiento facial es capaz de identificar de manera correcta al 80% de las
personas a partir de sus fotografias. Se procesan las fotografias de 4 personas con este
algoritmo.

b.1) [0,5 puntos] ¢ Qué probabilidad hay de que identifique correctamente a las 4 personas de las
fotografias?

b.2) [0,75 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que identifique correctamente al menos a una
persona?

n Plooa 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.6561
0.2916
0.0486
0.0036
0.0001

= W= O

0.4096
0.4096
0.1536
0.0256
0.0016

0.2401
0.4116
0.2646
0.0756
0.0081

0.1296
0.3456
0.3456
0.1536
0.0256

0.0625
0.2500
0.3750
0.2500
0.0625

0.0256
0.1536
0.3456
0.3456
0.1296

0.0081
0.0756
0.2646
0.4116
0.2401

0.0016
0.0256
0.1536
0.4096
0.4096

0.0001
0.0036
0.0486
0.2916
0.6561
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SOLUCIONES
1. Sean las matrices
2 1 2 011
A=/0 1 1|yB=|1 0 1
1 01 010
a) [1 punto] Calcula razonadamente el determinante de AT, es decir, la matriz traspuesta de A.
b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacion matricial X - A+3-A=B.

a)

2 1 2 2 0 1 2 0 1
A=|0 1 1|=>A" =1 1 o:\AT\zl 1 0=2+1-2=1
1 0 1 2 1 1 2 1 1

b) Comprobamos si la matriz A tiene inversa.
|Al=|A"| =12 0. Existe la inversa de A.
Despejamos la matriz X de la ecuacion.
X -A+3-A=B=(X+3l) -A=B=X+31 =B At=X=B-A'-3I

Calculamos la inversa de A.

+
S oy | B Rl TR
L Adi(AT) 0 2 2 0 -
= =Adj[1 1 0=~ ¥ -t 0 -2
A 1 2 2 1
2 11 11 2
01 21 20
+ — +
10 Lo 1
01 1)(1 -1 1) (10 0
X=B-A'-3I=>X=/1 0 1|1 0 -2|-30 1 0
01011 2) 001

1-1 1 -2+2 3 00
X=/1-1 -1+1 -1+2|-|0 3 O
0 0 3

1 0 -2
-3 1 O
X=0 -3 1
1 0 -5
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2.a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro
aelR:

X+y+z=a+l
ax +z=a-1
X —y+z=3
b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente es sistema anterior para a =0, si es posible.

1 11
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|a 0 1
1 -11
1 1 1 a+l
y la matrizampliadaes A/B=|a 0 1 a-1
1 -11 3
Calculamos el determinante de A 'y vemos cuando se anula.
1 1
|Al=la 0 l=l-a-a+l=2-2a
1 -1

|A|:O:>2—2a:0:>a:§:1
Distinguimos dos casos que analizamos por separado.
CASO 1. a=l1

En este caso el determinante de A no se anula y su rango es 3. También sera 3 el rango de la
matriz ampliada y el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (solucion

Unica)
CASO 2. a=1
1 1 12
En este caso la matriz A/B queda: A/B=|1 0 1 0. Utilizamos el método de Gauss
1 113

para triangular la matriz y estudiar su rango con mas facilidad.

Fila 22 — Fila 12

11 12 1 0 1 o
A/B=l1 0 1 0|=1, 4 1

1 -113 0 -1 0 —2->Nuevafila2?
Fila 3% — Fila 12
L 41 3 1 1 1 2
1 1 1 =0 -1 0 -2 |=>

0 20 1

0 -2 0 1 — Nuevafila3?
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Fila3* — 2 - Fila 22

0 -2 01 A/BY : l11 22
~J0 2 0 4 =(A/B)=0 -1 0 -
000 5

0O 0O 0O 5— Nuevafila3®?

El rango de la matriz A es 2 y el de la ampliada es 3. El sistema es incompatible (sin solucion)

b) Para a =0 el sistema tiene solucion Unica, pues estamos en el caso 1 ya estudiado.

X+y+z=1
z=-1
X—y+z2=3
Lo resolvemos.
X+y+z=1
X+y-1=1 X+y=2 X=2-Yy
z=-1= =
X—y-1=3 X-y=4 X—y=4
X—-y+z=3

:>2—y—y:4:>—2y:2::>x:2—(—1):3:> X=23

Lasolucionesx =3,y =-1,z =-1.
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3. a) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: IB Zex dx .
+

(Cambio de variable sugerido: e *=1)
-X+1 X

b) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral:

a)

Cambio de variable
1

t(3+1)

2 dt

=|—= dt =...
3+t t

¥ =t=edx=dt

dx=$=ﬂ
e’ t

=2

Descomposicion en fracciones simples.

1 A B 1 A(3+t)+Bt

t(3+1) t 3+t  t(3+t)  t(3+t)

t =1=A(3+t)+Bt

t
1
t=0=>1=3A=> AZE

t:—3:>1:—3B:>B=—%

1

_1/3 1/3
t(1+t)

t 1+t

U3

Dllsdt I }

%[Int—ln(3+t)]=

= { Deshacemos el cambio t ="} =§IneX —%In(3+ex): %x—%ln

(3+ex)+K

b)
—X+1

x> +3

dx=+=...

P

dx+j 7

2X

=——In(x +3)

T

o]

Divido entre 3

1
numerador y denominador} J

x?+3

3

J

3

1
\/5,2
BE

N
——=/3
NG 3
X2

dx

5

E@I

|

= % | =5 arcig (

& <

1
—~In(x +3 +—arct
Jin(x o

Jx

éw\x
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x+1 y z-1

4. a) [1,25 puntos] Sea el punto P(1,0,1) y larecta r = o "1 1 Calcula razonadamente la
distancia del punto P a la recta r.
x=0+21
b) [1,25 puntos] Sean lasrectas s=<y=1-2aiy t= x=1_ y+11 _222 Calcula
z=0+24

razonadamente el valor de ae R para que las dos rectas sean paralelas.

a) Para hallar la distancia de un punto P a la recta r, podemos hacerlo hallando el plano n
perpendicular a la recta que pasa por el punto P, luego determinamos el punto de corte de recta y
plano (P"). La distancia del punto P a la recta r sera igual a la distancia del punto P al P* (médulo
del vector que une dichos puntos).

Determinamos la ecuacion del plano n

EX_H:X:Z__]':\Z:(LL_]_) o
11 - n=v, =(11-1) T=X+y-2+D=0
rlr,= (101 = P(lOl) =
Ul)ern
P(1L01)ex (LOL)ex
=14+0-1+D=0=D=0=7=x+y-2=0
Hallamos el punto P” de corte de recta r y plano .
T=X+y-z=0
— X=-1+t
x+1 y z-1 v, =(11,-1) = -1+t+t-1+t=0=
(-10.1) z=1-t
x:—1+g_—1
3 3
:3t:2:>t:2:> y:g :P(—lglj
3 3 333
z:l—z:1
3 3

Hallamos las coordenadas del vector PP .
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P—F)': _E’E’E _(11011): _ﬂlga_z
333 33 3
Y por ltimo hallamos la distancia de P a la recta r como el médulo del vector PP’

d(P’f)=d(P’F")=\W\=\/(—gj2+(§j2+[—§j2 =1/%+g+g =\/2;4:g:1.63u

b) Para que dos rectas sean paralelas deben de tener vectores directores de coordenadas
proporcionales y que un punto de una de ellas no pertenezca a la otra (no son coincidentes).

x-1_y+l_z-2 v, =(a,-11)
R

x=0+24  (—
s= y=1—2-a-ﬂ:>{v5=(2'_2a’2) t=
0424 P.(0,1,0) a -1 1 (1-12)
v, =(2,-23,2) 2.2 . _
2 2a 2 |a 187t
U e tad P!
s||t — ~1—2"1

Son paralelas o coincidentes para a = 1.
Comprobamos que para a = 1 no sean coincidentes, es decir, la misma recta. Para ello

compruebo que el punto Ps no pertenece a la recta t.

x-1 y+1 z-2 0-1 141 02
1 1 1 == +1= S7=1=-2=-29
¢P.(0,1,0)et? B

t

No son ciertas las dos igualdades, solo la segunda. La recta t no pasa por el punto Ps y las rectas

son paralelas.
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5. Sean los puntos A(0, 0, 1), B(2, 1,0), C(1,1,1) y D(1, 1, 2).

* [1,25 puntos] Calcula razonadamente el volumen del tetraedro de vértices A, B, Cy D.
* [1,25 puntos] Calcula razonadamente la ecuacion del plano que pasa por los puntos A, By C, y la
de la recta perpendicular a este plano y que pasa por el punto D.

El volumen de un tetraedro es el valor absoluto de la sexta parte del producto mixto de los vectores
que unen uno de sus vértices con los otros 3 vertices.

AB=(2,1,0)-(0, 0, 1)=(2,1,-1) 2 1 1
AC=(L 1,1)-(0, 0, 1)=(11,0); = | AB,AC,AD|=[1 1 0|=2-1+1-1=1
AD=(1 1 2)-(0, 0, 1)=(111) 111
[48.2¢.75]
Volumen ABCD = 5 =Eu3

El plano que pasa por A, By C tiene como vectores directores AB y AC y contiene al punto A.

i=AB=(21,0)-(0,0,1)=(21-1)]  |x_0 y_0 7-1
v=AC=(111)-(0,0,1)=(110);=7z=| 2 1 -1|=0
A(0,01)er 110

7rE—y+2(z—1)—(z—l)+x:0:|7zzx—y+z—1:0|

La recta r perpendicular a este plano tiene como vector director el normal del plano.

x-1 y-1 z-2
1 -1 1

. v, =n=(1,-11
7rzx—y+z—1:0:>n=(1,—1,1):>vr ( )}j r
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6. a) [1 punto] Sea la funcion f(x)=ax®—2x*—x+b con a,beRR . Determina razonadamente los

valores de a y b para que la gréafica de la funcion pase por el punto (1, 2) y la pendiente de la recta
tangente a la grafica de la funcidn en este punto sea 1.

., x> —ax+1 x<0 _
b) [1,5 puntos] Sea la funcién f (x) :{ ,con a,b e R . Determina razonadamente

be* x>0
los valores de a 'y b para que la funcidn sea continua y derivable en x = 0.

a) Si la funcidn pasa por el punto (1, 2) entonces f(1) = 2.

f)=2=a-2-1+b=2=[a+b=5|

Ademas, la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion en este punto sea 1 significa
que la derivada de la funcion parax =1seal.f (1) =1.

_ 3_ 2_ , — 2_ _
f(x)=ax® —2x% —x+b= f "(X) 3axf,$( 1}:3a—4—1=1:>3a=6:>

Sustituimos este valor de “a” en la ecuacion obtenida antes y tenemos que

b=5
R =

Los valores buscadossona=2yb = 3.

b) Para que sea continua en X = 0 deben de coincidir el valor de la funcidn y los limites laterales.

f(0)=be® =b
lim f(x)=lim x> —ax+1=1
x—0" x—0"

b=1
lim  (x) = lim be” =b =[b=1
lim f(x) = lim f(x) = f(0)
x—0" x—0"

X —ax+1 x<0
La funcion queda f(x) =
e” x>0

Calculamos la derivada de la funcién en R —{0} .

Al ser derivable en x = 0 las derivadas laterales deben coincidir.
f(0)=Ilim2x—a=-a
x—0"
f(0")=lime*=e’ =1\ = -a=1=[a=—1]
x—0"

f°(07)=f°(0")

Los valores buscadossona=-1y b =1.
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X—2

- e -1

7. a) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite: Ilme2 e
X_

X—2

b) [1,5 puntos] Dada la funcion

x*-2 si x<1
2x-1
X—2
2e” si x>3

1<x<3

F(x) =

determina razonadamente su dominio y estudia su continuidad. En los puntos en los que no lo sea
indica razonadamente el tipo de discontinuidad.

X—2 0 X—2 0
a) lim ¢ -1 el 0 Indeterminacion (L"Hopital) = lim L
=2 2x—4  4-4 2 2 2 |2

xX*-2 si x<1

2x-1 . L

2 si 1<x<3 puede presentar problemas de definicion cuando el
2e” si x>3

denominador se anule, en el resto de expresiones no hay problemas. El denominador se anula para
x = 2. Luego su dominio es R —{2}

En cada tramo de definicion es continua. En el primer tramo es un trozo de parabola, después un
cociente donde hemos quitado el valor que anula el denominador y el Gltimo es una exponencial.

Falta ver si es continua en los cambios de definicién.

b) La funcion f(x)=

ix=17?
-1
fQ)=—~-=-1
D=1
lim f(x)=limx*-2=1-2=-1:= lim f(x) = lim f(x) = f (1) = jContinuaen x =11
X—1" X—1" X—1" x—1*
lim f () = lim2X =1 =1
x>l x-l" X —2
ix=3?
6-1
f(3)=——==5
3) 32
. . 2x-1 6-1 . ) ) .
lim f(x)=lim =——=5:= f@)=Ilim f(x)=lim f (x) = jNo es continua en x = 3!
X—3~ x>3 X—2 3-2 x—1" x—1*
lim f(x) = lim 2¢* = 2¢°
x—3* x—3"

En x = 3 hay una discontinuidad inevitable de salto finito.

lim f(x)=5
X—3~ . .

lim f(x) = lim f(x
lim f(x) =2e*| -t ) X1 )
x—3"

En x =2 hay una discontinuidad inevitable de salto infinito, pues tiene una asintota en dicho valor.
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lim £ (o= lim X213 _ o

e o x-2 0 = x = 2 es una asintota vertical
) . 2x=-1 3

lim f(x)=Ilim =— =+

x—2* -2t x—2 0F

La funcion es continua en R—{Z,S}
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8. a) Se sabe que el 20% de los usuarios de una red social nunca comparte fotografias, mientras que
el otro 80% si que lo hace. Ademas, de los usuarios que no comparten fotografias, el 50% ha
comentado alguna vez una fotografia de alguno de sus contactos. De los usuarios que comparten
fotografias, se sabe que el 90% ha comentado alguna vez una fotografia de sus contactos. Elegimos
un usuario de esta red social al azar.

a.1) [0,5 puntos] ¢ Qué probabilidad hay de que haya comentado alguna vez una fotografia de alguno
de sus contactos?

a.2) [0,75 puntos] Si se sabe que nunca ha comentado una fotografia de alguno de sus contactos,
¢cudl es la probabilidad de que comparta fotos?

b) Un algoritmo de reconocimiento facial es capaz de identificar de manera correcta al 80% de las
personas a partir de sus fotografias. Se procesan las fotografias de 4 personas con este algoritmo.

b.1) [0,5 puntos] ¢ Qué probabilidad hay de que identifique correctamente a las 4 personas de las
fotografias?

b.2) [0,75 puntos] ¢Cudl es la probabilidad de que identifique correctamente al menos a una persona?

a) Construimos un diagrama de arbol.

Comenta fotos
0.90

Comparte fotos
0.80

No comenta fotos
0.10

Compartiry
comentar fotos

Comenta fotos
0.50

No comparte fotos
0.20

a.1) Utilizamos el teorema de la probabilidad total

P (Comenta foto) = P (Comparte foto) P (Comenta foto / Comparte foto) +
+P (No comparte foto) P (Comenta foto / No comparte foto) =

=0.8-0.9+0.2-0.5=/0.82,

a.2) Es una probabilidad a posteriori.

P (Comparte foto n No comenta foto)
P (No comenta foto)

P (Comparte foto / No comenta foto) =

_ P(Comparte foto) P (No comenta foto / Comparte foto)  0.8-0.1 |4 0.444
P (No comenta foto) 1-082 |9
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b) X = Numero de personas que identifica correctamente de un grupo de 4. X es una binomial con
n=4yp=0.8 X=B(4,0.8)

b.1) Nos piden calcular P(X =4)={Miro en la tabla} = 0.4096

n 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.9

0 0.6561 04006 0.2401 0.1296 0.0625 00256 0.0081 0.0816 0.0001
1 0.2016 04006 04116 03456 02500 0.1536 0.0756 0.0856 0.0036
2 0.0486  0.1536 0.2646 0.3456 0.3750 0.3456 0.2646 3 0.0486
0.0036  0.0256 0.0756 0.1536 0.2500 0.3456 04116 e, (.2916
: : : : = ’ 0.4006 § 0.6561
P

b.2) Nos piden P(X >1)

P(X>1)=P(X =1)+P(X =2)+P(X =3)+P(X =4)={Miroen latabla} =
=0.0256 +0.1536 -+ 0.4096 + 0.4096 =

n 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

0 0.6561 04006 02401 0.1206 00625 0.0256 0.0081
1 0.2916 04096 04116 03456 0.2500 0.1536 0.075

2 0.0486  0.1536  0.2646 0.3456 0.3750 0.3456  0.2644
0.0256 00756 0.1536 0.2500
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EvAU Extraordinaria 2020

Evaluacién para el Acceso a la Universidad
Curso 2019/2020

Materia: MATEMATICAS II

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERMACINAL

Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATRO de los ocho ejercicios
propuestos, si resuelve mas se corregiran solo los cuatro primeros. Los
ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las
respuestas. Se podra utilizar cualquier tipo de calculadora. Cada ejercicio
completo puntuard 2,5 puntos. Duracion de la prueba: 1 hora y 30 minutos.

1. Dadas las matrices

01 1 1 2
11 1
A=[1 0 -2|, B=[0 -1| y C=
2 0 -2
0 -1 0 1 1

a) [1 punto] Calcula razonadamente la matriz inversa de A.

b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacion matricial AX +1,=BC;
donde I3 es la matriz identidad.

2.a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro
aeR:

X+2y+az=a
X+ay+2z=a
-X+y+z=1
b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a =2, si es posible.

3.a) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite: lim l——l
x0'| X sen(2x)
b) [1,5 puntos] Dada la funcion
20 si x<1
f(x)=4x-2 si 1<x<?2
In(x-1) si x>2
Donde In es el logaritmo, estudia la continuidad de la funcién f(x) en x=1yen x=2,y
clasifica el tipo de discontinuidad si las hubiera.

4. a) [1,5 puntos] Calcula las dimensiones de una caja de base cuadrada (prisma cuadrangular) sin
tapa superior y con un volumen de 108 dm? para que la superficie total de la caja (formada por las
caras laterales y la base) sea minima.

b) [1 punto] Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x)=x*+x-1
en el punto de abscisa x=1.
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5. a) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: Jl —.
+e

(Cambio de variable sugerido: e*=1t)
b) [1,25 puntos] Determina justificadamente el area acotada que encierran las graficas de las

funciones f(X)=—x*+2x+4y g(X)=x+2.

X—2y-2=0
y—-z-2=0
a) [1 punto] Calcula razonadamente la distancia del punto P(1,2,-1) al plano .

b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente el &rea del tridngulo que forman el punto interseccion de
la recta r con el plano m, y los puntos B(1,-1,2) y C(0,1,1).

6. Sea el plano 7=x+2y—-z-4=0 ylarecta rz{

2x—-2y=4 _
7. Dadas las rectas r = Yot gox_yr2_ 2zl y el punto P(-1,0,2).
z=0 3 2 1
a) [1,25 puntos] Determina razonadamente la posicion relativa de las rectas r y s.
b) [1,25 puntos] Halla razonadamente la ecuacion general del plano que pasa por el punto Py es

paralelo a lasrectasr y s.

8. a) El 70% de los usuarios de instagram tiene menos de 34 afos, el 25% entre 34 y 54 afios (ambos
incluidos) y el 5% mas de 54 afios. Se sabe que acceden a diario a dicha red: el 98% de los menores
de 34 afios, el 40% de los usuarios entre 34 y 54 afios (ambos incluidos) y el 10% de los mayores
de 54 afios. Si se selecciona un usuario al azar:

a.1) [0,5 puntos] ¢ qué probabilidad hay de que no acceda a diario a dicha red social?
a.2) [0,75 puntos] Si el usuario seleccionado al azar confiesa que accede diariamente, ¢ qué
probabilidad hay de que pertenezca al grupo que tiene entre 34 y 54 afios (ambos incluidos)?

b) El tiempo que un usuario de la red instagram pasa conectado a diario a dicha red social sigue
una ley normal de media 53 minutos y desviacion tipica 10 minutos.

b.1) [0,5 puntos] ¢Qué probabilidad hay de que un usuario seleccionado al azar se conecte mas
de 30 minutos al dia?

b.2) [0,75 puntos] ¢Qué porcentaje de usuarios (tanto por ciento) se conectan entre 40y 67
minutos al dia?

a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
1.3 | 0.6032 009040 090656 009082 05080 009115 056131 056147 05182 08177
1.4 | 00102 00207 00222 00236 005281 00288 05270 00202 00306 00310

2.2 | 0,681 0.0264 0.086% 00871 00375 00873 00831 00834 005337 00800
2.3 | 06803 0,020 00808 0.0901 0.0004 009908 05000 0065611 055813 006018
2.4 | 00018 00020 00022 00025 00027 09020 0059031 00032 005034 00034
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SOLUCIONES
1. Dadas las matrices
0 1 1 1 2
11 1
A=|/1 0 -2|, B=|0 -1 yC=[ j
2 0 -2
0 -1 O 1 -1

a) [1 punto] Calcula razonadamente la matriz inversa de A.
b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacion matricial AX + 1, =BC ; donde

I5 es la matriz identidad.

a)
0 1 1
|A|:1 0 —-2(=0+0-1-0-0-0=-1+0 > La matriz A tiene inversa
0O -1 O
0O 1 O 0 - 1 -1 1 0
+ - +
Adjl1 0 -1 -2 0 1 0 1 -2 s 4 o
L Adj(A) 1 -2 0 1 0 Joo o 1 N
A= = = - - =-{0 0 1
A -1 20 10 1 -2
-1 0 -1
1 0 0 0 0 1
+ — +
0 - 1 - 10
2 1 2
At=0 0 -1
1 0 1

b) Despejamos la matriz X de la ecuacion matricial
AX+1,=BC=AX =BC-I,= X =A"(BC-1,)
Sustituimos y resolvemos.

2 1 2\[(1 2 100
11 1
X=/0 0 -1/|0 -1 -lo 1 0
2 0 -2
10 1)1 -1 00 1
2 1 2)\[(1+4 1+0 1-4) (1 0 0)]
X={0 0 -1//| 2 0 2 |-|0 1 0
10 1)1-2 1 1+2) (0 0 1)]
21 2)(5 1 -3 (1 00
X={0 0 -1{/|-2 0 21|-|0 1 0
10 1)(-11 3 0 0 1
2 1 2Y 4 1 -3) (8-2-2 2-1+2 —6+2+4 4 3 0
X=[0 0 -1|-2 -1 2|=| 1 1 2 -1 1 =2|=X
10 1/l-1 1 2 4-1 1+1 342 3 2 1
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2.a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro
aelR:
X+2y+az=a
X+ay+2z=a
-X+y+z=1

b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a =2, si es posible.

1 2 a
a) La matriz de coeficienteses A= 1 a 2
-1 11
1 2 a
Con determinante [A|l=|1 a 2/=a-4+a+a’-2-2=a’+2a-8
-1 11
Igualamos a cero.
—2+6_2_
—2++/22 -2+ ST
Al=0—a’+2a-8=0—a= 222 ¥32_~2%6_] 2
2 2 -2-6
———=-4=a
2

Existen tres casos que analizamos por separado.

CASO1l. a#2ya=#-4

En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, al igual que el de la matriz
ampliada A/B y el nimero de incdgnitas (3). El sistema es compatible determinado.

CASO 2. a=2
1 2 2 1 2 2 2
A=1 2 2| A/B=|1 2 2 2
-1 11 -1 111

La matriz A tiene determinante nulo y su rango no es 3.
Tiene rango 2, pues tiene el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 12 y la columna 3?

1 2 ) 2
> con determinante =3%0
-1 1 1

La matriz A/B tiene también rango 2 pues la columna 42 es igual que la 32 y la 22,

El rango de A = Rango de A/B = 2 < numero de incagnitas (3).
El sistema es compatible indeterminado.

CASO 3. a=—4
1 2 -4 1 2 -4 -4
A=[1 -4 2| A/B=|1 -4 2 -4
11 1 11 1 1

La matriz A no tiene rango 3, ya que su determinante es nulo.
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. . . -4 2
Tiene el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna 12 9( 1 ] con

2
determinante 1 =—6=%0

La matriz A/B tiene rango 3 pues si quitamos la columna 12 el menor de orden 3 resultante
tiene determinante no nulo.

2 -4 -4
-4 2 -4=4+16+16+8+16+8=68=0
1 1 1

Rango de A =2 # 3 = Rango de A/B.
El sistema es incompatible.

Resumiendo: Si a=2ya=#—4 el sistema es compatible determinado, si a =2 el sistema es
compatible indeterminado y si a=—4 el sistema es incompatible.

b) Para a = 2 estamos en el caso 2 por lo que el sistema es compatible indeterminado y tiene
infinitas soluciones.

X+2y+27=2

X+2y+21=2=

{Quitamos la ecuacion 12 } {x+2y+22 =2
= =

Ecuacion 12 = Ecuacion 22 —X+y+z=1

-X+y+z=1

Despejamos z X+2y=2-22
= =
y resolvemos por reduccién —X+y=1-z

Jy=3-3z=>|y=1-z|=>

:>x+2—22:2—22:

Lasoluciones x=0; y=1-t; z=t.
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3.a) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite: lim 11
=0 ( X sen(2x)
b) [1,5 puntos] Dada la funcién
20N si x<1

f(X)=<x-2 si 1<x<?2
In(x-1) si x>2

Donde In es el logaritmo, estudia la continuidad de la funcién f(x) en x=1 yen x=2,y clasifica el
tipo de discontinuidad si las hubiera.

a)
tim| 2oL | im0 =X1 O determinacion (L"Hépital)=
=0 X sen(2x) ) x»0'| xsen(2x) 0
. 2cos(2x) -1 2-1 1
=lim = =—=(+00—-0w?
0" sen(2x)+2xcos(2x) ) 0+0 O

Como x — 0" entonces tomamos un valor de x préximo y superiora 0y
11
0,01 sen(0,02)

valoramos la funcion en dicho valor. Tomamos x =0,01 — = 49,96

) 1 1
Entonces [lim| =— =400
X sen(2x)

b) Enx =1:

e Existe f()=2"=1
lim f (x) = lim2"Y =1

o (T el = Los limites laterales no son iguales y no existe el lim f (x)
Iimf(x)=limx—-2=-1 Xl
x—1" x—1"

La funcion f(x) no es continua en x = 1. Es una discontinuidad inevitable de salto finito, pues los
limites laterales existen y son finitos, pero de diferente valor.
Enx =2:

e Existe f(2)=In(2-1)=In1=0

lim f(x) = limx—2=0

X—2" X—2"

) ] = Los limites laterales son igualesy lim f (x) =0
lim f(x)=limIn(x-1)=0 x—2
x—>2" x—2*+

e Losvalores de la funcion y el limite son iguales.

La funcion f(x) es continua en x = 2.
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4. a) [1,5 puntos] Calcula las dimensiones de una caja de base cuadrada (prisma cuadrangular) sin
tapa superior y con un volumen de 108 dm? para que la superficie total de la caja (formada por las
caras laterales y la base) sea minima.

b) [1 punto] Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) =x*+x—1en
el punto de abscisa x=1.

a) La caja tiene las dimensiones del dibujo inferior.

El volumenes V (x,y)= x*y 'y la superficie total de la caja es la suma de la superficie de las 4
caras laterales que son iguales, la superficie de cada una vale xy y la superficie de la base que
vale x* > Superficie total = 4xy + x

Volumen =108 , 108
Como , (=Xy=18=y=—-.
V(x,y)=x’y X
Sustituimos en la funcion de la superficie.
Superficie = S(x) = 4xﬁ =332 e
X X
Derivamos esta funcion y buscamos su minimo.
S(x) = 382 e 432x "+ x* = S7(X) = —432x7" + 2x
X
Igualamos a cero.

S’(x)=0:>—£22+2x=0:>2x=4—322:>2x3=432:> X} =216=x=3/216 =6
X X

Comprobemos si x =6 es un minimo relativo.

e En (0,6) tomox =4y laderivada vale S’(4) = —%+8 =-64<0. La funcién decrece en

(—00,6).
432

e En (6,+00) tomo x =8y la derivada vale S’(8) = —8—2+16 =9,25>0. La funcion crece

en (6,+oo).

3

162 de 280 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU Extraordinaria 2020 Matemadticas Il en Castilla la Mancha

La superficie tiene un minimoen x=6-> y=@—@=3.

x> 36
La caja de base cuadrada de volumen 108 dm?3 con menor superficie tiene dimensiones 6 dm en
el lado del cuadrado de la base y 3 de altura.

b) Siendo f(x)=x*+x—1 su derivada es f '(x)=2x+1
La recta tangente es:

— 2 —1 =
f=1+1-1 1}:y-1=s<x—1>:»y=sx—s+1:»

f'Q)=2+1=3
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5. a) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente i

(Cambio de variable sugerido: e*=1)
b) [1,25 puntos] Determina justificadamente el area acotada que encierran las graficas de las

funciones f(X)=—x*+2x+4y g(x)=x+2.

a)
Cambio de variable
_[_dx ={e*=t=e’dx=dt t=— iﬂ:_'[ ! =
1+e” 1+t t t(1+t)
dt dt
dx=—=—
e it
Descomponemos en fracciones simples
1 A B 1 A+ At + Bt
— = = =
t(1+t) t 1+t t(1+t)  t(1+t)
1=A+At+Bt
t=0->1=A
t=-1->1=A-A-B—>B=-1
Asi queda
1 1.1
t(1+t) t 1+t
—J'——mdt——f dt+I—dt— Int+In(1+t)=—Ine* +In(1+e")=|-x+In(1+e")+C

b) Localizamos los puntos de corte de ambas gréaficas resolviendo el sistema.

_ +,/2 _
f(x):g(x):>—x2+2x+4=x+2:>—x2+x+2:0:>x=1_—;+8= 123

Coinciden en dos puntos: x =-1y x = 2.
El area del recinto es el valor absoluto de la integral definida entre -1y 2 de f(x) — g(x).

F()=—o"+2x14

Area:Uzl—x2 +2x+4—(x+2)dx‘ -

2 x* X i
= J. —x? +x+2dx‘= 4 2x
1 3 2

] {_2_3+2_:4H_ﬂ+ﬂ+2<_1)]

/ gx) =x+2 \

3 2 3 2
3 3 2
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X—2y-2=0
y—-z-2=0
a) [1 punto] Calcula razonadamente la distancia del punto P(1,2,-1) al plano .

b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente el area del triAngulo que forman el punto interseccion de la
recta r con el plano m, y los puntos B(1,-1,2) y C(0,1,1).

6. Sea el plano 7=x+2y—z—-4=0 y larecta rz{

a) Utilizamos la formula de la distancia de un punto a un plano.

P(1,2,—1)
T=X+2y—-72—-4=0

}—»d(Rﬂ)= [1+4+1-4] :-E—:0316u
12 +2% +(-1)

2

&

b) Hallamos el punto interseccién de la recta r con el plano .
T=X+2y-2-4=0 X+2y-z2-4=0 X+2y-2-4=0
[ X=2y-2=0 (=>x-2y-2=0 = X-2y-2=0 =
|ly-z-2=0 y-z-2=0 y=2+2

x+2(z+2)-z-4=0 X+2z+4—-7-4=0 X+2=0
— f— jr—
X—22-4-2=0 X—22-6=0

X=-Z

=X =-7-271-6=0=>-37=6=|z2=-2|=|x=2|=|y=-2+2=0
Xx—22-6=0

El punto interseccion de recta y plano es A(2, 0, -2).

Hallamos las coordenadas de los vectores AB y AC.

AB=(1,-12)-(2,0,-2)=(-1-14)

AC =(0,1,1)—(2,0,-2) =(-2,1,3)

Utilizamos la formula del area del triangulo ABC como la mitad del mddulo del producto
vectorial de los vectores AB y AC.

i j ok
ABxAC=|-1 -1 4/=-3i-8j-k-2k+3j-4i=-7i-5j-3k=(~7,-5-3)
2 1 3

Area =

[ABxAC| Ja9+25+9 [B3
2

= = 4,55 u?
2 2
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2X—-2y=4 -
7. Dadas las rectas r = y , 555=&2=Z—1 y el punto P(-1,0,2).
z=0 3 22 1
a) [1,25 puntos] Determina razonadamente la posicion relativa de las rectas r y s.
b) [1,25 puntos] Halla razonadamente la ecuacion general del plano que pasa por el punto Py es

paralelo a lasrectasr ys.

a) Obtenemos un punto y un vector director de la recta r.

X=2+t —
2x-2y=4 [(x-y=2 (x=2+y v, =(11,0)
r= = = =>r=y=t =
z=0 z=0 z=0 0 Pr(2,0,o)

Obtenemos un punto y un vector director de la recta s.

=(3, —2,1)}

X v,
— — =
3 2 1 p(0-21)

Las coordenadas de los vectores directores no son proporcionales.
v, =(1,1,0) 1 1 0
. = —F—F—
v,=(3-21)] 3 2 1

Por lo que las rectas no son ni paralelas ni coincidentes, solo pueden ser secantes o se cruzan.
Consideramos los vectores directores de ambas rectas y el vector que une un punto de la recta r
con otro punto de la recta s.

PP, =(0,-2,1)-(2,0,0)=(-2,-2,1).
Calculamos el producto mixto de los tres vectores.

v, =(11,0) 1 1 0
v,=(3-21) =[V.V,RR]=[3 -2 1/=-2-2-3+2=-520
PP =(-2-21) 2 2 1

Al ser distinto de cero las rectas se cruzan. Tienen distinta direccién y estan situadas en planos
paralelos.

b) Si el plano es paralelo a las rectas entonces tiene como vectores directores los vectores directores
de las rectas.

P(-10,2)ex x+1 y z-2
u=v,=(110) t=z=[1 1 0 |=0=>x+1-2z+4-32+6-y=0
v=v, =(3-21) 3 -2 1

|7rzx—y—52+11:0|
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8. a) El 70% de los usuarios de instagram tiene menos de 34 afos, el 25% entre 34 y 54 afios (ambos
incluidos) y el 5% mas de 54 afios. Se sabe que acceden a diario a dicha red: el 98% de los menores
de 34 afios, el 40% de los usuarios entre 34 y 54 afios (ambos incluidos) y el 10% de los mayores
de 54 afios. Si se selecciona un usuario al azar:

a.1) [0,5 puntos] ¢ qué probabilidad hay de que no acceda a diario a dicha red social?

a.2) [0,75 puntos] Si el usuario seleccionado al azar confiesa que accede diariamente, ¢qué
probabilidad hay de que pertenezca al grupo que tiene entre 34 y 54 afios (ambos incluidos)?

b) El tiempo que un usuario de la red instagram pasa conectado a diario a dicha red social sigue una
ley normal de media 53 minutos y desviacion tipica 10 minutos.

b.1) [0,5 puntos] ¢Qué probabilidad hay de que un usuario seleccionado al azar se conecte mas de
30 minutos al dia?

b.2) [0,75 puntos] ¢Qué porcentaje de usuarios (tanto por ciento) se conectan entre 40 y 67 minutos
al dia?

a) Realizamos un diagrama de arbol.

Accede a diario a la
red
Menos de 34 afios
0,70 No accede a diario a
lared

Accede a diario a la
red
Entre 34 y 54 afios
0,25 No accede a diario a
lared
Accede a diario a la
red
Mas de 54 afios
0,05 No accede a diario a
la red

a.1) Mirando el diagrama se cumple este suceso en tres ramas, por lo que la probabilidad es:

P(No acceda a diario a la red ) =0,70-0,02+0,25-0,60+0,05-0,90 =
=0,014+0,150+0,045 =10, 209

a.2) Es una probabilidad a posteriori, aplico el teorema de Bayes.

P (Tenga entre 34 y 54 afios / Accede diariamente a la red) =
B P(Tenga entre 34 y 54 afios n Accede diariamente a la red)
P(Accede diariamente a la red)
- 0,25-0,40 0,1 100
1-0,209 0,791 791

0,126
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b) X = Tiempo en minutos que un usuario esta conectado a Instagram. X = N(53, 10)

b.1) Nos piden calcular P(X >30).

P(X >30) = {Tipificamos} = P(Z > 301‘053) =P(Z2>-23)=P(2<23)=
= {Buscamos en la tabla de la N(0, 1)} =

p=53c=10

10 20 20 90

b.2) Nos piden calcular P(40< X <67).

40-53 67-53

<Z<

P(40< X <67)=Tipifi =P
( ) ={Tipificamos} ( 0 I

j:P(—1,3sz <14)=

=P(Z<14)-P(Z<-13)=P(Z<14)-P(Z2213)=P(Z<14)-(1-P(Z<13))=

{Buscamos en la

=0,9192-1+0,9032 = |0,8224 = 82, 24%|
tabla de la N(O, 1)

p=53c=10

10 20 30 80 a0
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EVAU Ordinaria 2020
Evaluacién para el Acceso a la Universidad
Curso 2019/2020
Materia: MATEMATICAS 11

e e R Instrucciones: El estudiante deberd resolver CUATRO ejercicios, si
resuelve mas se corregirdn sélo los cuatro primeros. Los ejercicios deben
redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas. Se
podra utilizar cualquier tipo de calculadora. Cada ejercicio completo
puntuard 2,5 puntos. Duracion de la prueba: 1 hora y 30 minutos.

1. a) [1,25 puntos] Determina razonadamente los valores de a para los que la matriz A no tiene

inversa
1 a+1 2 1
0 2 1 a
A=
a 0 1 0
a 0 20

b) [1,25 puntos] Calcula razonadamente todos los posibles valores x, y, z para que el producto de

. x 1 3 1
las matrices C = y D= conmute.
y z 1 -1

2.a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro
aelk:

ax—ay—-z=a
ax—ay =a
ax+2y-z=1
b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente es sistema anterior para a =2, si es posible.

3. Dada la funcion
3 si x<?2
X—2

f(x)=<cos(zx) si 2<x<3

In(x—2)
3-X

a) [1,5 puntos] Determina razonadamente los puntos en los que la funcion es continua, calcula

los puntos en los que es discontinua y clasifica el tipo de discontinuidad, si los hubiera.

_— . xe™
b) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite: lim -
H°1+2x—cos(x )

si X>3

2
- 2 X°—=2x+1
4. Sea la funcion f(X) =————
X +1
a) [1,5 puntos] Halla razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de la funcion f(x)

y clasificalos.
b) [1 punto] Calcula la ecuacion de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la grafica
de la funcién f(x) en el punto de abscisa X=0.
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5. a) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: j %dx.
X5 —2X+
b) [1,25 puntos] Calcula, justificadamente, el area acotada del recinto limitado por la gréafica de

la funcion g(x) =—x*+2x*+3x y el eje de abscisas.

X==1+A1-pu
6. Dados los planos 7, =2x+y+z-2=0Yy m, = y=-A+u
71=-2+21

a) [1 punto] Calcula razonadamente el angulo que forman los dos planos.
b) [1,5 puntos] Halla razonadamente el volumen del tetraedro formado por el punto P(3, -3, 2)

y los puntos de corte del plano 7, con los ejes coordenados.

X=-1+u
x—2y=1-b
7.Dados el plano 7 =<y=1+A+au ylarecta s= 3
7=—
2=1+2A—pu

a) [1,5 puntos] Calcula razonadamente el valor de los parametros a 'y b para que la recta s esté
contenida en el plano .
b) [1 punto] Si a=0y b=3, calcula razonadamente la ecuacién en forma implicita de la recta r

que pasa por el punto P(l, -1, —8) es paralela al plano T y es perpendicular a la recta s.

8. a) En un servicio de emergencias el 60% de los avisos que se reciben se clasifican con el cédigo
amarillo, el 30% con el naranja 'y el 10% con el rojo. Se sabe que el porcentaje de avisos
recibidos son falsas alarmas es 3% en el caso del codigo amarillo, 2% en el naranja'y 1% en el
rojo. Si se recibe un aviso.

a.1) [0,5 puntos] ¢qué probabilidad hay de que se trate de una falsa alarma?
a.2) [0,75 puntos] Si se sabe que el aviso recibido no ha sido falsa alarma, ¢ qué probabilidad hay
de que haya sido un aviso cddigo rojo o naranja?

b) Si en una centralita se reciben 9 avisos,
b.1) [0,5 puntos] ¢qué probabilidad hay de que la centralita reciba 2 0 menos avisos naranjas?
b.2) [0,75 puntos] ¢qué probabilidad hay de que todos los avisos sean amarillos o naranjas?

n 0.01 0.05 0.10 015 0.20 0.25 030 0.33 0.35 040 0.45 049 0.50

0.9135 0.6302 0.3874 0.2316 0.1342 0.0751
0.0830 0.2985 0.3874 0.3679 0.3020 0.2253
0.0034 0.0629 0.1722 0.2597 0.3020 0.3003
0.0001 0.0077 0.0446 0.1069 0.1762 0.2336
0.0000 0.0006 0.0074 0.0283 0.0661 0.1168
0.0000 0.0000 0.0008 0.0050 0.0165 0.0389
0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0028 0.0087
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0012

(

(

1.0404 0.0272 0.0207 0.0101 0.0046 0.0023 0.0020
115566 0.1206 0.1004 0.0605 0.0339 0.0202 0.0176
12668 0.2376 0.2162 0.1612 0.1110 0.0776 0.0703
12668 0.2731 0.2716 0.2508 0.2119 0.1739 0.1641
L1715 0.2017 0.2194 0.2508 0.2600 0.2506 0.2461
1.0735 0.0994 0.1181 0.1672 0.2128 0.2408 0.2461
1.0210 0.0326 0.0424 0.0743 0.1160 0.1542 0.1641
1.0039 0.0069 0.0098 0.0212 0.0407 0.0635 0.0703
1.0004 0.0008 0.0013 0.0035 0.0083 0.0153 0.0176
1.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.0008 0.0016 0.0020

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

LW~ DO We =0

) (
) (
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SOLUCIONES
1.a) [1,25 puntos] Determina razonadamente los valores de a para los que la matriz A no tiene inversa
1 a+1 2 1
0 2 1 a
A=
a 0 10
a 0 20

b) [1,25 puntos] Calcula razonadamente todos los posibles valores x, y, z para que el producto de

) x 1 3 1
las matrices C = y D= conmute.
y z 1 -1

a) A no tiene inversa cuando su determinante es 0.

1 a+1 2 1| [Fila4® - Fila3? 1 a+1 2 1
|A|: 0 2 1 a _ a 0 2 0 _ 0 2 1 a _
a 0 10 -a 0 -1 0 a 0 10
a 0 20 0O 0 1 O—Nuevafila4® |0 0 1 0
1 a+l1 1
= {Desarrollo por la4* fila} =140 2 al=—(a’+a’-2a)=-a’-a’+2a
a 0 0

|A|=O:>—a3—a2+2a:0:>a(—a2—a+2):0:> —a’-a+2=0—>

N E {
2

l1=a

No tiene inversa cuandoa=0;a=-20a=1.

b) Comprobamos cuando CD =DC.

X 1)3 1 3 1)\x 1 3x+1 x-1 3X+y 3+z
CD=DC= = = = =
y z){\1 -1 1 1)\y z 3y+z y-z X-y 1-z

3X+1=3x+y 1=y 1=y

X-1=3+z2 X=4+12 X=4+12 X=4+12
= = = =

y+z=x-y 4y+z=X d+z=X y=1

y—-z=1-z y=1 y=1

Se cumple cuando y =1, x =4+ z;siendoz cualquier valor real .
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2.a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro
aelR:

ax—ay—-z=a
ax—ay =a
ax+2y—-z=1

b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente es sistema anterior para a =2, si es posible.

a —-a -1
a) La matriz de coeficienteses A=a -a 0
a 2 -1
a —a -1
Con determinante |A|l=j]a —-a 0|=a’-2a-a’-a’=-a’-2a

a 2 -

a=0

|A|=0:>—a2—2a:0:>—a(a+2)=0:>{
a+2=0=a=-2

Existen tres casos que analizamos por separado.

CASO 1l a=-0ya=#-2

En este caso el determinante de A esno nulo y el rango de A es 3, al igual que el de la matriz
ampliada A/B y el nimero de incdgnitas (3).
El sistema es compatible determinado.

CASO 2. a=0
0 0 -1 0 0 -10
A=|0 0 0| A/B=|0 0 0 O
0 2 -1 0 2 11

La matriz A tiene rango 2, pues tiene el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 22 y la

_j=2¢o

0 ) 0
columna 12 (son todo ceros) - (2 J con determinante

La matriz A/B tiene también rango 2 pues toda la fila 22 son 0.

El rango de A = Rango de A/B = 2 < nimero de incognitas (3).
El sistema es compatible indeterminado.

CASO3. a=-2
-2 2 -1 -2 2 -1 2
A=|-2 2 0| A/IB=|-2 2 0 -2
-2 2 -1 -2 2 -1 1

La matriz A tiene rango 2, pues tiene el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 12 y la

2 0 0
columna 12 = (2 j con determinante JJ =-2%0
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La matriz A/B tiene rango 3 pues si quitamos la columna 12 el menor de orden 3 resultante
tiene determinante no nulo.

2 -1 -2
2 0 -2/=4+4+2-4=6=0
2 -1 1

Rango de A =2 # 3 = Rango de A/B.
El sistema es incompatible.

Resumiendo: Si a= 0y a= -2 el sistema es compatible determinado, si a =0 el sistema es
compatible indeterminado y si a=—2 el sistema es incompatible.

b) Para a = 2 estamos en el caso 1 por lo que el sistema es compatible determinado y tiene una
Unica solucion.

Ecuacién 22 - Ecuacion 12

;X_zy_zzj 2X _2y =2
2X_2y _1:> -2X +2y +7 =-2
X+ey-7= z =0 — Nueva ecuacion 22

Ecuacién 3?2 - Ecuacion 12
2x +2y -z =1
=2X +2y +1 =-2

4y =—-1— Nueva ecuacion 3?
2x—2y—z=2 |2X-2y-z=2
2 1 3 3
z=0 =412=0 = 2X+—-0=2=22X=2-—=—=|X=—
4 2 4
4y:—1 y___l
4
La solucion es x:g; y:_—l; z=0.
4 4
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3. Dada la funcion
3 :
—_— Si x<?2
X—2
f(x)=<cos(zx) si 2<x<3
In(x—2)
3—X
a) [1,5 puntos] Determina razonadamente los puntos en los que la funcién es continua, calcula los
puntos en los que es discontinua y clasifica el tipo de discontinuidad, si los hubiera.

b) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite: lim Xe >
+201+2x —cos(X°)

Si Xx>3

a) ——es continua salvo en x = 2 que no pertenece al dominio de definicion de la funcién a trozos.

cos(zzx) no presenta ningun problema de continuidad.

In(x-2 . . - L .

% no es continua en x = 3 que no esté en su dominio de definicion y el logaritmo solo
—X

existe para X > 2. Como esta definido a partir de 3 no hay problema ni de existencia ni de

continuidad.

Veamos que ocurre en los cambios de definicion.
Enx=2:
o Existe f(2)=cos(27)=1

=—oo ., NO existe

e Existe lim f(x)= Iimi—
x—2" =2~ X —2

No es continua en x = 2.

olw

Enx=3:
o Existe f(3)=cos(37)=-1

e Existe lim f(x)=limcos(zx)=cos(37)=-1

X—3" X—3"
1
In(x-2 -
. Iimf(x)=Iim(—)zgz{L’H()pitaI}:Iimx;2=|im_1:—1
x—3" x»3~ 3-—X 0 x—3~ —1 X3 X—2

e Lostresvalores soniguales. f(3)=Ilim f(x)=Ilim f(x)=-1
x—3" x—3"

La funcidn es continua en x = 3.
La funcion es continua en R —{2}, presentando una discontinuidad inevitable de salto infinito en

X=2.

b) Calculamos el valor del limite.

lim Xe ~= 0 :9:Indeterminacién{L’HGpitaI}:
>0 1+2x—cos(x*) 1+0-1 0

) gt —xe™ ) gt —xe™ 1-0 |1
=lim > =lim = =|=
x>0 0+2+2xsen(x ) x>0 2+2xsen(x ) 2+0 |2
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2
4. Sea la funcion f(x) =X 21
X“+1
a) [1,5 puntos] Halla razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de la funcion f(x) y

clasificalos.
b) [1 punto] Calcula la ecuacion de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la grafica de
la funcion f(x) en el punto de abscisa x=0.

2 _ 2x—2)(x*+1)—(2 2_2x+1
2 f(x):x 22X+1:>f’(x):( X )(X + ) ( i)(x X+ )
+1 (x2+1)
f,(x):%+éx—2x2—2—z>(f+4x2—>x: 2x2 —2
(x2 +1)2 (x2 +1)2
, 2x% =2 2 2 2
f'(x)=0= =0=2x*-2=0=2x=2=>x=1=x=1=+1
(x2+1)

La recta real se divide en tres partes. ¢La funcion crece o decrece en cada de estas partes?

2
M=£>O. La funcion

(-2 +1)

e En (—o0,—1) tomo x = -2y la derivada vale f'(-2)=

crece en (—oo,-1).

e En(-11) tomox =0y laderivada vale f (0)= 0-2 ~=-2<0. La funcién decrece
0’ +1)
en (-11).
. , 8-2 6 -
e En (1+w) tomox =2y la derivada vale f"(2)= ~=—>0. La funcion crece en
(4+1)° 25
(1,+oo).
g 3 5 ¥ J; 3 !
2 12 _ _
Parax=1-> f(1)=l > 2+1=O Parax=-1-> f(—1):( Y 22( 1)+l:ﬂ:2
1°+1 -D)°+1 2
La funcion tiene un méximo en P(-1, 2) y un minimo en Q(1, 0).
b)
2 a—
+
02 :>y—1:—2(x—0):>mRectatangente
f(0) = =2
(O2 +1)2
f(0)=1
(, ) y—1=—i(x—0):> y=1+5 Recta normal
f7(0) = 2 _ 2
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3x-2

5. a) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: j 7 onal
X5 —2X+

funcion g(x) =—x®+2x*+3x y el eje de abscisas.

dx.

b) [1,25 puntos] Calcula, justificadamente, el rea acotada del recinto limitado por la gréfica de la

a) Usamos el método de descomposicidn en fracciones simples.
3x—-2
J. dx =

X?—2x+1
Factorizamos x? — 2x +1.
2+/4-4
2

=1= x2—2x+1:(x—1)2

Descomponemos en fracciones simples
3x-2 A B 3x-2
2 - + 2 2 -

X =2x+1 x-1 (x—l) X°—=2x+1

x=1->3-2=B=B=1

X=0>-2=-A+B=-2=-A+1= A=3
3x—-2 3 1
2 - + 2

X°—-2x+1 x-1 (x—l)

_A(x-1)+B

(x-1)

= 3x—2=A(X

Tenemos

-1)+B

-1
3 dx+ Y

—1)_2 dx =3In|x—1]+
x-1

J b

) dx:3ln|x—1|+J(x

1
'[(x—lz

b) Localizamos los puntos de corte de la grafica con el eje OX.
g(x):0:>—x3+2x2+3x:0:>x(—x2+2x+3)
x=0
= 244/ -2+
X+ 2x 43202 x= 23 ;le_ 254{

Corta el eje en tres puntos: x =—1; x =0; x = 3.

3In|x—1|—Xi1+C

=0=

3=X

El area del recinto es la suma del valor absoluto de la integral definida entre —1y 0 de g(x) y la

integral definida entre 0 y 3 de g(x).

PIE P

P i

/
/
/

Area = UO —x° +2x? +3xdx‘ +U3—x3 +2%2 +3xdx‘ = \
-1 0
4 3 2 4 3 278
B ISP I N R e \
4 "3 T2 || 4 T3 T2 \
4 3 2 _14 _13 _12
= —0—+20—+30— - ( ) +2( ) +3( ) + \
i 4 3 2 4 3 2
4 3 2 4 3 2 \
+ —3—+23—+33— - —0—+20—+30— =
4 3 2 4 3 2
L2 3, 81 54 27 135 19215 gaae \
4 3 2
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X==1+A—-pu

6. Dados los planos 7, =2x+y+z-2=0Yy m,=1y=-A+u
71=-2+21

a) [1 punto] Calcula razonadamente el angulo que forman los dos planos.
b) [1,5 puntos] Halla razonadamente el volumen del tetraedro formado por el punto P(3, -3, 2) y

los puntos de corte del plano 7, con los ejes coordenados.

a) El angulo formado entre los planos es el mismo que el que forman sus vectores normales.
El vector normal del plano 7, es el producto vectorial de sus vectores directores.

-
L T

-..._'ﬂ'g

=(1-12)| — . . bk _ _
=>n,=uxv=|1 -1 2/=-2j+k-k-2i=(-2,-2,0)
-1 1 0
Obtenemos el angulo con la formula del producto escalar.

n-n, (211)(-2,-2,0) -4-2 6

(21 - ]
E=(—2,—2,0)}3008(n1,n2)_‘E"‘E‘_ JailsiJaia i  Ja
(ﬁl,j):arccos[—%j:(nj,nj)ﬂSOO

Sale mayor de 90° y el &ngulo que forman los planos sera 180° — 150° = 30°.

b) Calculamos los puntos de corte del plano 7z, con los ejes coordenados.

Punto de corte Zz
conelejez T

Punto de corte
con el eje y

Punto de corte ¥
con el ejex T

X
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T =2X+y+2-2=0

eje X —>{
z=0

m =2X+y+2-2=0

ejeY—>{
z=0

m=2X+y+2-2=0

ejeZ—>{
y=0

El tetraedro tiene vértices P, Q, Ry S.

Consideramos los vectores:

PQ=(10,0)-(3,-3,2)=(-2,3,-2)

PR=(0,2,0)-(3,-3,2)=(-3,5,-2)

PS =(0,0,2)-(3,-3,2)=(-3,3,0)

y=0 =2x+0+0-2=0=x=1 > Q(1,0,0)

x=0 =0+y+0-2=0=y=2 > R(0,2,0)

x=0 =0+0+z-2=0=z=2 > S(0,0, 2)

El volumen del tetraedro es el valor absoluto de la sexta parte del producto mixto de estos

vectores.
s=ss s |2 3 -2
PQ, PR, PS ~
Volumen = g _ts 5 - 1(18+18—3O—12) i B
6 6 33 0 6 6
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X=-1+u

7.Dados el plano 7=<y=1+A+au ylarecta s E{
2=1+24A-u

a) [1,5 puntos] Calcula razonadamente el valor de los parametros a 'y b para que la recta s esté

contenida en el plano .
b) [1 punto] Si a=0y b=3, calcula razonadamente la ecuacién en forma implicita de la recta r

que pasa por el punto P(l, -1, —8) es paralela al plano Tt y es perpendicular a la recta s.

X—2y=1-b
z=-3

a) Obtenemos el vector normal del plano y el director de la recta.

x=-l+u G:(o,l,z)}
r=yy=1l+A+au=_ =
z=1+2A-u v=(La-1)
i J Kk
=n=uxv=0 1 2|=-i+2j-k-2ai=(-1-2a)i+2j-k=(-1-2a,2,-1)
1 a -1

{X—Zy:l—b {x=1—b+2y
s= =s=1._ 4 =

El vector director de la recta y el normal del plano deben ser perpendiculares, por lo que su
producto escalar es cero.

n-v, =0=(-1-2a,2,-1)(2,1,0)=0=>-2-4a+2=0=-4a=0=[a=0]
X==1+u
Ademés, el punto P, (1—b,0,-3) debe pertenecer al plano 7=<y=1+1+au
2=1421—u
1-b=-1+u 2-b=pu

2-b= 2-p=
0=1+41  =1{-1=2 :»{ g :>{ #=2-p=2=[=0|

4=_2- _2
3=1424-u |-4=24-u #eoow

Los valores buscados sona =b = 0.

b) Si a=0y b=3el planoy recta quedan:

X=-1+u
X—2y=-2
r=y=1+1 S=
z=-3
2=14+21A-pu
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Si la recta r es paralela al plano su vector director \Tr es perpendicular a su vector normal
n=(-1-2a,2,-1)=(-12,-1)

Si la recta r es perpendicular a la recta s su vector director \Tr es perpendicular al vector director

des.
Por lo que nos sirve como vector director de s el producto vectorial de n y v:
i j k
V,=nxv,=|-1 2 -U=-2j-k-4k+i=i-2j-5k=(1-2,-5)
2 1 0
La recta r tiene ecuacion:
P(L-L-8)er x=1+4
r=_ =|r=y=-1-24
v =(L-2.-5) z=-8-52
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8. a) En un servicio de emergencias el 60% de los avisos que se reciben se clasifican con el cddigo
amarillo, el 30% con el naranja y el 10% con el rojo. Se sabe que el porcentaje de avisos
recibidos son falsas alarmas es 3% en el caso del cddigo amarillo, 2% en el naranja 'y 1% en el
rojo. Si se recibe un aviso.

a.1) [0,5 puntos] ¢qué probabilidad hay de que se trate de una falsa alarma?

a.2) [0,75 puntos] Si se sabe que el aviso recibido no ha sido falsa alarma, ¢ qué probabilidad hay de

que haya sido un aviso cddigo rojo o naranja?

b) Si en una centralita se reciben 9 avisos,
b.1) [0,5 puntos] ¢qué probabilidad hay de que la centralita reciba 2 0 menos avisos naranjas?
b.2) [0,75 puntos] ¢qué probabilidad hay de que todos los avisos sean amarillos o naranjas?

a) Realizamos un diagrama de arbol.

Falsa alarma
Aviso amarillo
0,6
Falsa alarma
Aviso naranja
0,3
No es falsa alarma

Falsa alarma
Aviso rojo
0,1
No es falsa alarma

a.1) Mirando el diagrama se cumple este suceso en tres ramas, por Io que la probabilidad es:

P (Falsaalarma)=0,6-0,03+0,3-0,02+0,1-0,01=
=0,018+0,006+0,001=10,025

a.2) Es una probabilidad a posteriori, aplico el teorema de Bayes.

P(Sea aviso rojo o naranja / No es falsa alarma) =
P (Sea aviso rojo o naranja N No es falsa alarma)
P (No es falsa alarma)

_03-0,98+0,1-0,99 _0,294+0,099 _ 0,393 _[0.203
1-0,025 0,975 0,975 =

b)
b.1) X = NUmero de avisos naranjas. X es una binomial conn=9y p =0,3. X = B(9, 0.3)
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P(X<2)=P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)=

9 9 9
=/ 10.3°-0.7°+| ]0.3'-0.7°+| _0.3°-0.7" =
0 1 2

=0.7°+9:0.3-0.7° +9—;30.32 -0.7"=0.7°+9-0.3-0.7° +36-0.3*- 0.7’ =|0.463

Utilizando la tabla proporcionada hubiese sido:
P(X £2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)=0.0404+0.1556 +0.2668 =[0.4628]

b.2) P(Los 9 avisos son amarillos o naranjas) = P(No hay ningun aviso rojo) =
= P(Aviso 1° no es rojo) P(2° no es rojo).....P (Aviso 8° no es rojo) P ( Aviso 9° no es rojo) =
=0.9° ={0.387

Utilizando la tabla proporcionada hubiese sido:

X = Numero de avisos rojos. Es una distribucién binomial, siendon=9y p =0,1.
X =B(9,0.1)

Nos piden P(Todos los avisos rojos o naranjas) = P(Ningun aviso rojo) =

= P(X = 0) = {mirando en tabla} =
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EvAU Extraordinaria 2019

Evaluacion para el Acceso a la Universidad
Convocatoria de 2019
Materia: MATEMATICAS I
Instrucciones: El estudiante deberd contestar a una de las dos opciones
propuestas A o B. Dentro de cada opcién el estudiante elegird cuatro
gjercicios entre 1os cinco propuestos. Los ejercicios deben redactarse con
claridad, detalladamente y razonando las respuestas. Se puede utilizar
cualquier tipo de calculadora. Cada ejercicio completo puntia 2,5 puntos.
Duracién de la prueba: 90 minutos.

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIDNAL

PROPUESTA A

2x3 —x% =X

1A. a) Estudia la continuidad en todo R de la funcién f(x) = > 1_ indicando los tipos de
X

discontinuidad que aparecen. (1,5 puntos)

b) Calcula las coordenadas de los extremos relativos de la funcion g(x) =xe™. (1 punto)

2A. a) Calcula razonadamente el area del recinto cerrado limitado por las gréaficas de las funciones

f(x)=16—x% y g(x)=(x+2)"—4. (1,5 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcién

f (x) =16 —x* en el punto de abscisa x = 1. (1 punto)

3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del pardmetroa € R
x—(a-2)y-z=1
X— 2y+z71=-4 (1,5 puntos)

X—  3y+az=-a’
b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = 3. (1 punto)
X=1+A+pu
x-1 vy z
4A. Dada la recta rz—lzzzz yelplano 7=<y=4A-u ALpueR

z2=-1+21

a) Determina razonadamente la posicion relativa de r y @. (1,25 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano perpendicular al plano © y que contiene a
larectar. (1,25 puntos)

5A. a) Sean Ay B dos sucesos de un experimento aleatorio cuyas probabilidades son P(A)=0,75y
P(B)=0,35. Calcula razonadamente las probabilidades que deben asignarse a los sucesos

AUB Yy AnB en cada uno de los siguientes casos:

al) Si Ay B fuesen independientes. (0,75 puntos)

a2) SiP(A/B)=0,6. (0,5 puntos)

Nota: P(A/ B) denota la probabilidad condicionada.
b) El 1% de los cheques que recibe un banco no tienen fondos. Razona la respuesta de las siguientes
preguntas:

b1) Si en una hora recibe cinco cheques, ¢ cual es la probabilidad de que tenga algin cheque sin
fondos? Redondea el resultado a la centésima. (0,75 puntos)

b2) El banco dispone de cinco sucursales en una ciudad, ¢ cuél es la probabilidad de que al menos
tres sucursales de esa ciudad reciban algin cheque sin fondos? (0,5 puntos)

-

nw 0ol 005 040 045 020 0,25 0,30 0,43 0,35 040 045 048 050
5

00510 07738 05008 0,437 03277 0,373 01681 0,1817 01160 0,077 00508 0,03d5 0,0818
0,0480 0,2036 03281 03015 0,d0D6 03056 0,3602 02202 03134 0278027 02080 01657 0,1562
0,000 00214 00720 012827 02048 02637 03087 02202 03364 02456 0,360 03185 023175
0,0000 0,0011 0,008 0,024d 00512 00870 01328 01646 01811 02304 02757 03080 023178
0,0000 0,0000 00008 00022 00064 00146 00284 00412 00482 0,076 0,128 01470 01562
0,0000 0,0000 0,0000 ©,0001 00008 00010 00024 00041 00082 00102 00185 0,0282 0,081

[ N R )
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PROPUESTAB

1B. a) Demuestra que la ecuacion senx—2x+1=0 tiene al menos una solucion real en el intervalo
[0, m]. (1,5 puntos)

b) Calcula razonadamente el nimero exacto de soluciones de la ecuacion anterior cuando

X € [-200,200]. (1 punto)

2B. Calcula razonadamente las siguientes integrales:

1
a) j(x +1)e *dx dx (1,25 puntos por integral)
0

1
) '[J;(1+ X)

Nota: En la integral b) puede ayudarte hacer el cambio de variable t=+x .

3B. Dadas las matrices

a 0 o0
1 01
A=0 1 a |yB=
010
1 0 a+2

a) Calcula razonadamente el rango de la matriz A segun los valores del parametro a € R. (1 punto)
b) Para a = 1 calcula razonadamente la matriz X que verifica que X - A=B—X. (1,5 puntos)

4B. a) Dados los vectores u =(-1, 0,~2) , v=(a,b,1) y w=(2,5,c), halla razonadamente el valor

de a, by c para que los vectores u y v sean ortogonales y para que el vector w sea igual al

producto vectorial de u y v. (1,5 puntos)

b) Determina razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P(-1, 3,
1) y es perpendicular al plano 7= x+y+2z—-3=0. Comprueba si los puntos Q(1, 5, 5) y R(0, 4,
2) pertenecen o0 no a la recta. (1 punto)

5B. a) En la sala de pediatria de un hospital el 70% de los pacientes son nifias. De los nifios el 40%
son menores de 36 meses y de las nifias el 30% tienen menos de 36 meses. Un pediatra entra en la
sala y selecciona un paciente al azar. Calcula razonadamente la probabilidad de:

al) Que no tenga menos de 36 meses. (0,75 puntos)

a2) Si el paciente resulta ser menor de 36 meses, que sea nifia. (0,5 puntos)
b) En una de las pruebas de acceso al cuerpo de ingenieros de la Administracion Pablica se realiza
un test de 100 items a 450 opositores. Cada item vale un punto y se supera la prueba si se obtienen al
menos 75 puntos. Suponiendo que las puntuaciones obtenidas por los opositores siguen una
distribucion normal de media 60 puntos y desviacion tipica 10 puntos, calcula razonadamente:

b1) La probabilidad de obtener 75 0 mas puntos. (0,75 puntos)

b2) El nimero de opositores que obtuvieron menos de 75 puntos. (0,5 puntos)

a 0,00 0,01 0,02 003 0,04 005 0,08 007 008 0,09
1,5 [0,0332 0,0345 0,0357 0,0370 0,0382 0,0304 00406 0,0418 0,0420 0,0441
1,8 | 0,0452 0,0463 0,0474 0,0484 00405 0,0505 0,0515 0,0525 0,0535 0,0545
1,7 | 0,055 0,8564 0,9573 0,0582 0,0501 0,0500 0,0608 0,8616 0,9625 0,0633
1,8 | 0,0641 00640 09656 0,9664 0,0671 0,0678 0,0686 0,0603 0,0699 0,0706
1,9 | 0,713 08710 0,726 0,9732 0,0738 0,0744 09750 0,8756 0,9761 0,0767
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SOLUCIONES

PROPUESTA A

2x3 —x? =X

1A. a) Estudia la continuidad en todo R de la funcion f(x) = 5 indicando los tipos de
X —

discontinuidad que aparecen. (1,5 puntos)
b) Calcula las coordenadas de los extremos relativos de la funcién g(x) =xe™. (1 punto)

a) Por ser el cociente de dos polinomios sera continua en todo R salvo cuando se anule el
denominador.
X*-1=0=>x*=1=>x=+1

La funcion es discontinuaenx =-1yx =1.

“mZXs_ZXz_X=9=”m(2x2+x)M_ im(2x2+x):
x—1 X =1 0 =x (X+1)M x—1 (X+1)

En x = 1 es discontinua evitable.

M=
x——1 X =1 0
En x = — 1 es discontinua inevitable de salto infinito.

b) Calculemos la derivada de la funcion g(x) =xe™ =g (x)=e™* —xe™* =e™*(1-x)
La igualamos a cero y hallamos los puntos criticos de la funcion.

e =0; No es posible

‘X)=0=e*(1-x)=0
970 =0=e"(1-x) :{1-x=0:>x=1

Veamos que ocurre antes de 1 y después de 1.

e En (—oo,l) tomamos el valor x = 0y la derivada vale g’(0)=¢e™ (1—0) =1>0 la funcion
crece en (—oo,1).

e En (1,+00) tomamos el valor x = 2 y la derivada vale g’(2)=e”(1-2)<0 la funcion
decrece en (1,+0).

L. 4 1 .
Luego en x = 1 hay un maximo local. Como g(1) =1-e™* == las coordenadas del maximo local
e

son (1, E] .
e
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2A. a) Calcula razonadamente el area del recinto cerrado limitado por las gréficas de las funciones
f(x)=16-x> y g(x) =(x+ 2)2 —4 . (1,5 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion

f (x) =16 —x* en el punto de abscisa x = 1. (1 punto)

a) Veamos donde se cortan las graficas de las funciones.

f(x)=g(x) =>16-x? :(x+2)2—4:>16—x2 =X +4+4x-4=0=2x*+4x-16

_—2+6

— X = 2
74+ 2+
X°+2X-8=0=x= 2tV4+32 246 _ 2

14 16 18

[
IS

El &rea la calculamos usando la integral definida de la diferencia de funciones entre -4y 2.
2 2 3 2
Area = J'16—x2 —(X* +4x)dx = J.16—2x2 _axdx=|16x-2 o | =
-4 -4 3 -4
2° 2(-4Y
:[16.2—232 _2-22}{16(—4)— (3 ) —2(_4)2}

_32-10 g s 128,53 216 152
3 3 3

b) Para calcular la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x)=16—x° en el punto
de abscisa x = 1 necesito el valor de la funcién y su derivada en x = 1.
f(x)=16-x* = f "(x) =-2x
f(1)=16-1°=15
f'Q)=-2
La ecuacion de la recta tangente es:

y—f@)=f"1Q(x-1)=y-15=-2(x-1)= y-15=-2x+2
y=-2x+17
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3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del pardmetroa € R
x—(a-2)y-z=1
X — 2y+z2=-4 (1,5 puntos)

X— 3y+az=-a’

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = 3. (1 punto)

1 -a+2 -1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=1 -2 1 | con determinante
1 -3 a
1 -a+2 -
|Al=0 -2 1|=-2a-a+2+3-2+a’-2a+3=a’-5a+6.
1 -3 a
Si igualamos el determinante a cero
a_5+1_3
+/25- + T o
A=0=a’ 5a+6=0=a=22V2"24 _5*1_| 2
2 2 5-1
a=——=2
2

Hay tres tipos de sistemas diferentes en funcion del valor de a.

CASO1l. a#3ya=#2

En este caso la matriz de coeficientes tiene rango 3 al igual que la ampliada y el nimero de
incognitas. El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO. Tiene una unica solucion.

CASO 2. a=2
X—z=1
El sistema queda x—2y+z=-4 . Usamos el método de Gauss para obtener un sistema
X=3y+2z=-4
triangular equivalente.

Ecuacién 22 - Ecuacioén 12| { Ecuacién 32 - Ecuacion 12

x-z=1 X -2y +z =-4 x -3y +2z =-4
X-2y+71=-4 = =

3vs2 A —X +z =-1 —X +z =-1
X=oyrez=- -2y +2z =-5 3y +3z =-5

. 2 - Ecuacion 32 - 3 -Ecuacion 22

X_ZZ_ N -6y +6z =-10
= —3y+32—— 16y -6z =15

-3y+3z=-5 0 =

Este sistema es INCOMPATIBLE. No tiene solucion

CASO 3. a=3
Aplicamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente.
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Ecuacién 22 - Ecuacion 12| | Ecuacién 3?2 - Ecuacion 12

x-y-z=1 X -2y +z =-4 x -3y 43z =-9
X=2y+z1=-4 = =
3v.3 9 -X 4y 4z =-1 -X +y 4z =-1
X=oyrsz== -y 42z =-5 2y +4z =-10
. Ecuacion 32 - 2- Ecuacion 22 .
x—y—zz_ -2y +4z =-10 x—y—;—
= -y+2z=-5 ;= 2y -4z =10 = —-y+2z=-5
-2y+4z=-10 0 0 0=0

Este sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO. Tiene infinitas soluciones.

b) Para a = 3 seguimos con lo hecho en el apartado anterior.

X—y—-z=1 X—-y—-z=1
X—-y—-z=1
X-2y+2=-4 } = —-y+21=-5;= =
y=2z+5
X—-3y+3z=-9 0=0

= X—-22-5-7=1=x=32+6

Lasoluciones x=6+3t; y=5+2t; z=t.
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X=1+A+u
4A. Dada larecta r EX—_l =

yelplano 7=Jy=4—-u ApueR
z2=-1+24
a) Determina razonadamente la posicion relativa de r y w. (1,25 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano perpendicular al plano © y que contiene a
larectar. (1,25 puntos)

<

z
2

a) La posicion relativa de recta y plano depende del angulo que formen el vector normal del plano
con el director de la recta v, =(-1,1,2). El vector normal del plano lo determinamos con el

producto vectorial de sus vectores directores u= (1, 12)y V= (1, -1, O).

i j ok
n=uxv={l -1 0/=-2i-2j+2k=(-2,-2,2)
11 2

Calculamos el producto escalar del vector director de la recta y el normal del plano.

V, -n=(-112)(-2,-2,2)=2-2+4=4%0

Al ser su producto escalar no nulo el vector director de la recta y el normal del plano no forman
90°. Por lo que recta y plano no son paralelos. Recta y plano son secantes, coincidiendo en un
punto.

b) En el dibujo se describe lo que nos piden y lo que debemos calcular.

s perpendicular a®
o

ry s definen un plano '
perpendicular al plano=

AN
AN 4 4

Buscamos un plano m” perpendicular a Ty que contenga a .
Este plano tiene como vectores directores el normal del plano m, el director de la recta r y pasa
por el punto P(1,0,0) de larectar.

\Tr :(_1'1’2) x=1 vy z
n=(-2-22) t=7=|-1 1 2/=0=
Pasa por (1,0,0) -2 -2 2

= 2X—-2-4y+27+272+2y+4x-4=0=>

= 6X—2y+4z-6=0=|7=3x—-y+22-3=0
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5A. a) Sean Ay B dos sucesos de un experimento aleatorio cuyas probabilidades son P(A) =0,75 y
P(B) = 0,35. Calcula razonadamente las probabilidades que deben asignarse a los sucesos AU B
y AN Ben cada uno de los siguientes casos:

al) Si Ay B fuesen independientes. (0,75 puntos)

a2) Si P(A/B) =0,6. (0,5 puntos)

Nota: P(A/ B) denota la probabilidad condicionada.

b) El 1% de los cheques que recibe un banco no tienen fondos. Razona la respuesta de las siguientes
preguntas:

b1) Si en una hora recibe cinco cheques, ¢ cual es la probabilidad de que tenga algin cheque sin
fondos? Redondea el resultado a la centésima. (0,75 puntos)

b2) El banco dispone de cinco sucursales en una ciudad, ¢ cual es la probabilidad de que al menos
tres sucursales de esa ciudad reciban algun cheque sin fondos? (0,5 puntos)

a)
al) Si Ay B fuesen independientes entonces P(Am B) =P(A)-P(B)=0,75-0,35=|0,2625

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=0,75+0,35-0,2625=|0,8375

a2) Si P(A/B) =0,6 entonces

P(ANB) . P(ANB)
P(B) 0,35

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=0,75+0,35-0,21=[0,89

P(A/B)= = P(ANB)=0,60,35=0,21

b)
b1) Se trata de una binomial con 5 repeticiones (n=5) y la probabilidad de recibir un cheque
sin fondos es 0,01 (p = 0,1). X = NUmero de cheques que se reciben sin fondos.

P(Recibir algin cheque sin fondos) = 1 — P (No recibir ningun cheque sin fondos) =

5
=1-P(X =0)=1-| _]0,01°0,99° =1-0,99° =|0,05
(x=0) =1 o055 =109 <09

b2) Se trata de una binomial con 5 repeticiones (n = 5) y la probabilidad de que una sucursal
reciba algin cheque sin fondos es 0,05 (p = 0,05). X = Numero de sucursales que reciben
algan cheque sin fondos.

P(Al menos 3 sucursales reciban un cheque sin fondos) =

=P(X>2)=P(X =3)+P(X =4)+P(X =5) =

5 5 5
= [3]0, 05°-0,95° +[4j0,054 -0,95' +[5J0,055 .0,95° =

0,05 -0,95+0,05° =

=ﬂ0,053 -0,952+5'm
32 437

=100,05° - 0,95° +50,05* - 0,95+0,05° = (0,001
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PROPUESTA B

1B. a) Demuestra que la ecuacion senx—2x+1=0 tiene al menos una solucion real en el intervalo
[0, m]. (1,5 puntos)

b) Calcula razonadamente el nimero exacto de soluciones de la ecuacion anterior cuando
X € [-200,200]. (1 punto)

a) Consideramos la funcién f (x)=senx—2x+1 en el intervalo [0, x].
La funcion es continua en el intervalo y tiene valores de distinto signo en los extremos del
intervalo (0, 7).
f(0)=sen0-2-:0+1=1>0
f (72') =senr —27r+1=-5.28< O}
Aplicando el teorema de Bolzano podemos afirmar que existe ¢ <(0,7) tal que f(c)=0.

Ese valor ¢ €(0,7) es la solucion de la ecuacion.

b) Como la derivada de la funcién f (x)=senx—2x+1es f’(x)=cosx—2 laderivada siempre es

negativa para cualquier valor de X, pues el coseno siempre toma valores menores que 1.
La funcion siempre es decreciente y solo puede tener una solucién ¢ € (0,7), obtenida en el

apartado anterior.

[35)

flx)=sanx—2x+1 ...

[

-

\
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2B. Calcula razonadamente las siguientes integrales:

0 | i

Nota: En la integral b) puede ayudarte hacer el cambio de variable t=+x .

1
a) J.(x+1)e‘xdx dx (1,25 puntos por integral)
0

a) Calculamos primero la integral indefinida.
Integracion por partes

j(x+1)e‘xdx= U=Xx+1—du=dx =—e‘X(x+1)—I—e‘de:

X

dv=edx —>v= Ie’xdx =—e

=—e*(x+1)—-e " =—e"(x+2)+C

Aplicamos lo obtenido al calculo de la integral definida pedida.

(x+D)edx=[ - (x+2)] =—* (1+2) (e (0+2)) - _§+2

O ey

b) Calculamos la integral usando un cambio de variable.

Cambio de variable
1
Jx =t > ——dx =dt
J\/_;dx= 2\/; :J‘/t/%z/{dt:
x(1+x) dx = 2+/xdt = 2tdt (1+*)

Jx =t > x=t?

= ZJﬁdt = 2arctgt = 2arctg\/;+C
+
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3B. Dadas las matrices

a o0 0
1 01
1 0 a+2

a) Calcula razonadamente el rango de la matriz A segun los valores del parametro a € R. (1 punto)
b) Para a = 1 calcula razonadamente la matriz X que verifica que X - A=B— X. (1,5 puntos)

a) El rango de A es como maximo 3. Calculamos su determinante.

a 0 0
|Al=l0 1 a |=a’+2a
1 0 a+2

Si igualamos a cero el determinante
5 a=0
|Al=0=a’+2a=0=a(a+2)=0= 5
a=-
Hay tres situaciones distintas. Veamos que ocurre en cada una de ellas.

CASO1l. a=0ya=-2
El determinante de la matriz A esno nulo y el rango de A es 3

CASO 2. a=0

La matriz queda A= , SU rango no es 3 ya que su determinante es nulo y existe un

O O
o — O
N O O

menor de orden 2 no nulo,

1
O‘:—l;«to .Elrango de A es 2.

CASO 3. a=-2
-2 0 O
Lamatrizqueda A=| 0 1 -2 |, surango no es3 ya que su determinante es nulo y existe
1 0 O

0
un menor de orden 2 no nulo, 1

1
O‘:—liO .El'rango de A es 2.

b) Paraa =1 la matriz A queda A=

Despejamos X en la ecuacion X -
X -A=B-X =X -A+X=B=X(A+1)=B= X =B(A+I)"

Hallamos la inversa de A+I.
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100 1 00 2 00
A+l1=/0 1 1|+|0 1 0f=|0 2 1
10 3,10 01 1 0 4
2 0 0) 2 0 1
Adji|0 2 1 Adj||0 2 0
. Adj((A+I)t) 10 4 01 4
(A+1) = = _
|A+1] 2 00 16
0 21
1 0 4
2 0 00 0 2
+ - +
1 4 0 4 01
01 +2 1 2 0
1 4 0 4 01
01 2 1 2 0
+ - + 8 0 O
2 0 00 0 2 1
B 16 T
-2 0 4
Obtenemos la expresion de la matriz X.
1 0 1)1 500 1(1 0 1 5 00
X =B(A+1) = —|1 8 -2|== 1 8 -2|=
0 1 0)16 1610 1 0
-2 0 4 -2 0 4

_1(8-2 0 4) (6/16 0 4/16) (3/8 0 1/4
16l 1 8 —2) |1/16 8/16 -2/16) \1/16 1/2 -1/8
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4B. a) Dados los vectores u=(-1, 0,-2) , v=(a, b,1) y w=(2,5,c), halla razonadamente el valor

de a, b y c para que los vectores u y V sean ortogonales y para que el vector W sea igual al producto
vectorial de u y V. (1,5 puntos)

b) Determina razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P(—1,3,1)
y es perpendicular al plano 7= x+y+2z-3=0. Comprueba si los puntos Q(1, 5, 5) y R(0, 4, 2)
pertenecen o no a la recta. (1 punto)

a) Si u y V son ortogonales su producto escalar es cero.
u-v=(-1 0,-2)(abl)=-a-2=0=[a=-2]

También se cumple que Uxv=Ww.

ik
uxv=|-1 0 -2|=4j-bk+ j+2bi=2bi+5j—bk=(2b,5-b)
2 b 1
2=2b
ﬁxQ:Vv:(Z,S,C):(Zb,S,—b): 5=5 :{b:H
c=-b -

Los valores de los parametros son: a=-2;b=1yc=-1

b) Si la recta es perpendicular al plano 7= x+y+2z—-3=0 su vector director es el normal del
plano v, =n=(1,1,2) y como pasa por P(-1, 3, 1) su ecuacién es

X=-1+t . 3 .
r={y=3+t obienr=2-=Y"°_%"
1 2
z=1+2t
Compruebo si los puntos estan en la recta.
cQer? g,lJlrl: 513 = 5;1?:>¢2=2=g? El punto Q si pertenece a la rectar.
Rer? ¢01Ll=413= 2;1?:1=1¢% El punto R no pertenece a la rectar.
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5B. a) En la sala de pediatria de un hospital el 70% de los pacientes son nifias. De los nifios el 40%
son menores de 36 meses y de las nifias el 30% tienen menos de 36 meses. Un pediatra entra en la
sala y selecciona un paciente al azar. Calcula razonadamente la probabilidad de:

al) Que no tenga menos de 36 meses. (0,75 puntos)

a2) Si el paciente resulta ser menor de 36 meses, que sea nifia. (0,5 puntos)
b) En una de las pruebas de acceso al cuerpo de ingenieros de la Administracion Publica se realiza
un test de 100 items a 450 opositores. Cada item vale un punto y se supera la prueba si se obtienen al
menos 75 puntos. Suponiendo que las puntuaciones obtenidas por los opositores siguen una
distribucion normal de media 60 puntos y desviacion tipica 10 puntos, calcula razonadamente:

b1) La probabilidad de obtener 75 0 mas puntos. (0,75 puntos)

b2) El nimero de opositores que obtuvieron menos de 75 puntos. (0,5 puntos)

a) Hagamos un diagrama de arbol que esquematice la situacion.

Menores de 36
meses
“< Mayores de 36

meses

Menores de 36

Elegimos nifio o
nifa

meses

“< Mayores i 2

meses

al) P(No tenga menos de 36 meses) = P(Sea nifia y mayor de 36 meses 0 sea nifio y mayor de 36
meses) = P(Sea nifia y mayor de 36 meses) + P(Sea nifio y mayor de 36 meses) =

= P(Sea nifia) - P(Sea mayor de 36 meses/ sea nifia) + P(Sea nifio) - P(Sea mayor de 36 meses /
sea nifio) =0,7-0,7+0,3-0,6 =0,49+ 0,18 =

a2)
P (Sea nifia sabiendo que es menor de 36 meses) = P (Sea nifia / Menor de 36 meses) =
P(Sea nifia m Menor de 36 meses -
_ P(Seanifia N ) _07 0,320,21:m
P (Menor de 36 meses) 1-0,67 0,33
b)
b1) Sea X = Puntuacion en una oposicion. X = N(60,10).
P(X = 75) = {Tipificamos} = p(x —60, 75— 60) P(Z215)=
10 10
~1-P(Z <1,5)=1-0,9332=[0,0668
b2)

X—-60 75-60
<

P(X <75)=/{Tipifi =P
(X <75)={Tipificamos} ( 0 0

j: P(Z <1,5)=0,9332=93,32%

Como fueron 450 opositores sacaron menos de 75 puntos el 93,32% de los opositores, es decir,
450 - 0,93,32 = 419,94. Aproximadamente 420 opositores.
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EvAU Ordinaria 2019

Evaluacidn para el Acceso a la Universidad
Convocatoria de 2019
Materia: MATEMATICAS I

Instrucciones: El estudiante debera contestar a una de las dos opciones propuestas A o
B. Dentro de cada opcidn el estudiante elegird cuatro ejercicios entre los cinco
propuestos. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando
las respuestas. Se puede utilizar cualquier tipo de calculadora. Cada ejercicio completo
puntda 2,5 puntos. Duracion de la prueba: 90 minutos.

PROPUESTA A

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL

1A. a) Determina el valor de a 'y de b para que la siguiente funcién f(x) sea derivable en todo R
ax’>+bx+2 si x<1

f(x)= 1,5 puntos
0 a«/;—% Si >1 (L5p )
X

b) Comprueba si la funcién f (x) = Xx? —4 verifica las hip6tesis del teorema de Rolle en el intervalo

[-3, 3]. (1 punto)
2A. a) Calcula razonadamente el area de los recintos limitados por la funcién g(x)=-x*+2x+3,
larecta x = -2y el eje de abscisas. (1,5 puntos)
b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta normal a la grafica de la funcion g(x) en el
punto de abscisa x = 4. (1 punto)
3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del parametroa € R

ax+2y =a’

—X+ y+z=5 (1,5 puntos)

x—ay—z=—(4+a)

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = 1. (1 punto)
4A. Dados los puntos A(1, 2, 0), B(0, -1, 2), C(2.-1,3) yD(1,0, 1) :
a) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano que contiene a la recta que pasa por Ay
By es paralelo a la recta que pasa por C y D. (1,25 puntos)
b) Calcula razonadamente el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A, B, C y D.
(1,25 puntos)
5A. a) Una fabrica A produce el 30% de los tractores que se demandan en una Comunidad
Auténoma, una fabrica B produce el 20% y la fabrica C el resto. El controlador de calidad sabe que
son defectuosos el 4% de los tractores fabricados por A, el 10% de los fabricados por B y el 2% de
los fabricados por C.
Elegido un tractor al azar, calcula razonadamente la probabilidad de:

al) No salga defectuoso. (0,75 puntos)

a2) Si resulté defectuoso, que no fuera fabricado por C. (0,5 puntos)
b) En una clase hay 16 chicas y 4 chicos. Cada dia elijo a un estudiante al azar para que salga a la
pizarra. Calcula razonadamente la probabilidad de que los cinco dias laborables de la semana salgan
a la pizarra:

b1) Tres chicas. (0,75 puntos)

b2) Al menos tres chicos. (0,5 puntos)

P ogmi oo o040 ods 000 025 030 0,33 0,35 040 045 040 050

00510 0,788 0,8808 0,4487 0,877 0,2878 0,1681 04817 0,1160 0,0778 0,008 0,0845 00818
0,0420 02086 03281 0,3015 0,d0D6 03085 03602 02202 03124 02802 02080 01657 0,186%
00010 00214 00720 0,1382 0,2048 0,26%7 03087 02202 02364 02456 0,3360 03185 03125
0,0000 00011 00081 0,024 0,052 0,0878 0,323 01646 01811 0,2304 0,2757 0,3080 03125
0,0000 00000 00005 0,0022 00064 0,0146 0,0284 00412 0,048% 0,0768 0,128 0,1470 0,1563
0,0000 00000 00000 0,0001 00008 00,0010 0,0024 00041 00083 00102 00188 00082 00843

=
u.b-coml—LD7
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PROPUESTAB

1B. Calcula razonadamente los siguientes limites:

a) lim 2" ) b) Iimﬁ (1,25 puntos por limite)
o1\ x+1 o1 X2 4+ 4% +3 '

X2
y g(x)=? conx € R.

2B. Dadas las funciones f(x) = 1 5
1+x

a) Encuentra razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de las funciones f(x) y g(x).
(1 punto)

b) Calcula razonadamente el &rea del recinto cerrado limitado por las gréficas de las funciones f(x) y
g(x). (1,5 puntos)

3B. Dadas matrices

-1 -1 -1 1 2 2 011
A=-1 1 0(,B=0 1 1|yC=/1 10
2 -1 0 1 -1 2 012

a) Calcula razonadamente la matriz inversa de A. (1 punto)
b) Calcula razonadamente la matriz X que verifica que A- X —2B=C . (1,5 puntos)

-1 1
4B. Sean larecta r EXT :%:% , el punto P(3,1,-1)y el plano z=2x+y—-z=0 .
a) Calcula la distancia del punto P a la recta r. (1,25 puntos)
b) Encuentra razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P y por el
punto Q, siendo Q el punto de corte de la rectar y el plano paralelo a t que contiene a P.

(1,25 puntos)

5B. a) Una alarma de seguridad tiene instalados dos sensores. Ante una emergencia los sensores se
activan de forma independiente. La probabilidad de que se active el primer sensor es de 0,98 y de
que se active el segundo es de 0,96. Calcula razonadamente la probabilidad de que ante una
emergencia:

al) Se active al menos uno de los dos sensores. (0,75 puntos)

a2) Se active solo uno de los sensores. (0,5 puntos)
b) El tiempo, en horas, empleado en realizar cierta intervencion quirurgica sigue una distribucion
normal N(10, 2). Calcular razonadamente el porcentaje de estas intervenciones que se pueden
realizar:

bl) Entre 6,5y 13 horas. (0,75 puntos)

b2) En menos de siete horas. (0,5 puntos)

a 000 00 002 003 0,04 0,05 0,08 007 0,08 0,09
1,5 [0,9332 0,034 0,0357 0,9370 0,0382 0,0304 00406 0,0418 0,0420 0,0441
1,6 | 0,0452 0,0463 0,0474 00484 0,0495 0,0505 0,0515 0,0525 0,0535 0,0545
1,7 | 00554 00564 0,8573 00582 0,0501 0,0500 00608 00616 00625 0,0633
1,8 | 00641 00640 0,0656 00664 0,0671 0,067 0,0686 0,0663 0,8600 0,0706
1,9 | 00713 00718 0,0726 09732 0,0738 0,0744 0,9750 0,0756 0,0761 0,9767
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SOLUCIONES

PROPUESTA A

1A. a) Determina el valor de a 'y de b para que la siguiente funcién f(x) sea derivable en todo R
ax’>+bx+2 si x<1

f(x)= 1,5 puntos
S WILINFENRI LS
X

b) Comprueba si la funcién f (x) = Xx? —4 verifica las hip6tesis del teorema de Rolle en el intervalo
[-3; 3]. (1 punto)

a) Para que sea derivable debe ser continua. El Gnico problema radica en x = 1 ya que ambas
funciones son continuas y derivables en su ambito de definicion.
Para ser continua en x = 1 debe cumplirse lim f (x) =lim f(x) = f (1) . Comprobémoslo
x—1* x—1"

lim f(x) = lim af—%:a—b
X

x—1" x—1*
lim f(x)=limax’ +bx+2=a+b+2t=a-b=a+b+2=>-2b=2=b=-1
x—1" x—1"
f()=a+b+2

La derivada de la funcion es:
ax’+bx+2 si x<1 2ax+Db si x<1

f(x)= = f'(X)={ a 2b
0=, 72 ()
X

_+_
2x X

Para ser derivable en x = 1 deben ser iguales las derivadas laterales.
Derivada por la izquierda de 1 vale f (1')=2a+Db

Derivada por la derecha de 1 vale f "(17) = %+ 2b

si x>1

frL) = f ’(1‘):>2a+b=%+2b:>4a+2b:a+4b:>3a=2b

Como b=—1:>3a=—2:>a:?

La funcion es derivable cuando b=-1ya= _?2

b) Debemos probar que es derivable en (-3,3), continua en [-3,3] y que f(-3) = f(3).
Es derivable y continua en todo R porque se trata de un polinomio.
Es facil ver que f(-3) =f(3) =5
Luego hay al menos un punto del intervalo en el que la derivada se anula. En este caso
esx =0 pues f’'(x) = 2x. ;

199 de 280 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU Ordinaria 2019 Matemadticas Il en Castilla la Mancha

2A. a) Calcula razonadamente el area de los recintos limitados por la funcion g (x) =—x*+2x+3,
larecta x = -2y el eje de abscisas. (1,5 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta normal a la grafica de la funcién g(x) en el
punto de abscisa x = 4. (1 punto)

a) Comprobemos si se cortan la funcion y el eje de abscisas.
-2+4

e X = -1
7+ 24+ o
=X +2x+3=0=>x= 2tva+12 _—2*4 2
-2 -2 -2-4
X=———=3
-2
El recinto empieza en x = -2 y luego al cortar en x = -1 y x = 3, tendremos 2 trozos de recinto

cuya area la calculamos con integrales definidas.

y=—x+2x+3
Eje OX —> y=0

4

m=10.67 B=(3,0)

\

X3 -
=|| —=—+x°+3x
3 2

.1

-1
I —X? + 2+ 3dx

-2

3

Area = + j—xz + 2X + 3dx +

X3 ’
—Z 4+ x*+3x
3 1

T T
3 3

+

:‘l+1—3—§—4+6
3 3

—9+9+9—%—1+3

b) La funcion g(x)=—x*+2x+3 tiene derivada g’'(x)=-2x+2 que toma en x = 4 el valor
1 1.1

g(4) 6 6

Como debe pasar por el punto (4,9(4))=(4,-5) la ecuacion de la recta es:

9°(4)=-8+2=-6 y larecta normal debera tener pendiente m=

y+5=%(x—4):>6y+30= Xx—4=|x—6y-34=0|
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3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del pardmetroa € R
ax+2y =a’
-X+ y+z=5 (1,5 puntos)
x—ay—-z=—(4+a)
b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = 1. (1 punto)

a 2 o0
a) La matriz asociada al sistemaes A= -1 1 1 | con determinante
1 -a -1
a 2 0
Al=|-1 1 1|=-a+2-2+a’=a’-a
1 -a -

Si igualamos a cero.

5 a=0
|Al=0=a’-a=0=a(a-1)=0= a1

Estudiamos tres casos distintos.

CASO1l. a=-0ya=1

En este caso el rango de la matriz de los coeficientes es 3 al igual que la matrizampliada y el
namero de incognitas. El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO. Tiene una Unica

solucion.
CASO 2. a=0
2y =0
El sistema queda —x+ y+z=5 ;. Intentamos resolverlo.
X -z=-4
2y =0 y=0
-X+2=5
X+ Yy+2=5 ;=>-X+ y+z=5 = }:>
X—2=-4
X —-z=-4 X -z=-4

—X+2=5

}:—z+4+z:5:>4:5
X=2-4

Esta igualdad es imposible y el sistema es INCOMPATIBLE. Sin solucién

CASO 3. a=1
X+2y =1
El sistema queda —x+y+2z =5 . Intentamos resolverlo.
X—y—-z=-5
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Ecuacién 22+Ecuacion 12| [ Ecuacion 32 - Ecuacion 12

x+2y :15 -X +y +z =5 X -y -z =-b5
—X+y+2= ] =1 5 12y 1 x -2y _ 1 =
X=y-z=- 3y +z =6 3y -z =-6

X+2y =1
y {Ecuacién 22 = Ecuacion 33} x+2y =1 } X =1—2y}
= = =

= 3y+z=6 L.
Puedo eliminar la 32 3y+z=6 z=6-3y
-3y-2=-6

El sistema tiene infinitas soluciones. Es COMPATIBLE INDETERMINADO.

Resumiendo: Si a=0ya=1 el sistema es compatible determinado, si a=0 el sistema es
incompatible y si a=1 el sistema es compatible indeterminado.

b) Para el valor a = 1 esta resuelto en el apartado anterior y la soluciones x=1-2t,y=t,z=6-3t
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4A. Dados los puntos A(1, 2, 0), B(0, -1, 2), C(2.-1,3) yD(1,0, 1) :

a) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano que contiene a la recta que pasa por A 'y
By es paralelo a la recta que pasa por C y D. (1,25 puntos)

b) Calcula razonadamente el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A, B, C y D.

(1,25 puntos)

a) Necesito dos vectores directores y un punto que pertenezca al plano.

u=AB=B-A=(0,-12)-(12,0)=(-1-3,2)| |x-1 y-2 2
v=CD=D-C=(101)-(2,-13)=(-11-2) }=|-1 -3 2[=0=
Contiene al punto A(Z,2,0) -1 1 2

=6X-6-2y+4-72-32-2y+4-2x+2=0=

= 4x—4y—4z-4=0=> Laecuacion del plano es [x—y-z-1=0

b) Utilizamos la formula, para lo cual necesito las coordenadas de los vectores que parten de A

hasta B, CyD.
AB=B-A=(0,-12)-(12,0)=(-1-3,2) 1 -3 2
AC=C-A=(2-13)-(1,2,0)=(L-33) '= Volumen ABCD=|=|1 -3 3
AD =D-A=(1,0,1)-(12,0)=(0,-2,1) 0 -2 1
1 4 5
Volumen del tetraedro ABCD = ‘6(3 4+3- 6)‘ i —u
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5A. a) Una fabrica A produce el 30% de los tractores que se demandan en una Comunidad Auténoma,
una fabrica B produce el 20% vy la fabrica C el resto. El controlador de calidad sabe que son
defectuosos el 4% de los tractores fabricados por A, el 10% de los fabricados por B y el 2% de los
fabricados por C.
Elegido un tractor al azar, calcula razonadamente la probabilidad de:

al) No salga defectuoso. (0,75 puntos)

a2) Si resulté defectuoso, que no fuera fabricado por C. (0,5 puntos)
b) En una clase hay 16 chicas y 4 chicos. Cada dia elijo a un estudiante al azar para que salga a la
pizarra. Calcula razonadamente la probabilidad de que los cinco dias laborables de la semana salgan
a la pizarra:

b1) Tres chicas. (0,75 puntos)

b2) Al menos tres chicos. (0,5 puntos)

a) Construyamos un diagrama de arbol, para establecer las distintas posibilidades.

Coche de fabrica A

No es defectuoso
Coche de fabrica B
-

No es defectuoso
Coche de fabrica C

No es defectuoso

al) P(No es defectuoso) =

= P(es de la fabrica A y no sale defectuoso) + P(es de la fabrica B y no sale defectuoso) +
+ P(es de la fabrica C y no sale defectuoso) =
=0,3-096+0,2-09+0,5-0,98=0,958=95,8%

a2) P(Si result6 defectuoso, que no sea de C) =

P (No sea de C y sea defectuoso)
P (Es defectuoso) -

0,3-0,04+0,2-0,1 0.012+0,02
_03-004+0,2-01_0, 22 20,7619 = [76,19%
1-0.958 0,042 °

= P(No sea de C / Es defectuoso) =

b) Si llamamos X = Numero de chicos que salen a la pizarra al cabo de la semana, se trata de una
distribucion binomial B(n, p) conn=5y p=4/20=1/5=0,2.
La probabilidad pedida se calcula siguiendo las férmulas de la distribucién binomial.
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bl)
P (Salgan 3 chicas) = P(Salgan 2 chicos)=P(X =2)= (2]0 22.0,8° =

:%-0,04-0,512: 0,2048

b2) Si calculamos la probabilidad de que salgan 3, la probabilidad de que salgan 4 y la de que
salgan 5 y las sumamos obtendremos la probabilidad pedida.

P(X 23):P(X :3)+ P(X :4)+ P(X :5):

5 5 5
=| |0,2°0,8°+| |0,2*0,8"'+| |0,2°0,8° =
3 4 5

_ 3430 230,824 2432 910,84 2432 55 _
32 432 5432

=10-0,2%0,8° +5-0,2*.0,8+0,2° =|0,0579
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PROPUESTAB
1B. Calcula razonadamente los siguientes limites:
_(2e*t )t ey .
a) lim b) lim —— 1,25 puntos por limite
) Xﬂl(x+lJ ) x>-1x% +4X+3 ( P P )

a) Calculamos el primer limite.

1

x-1 ﬁ 0 \o
lim| 28 N T {Indeterminacion del tipo n® e} =
ol X+1 2

"m(ZeX t JL i [2&X 1’X’1]L (ZXEH—XZ—XJ 0
X! — X" - X! 2_ n - =z s A"
= Mot M o e™ X 2 g0 = fIndeterminacion de L'Hopital} =

x-1 x-1
"m[Ze +2xe —2x—1] 242-2.1 1
X1 2X T

=€

b) Calculamos el segundo limite.

x2-1 x2-1
Iim#:Q:{Aplicamos regla de L’Hc“)pital} =lim 2xe 1: 2-1 = 1
x>-1X"+4x+3 0 x>-1 2X+4 -2+4 |2
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X2
y g(x)=? con x € R.

2B. Dadas las funciones f (x) = 1 5
1+x

a) Encuentra razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de las funciones f(x) y g(x).

(1 punto)

b) Calcula razonadamente el area del recinto cerrado limitado por las graficas de las funciones f(x) y

g(x). (1,5 puntos)

a) Para f(x)=——=(1+x* )_1 tenemos su derivada f “(x) = -1{1+x’ )72 2X = sz
1+X (1+x?)
Si igualamos a cero la derivada
f'(xX)=0= ixz =0= x=0 Este es el punto critico de la funcion, veamos si es maximo o
(1+ xz)
minimo, para ello veremos como varia el signo de la derivada, es decir, como crece o decrece la
funcion.
e Enelintervalo (—o,0) si tomamos x = —1 la derivada es f (1) = ( )2 >0 la funcidn
1+1
crece.
e Enelintervalo (0,+) si tomamos x = 1 la derivada es f "(2) =( — Y <0 la funcién
1+1
decrece.

La funcion sigue el esquema siguiente.

! ! ! ! ] ! I I !
T T T T T T T T T
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Por lo que en x = 0 hay un maximo relativo de f(x).

X2 . , 2X
Para g(x)= > tenemos su derivada g "(x) = > = X

Si igualamos a cero la derivada nos queda x = 0. Este es el punto critico de la funcién, veamos si
es maximo o minimo, para ello veremos cémo varia el signo de la derivada, es decir, como crece
o decrece la funcion.

e Enelintervalo (—o,0) si tomamos x = -1 la derivada es f (1) =—1<0 la funcién

decrece.
e Enelintervalo (0,+c0) si tomamos x = 1 la derivada es f "(1) =1>0 la funcion crece.

La funcion sigue el esquema siguiente.

>

: ' :
-3 -2 -1 0 1 2 3

Por lo que en x = 0 hay un minimo relativo de g(x).
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b) Averigliemos primero si las funciones f(x) y g(x) se cortan.

2

f(x)=g(x)= 2=X—:>2:X2+X4:x4+x2_2:0:>
1+ X 2
, —1+3
= = = =+
T e T e e I LER =
X -— =—2; No es posible

El area pedida es la integral definida de la diferencia de las dos funciones entre -1 y 1.

. 1 X2 1 _X3 1
Area = j—— ~0dx| =| ——arctgx | |=
L2 1+x | 6 .
B E A1 O .4 O O AN PP
6 4 6 4/ |6 4] [3 2/ 2 3

_ {% - arctgl} - [% —arctg (_1)} _

Este valor se observa que concuerda (aproximadamente) con el area del dibujo.

05
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3B. Dadas matrices

-1 -1 -1 1 2 2 011
A=-1 1 0(,B=|0 1 1|yC=|/1 10
2 -1 0 1 -1 2 012

a) Calcula razonadamente la matriz inversa de A. (1 punto)
b) Calcula razonadamente la matriz X que verifica que A- X —2B=C . (1,5 puntos)

a) Comprobamos si tiene inversa viendo si el determinante de A es no nulo.

-1 -1 -1
|A|:—1 1 0|=-1+2=1#0
2 -1 0
_ ] . Adj(At)
Calculamos la inversa con la formula A™ = |A| )
1 -1 -1}
Adjj||-1 1 O
Adj(A') 2 -1 0 It
= = =Adj{|-1 1 -1||=
A 1
-1 0 0
1 - -1 - -1 1
+ — +
0 O -1 0 -1 0
0 1 1
-1 2 -1 2 -1 -1
=| - + - =0 2 1
0 O -1 0 -1 0
-1 -3 -2
-1 2 -1 2 -1 -
+ — +
1 - -1 - -1 1

b) Despejamos X de la ecuacion matricial.
A-X-2B=C=A-X=2B+C=A"A-X=A"(2B+C)=X =A"(2B+C)
Obtenemos la expresion de la matriz X.

0O 1 1 1 2 2 011 011
X=0 2 1120 1 1|+/1 1 0||={0 2 1 0 2 2(+1 10
-1 -3 -2 1 -1 2 012 -1 -3 -2){{2 -2 4 01 2

0 1 1)\2 5 5 1+2 3-1 2+6 3 2 8
=0 2 1|1 3 2|=| 2+2 6-1 4+6 =4 5 10
-1 -3 -2){2 -1 6 -2-3-4 -5-9+2 -5-6-12 -9 -12 -23
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X__lz%:%l ,elpunto P(3,1,-1) yel plano z=2x+y-z=0 .

a) Calcula la distancia del punto P a la recta r. (1,25 puntos)

b) Encuentra razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto Py por el
punto Q, siendo Q el punto de corte de la rectar y el plano paralelo a T que contiene a P.

(1,25 puntos)

4B. Sean larecta r =

a) UNA FORMA
Para hallar la distancia de un punto P a una recta r necesito hallar la ecuacion del plano m
perpendicular a la recta que pasa por el punto y luego determinar el punto de corte de recta y plano
P”. La distancia de punto a recta sera la distancia entre los dos puntos.

Hallemos el plano . Tenemos su vector normal que es el director de la rectar n=v, = (312)y
el punto P(3,1,-1). Su ecuacion es:

n=(312) 7=3X+y+22+D=0

= =9+1-2+D=0=D=-8
Pasa por P(3,1,-1)|  Pasa por P(31,-1)

El plano tiene ecuacion 7=3x+y+2z-8=0

Hallemos el punto P” de corte de recta y plano.

7=3X+y+2z-8=0

Xx=1+3t
=yt =3(1+3t)+t+2(-1+2t)-8=0=
z=-1+2t
7 1
:>3+9t+t_2+4t_8=02>14t_7=0:>t=ﬂ=§

El punto tiene coordenadas

x=1+31:E
2 2
y=1 =P El0
2 2 2
z——1+2l—0
2
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El vector PP'=P'—P :(g,%,OJ—(BJ, -1) =(—1,—1,1j

N
N

Distancia (P, r) = Distancia (P, P") =‘PP’

Il
|
N~
|
N~
H
¥
Il
|
+
|
+
H
Il
|
[

OTRA FORMA
Con férmulas.

Necesito un vector director de la recta \7r =(3,1,2) y un punto de la recta Q(1,0,-1).
PQ =(1,0,-1)—(3,1,-1)=(~2,-10)

i j ok
V,xPQ=[-2 -1 0|=-2i+4j+k=(-241)
3 1 2

\ZX@‘_‘(—Z,4,1)‘_\/4+16+1 J21 21 | [3

Distancia (P, r)="———= = = — 12212y

v J9+1+4 J14 s N14 N2

r

b) El plano 7" paraleloa 7 =2x+y—z=0 que contiene a P(3,1,—1) tiene ecuacion:

7=2X+y—-z+D=0

) =6+1+1+D=0=>D=-8=7=2x+y—-2-8=0
Contiene a P(3,1,-1)

El punto de corte de larectar y el plano 7~ se obtiene resolviendo el sistema.

7=2Xx+y-2-8=0

X=1+3t
r= Y=t = 2+6t+t+1-2t-8=0=5t-5=0=>1t=1
z=-1+2t
x=1+3=4
El punto Q tiene coordenadas {y =1 =Q(4,11)
z=-1+2=1

La recta que pasa por P(3,1,-1) y Q(4,1,1) tiene vector director PQ = (411)-(31,-1)=(10,2)
Yy su ecuacion es:

X=3+t

y=1

z=-1+2t
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5B. a) Una alarma de seguridad tiene instalados dos sensores. Ante una emergencia los sensores se
activan de forma independiente. La probabilidad de que se active el primer sensor es de 0,98 y de
que se active el segundo es de 0,96. Calcula razonadamente la probabilidad de que ante una

emergencia:
al) Se active al menos uno de los dos sensores. (0,75 puntos)
a2) Se active solo uno de los sensores. (0,5 puntos)

b) El tiempo, en horas, empleado en realizar cierta intervencion quirtrgica sigue una distribucién
normal N(10, 2). Calcular razonadamente el porcentaje de estas intervenciones que se pueden
realizar:

bl) Entre 6,5 y 13 horas. (0,75 puntos)

b2) En menos de siete horas. (0,5 puntos)

a) al) P(Se active al menos uno de los dos sensores) = 1 — P(No se active ninguno) = 1 — P(No se
activa el primer sensor y No se activa el segundo sensor) = 1 — P(No se activa el primer sensor) -
P(No se activa el segundo sensor) =1 -0,02 - 0,04 =1 - 0,0008 =0,9992

a2) P(Se active solo uno de los sensores) = P(Se active el primer sensor y no el segundo o No se
active el primer sensor y si el segundo) = P(Se active el primer sensor y no el segundo) + P(No
se active el primer sensor y si el segundo) = P(Se active el primer sensor) -P( no se active el
segundo sensor) + P(No se active el primer sensor) - P(Se active el segundo sensor) = 0,98 - 0,04

+0,02 - 0,96 = [0,0584.

b) X = Numero de horas de una intervencién quirtrgica. X = N(10, 2).

b1) Nos piden calcular P(6,5< X <13).

P(6,5< X <13) = {Tipificamos} = P(6’5‘10 X0 13—10) _

2 2 2

=P(-1,75<Z <15)=P(Z <15)-P(Z <-1,75)=0,9332—(1-P(Z <1,75)) =

=0,9332-(1-0,9599) =|0,8931
El porcentaje de intervenciones entre 6 horas y media y 13 horas es de 89,31 %.

b2) Nos piden calcular P(X <7).
X-10 7-10
<
2 2

P(X <7)={Tipificamos} = P[ ): P(Z<-15)=

—1-P(Z <1,5)=1-0,9332 = 0,0668

El porcentaje de intervenciones de menos de 7 horas es de 6,68 %.
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EvAU Extraordinaria 2018

Evaluacién para el Acceso a la Universidad
Convocatoria de 2018
Materia: MATEMATICAS I

Instrucciones: El estudiante debera contestar a unade las dos opciones propuestas
A o B. Dentro de cada opcidn el estudiante elegird cuatro ejercicios entre los cinco
propuestos. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y
razonando las respuestas. Se puede utilizar cualquier tipo de calculadora. Cada
ejercicio completo puntua 2,5 puntos. Duracién de la prueba: 90 minutos.

CAMPUS DE EXCELEMCIA INTERMACIDNAL

PROPUESTA A

1A. Después de la administracion por via oral de un farmaco, la concentracion de este en sangre
sigue el modelo: C(t)=at” e™; donde t [0,+w) es el tiempo en horas transcurridas desde la

administraciény a, beR".

a) Determina los valores de a y b para que el modelo de la concentracion tenga un extremo relativo
en el punto (2, 8e72). (1,5 puntos)

b) Segun el modelo anterior, ¢a qué valor tiende la concentracion de este farmaco a largo plazo?
Interpreta el resultado. (1 punto) Nota: A largo plazo se entiende como que t — +oo .

2A. Dada la funcion

E si x<0
f(x)=1 x-1
bx-1 si x>0

a) Calcula razonadamente los parametros a 'y b para que f(x) sea derivable en todo R . (1,5 puntos)
2

b) Calcula razonadamente el pardmetro b para que J' f(x)dx=4. (1 punto)
1

3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del parametro ae R
X— y— z=1
X+2y+ z=-4 (1,5 puntos)
x—4y—-3z=a’-3
b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = -3. (1 punto)
4A. Dados los puntos A(-1,3,0), B(2,0,-1) y la recta r interseccién de los planos o =x—-2y—-6=0

y f=2y+z=0
a) Calcula la distancia del punto A a la recta r. (0,75 puntos)
b) Encuentra razonadamente el punto de la recta r cuya distancia al punto A sea minima. (0,75
puntos)
c) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano que pasando por Ay B sea paralelo a la
rectar. (1 punto)
5A. a) En una tienda de ldmparas tienen tres proveedores A, B 'y C. A suministra el 20 %, B el 10%
y C el resto. De las lamparas de A salen defectuosas el 5 %, de las de B el 4% y de las de C el 2 %.
Elegida una lampara al azar de la tienda, calcula razonadamente la probabilidad de:

al) No salgan defectuosas. (0,75 puntos)

a2) Si resultd defectuosa, que fuera suministrada por B. (0,5 puntos)
b) Una parte de un examen consta de cinco peguntas tipo test. Se aprueba dicha parte si contestas
correctamente al menos tres preguntas. Calcula razonadamente la probabilidad de aprobar dicha
parte, contestando al azar, cuando:

b1) Cada respuesta tiene dos items, solamente uno verdadero. (0,75 puntos)
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b2) Cada respuesta tiene cuatro items, solamente uno verdadero. (0,5 puntos)

n oy = 0,01 005 0,10 0,15 020 025 030 033 035 040 045 049 0,50
'5 0 09510 07738 05005 04437 03277 02373 0,1681 01317 01160 00778 00503 00345 0,0313
1 0,0480 02036 03281 03915 04006 0230955 03602 03202 03124 02592 02059 0,1657 0,1563

2 0,0010 00214 00729 0,1382 0,2048 02637 03087 03292 03364 023456 03369 03185 03125

3 0,0000 00011 00081 00244 00512 00879 0,1323 0,1646 0,1811 0,2304 02757 03060 03125

4 0,0000 00000 00005 00022 00064 00146 00284 00412 00488 00768 01128 01470 0,1563

5 0,0000 00000 00000 00001 00003 00010 00024 00041 00053 00102 00185 00282 00313

PROPUESTAB

1B. a) Determina razonadamente el punto (x, y) de la pardbola y = x*+1 en el que la suma de sus

coordenadas alcanza su minimo valor. (1,5 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta normal a la grafica de la parabola dada en el
punto de abscisa x = -1/2. (1 punto)

2B. Calcula razonadamente las siguientes mtegrales

23 —x*+2
2) J. X% —X
3B. Dadas las matrices

dx b) J. 2x—3 “dx (1,25 puntos por integral)
1

ST

a) Halla razonadamente dos parametros a y b tales que A? =aA+bl . (1,25 puntos)
b) Calcula razonadamente todas las matrices X que verifican que (A—X)(A+X)=A?-X2.

(1,25 puntos)
4B. Dados los puntos A(-1,2,0), B(1,0,—4) y la recta
x=1-4
r=qy= 4 AelkR
z2=3+1

a) Calcula razonadamente un punto C de la recta r que forme con A y B un triangulo isdsceles con el
lado desigual en AB. (1,5 puntos)
b) Encuentra razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta perpendicular a larecta r y al

vector AB y que pase por el punto A. (1 punto)
5B. a) En una clase el 80% aprueba la asignatura de Biologia, el 70% aprueba la asignatura de
Matematicas y el 60% aprueba Biologia y Matematicas.
al) Si se elige un estudiante al azar, ¢cual es la probabilidad de que apruebe alguna de las
asignaturas? (0,75 puntos)
a2) Si se elige un estudiante y ha aprobado Biologia, ¢cual es la probabilidad de que también
haya aprobado Matematicas? (0,5 puntos)
b) Un dispensador de cierto refresco esta regulado de manera que cada vez descargue 25 cl de
media. Si la cantidad de liquido dispensado sigue una distribucion normal de varianza 4:
b1) Calcula razonadamente la probabilidad de que descargue entre 22 y 28 cl. (0,75 puntos)
b2) Calcula razonadamente la capacidad minima de los vasos que se usen, redondeada a cl,
para que la probabilidad de que se derrame el liquido sea inferior al 2,5 %. (0,5 puntos)
a 0,00 001 002 003 004 005 006 0,07 008 0,09
[ 0,0 [ 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 | 0,5308 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 | 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 06103 0,6141
0,3 | 06179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 06406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 | 06554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 06772 0,6808 0,6844 0,6879
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SOLUCIONES

PROPUESTA A

1A. Después de la administracién por via oral de un farmaco, la concentracion de este en sangre sigue
el modelo: C(t)=at’e™; donde te[0,+) es el tiempo en horas transcurridas desde la

administraciény a, beRR".

a) Determina los valores de a y b para que el modelo de la concentracion tenga un extremo relativo
en el punto (2, 8e7?). (1,5 puntos)

b) Segln el modelo anterior, ¢a qué valor tiende la concentracion de este farmaco a largo plazo?
Interpreta el resultado. (1 punto) Nota: A largo plazo se entiende como que t — +oo.

a) Si C(t) tiene un extremo relativo en el punto (2, 8e?) su derivada se anula para t=2.

C(t)=at’ e™ =C’(t)=2at e ™ —bat’ e™ =ate™ (2-bt)

C'(t)=ate™(2-ht)

) =a2e?(2-20)=0=16
C’(2)=0

a=0 jNo es posible! puesa e R"

} 2b-2=0=[b=1]

Si C(t)=at® e tiene un extremo relativo en el punto (2, 8e2) su grafica debe pasar por dicho
punto, es decir, C(2)=8¢.

C(t)=at?e™
() }:a-zze‘2=8e‘2:>4a-e‘2=8e‘2:>

Los valores buscados sona =2yb = 1.

b) Calculamos el limite de la funcidn cuando t tiende a +oo.

. ) _ 2 Indeterminacion )
I|mC(t):I|m2t2e‘t:I|m2it:f: R = i}:f:
(e (koo t>+0 g oo | Aplico L'Hopital| t>+e oo
Indeterminacion .4 4
= o e=lim—=—=0
Aplico L'Hopital | t>+~e"

La concentracion del farmaco en la sangre tiende a ser nula.
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2A. Dada la funcién

ﬁ si x<0
f(x)=1 x-1
bx-1 si x>0

a) Calcula razonadamente los parametros a 'y b para que f(x) sea derivable en todo R . (1,5 puntos)
2

b) Calcula razonadamente el pardmetro b para que J' f(x)dx =4. (1 punto)
1

a) Si la funcidn es derivable, debe ser continua y para ello debe serlo en x = 0. Deben ser iguales
los limites laterales en x = 0.

x*+a 0°+a

lim f(x)=lim = =-a

x—0" x—0" X—l 0—1

lim f(x) = limbx—-1=—1 = -—a=-1=a=]]
x—0* x—0*

lim £ (x) = lim f(x)
x—0~ x—0*

Si la funcidn es derivable, debe serlo en x = 0 y las derivadas laterales deben coincidir.

2 2x(bx -1)-1( x* +1 2_ 9y _y2_

x4l si x<0 , ( ) 2( )=2bx 2 ZX 1 si x<0
f(x)=1 x-1 = f(x)= (x-1) (x-1)

bx-1 si x>0 b si x>0

o\ 2007 -0-0%-1
f(0)= 0 =-1

b) La integral definida es en el intervalo (1,2), en dicho intervalo la funcion es f (x) =bx-1.

2 2 X2 2 22 12
jf(x)dx=4:>jbx—1dx=4:> b—X| =4=|b="-2|-|b=—-1|=4=
) ) 2 2 2

1

:>2b—2—g+1=4:>4b—4—b+2:8:>3b=10:> b:%
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3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del parametro ae R
X— y—- z=1
X+2y+ z=-4 (1,5 puntos)
X—4y-3z=a"-3

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = 3. (1 punto)

1 -1 -1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A={1 2 1 | con determinante:
1 4 -3
1 -1 -1
A=l 2 1|=-6-1+4+2-3+4=10-10=0.
1 -4 -3

El rango de Anoes 3.

¢El rango de A es 2?

Tomamaos el menor que resulta de quitar la fila y columna 32 y comprobamos el valor de su
determinante.

1 —
=2+1=30

El rango de A es siempre 2.
Averiguamos el rango de la matriz ampliada A/B.

1 -1 -1 1
A/B=[1 2 1 -4
1 -4 -3 a*-3

Consideramos el menor de orden 3 que resulta de eliminar la columna 12 y averiguamos cuando
su determinante se anula.

1 -1 1
2 1 -4 |=-2°+3-16-6+4+2a—6+12=a’-9
4 -3 -3

a?-9=0=>a=+9=13
Se nos plantean tres casos distintos que analizamos por separado.

CASO1. a=-3ya=#3

En este caso el determinante anterior es no nulo y por tanto el rango de A/B es 3. Como el
rango de A es 2 el sistema es INCOMPATIBLE.

CASO 2. a=-3
Vemos como queda el sistema y lo resolvemos utilizando el método de Gauss.

. Ecuacion 28 — Ecuacion 12
X= ¥y= 2= X +2y +z =-4
X+2y+ z=-4 =
ay_37-9.3-¢ |y *z =1
X=4y a a 3y +2z =-5- Nueva ecuacion 22
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Ecuacion 32 — Ecuacion 12

x -4y -3z =6 X y- 2=l
= 3y+2z=-5;=
-X +y 4z =-1 3y 275
-3y -2z =5 — Nueva ecuacion 3 ToYTer=
Ecuacion 32 + Ecuacion 22 .
X— y— 2=
-3y -2z =5 y X—y—-z=1
= 3y+2z=-5;=
3y +2z =-5 0=0 3y+2z=-5
0 =0 — Nueva ecuacion 3 Bl
X—-y—-z=1
x—y-z=1 5 2 5 2
= = 5 2 [ =2X—|——=———=Z|-2=1=2>X+-+-71-2=1=>
3y=-22-5 y:_§_§Z 3 3 3 3

= 3X+5+27-32=3=3x=-2+7> x:—§+§z

El sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO (infinitas soluciones)

CASO 3. a=3
El sistema queda:
X— y— z=1
X+2y+ z=-4

X—4y—-32=9-3=6

Es igual que en el caso anterior y por tanto también es COMPATIBLE INDETERMINADO
(infinitas soluciones).

Resumiendo: Si a=—-3y a=3 el sistema es incompatible, si a=-3 0 a=3 el sistema es
compatible indeterminado.

b) Para el valor a = —3 el sistema queda:
X— y— z=1
X+2y+ z=-4
X—4y-32=9-3=6

. . . 2 1 5 2
Esta resuelto en el apartado anterior y sus soluciones son x = —§+§t; y= ———gt; z=t.

3
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4A. Dados los puntos A(-1,3,0), B(2,0,-1) y la recta r interseccion de los planos a =x—2y—-6=0

y f=2y+2=0

a) Calcula la distancia del punto A a la recta r. (0,75 puntos)

b) Encuentra razonadamente el punto de la recta r cuya distancia al punto A sea minima. (0,75
puntos)

c) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano que pasando por Ay B sea paralelo a la
rectar. (1 punto)

a) Hallamos la ecuacidon de la recta r interseccidn de los planos.

X=6+2t
a=x-2y—-6=0] x=2y+6 P(6,0,0)er
r= Coviz20 :>z——2 =>r=y=t =>r= (212
petyres - 2=-2t =(21-2)

Para hallar la distancia del punto A a la recta r determinamos el plano T perpendicular a la recta
r que pasa por el punto A.
Luego determinamos el punto A" de corte de recta r y plano .

La distancia de punto A a la recta r es el médulo del vector AA’ .

El plano m tiene como vector normal el director de la recta r.

rz{P(GOO)Er n=v,=(21-2)  [2x+y-2z+D=0
\E (21) -2) 37[—{A( 13.0)ex :Mr:{A(—l,S,O)e;z =

=2(-1)+3-20+D=0=>-2+3+D=0=>D=-1=7=2x+y-2z-1=0
Hallamos el punto A" de corte de recta y plano.

r=2X+y—-2z-1=0
X=06+2t
r=y=t
z=-2t

= 2(6+2t)+t—-2(-2t)-1=0=

=12+4t+t+4t-1=0=9t+11=0=>
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x=6+2(—1_1j=6_§=2
9 9 9
11 11 (32 -11 22
:tz__ y=__ :>A T T
9 9 9 9 9
9 9
Hallamos la distancia pedida.
A(L30) 32 -11 22 41 -38 22
_ S AN =22 T2 22 (L130)=| 22 222 22
,[g’ﬂ’gj (9 9 9) ( ) (9 9 9)
9 9 9

2 2 2
Distancia(A,r):‘m": 4 n —38 n 22) _ (3609 _ 401z6.67u
9 9 9 81 3

b) El punto que nos piden hallar es el punto A" determinado en el apartado anterior.

K22
9 9 9

c) El plano n” pedido tiene como vector director el director de la recta VT = (2,1, —2) pues es

paralelo a la misma. El otro vector director del plano seré el vector AB .

l‘_j=\7|:=(2’l’_2) x+1 y-3 z
v=AB=(2,0,-1)-(-13,0)=(3-3-1)t=7=| 2 1 -2=0=
A(-13,0)ex 3 =3 -1

= —X-1-6y+18-62-32+2y-6-6x—6=0= |7'=-7x—-4y-9z+5=0
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5A. a) En una tienda de lamparas tienen tres proveedores A, B y C. A suministra el 20 %, B el 10%
y C el resto. De las ldmparas de A salen defectuosas el 5 %, de las de B el 4% y de las de C el 2 %.
Elegida una lampara al azar de la tienda, calcula razonadamente la probabilidad de:

al) No salgan defectuosas. (0,75 puntos)

a2) Si resulto defectuosa, que fuera suministrada por B. (0,5 puntos)
b) Una parte de un examen consta de cinco peguntas tipo test. Se aprueba dicha parte si contestas
correctamente al menos tres preguntas. Calcula razonadamente la probabilidad de aprobar dicha
parte, contestando al azar, cuando:

b1) Cada respuesta tiene dos items, solamente uno verdadero. (0,75 puntos)

b2) Cada respuesta tiene cuatro items, solamente uno verdadero. (0,5 puntos)

a) Realizamos un diagrama de arbol para aclarar la situacion y las distintas probabilidades.

Defectuosa
Proveedor A < e
0.20 No defectuosa
0.95
Defectuosa
) Proveedor B < L
0.10 No defectuosa
0.96
Defectuosa
Proveedor C o
0.70 No defectuosa

0.98

al) P(No defectuosa)=0.20-0.95+0.10-0.96+0.70-0.98 =|0.972

a2)

P (Proveedor B N Es defectuosa)
P (Proveedor B / Es defectuosa) = P (Es defectuosa) =
s uos

0.10-0.04 00040 00040 1
1-P(No es defectuosa) 1-0.972 0.0280 7

0.142

b) X = Ndmero de aciertos en 5 preguntas.
b1) Es una variable aleatoria binomial pues se responde al azar y la probabilidad de acierto en
cada pregunta es la misma. Y son cinco repeticiones.
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N=5]" X — Namero de aciertos

1 =
p = P(Acertar en una pregunta) = 5= 0.5/ X =B(505)

P(X 23)=P(X =3)+P(X =4)+P(X =5)=0.3125+0.1563+0.0313=[0.5001]

00310 07738 05005 04437 03277 02373 01681 0,01317 01160 00778 00503 00345
00480 02036 03281 03915 04096 03955 03602 03292 03124 02502 020589 01657
00010 0, U’.le l] [IT:ZD 0,1382 02048 02637 03087 03292 03364 02456 03360 03185
——— o ’. ool i) | 03125
“-ﬂ‘ UF UPURURF U UPUNA R UL u 'I‘m Ol CLE3 e k) ] “Im
0l el gl @ (1,031

.ﬂ

b2) Es una variable aleatoria binomial pues se responde al azar y la probabilidad de acierto en
cada pregunta es la misma. Y son cinco repeticiones.

N=5" X — Ntmero de aciertos
1 =
p = P(Acertar en una pregunta) = Vi 0.25| = X =B(5,0.25)

P(X 23)=P(X =3)+P(X =4)+P(X =5)=0.0879+0.0146 +0.0010 = [0.1035]

09510 07738 0595 04437 03277
00480 02036 03281 03915 04006
0,0010 00214 00729 01382 02048
TIUUOR VOUTY U UOY 11.‘).m

01681 01317 01160 00778 00503 00345 00313
03602 03292 03124 02592 02059 01657 0,1563
03087 03202 03364 03456 03369 03185 03125
0,1323 01646 01811 02304 02757 03060 03125
00284 00412 00488 00768 01128 01470 0,1563
0,0024 00041 00053 00102 00185 00282 00313

0.0879
0,0146
0.0010!
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PROPUESTAB

1B. a) Determina razonadamente el punto (x, y) de la pardbola y = x*+1 en el que la suma de sus
coordenadas alcanza su minimo valor. (1,5 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta normal a la grafica de la parabola dada en el
punto de abscisa x = —-1/2. (1 punto)

a) La expresion de la suma de las coordenadas de los puntos de la gréafica es:
y=xX"+1=S(X)=x+y=x+x+1=x"+x+1
Hallamos su derivada y la igualamos a cero, en busca de los puntos criticos de la funcion S(x).
S(Xx)=x"+x+1=S"(x)=2x+1
S (x)=0=2x+1=0= x:—%:—O.S
Comprobamos si es un minimo o un maximo utilizando la derivada segunda.
S’ (x)=2x+1=S"(x)=2=5"(-05)=2>0

Como la derivada segunda es positiva, en el valor x = -0.5 hay un minimo relativo.
Sustituimos en la funcién y hallamos las coordenadas del punto.

x=-0.5

2
Yo +1}:> y=(-0.5)"+1=1.25

El punto (0.5, 1.25)es el punto de la grafica de la parabola donde la suma de sus coordenadas
alcanza su minimo valor.

b) La recta normal a la grafica en x = —1/2 tiene la ecuacion:
y— (__1}—_—1 X_(__lj
N2 )° y'(-1/2) 2
-1 -
=X +loy| —|=
’ y( 2 j (

1Y -1 1
—j +1=1.25 :>y—1.25=—(x+—j:>y:x+0.5+1.25
2 -1 2
, . 2
y=2x—>y (—1/2):—5:—1

y=x+1.75
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2B. Calcula razonadamente las siguientes integrales:
2X3 —x2+2 ‘ ) .
a) jz—dx b) .|.(2x—3)e dx (1,25 puntos por integral)
X* — X :
2x° —x*+2
a) |————dx=...
)J. X2 —X
2 —x? +2|x% - x
—2x°  +2x? Ix+1
> 2X°—x?+2 X+ 2
X +2 : = 2X+1+—
) X* —X X° —X
—Xx*  +X
X +2
...:j2x+1+ dx I2x+ldx+j dx X +x+'|' 2dx:...
X2 X2 =X —-X
x*—x=x(x-1)
X+2 X+2 A B
= =—+
x*—x  x(x-1) x x-1
A(x-1)+ Bx X=0->2=-A—>A=-2
X2+2 = (x-1) = x+2=A(x-1)+Bx=
X —X x(x-1) x=1->3=B
x+2 -2 3
X=X x x-1

'"=X2+X+I__x2+x%dx X* +X— 2j dx+3j—dx—

x*+x-2In|x|+3In|x-1+ K

b) Calculo primero la integral indefinida y luego aplicamos la regla de Barrow.

Integramos por partes
I(Zx—S)ex‘ldx =Uu=2x-3->du=2dx

dv=e"tdx >v= I e dx =e*?

= (2x—3)e** — [e" " 2dx =

=2xe* -3 - Zfex‘ldx = 2xe* — 30" - 2e*" =|2xe* ! —5e* + K|

Lo aplico a la integral definida.

2 (2x—3)e*"dx =| 2xe*" —5e*" ? _[ 22071 _5e2 1] _[21eM! _Bett =|-e+3]
1
l
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3B. Dadas las matrices

ST

a) Halla razonadamente dos parametros a y b tales que A’ =aA+bl . (1,25 puntos)
b) Calcula razonadamente todas las matrices X que verifican que (A—X)(A+ X )= A’ - X2.
(1,25 puntos)

a)

) 1 -3)(1 -3 1 -3 10
A =aA+bl = =a +b =
0 1/)l0 1 0 1 0 1
1+0 -3-3 a -3a b 0 1 -6 a+b -3a
= = + = = =
0+0 0+1 0 a 0 b 0 1 0 a+b

l=a+b

—6=-3a [l=a+b l1=a+b
= = :>1:2+b:>

0=0 —-6=-3a

l=a+b

a=2

Los valores buscados sona =2y b =-1.

b)
(A=X)(A+X)=A?=X? = A + AX - XA- X4 = A - X = AX - XA=0=

A~y 3) eIy Y

(23
a-3c=a A-3c=A

a-3c b-3d a -3a+b b-3d =-3a+b
:( j:[ ’ ]:> coc g B -3d=-3a+)4 =

C d ¢ -3c+d
d=—-3c+d #=—sc+ g

= AX =XA>

-3c=0
-3c=0 c=0 a b a b
=4-3d=-3a= = =X = =
0— 3¢ -3d =-3a c d 0 a

ab
Las matrices que cumplen la condicién son X = (0 ); a,beR
a
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4B. Dados los puntos A(-1,2,0), B(1,0,—4) y la recta
Xx=1-4
r=qy= 4 A1eR
z2=3+41
a) Calcula razonadamente un punto C de la recta r que forme con A y B un triangulo isdsceles con el

lado desigual en AB. (1,5 puntos)
b) Encuentra razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta perpendicular a larecta r y al

vector AB y que pase por el punto A. (1 punto)

a) Observamos el dibujo para iniciar la basqueda del punto C.

A B
El punto C pertenece a la recta r y ademas la distancia de A a C es igual que la distancia de C a
B.
Xx=1-1
=<y= A
=Y =C(1-4,4,3+ 1)
2=3+41
CeR
D(C,A)=D(C,B) ‘E‘:‘ﬁ‘
A-12,0)|
8(1,0,-4)[ "¢ =(1- A4, 4,3+ 2) = (-1,2,0)= (2= 4, 42,3+ 1) =
C(1-2,4.3+ 1) BC=(1-1,4,3+1)—(1,0,-4)=(-4,4,7+ 1)

= J(2-2) +(A-2) +(3+2) = (-A) +(A) +(7T+4) =
=(2-4) +(A=2) +(3+A) =(-A) +(4) +(7+4) =

:>4+//—4/1+/%/+4—4/1+9+//+6&=)/+/1/+49+/%/+14/1:>

=17-24=49+142=-161=32= 2= -2=|C(1- 4,4,3+1)=(3,-2,1)
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b) La recta s perpendicular a la recta r y al vector AB tiene como vector director el producto
vectorial del vector director de larecta v, y AB.

x=1-4 —
{vr = (-112)
r=qy= A =r=

Z=3+4 P (10.3)
AR i ] Kk
AB=(1,0,-4)-(-12,0)=(2,-2,-4 .
. ( ) )=( )}:WS_Avar_ 2 -2 4=
v, =(-111) 11 1

Vo=—2i+4j+2k-2k-2j+4i=2i+2j=(2,2,0)

Ademas la recta s pasa por el punto A(-1,2,0).

S X=—1+24
v =(220) | 1)y 2122
AC1,2,0)es .
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5B. a) En una clase el 80% aprueba la asignatura de Biologia, el 70% aprueba la asignatura de
Matematicas y el 60% aprueba Biologia y Matematicas.
al) Si se elige un estudiante al azar, ¢cudl es la probabilidad de que apruebe alguna de las
asignaturas? (0,75 puntos)
a2) Si se elige un estudiante y ha aprobado Biologia, ¢cudl es la probabilidad de que tambiéen haya
aprobado Matematicas? (0,5 puntos)
b) Un dispensador de cierto refresco esta regulado de manera que cada vez descargue 25 cl de
media. Si la cantidad de liquido dispensado sigue una distribucién normal de varianza 4:
b1) Calcula razonadamente la probabilidad de que descargue entre 22 y 28 cl. (0,75 puntos)
b2) Calcula razonadamente la capacidad minima de los vasos que se usen, redondeada a cl, para
que la probabilidad de que se derrame el liquido sea inferior al 2,5 %. (0,5 puntos)

a) Realizamos una tabla de contingencia para obtener toda la informacion necesaria para resolver
el problema planteado.
Establecemos que son 100 alumnos y trabajamos con valores absolutos.

Aprueba Biologia | No aprueba Biologia
Aprueba Matematicas 60 70

No aprueba Matematicas

80 100

Completamos la tabla teniendo en cuenta que la suma de las dos primeras celdas de cada fila o
columna deben dar el resultado total que aparece a la derecha o en la parte inferior.

Aprueba Biologia | No aprueba Biologia
Aprueba Matematicas 60 10 70
No aprueba Matematicas 20 10 30
80 20 100

al) Aplicamos la regla de Laplace y obtenemos la probabilidad pedida.

Los casos posibles son 100 y los favorables son los que aprueban matematicas y biologia mas
los que aprueban s6lo matematicas mas los que aprueban sélo biologia.

P (Apruebe alguna de las asignaturas) = NGmero de casos favorables _ 60+20+10 _

NUmero de casos posibles 100

a2) Aplicamos la regla de Laplace y obtenemos la probabilidad pedida.
Tenemos en cuenta que los casos posibles ya no son 100 sino 80 que son los que aprueban
Biologia. Y de todos estos los que aprueban matematicas son solo 60.

P (Apruebe Matematicas / Aprueba Biologia) = Ndmero de casos favorables _ 60 _

Numero de casos posibles 80
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b) X = Cantidad de liquido dispensado.

Varianza = 02 24 = 62 > o = 2. Sabemos que la media es 20 y la desviacidn tipica es 2.
X = N(25, 2)

22-25 X-25 _28-25
< <
2 2 2
=P(Z <15)-P(Z<-15)=P(Z <15)-P(Z>15)=P(Z <15)-[1-P(Z <15)|=

bl) P(22< X <28)={Tipificamos} = P[ ): P(-1.5<Z<15)=

={Buscamos en la tabla de la N(0, 1)} = ...

0,02 0,03 0,04 005 0,06 007 008 0,09
0,0357 00370 0,0382 0,0304 0,406 0,0418 0,0420 0,0441
0,0474 09484 0,0495 0,9505 0,9515 0,525 0,9535 0,9545
0,0573 09582 0,9591 0,9509 0,9608 0,616 0,9625 0,9633
0,0656 09664 0,9671 0,678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
00726 009732 0,738 0,9744 09750 00756 09761 0,9767

...=0.9332 —[1—0.9332] =10.8664

b2) Para que la probabilidad de que se derrame el liquido sea inferior al 2,5 % siendo el vaso de
“a” cl debe cumplirse que P( X >a ) < 0.025.

Averiguamos cuando P( X >a ) =0.025

X-25 a-25
>
2

P(X >a)=0.025= {Tipificamos} = P( j =0.025=

= P(Z > a_225j =0.025=1- P(Z < a_225] =0.025=1-0.025= P(Z < a_225j =

a—25

:>P(2< j:0.975:>{Miramos enlatablaj = ...

A 0,00 001 002 003 004 005 (0,06) 007 008 0,09 |
1,5 [ 0,9332 0,9345 00357 00370 0,9382 09394 08306 00418 0,9429 0,9441
1,6 | 0,9452 0,9463 09474 00484 0,9495 09505 09515 09525 0,9535 0,9545
1,7 | 0,9554 0,9564 0,9573 00582 0,9591 0,9599 0,9508 0,616 0,9625 0,9633
8 | 0.9641 009649 00656 09664 09671 009678 09686 0,9693 0,9699 09706
@ %ﬁm 07O D7D Gl 73 Dl 07 STt €0,9750) 0,9756 09761  0,9767

a—25

=196=a=25+2-1.96=28.92

Para que la probabilidad de derramarse el liquido sea inferior al 2,5% el vaso debe de ser, al
menos, de 29 cl.
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EvAU Ordinaria 2018
Evaluacion para el Acceso a la Universidad
Convocatoria de 2018
Materia: MATEMATICAS Il

Instrucciones: El estudiante deberd contestar a una de las dos opciones propuestas A
0 B. Dentro de cada opcidn el estudiante elegird cuatro ejercicios entre los cinco
propuestos. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y
razonando las respuestas. Se puede utilizar cualquier tipo de calculadora. Cada
gjercicio completo puntia 2,5 puntos. Duracion de la prueba: 90 minutos.

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIOMAL

PROPUESTA A

1A. a) Enuncia el teorema de Bolzano y justifica razonadamente que la gréafica de la funcion

f (x) = x® +x+1 corta al eje OX al menos una vez en el intervalo [-1,1]. (1,5 puntos)

b) Calcula razonadamente el nimero exacto de puntos de corte con el eje OX cuando x recorre toda
la recta real. (1 punto)

2A. Calcula razonadamente las siguientes integrales:

b) J'(x2 ~1)cos xdx b) j%dx (1,25 puntos por integral)
5 e’ +e" -2
3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del pardmetro ae R
X+3y—az=4
X+ay+ z=2 (1,5 puntos)
X+4y—-52=6

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = 2. (1 punto)

4A. Dado el plano ¢ =4x+2y+4z-15=0 vy el punto A(2,-3,1)

a) Calcula la distancia del punto A al plano a. (1 punto)
b) Calcula razonadamente el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya distancia al plano a
sea igual que la distancia del punto A al plano a. (1,5 puntos)
5A. a) Una planta industrial tiene tres maquinas. La maquina A produce 500 condensadores diarios,
con un 3% de defectuosos, la maquina B produce 700 con un 4% de defectuosos y la C produce 800
con un 2% de defectuosos. Al final del dia se elige un condensador al azar.
al) Calcula razonadamente la probabilidad de que sea defectuoso. (0,75 puntos)
a2) Si es defectuoso, calcula razonadamente la probabilidad de que haya sido producido por la
maquina A. (0,5 puntos)
b) Lanzamos un dado perfecto cinco veces. Sea X la variable "Numero de mdltiplos de tres que
pueden salir".
b1) Calcula razonadamente la media y la desviacion tipica de la variable X. (0,75 puntos)
b2) Calcula razonadamente la probabilidad de obtener cuatro o0 mas maltiplos de tres. (0,5

puntos)

oo P 001 00 o010 0,15 020 025 030 0,33 035 040 045 049 050

5 0 0,0510 0,7738 05905 04437 03277 02373 01681 01317 01160 00778 0,0503 00345 0,0313
1 0,0480 02036 0,3281 0,3915 04096 03955 03602 03292 03124 0,2592 02059 0,1657 0,1563
2 0,0010 00214 00720 0,1382 02048 02637 03087 03292 03364 03456 03369 03185 03125
3 0,0000 00011 00081 00244 00512 00879 01323 01646 01811 02304 02757 03060 0,3125
4 0,0000 0,0000 0,0005 0,0022 00064 00146 00284 00412 00488 0,0768 0,1128 0,1470 0,1563
5 0,0000 0,0000 0,0000 00001 00003 00010 00024 00041 00053 00102 00185 00282 0,0313
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Evaluacion para el Acceso a la Universidad
Convocatoria de 2018
Materia: MATEMATICAS I

Instrucciones: El estudiante debera contestar a una de las dos opciones
propuestas A o B. Dentro de cada opcidn el estudiante elegird cuatro ejercicios
entre los cinco propuestos. Los ejercicios deben redactarse con claridad,
CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL - detalladamente y razonando las respuestas. Se puede utilizar cualquier tipo de
calculadora. Cada ejercicio completo puntuta 2,5 puntos.

Duracion de la prueba: 90 minutos.

PROPUESTA B

1B. a) Prueba que cualquiera que sea la constante a la funcion f(x) = x® —=5x* +7x+a cumple las

hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [1,3]. (0,75 puntos)

b) Calcula razonadamente un punto del intervalo abierto (1,3) cuya existencia asegura el teorema de
Rolle. (0,75 puntos)

c) Calcula razonadamente los puntos de la grafica f(x)=x>—5x*+7x donde la recta tangente

tenga la misma pendiente que larecta y =4x+2. (1 punto)

2B. Dadas las funciones f(x)=2xe™ y g(x)=x%*, calcula razonadamente el area del recinto
cerrado limitado por las gréficas de esas funciones. (2,5 puntos).

3B. a) Encuentra los valores del parametro a R para que la siguiente matriz tenga inversa.

a-1 1 -1
A= 0 a-2 1 |(1punto)
a 0 2

b) Para a = 2 calcula razonadamente A™ y comprueba el resultado. (1 punto)
c) Para a = 0 calcula razonadamente el valor de los determinantes ‘A’l‘ y |2A| . (0,5 puntos)

4B. Dados los vectores u=(0,1,1) , v=(11-1) y w=(2,0,3):

a) Determina el valor de A € R tal que el vector u—Av sea perpendicular a w. (1 punto)

b) ¢Son linealmente dependientes los vectoresu , v y w? Razona la respuesta. (0,5 puntos)
c) Encuentra razonadamente las ecuaciones implicitas o cartesianas de la recta que pase por el punto

P(2, 0, 2) y que sea perpendicular simultdneamente a los vectores u y V. (1 punto)

5B. a) El 60% del censo de una ciudad son mujeres. Las preferencias de las mujeres por los tres
partidos que se presentan son: el 30% vota a A, el 50% a B y el resto a C; mientras que entre los
hombres las preferencias son: el 10% vota a A, el 60% a B y el resto a C. Elegida al azar una persona
del censo, calcula razonadamente la probabilidad de:

al) Ser hombre y votante de C. (0,75 puntos)

a2) Si resulté ser votante de B, que sea mujer. (0,5 puntos)
b) Las notas que se han obtenido por 1000 opositores han seguido una distribucién normal de media
4,05 y desviacion tipica 2,5.

b1) ¢Cuantos opositores han superado el 5? Razona la respuesta. (0,75 puntos)

b2) Si tenemos que adjudicar 330 plazas, calcula razonadamente la nota de corte. (0,5 puntos)

a 0,00 0,0l 002 0,03 004 005 006 007 0,08 0,09
1 0,0 [0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 05199 0,5230 0,5279 05319 0,5350
0,1 | 0,53908 05438 05478 0,5517 05557 0,5506 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 | 0,5793 0,5832 05871 0,5010 05048 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 | 0,6179 06217 0,6255 0,6203 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 | 0,6554 06591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
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SOLUCIONES

PROPUESTA A

1A. a) Enuncia el teorema de Bolzano y justifica razonadamente que la grafica de la funcién
f (x) = x® +x+1 corta al eje OX al menos una vez en el intervalo [-1,1]. (1,5 puntos)

b) Calcula razonadamente el nimero exacto de puntos de corte con el eje OX cuando x recorre toda
la recta real. (1 punto)

a) EI T. de Bolzano dice que si una funcion es continua en (a, b) y el signo de f(a) es distinto del
signo de f(b) entonces existe, al menos, un punto ¢ e(a,b) tal que f(c)= 0.

La funcion f(x)=x" +x+1 es un polinomio, por tanto continua, y en el intervalo [-1,1] cambia
de signo.

f(-1)=(-1)*-1+1=-1<0
f)=1"+1+1=3>0
Cumple las hipotesis del teorema, luego existe, al menos un punto c e (—1,1) donde f(x) se anula.

f(x)= x15+x+1:>{

b) Para que existan mas puntos donde la funcidn se anule debe de tener algiin maximo o minimo.
Determinemos si los tiene.

f(X)=x"+x+1= f’(x)=15x" +1

f'(x)=0=15x" +1=0=15x" =-1= x* :—%: x:14/—% = No existe

No existe ningtin punto critico y la funcién siempre crece, pues su derivada f “(x) =15x™ +1 es
siempre positiva (exponente par).
Solo corta el eje OX en un punto ¢ e(-1,1).

OTRA FORMA DE DEMOSTRARLO.
Podemos aplicar el teorema de Rolle:
Sea f(x) una funcién que es continua en [c, d] y derivable en (c, d) y que ademéas cumple

que f(c)=f(d). Entonces existe algtin punto e (c,d) tal que f " (e) = 0.

Si existiese otro punto x = d donde la funcion se anula tendriamos un intervalo (c, d) donde la
funcion es continua y derivable y ademas f(c)= f (d)=0. Aplicando el teorema de Rolle existe
algin punto e (C,d) tal que f “ (e) =0. Y hemos visto que la derivada nunca se anula.

Por lo que la hipotesis de partida es falsa y no existe ningun punto mas donde la funcion se
anula.
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2A. Calcula razonadamente las siguientes integrales:
) I(xz ~1)cos xdx b) j%dx (1,25 puntos por integral)
5 e’ +e" -2

a) Calculamos primero la integral indefinida.

Integramos por partes
_[(x2 —l)cos xdx ={u=x%—-1— du = 2xdx - (x2 —1)senx—jsenx . 2xdx =

dv=cosxdx ->v= Jcos Xdx = senx

Integramos por partes
:(xz—l)senx—zjxsenxdx: U=X—>du=dx =

dv =senxdx - v = J.senxdx =—C0S X
= (x2 —1)senx—2[(x(—cos x))—j—cos xdx} =
= (x2 —1)senx—2[—xcos x+_[cos xdx] =

= (x2 —1) senx —2[~Xcos X + senx| =

— X%SeNX — SeNX + 2X COS X — 2SeNX = | x’senx — 3senx + 2X cos X|

Lo aplicamos al calculo de la integral definida pedida.

O'—.N

V3
cos xdx = [xzsenx — 3senx + 2X COS x]o =

- [nzsenn —3senr + 277 Cos ﬂ] - [02 sen0—3sen0 + 2:0-cos O] =

b) Calculamos la integral usando el cambio de variable e* =t.

Cambio de variable
eX
——  dx={e*=t=e*=t?
Ie2X+eX—2 it dt It +t— 2/ It +t-2
eXdX:dt:dX:e—x:T
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-1+3 1
1+, 12 -41(-2) - -
t?+t-2=0=t= (2) _-1£3_) 2 St +t-2=(t-1)(t+2)
2 2 |A-3_,
2
1 A, B 1 AMBY o)1)=
tP+t-2 t-1 t+2 tP+t-2 (t-1)(t+2)
t—1—>1—3A—>A—1
B Bl 3 1 1/3 1/3
= 17 P+t—2 1-1 t+2
O N _jllsdt jll—?’ t_l Lol —dt_—ln|t 1|——In|t+2|
t-1 t+2 t+2 t-1 37t+2
{Deshacemos el cambio de variable} 1 1
_ =|=In Q——In +K
t=¢" 3 3
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3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro ae R

X+3y—az=4
X+ay+ z=2 (1,5 puntos)
X+4y—-52=6
b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = 2. (1 punto)
1 3 -a
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|1 a 1
1 4 -5
Averiguamos los valores de “a” que anulan el determinante de A.
1 3 -a
|Al=l a 1|=-5a+3-4a+a’+15-4=2a’-9a+14
1 4 -5
2 ﬁ =7
|Al=0=a’-9a+14=0=a= 9 (-9) ~4114 _955 ]2
2 2 9-5
— = 2

Distinguimos tres casos diferentes posibles.

CASO1l. a#2ya=#T7.

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada y el nimero de incdgnitas. El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO (una
Unica solucion).

CASO 2. a=2
X+3y—-2z=4
El sistema queda x+2y+ z=2;. Intentamos resolverlo.
X+4y—-52=06

Ecuacién 22 — Ecuacion 12
X+3y—-2z=4

X+2y+ 1=2;=
X+4y—-52=06

X +2y 4z =2
-X -3y +2z =-4
-y +3z =-2— Nueva ecuacion 22

Ecuacién 32 — Ecuacion 12

Xx +dy -5z =6 x+3y—322:42
—x -3y 42z =-4 = TYHer=me=
y-3z=2

y =3z =2 — Nuevaecuacion 3?

{Ecuaci()n 32 = —Ecuacion Za} X+3y—2z= 4} X+3y—-2z= 4}

Quitamos la ecuacion 22 y—3z=2 y=3z+2

= x+3(32+2)-22=4=x+92+6-22=4=[x=-T7z-2]
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El sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO (infinitas soluciones). Las soluciones son:
X==Tt-2,y=3t+2;z=t

CASO3. a=7
X+3y—-7z=4
El sistema queda x+7y+ z=2;. Intentamos resolverlo.
X+4y—-52=06
Ecuacion 22 — Ecuacion 12
X+3y—-7z=4
X +7y +z =2
X+7y+ z1=2,= X -3y +77 =4
X+4y=-52=6 4y +8z =-2—> Nueva ecuacion 28

Ecuacién 32 — Ecuacion 12
X +dy -5z =6 X+3y—2z=4
X -3y +77 =4 = 4y+8z1=-2;=
y +2z =2 — Nueva ecuacion 32 y+2z=2

Ecuacién 22 —4 - Ecuacion 32

Ay 487 =2 X+3y—-2z=4

4y 87 -8 = 4y+8z=-2 {IMPOSIBLE!

0 =-10—> Nueva ecuacion 32 0=-10

La tercera ecuacion del sistema plantea una igualdad imposible, por lo que el sistema es
INCOMPATIBLE (sin solucion).

Resumiendo: Si a=2ya=7 el sistema es compatible determinado, si a =2 el sistema es
compatible determinado y si a=7 el sistema es incompatible.

b) Para a =2 esta resuelto el sistema en el apartado anterior y sus soluciones son:
X=—7Tt—-2,y=3t+2;z=t siendo teR
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4A. Dado el plano ¢ =4x+2y+4z-15=0 y el punto A(2,-3,1)
a) Calcula la distancia del punto A al plano «. (1 punto)

b) Calcula razonadamente el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya distancia al plano a
sea igual que la distancia del punto A al plano a. (1,5 puntos)

a) Utilizamos la formula de la distancia de un punto a un plano.

=4x+2y+4z-15=0 4(2)+2(-3)+4(1)-15
“ g }:d(A,a)J (2)+2(3) 4019 5, ¢,
A(2,-31) V4% 427+ 47 6
b) Sean los puntos de coordenadas P(x, y, z). Deben cumplir:
a=4x+2y+42-15=0 [4x+2y+4z-18

}:d(P,a):1.5:>

P(x,y,2) N8 +22 4+ 4

= [4x+2y+42-15=9=

4X+2y+42-15=9=>4x+2y+42-24=0=|B:2x+y+22-12=0)

=10

4x+2y+4z—15:—9:>4x+2y+4z—6:0:>|7r:2x+ y+22—3:0|

El lugar geométrico son dos planos paralelos a a situados a 1.5 unidades del plano a. Uno por
encima y otro por debajo del plano a.
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5A. a) Una planta industrial tiene tres maquinas. La maquina A produce 500 condensadores diarios,
con un 3% de defectuosos, la maquina B produce 700 con un 4% de defectuosos y la C produce 800
con un 2% de defectuosos. Al final del dia se elige un condensador al azar.

al) Calcula razonadamente la probabilidad de que sea defectuoso. (0,75 puntos)

a2) Si es defectuoso, calcula razonadamente la probabilidad de que haya sido producido por la
maquina A. (0,5 puntos)
b) Lanzamos un dado perfecto cinco veces. Sea X la variable "Namero de multiplos de tres que
pueden salir".

b1) Calcula razonadamente la media y la desviacion tipica de la variable X. (0,75 puntos)

b2) Calcula razonadamente la probabilidad de obtener cuatro o mas multiplos de tres. (0,5
puntos)

a) Realizamos un diagrama de arbol para resolver el problema.
Se producen entre las tres maquinas un total de 500 + 700 + 800 = 2000 condensadores.

Defectuoso

P 0.03
Maquina A

500/2000 = 5/20

Defectuoso
0.04

Mdquina B
700/2000 = 7/20

Defectuoso

0.02

Maquina C
800/2000 = 8/20

al) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P (Defectuoso) = P (Magquina A) P ( Defectuoso / Maquina A)+
+P(Méquina B) P ( Defectuoso / Méaquina B ) +
+P(Méquina C) P ( Defectuoso / Maquina C ) =

5 0032l 00448 0gp_ 0-15+0-28+0.16 _ 0.59 _

20 20 20 20 20

0.0295
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5
—-0.03
Maquina A Defectuoso
a2) P(Méaquina A/ Defectuoso) = P(Még a ) 20 _15_ 0.254
P ( Defectuoso) 00295 59
b) X = "Namero de maltiplos de tres que pueden salir" es una variable aleatoria binomial de
parametrosn =5y p =2/6 =0.33.

X = B(5, 0.33)

bl) Media=n-p=5-1/3=5/3.

Desviacion tipica = \/np , % = \/7 1.054

b2) P(X >4)=P(X =4)+P(X =5)=0.0412+0.0041=

0.0453

N 001 005 0,10 015 020 025 030 035 040 045 049 0,350
0 09510 05738 05905 04437 03277 02373 01681 ( ” 7 01160 00778 00503 00345 00313
1 00480 02036 03281 03915 0409 03955 03602 03124 02592 02059 01657 01563
2 00010 00214 00720 01382 02048 02637 03087 03364 03456 03369 03185 03125
3 00000 00011 00081 00244 00512 0.0879 01811 02304 02757 03060 03125
4 00488 00768 01128 01470 0.1563

H 00053 00102 00185 00282 00313
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PROPUESTAB

1B. a) Prueba que cualquiera que sea la constante a la funcion f(x) = x® —=5x* +7x+a cumple las

hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [1,3]. (0,75 puntos)

b) Calcula razonadamente un punto del intervalo abierto (1,3) cuya existencia asegura el teorema de
Rolle. (0,75 puntos)

¢) Calcula razonadamente los puntos de la grafica f(x)=x®>—5x*+7x donde la recta tangente

tenga la misma pendiente que larecta y =4x+2. (1 punto)

a) Si f es continua en [a,b] y derivable en (a,b) y f(a) = f(b) entonces existe al menos un ¢ en (a,b)
tal que f ’(c)=0.
La funcion f(x)=x>—5x*+7x+a esun polinomio y por lo tanto es continua y derivable en

f=1"-51"+7+a=3+a

= (1) = f(3), para cualquier
f(x)=3*-53*+73+a=3+a

cualquier intervalo. Ademas {
valor de a.
b) Calculamos la derivada y la igualamos a cero.

f(X)=x*=5x*+7x+a= f (x) =3x* -10x+7

1044 _ 7 _, a3
+/100— + T3~
f’(x)=0:3x2—10x+7=03x=1o_ 100-84 1044 _] 6 3
6 6 |0-4_,
6

El valor de x en el intervalo (1, 3) en el cual se anula la derivada que existe segun el teorema de
Rolle es x = 7/3.

c) La pendiente de larecta y=4x+2 es4, por lo que la recta tangente debe tener pendiente 4, es
decir, la derivada de la funcion debe ser 4. Buscamos ese valor.

f'(X)=4=3x*-10x+7=4=3x"-10x+3=0=

10+8
=[3=x]
_10+4100-36 _10+8 | 6
6 6 |10-8_[1_
6 |3

x=3= f(3)=3"-5x*+73=3=|A(3,3)

1 1) (1Y (1Y (1) 1 5 7 49 1 49
Xx===f|=|=|=| -5|=|+7| = |=—=—-=+—=—=|B| =,—
3 3) (3 3 3) 27 9 3 27 3’27

Los puntos buscados tienen coordenadas A(3,3) y B(%i—?}
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2B. Dadas las funciones f(x)=2xe™* y g(x)=x’*, calcula razonadamente el area del recinto
cerrado limitado por las gréficas de esas funciones. (2,5 puntos).

Localizamos los puntos de corte de dichas graficas y el area del recinto seré el valor absoluto de
la integral definida entre un valor y el otro de la diferencia entre las funciones.

f(X)=g(X)=>xe =2xe "= x%e*-2xe*=0=¢ " (x2 —2x) 0=

e *=0=iIMPOSIBLE!

=<0
x=0
X*=2x=0=x(x-2)=16
x—2:0:>

Los puntos de corte son x=0y x=2, por lo que el 4rea es Area =

2
Ier’X —x%e*dx
0

Calculamos la integral indefinida primero.

Integramos por partes
Ier’X —x%*dx = J(Zx—xz)e’xdx =u=2x-x">du=(2-2x)dx =

X

dv=edx o> v= J'e’xdx =—e

(2x G )(—e‘X ) - I—e‘x (2-2x)dx = -2xe ™ + x’e”* +I29‘X —2xe~¥dx =

—2xe * + x%e 7 + I 2e7%dx — _[ 2xe *dx = —2xe * + x%e * -2 — J. 2xe~*dx =

Integramos por partes
U=2X—du=2dx =

dv=edx >v= J.e‘xdx =—e "

—2xe X + X% =207 — [(Zx)(—e’X )- I(—e’X ) 2dx} -

—2xe F +xe =20 +2xe * — Zje’xdx =

_2x6" 4 x%" —M+}x€4+>e<=
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Calculamos el valor de la integral definida.

Area = = ‘[xze‘x]z‘ = [Zze*]—[oze“)} =4e7? =|0.5413u°

2
j 2xe ™ — x%e *dx
0

El area del recinto es 0.5413 unidades cuadradas.

Para comprobarlo hacemos el dibujo y contamos cuadraditos (cada cuadradito = 1 u?).

g(x) = x%e™ W‘Q

f(x)=2xe’
/

Es dificil contar pues el valor del area es muy pequefio, pero se aprecia que la zona rayada es
menos de un cuadradito, es decir, menos de 1 unidad cuadrada y un poco mas de la mitad.
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3B. a) Encuentra los valores del pardmetro a R para que la siguiente matriz tenga inversa.

a-1 1 -1
A= 0 a-2 1 |(1punto)
a 0 2

b) Para a = 2 calcula razonadamente A™ y comprueba el resultado. (1 punto)
c) Para a = 0 calcula razonadamente el valor de los determinantes ‘A‘l‘ y |2A| . (0,5 puntos)

a) La matriz tendra inversa cuando su determinante no se anule. Averiguamos cuando se anula.

a-1 1 -1
|Al=| 0 a-2 1|=(a-1)(a-2)2+a-0+a(a—2)+0+0=
a 0 2

:(az—2a—a+2)2+a+a2—2a:2a2—6a+4+a+a2—2a:3a2—7a+4

- 7+1 8 4
7x4(-7) —434 + 6 6 3
Al=0=3a’-7a+4=0=a= (7) _7EL 6 603
6 6 7-1
e
6
La matriz A tiene inversa cuando a=1y a ¢%
_ _ ) . Adj(AT)
b) Para a = 2 existe la inversa y la calculamos con la formula A™ = T :
11 -1 1 1 -1
A=|0 0 1 |=|A=[0 0 1|=2
2 0 2 2 0 2
0 2 00 1 0 1 0
+ - +
0 0 1 2 -1 2 -1 1 0 2 1
Adj( AT 11 2 02 |12 |10 -
L Adj( )_ . N _ ] DO
|A 1 2 -1 2 -1 1| 2
0 2 0
0 2 1 2 1 0
+ +
00 10 1 0
0 -1 1/2
At=l1 2 -1/2
0 1 0

Comprobamos que es la inversa.
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1 -1\(0 -1 1/2 0+1+0 -1+2-1 1/2-1/2+0
0 14|l1 2 -1/2|=
0

=10+0+0 O0+0+1 0+0+0
210 1 0

1
A-At=|0
2 0+0+0 -2+0+2 1+0+0

1 00
=0 1 0(=Id
0 01

Faltaria comprobar que también se cumple A™*- A=1d

-1 1 -1
c) Paraa=0lamatrizAqueda A= 0 -2 1
0 0 2

Aplicamos las propiedades de los determinantes y tenemos que:

-1 1 -
A=[0 -2 1|=4
0 0 2
- L=t

A4

|2A| ={La matriz A es de dimension 3x3} =2° -|A|=8-4=32

244 de 280

www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU Ordinaria 2018 Matemadticas Il en Castilla la Mancha

4B. Dados los vectores u=(0,1,1) , v=(11-1) y w=(2,0,3):

a) Determina el valor de A R tal que el vector U—Av sea perpendicular a w. (1 punto)

b) ¢Son linealmente dependientes los vectoresu , v y w? Razona la respuesta. (0,5 puntos)
c) Encuentra razonadamente las ecuaciones implicitas o cartesianas de la recta que pase por el punto

P(2, 0, 2) y que sea perpendicular simultineamente a los vectores U y V. (1 punto)

a) Para que dos vectores sean perpendiculares su producto escalar debe dar como resultado 0.

u-Av=(011)-1(11-1)=(-4,1- 4,1+ 1)
w=(2,0,3)} = (-4,1-2,1+1)(2,0,3)= 0=
(u-4v)-w=0

:>—2&+3+3/1:O:>l+3:0:>

b) Para que sean 3 vectores linealmente dependientes el determinante de orden 3 formado por sus
coordenadas debe dar como resultado 0.

=(0,11) 01 1
=(LL-1)}=|1 1 -1=0-2+40-2-3-0=-7%0

w=(2,03)| 2 0 3
Los vectores U , v y w son linealmente independientes, pues el determinante es no nulo.

c) Silarecta es perpendicular a los vectores u y v entonces su vector director es el producto
vectorial de dichos vectores.

0=(011) I o
. =uxv=[0 1 1|=—-i+j+0-k+0-i=-2i+j-k=(-21-1)
v=(11-1) L1 1

Obtenemos la ecuacion de la recta pedida.

v, =uxv=(-2,1-1)
=T
P(2, 0, 2)er

La pasamos a ecuaciones implicitas.

{x:2—2y {x+2y—2=0
Ir= =|r=
z2=2-y
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5B. a) El 60% del censo de una ciudad son mujeres. Las preferencias de las mujeres por los tres
partidos que se presentan son: el 30% vota a A, el 50% a B y el resto a C; mientras que entre los
hombres las preferencias son: el 10% vota a A, el 60% a B y el resto a C. Elegida al azar una persona
del censo, calcula razonadamente la probabilidad de:

al) Ser hombre y votante de C. (0,75 puntos)

a2) Si resulto ser votante de B, que sea mujer. (0,5 puntos)
b) Las notas que se han obtenido por 1000 opositores han seguido una distribucion normal de media
4,05 y desviacion tipica 2,5.

b1) ¢ Cuantos opositores han superado el 5? Razona la respuesta. (0,75 puntos)

b2) Si tenemos que adjudicar 330 plazas, calcula razonadamente la nota de corte. (0,5 puntos)

Hacemos un diagrama de arbol describiendo la situacién planteada.

Vota A
0.1

Hombre Vota B
0.4 0.6

al) P(Ser hombre y votante de C) = 0.4 - 0.3 =0.12

a2) Aplicamos el teorema de Bayes.

P (Ser mujer N Votante de B)
P (Votante de B)

P (Ser mujer / Votante de B) =

0.6-05 030 030 [5

T 06-05+04-06 03+024 054 |9
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b) X =Nota de un opositor. X = N(4.05, 2.5)

b1) Nos piden calcular P(X >5).

X —4.05 . 5-4.05
2.5 2.5

P(X>5)=P( j:P(z >0.38)=1-P(Z <0.38) =

={Mirando la tabla} =1-0.6480 = 0.352

a 0,00 001 002 003 004 005 006 007 0,08% 0,09
0.5000 0,5040 0,5080 05120 0.5160 0.5199 05239 05279 0% 0.5359
0,5398 05438 0,5478 05517 05557 05596 05636 0,5675 0.5753
0,5793 0,5832 0,5871 05910 0,5948 05987 0,6026 0,064 0,6141
e O e T T T e o B 0.6517
0.6554 0,6591 06628 06664 06700 06736 06772 0,6808 0.6879

Por lo que de los 1000 estudiantes han superado el 5 en la prueba 0.352 - 1000 = 352 de ellos.

b2) Nos piden averiguar el valor de “a” para que P(X >a) :—1?;)% :

P(X>a)= 2t = 1-P(X <a)=033=

Tipificamos
= P(X <a)=1-0.33=0.67=

para utilizar la tabla proporcionada

P X—4.05<a—4.05 _p Z<a—4.05 067
2.5 2.5 2.5

Miramos en la tabla.

gp—

a 0,00 0,01 0,02 0,03 (_U,l]tl) 0,05 0.06 0,07 0,08 0,09
0,0 | 0,5000 05040 05080 0,5120 ) 05199 05239 05279 05319 05359
0,1 | 05398 05438 05478 05517 0 05596 05636 05675 05714 05753
0.2 | 05793 05832 05871 05010 048 05087 06026 06064 06103 06141

0,6179 06217 06255 06203 1 06368 06406 0,6443 06480 06517
- . }.(;735 06772 06808 06844 06870

2405 s a-405-25.044=

2.5

La nota de corte debe ser de 5.15 puntos para conseguir 330 aprobados.
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EvAU Septiembre 2017
Evaluacién para el Acceso a la Universidad
Convocatoria de 2017
Materia: MATEMATICAS Il

Instrucciones: El estudiante debera contestar a una de las dos opciones propuestas A
o B. Dentro de cada opcién el estudiante elegird cuatro ejercicios entre los cinco
propuestos. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y
razonando las respuestas. Se puede utilizar cualquier tipo de calculadora. Cada
ejercicio completo puntua 2,5 puntos. Duracion de la prueba: 90 minutos.

PROPUESTA A

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERMACIDMAL

1A. a) Calcula razonadamente el area de la region determinada por la curva f(x)=(x—-1)(x+2),

las rectas x = -3, x = 2 y el eje de abscisas. Esboza dicha region. (1,5 puntos)
b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) en el
punto de abscisa x = 2. (1 punto)

2A. a) Determina el valor de k € R para que la siguiente funcidn sea continua en x = 0.

X—+1 " si x<0
f(x)=1\2x+1 (1,5 puntos)
6x+k si x>0

b) Enuncia el teorema de Bolzano y comprueba si la ecuacién cos x =2—X tiene alguna solucion
real en el intervalo [0, 2m]. (1 punto)

3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del pardmetro ae R
ax+y+z=1
X+ay+z=0 (1,5 puntos)
X+y+az=0

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = 0. (1 punto)

4A. Dados los planos a =—x+2y+z+2=0y f=-2y+2=0

a) Calcula razonadamente el volumen del tetraedro formado por el origen de coordenadas y los
puntos de interseccion del plano a con los tres ejes coordenados. (1,5 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacion general o implicita de la recta paralela a los planos a 'y
que pase por el punto P(0,-1,3). (1 punto)

5A. a) En una empresa hay tres robots A, B y C dedicados a soldar componentes electronicos en
placas de circuito impreso. El 25% de los componentes son soldados por el robot A, el 20% por el B
y el 55% por el C. Se sabe que la probabilidad de que una placa tenga un defecto de soldadura es de
0,03 si ha sido soldado por el robot A, 0,04 por el robot B y 0,02 por el robot C.
al) Elegida una placa al azar, calcula razonadamente la probabilidad de que tenga un defecto
de soldadura. (0,75 puntos)
a2) Se escoge al azar una placa y resulta tener un defecto de soldadura, calcula razonadamente
la probabilidad de que haya sido soldada por el robot C. (0,5 puntos)
b) Lanzamos cinco veces una moneda trucada. La probabilidad de obtener cara es 0,6. Calcula
razonadamente la probabilidad de:
b1) Obtener exactamente tres caras. (0,75 puntos)
b2) Obtener mas de tres caras. (0,5 puntos)
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no £ 0,01 0,05 0,10 0,15 020 025 030 033 035 040 045 049 0,50
5 0 09510 07738 05905 04437 03277 02373 01681 01317  0.1160 00778 00503 00345 0,0313
1 0,0480 02036 03281 03915 04096 03955 03602 03292 03124 02592 02059 01657 0,1563
2 0,0010 00214 00720 01382 02048 0,2637 03087 0,3292 03364 023456 03360 03185 03125
3 0,0000 00011 00081 00244 00512 00879 0,1323 0,1646 01811 02304 02757 03060 03125
4 0,0000  0,0000 00005 00022 00064 00146 00284 0,0412 00488 00768 01128 01470 0,1563
5 0.0000 0,0000 00000 00001 00003 00010 00024 00041 00053 00102 00185 00282 0,0313
PROPUESTAB

1B. Halla razonadamente las dimensiones mas econémicas de una piscina de 32 m3con un fondo
cuadrado, de manera que la superficie de sus paredes y el suelo necesiten la cantidad minima de
material. (2,5 puntos)
2B. Calcula razonadamente las siguientes integrales:

x> +2x% +x-10

a) j >
X“+X—-2

Nota: In denota logaritmo neperiano.

dx b) J' X In xdx (1,25 puntos por integral)

3B. Dadas matrices

011 -1 0 1 1 10
A=/1 0 0, B={0 -1 0f v C={0 3 O
0 01 1 1 0 -1 01

a) Calcula razonadamente A™. (1 punto)
b) Calcula razonadamente la matriz X que verifica que A - X +B=C?. (1,5 puntos)

4B. a) Halla razonadamente el valor de a R para el cual el plano « =x—y—az+5=0 es paralelo
a larecta

r

= (1,25 puntos)

X—2 y z
3 -5 2

b) Calcula razonadamente la distancia del punto P(1, 2, 3) alarecta r = XT_3 =y-1=2(1,25

puntos)

5B. a) De una urna que contiene tres bolas blancas y dos bolas rojas extraemos, sucesivamente y sin
reemplazamiento, dos bolas. Calcula razonadamente la probabilidad de:
al) Que la segunda bola extraida sea blanca. (0,75 puntos)
a2) Si la segunda bola extraida ha sido blanca, que la primera fuera roja. (0,5 puntos)
b) El tiempo de duracion de las llamadas telefonicas a cierta centralita se distribuye segun una
distribucion normal de media 5 minutos y varianza 4. Calcula razonadamente:
bl) La probabilidad de que una llamada dure menos de 4,5 minutos. (0,75 puntos)
b2) El tiempo de duracion que no es superado por el 33% de las llamadas. (0,5 puntos)

a 0,00 0,01l 0,02 003 004 005 006 007 008 0,09
10,0 [0,5000 05040 05080 05120 05160 0,5199 05239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 | 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5506 05636 05675 05714 05753
0,2 | 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 06103 0,6141
0,3 | 0,6179 0,6217 0,6255 0,6203 0,6331 0,6368 0,6406 06443 06480 06517
0,4 | 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
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SOLUCIONES

PROPUESTA A

1A. a) Calcula razonadamente el area de la region determinada por la curva f(x)=(x-1)(x+2),

las rectas x = -3, x = 2 y el eje de abscisas. Esboza dicha region. (1,5 puntos)
b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) en el
punto de abscisa x = 2. (1 punto)

a) La funcién f(x)= (x—l)(x+ 2) =X?+2x—2—X=X"+x—2 es una parabola. Tenemos sus
puntos de corte con los ejes x = 1y x = 2. Representamos su grafica con una tabla de valores.

X =(x-1)(x+2

3 = 4)( ) \f(x)z(.x—l)(xﬂ)
-2 3

-1 -2

0 —2

1 0

El area se calcula con 3 integrales definidas obteniendo el area de la regién rosa, roja y verde y
después sumamos dichas areas para obtener el area total.

fxz +x—2dx={§+)§—2x}_ ={%+ﬂ2(3)llﬂ+ﬂ2(2)]=1—1

’ . 2 3 2 6

Area de zona de la izquierda vale 11/6 u?

Area de zona central vale 27/6 u?
2 3 2 2 3 A2 3 42
jx2+x—2dx: RASR S VS I S SS I Y

Area de zona de la derecha vale 11/6 u2.
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El 4rea total es 1—1+£+1—1= £=8.16 u?
6 6 6 6

b) La ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x)=x*+x—2 enx = 2 tiene la ecuacion
y—f(2)="f ’(2)(x—2) . Terminamos de calcular dicha expresion.

f(X)=x"+x-2—> f(2)=2°+2-2=4
f'(X)=2x+1—> f(2)=4+1=5 = y-4=5(x-2)=|y=5x—6
y-f(2)=f"(2)(x-2)
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2A. a) Determina el valor de k € R para que la siguiente funcion sea continua en x = 0.

X—+l - si x<0
f)=42x+1 (1,5 puntos)
6Xx+k si x>0

b) Enuncia el teorema de Bolzano y comprueba si la ecuacion cos x =2—X tiene alguna solucion
real en el intervalo [0, 2m]. (1 punto)

a) Para que sea continua en x = 0 deben ser iguales sus limites laterales.

x+1 " (0+1)"°
lim f(x)=lim =| —— | =17 =Indeterminacion =
x—>0" x-0"\ 2X+1 0+1

X+1 1 . X+1-2x-1)1 X )1 . -1 -1
lim| ——-1|= lim — im| — |= lim =
= @x0 2x+1 )X — @0 2x+1 )X — @0 2x+1)x — exﬁ072x+l —e 1 — e—l

D |-

lim f(x)=

x—0"

1
e

lim £ (x) = lim 6x-+k =k (= |k =

x—0"

oD |

lim f(x)=lim f(x)
x—0" x—0"

b) EI T. de Bolzano dice que si una funcion es continua en (a,b) y el signo de f(a) es distinto del
signo de f(b) entonces existe, al menos, un punto ¢ e(a,b) tal que f(c) =0.

Tomamos la funcién f(X) =-2+ x+cos x y consideramos el intervalo [0, 21].

En dicho intervalo la funcidn es continua y en los extremos del intervalo se cumple que
f(0)=-2+0+cos0=-1<0y f(27)=-2+27+cCc0s2xr =-2+27+1=5,28>0.

Podemos aplicar el teorema de Bolzano y afirmar que existe c e (O, 27z) tal que f(c) = 0.

f(c)=—2+c+cos c=0:>
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3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro ae R
ax+y+z=1
Xx+ay+z=0, (1,5 puntos)
X+y+az=0

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = 0. (1 punto)

a) Consideramos su matriz de coeficientes y averiguamos cuando se anula su determinante.

a 1 1 a 1l 1
A=|1 a 1|=|A=]1 a 1|=a’+l+l-a-a-a=2a’-3a+2
1 1 a 1 1 a

|Al=0=2a’-3a+2=0=...

1 0 -3 2
1 1 1 —2:a3—3a+2:(a—1)(a2+a—2)
111 -2 [0
-1-3 5
—1+ 12 -4(-2 - -
a’+a-2=0=a= ( ): 1+3_] 2
2 2 -1+3
=1
2
a3—3a+2:(a—1)2(a+2)

..=~>a=1a=-2son los valores que anulan el determinante.

Consideramos tres casos que analizamos por separado.

CASO1l. a#lya=#-2
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el de la matriz
ampliada A/B y el nimero de incdgnitas. El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO

(Gnica solucion).

CASO 2. a=1
X+y+z=1
En este caso el sistema queda x+y+z =0. Intentamos resolverlo.
X+y+z=0
Ecuacion 22 — Ecuacion 12
X+y+z=1 X+y+z=1
X 4y +z =0
X+y+z=0=> X -y -z =-1 = 0=-1; {IMPOSIBLE!
X+y+z=0 0 -1 X+y+z=0

El sistema plantea una ecuacion que es una igualdad imposible. El sistema es
INCOMPATIBLE (sin solucién)
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CASO 3. a=-2
-2X+y+z=1
En este caso el sistema queda x—2y+z=0 ;. Intentamos resolverlo.

X+y—2z=0
Ecuacion 12 + 2 - Ecuacion 28

—2X+y+z=1

) 0 -2X +y +z =1
X=ey+2=0 1= o -4y +2z =0
X+y-2z=0

-3y +3z =1-— Nueva ecuacion 22

Ecuacion 12 + 2 - Ecuacion 32
X+y+z=1
-2x +y +z =1 3vi371
2X 42y -4z =0 = TSy =L=
L 3y-3z=1
3y -3z =1-— Nuevaecuacion 3?
Ecuacion 32 + Ecuacién 22 .
3y -3z =1 X+ y+ z2=
= -3y+3z=1; {IMPOSIBLE!
-3y +3z =1 02
0 =2-> Nueva ecuacion 3? -

El sistema es INCOMPATIBLE (no tiene solucion)

CONCLUSION: Para a=1y a=—2 el sistema es compatible determinado y paraa =10
a=-2 es incompatible.

b) Para el valor a = 0 el sistema es compatible determinado.
Sustituimos este valor en el sistema y lo resolvemos.

y+z=1 y=1-z2
X+z=0 X+z=0 X=-2
X+2=0;=>x+z2=0;,= = L = 1 =>-71-1=-1=

X+1-2=0 X—2=—
X+y=0 X+y=0

=-21=-1=|z2=

N |-
H

La solucion del sistema es x :—1; y :l; z :1
2 2 2

254 de 280 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU Extraordinaria 2017 Matemadticas Il en Castilla la Mancha

4A. Dados los planos o =—x+2y+z+2=0y f=-2y+2=0
a) Calcula razonadamente el volumen del tetraedro formado por el origen de coordenadas y 10s
puntos de interseccion del plano a con los tres ejes coordenados. (1,5 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacion general o implicita de la recta paralela a los planos a 'y 8
que pase por el punto P(0,-1,3). (1 punto)

a) Hallamos los puntos de corte del plano con los ejes de coordenadas.

a=—-X+2y+z2+2=0

=-0+0+2+2=0=z=-2= A(0,0,-2)
EJEZ > x=0,y=0

=—-X+2yYy+2+2=0

=-0+2y+2=0=y=-1=B(0,-10)
EJEY »>x=0,z=0
a=—-X+2y+2+2=0

=-Xx+2=0=>x=2=C(2,0,0)
EJEX ->y=0,z=0

Tenemos cuatro puntos que forman un tetraedro OABC.
Hallamos su volumen como la sexta parte del valor absoluto del producto mixto de los vectores

que lo definen OA; OBy OC .

0 0 -2
[0A;0B;0C]=0 -1 0|=-4
2 0 0

[0A; OB;OC]‘_ 4 2
L

Volumen =

=0.66u°
6 3

b) La recta paralela a los planos a y  cumple que su vector director es perpendicular a los vectores
normales de los planos, por lo que el producto vectorial de los vectores normales de los planos
nos sirve como vector director de la recta.

r)
}:M/Tznax@=l 2
0 21

a=-x+2y+z+2=0=n,=(-121)
p=-2y+2=0=n,=(0,-21)

V, =20 +2K+ j+2i =4i+ j+ 2k =(4,1,2)
Obtenemos la ecuacioén de la recta r.

- X=41 x=44
=(4,1,2 x=4(y+1 =4y+4
V. =(41.2) }:H’E y=-1l+1=y+1=1 :{ (y+1) :{X T

_ = =3+2y+2
P(0,-13)er 3422 =342 z=3+2(y+1) 2=3+2y+
X—4y—-4=0
=>|r=
—-2y+2-5=0
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5A. a) En una empresa hay tres robots A, B y C dedicados a soldar componentes electrénicos en
placas de circuito impreso. El 25% de los componentes son soldados por el robot A, el 20% por el B
y el 55% por el C. Se sabe que la probabilidad de que una placa tenga un defecto de soldadura es de
0,03 si ha sido soldado por el robot A, 0,04 por el robot B y 0,02 por el robot C.

al) Elegida una placa al azar, calcula razonadamente la probabilidad de que tenga un defecto de
soldadura. (0,75 puntos)

a2) Se escoge al azar una placa y resulta tener un defecto de soldadura, calcula razonadamente la
probabilidad de que haya sido soldada por el robot C. (0,5 puntos)
b) Lanzamos cinco veces una moneda trucada. La probabilidad de obtener cara es 0,6. Calcula
razonadamente la probabilidad de:

b1) Obtener exactamente tres caras. (0,75 puntos)

b2) Obtener mas de tres caras. (0,5 puntos)

a) Dibujamos un diagrama de &rbol donde aparezcan todas las probabilidades asociadas al
experimento.

Defectuosa
0,03

No defectuosa
0,97

Defectuosa
0,04

Defectuosa

Robot C 0,02
0,55

al) Observando el diagrama podemos calcular la probabilidad pedida.
P (Defectuosa)=0.25-0.03+0.20-0.04+0.55-0.02 =[0.0265

P(Robot C n Defectuosa) 0.55-0.02 |22 0415
P (Defectuosa) 0265 [53

a2) P(Robot C/ Defectuosa) =

b) Sea X la variable aleatoria que cuenta el nimero de caras que salen en 5 lanzamientos de una
moneda trucada.
Como en la tabla que nos ofrecen solo aparecen p<0.5 y la probabilidad de salir cara es 0.6

cambiamos el “éxito” de la binomial a “sacar cruz = no sacar cara”.

Hemos cambiado la variable aleatoria a X = Namero de cruces que salen en 5 lanzamientos de una
moneda trucada.

Se trata de una variable aleatoria binomial con parametrosn =5y p = 0.4. X = B(5, 0.4).
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b1) Transformamos el suceso sacar caras en sacar cruces, luego en valores de la variable y después
buscamos la probabilidad en la tabla.

P (Sacar 3 caras) = P(Sacar 2 cruces) = P(X =2)={Miramos en la tabla} =|0.3456

00 010 813 020 4 049 0.20

ik
00,2055

LS GG O

Al

{20

01657 0,156
- . - _— ; Labith Dailsy 03RS
GO ORO1] RGED 0024 G502 00 003E oaie dan LT ADGE  03Em
0000 OO W0ils OO0 00061 00106 OS] DOEE Oidss G0Tes Li1M 04T 01503
(ANTNE (eNW)  WOONND (w0l NS O 0 WERE DOl DewER (e danas st g

0860 |

(3450

b2) Transformamos el suceso sacar caras en sacar cruces, luego en valores de la variable y después
buscamos la probabilidad en la tabla.

P (Sacar més de 3 caras) = P (4 caras 0 5 caras) = P(1 cruz 0 0 cruces) =
=P(X =1)+P(X =0)={Miramos en la tabla} = 0.2592 +0.0778 =[0.3370]

P g01 005 010 013 020 025 030 033 035 o4l 045 o049 0s0

005303 00345 00313

2 R02050 01657 01563
&0010 00214 00720 01382 028 02637 03087 03202 164 oo 03369 03185 03125
3 00000 00011 00081 00244 00512 00879 01323 01646 01811 023 02757 03060 03125
4 00000 00000 00006 00022 00064 00146 00288 012 00488 00768 01128 01470 01563
5 00000 00000 00000 00001 00NE 00010 00024 00041 00053 00162 00185 00282 00313
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PROPUESTAB

1B. Halla razonadamente las dimensiones mas econdmicas de una piscina de 32 m2con un fondo
cuadrado, de manera que la superficie de sus paredes y el suelo necesiten la cantidad minima de
material. (2,5 puntos)

Asignamos letras a las dimensiones de la piscina en el dibujo.

K
X
El volumen de la piscina es area de la base por la profundidad.

V =x%y

V=32 x>

32
}:xzy:32:> y==
La superficie de sus paredes y el suelo es lo que debemos hacer minimo. Sumamos las cuatro
paredes cuya superficie es x - y junto con la superficie de la base x°.

S(x)=x2+4xy=x2+4x¥:x2+%
X X

Derivamos la funcién y la igualamos a cero, en busca de sus puntos criticos.

S(x)=x’ +% = x? +128x " = S "(x) = 2x-128x % = 2x_1f_28

S(X)=0= 2x— 20 0= 2x* ~128=0= 2X* =128 = X' =64 = x = Y64 =4
X

Comprobamos si es un minimo usando la segunda derivada.

S(x)=2x-128x" = S"(x)=2+256x"° = 2+£36
X

5"(4):z+%:6>o

X =4 es un minimo, pues la segunda derivada es positiva. La superficie a usar es minima cuando la

32 32

base de la piscina es un cuadrado de lado 4 metros. Y la profundidad esde y=— = yol 2 metros.
X
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2B. Calcula razonadamente las siguientes integrales:

) IXS +2x°+x-10
X2+ X—2

Nota: In denota logaritmo neperiano.

dx b) I x? In xdx (1,25 puntos por integral)

a) Realizamos la division que aparece en el integrando.

X2 42x2 +x =10 |x2+x—2
2 =X +2x X+1
X% +2x% +x—10 > 2Xx—8
. = X +3X =X+1+ 50—
X°+X—-2 ) X“+Xx-2
—X -X 42
2X -8
3 2 _ 2
_[X +§X X 10dx jx+ldx+J.de:x—+x+...
X+ X—-2 X+ X—-2 2
-1+3 1
1+ P-4(=2) 14 -
X24+x-2=0=x= ( ): 1£3_] 2 = X’ +x-2=(x-1)(x+2)
2 2 -1-3
T:_Z

2X—8 A B
= +
X*+x-2 x-1 x+2
2x-8  A(x+2)+B(x-1)
XCrx—2 (x-1)(x+2)

x=—2—>-4-8=B(-3)>B=4
= 2x-8=A(x+2)+B(x-1)=
X=1->2-8=3A—> A=-2
2X—8 -2 4
= +
X2+Xx—2 x-1 x+2

2 e
=k —2+idx:x—+x 2j—dx+4 de—
2 Xx-1 Xx+2 2 X+2

= X?+x—2ln|x—1|+4ln|x+2|+K

b) Utilizamos el método de integracion por partes.

u:lnx—>du:1dx

Ilenxdx: X :—Inx J'——dx_—lnx——szdx_
dv:xzdx—>v:jx2dx:x—
3 3 3 3
=X n X—EX—: Xinx-2 4k
3 33 3 9
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3B. Dadas matrices

011 -1 0 1 1 10
A=/1 0 0, B={0 -1 0f v C={0 3 O
0 01 1 1 0 -1 01

a) Calcula razonadamente A™. (1 punto)
b) Calcula razonadamente la matriz X que verifica que A - X +B=C?. (1,5 puntos)

a) Calculamos su determinante para comprobar si tiene inversa.

011
|A|:1 0 0|=0+0+0-0-1-0=-1%0
0 01
El determinante es distinto de cero y tiene inversa. La calculamos.
010 +0 0 1 0 1 0‘
Adil1 0 0 01 1 1 1 0
Lo 0 -1 0
L Adj(AT) 101 10 oo o1
Al = - ——| - + — =—/-1 0 1
|A| -1 0 1 11 10
0O 0 -1
10 00 01
+ — +
00 10 10
01 O
Al=l1 0 -1
0 0 1
b) Despejamos X, usando que A tiene inversa y ya la tenemos calculada.
A-X+B:C2:>A-X:CZ—B:>X=A‘1(C2—B)
1 1 01 10 1 1+3 0 1 4 0
C®=|0 3 0|0 3 0f=| O 9 0|=l0 9 O
-1 0 1){-1 0 1 -1-1 -1 1 -2 =11
1 4 0 -1 0 1 2 4 -1
C*-B={0 9 0|-|0 -1 0|=({0 10 O
-2 =11 1 1 0 -3 -2 1
01 0Y2 4 -1 0 10 0 0 10 O
A*l(c2—8)= 10 -1|0 10 0 |=|2+3 4+2 -1-1|=|5 6 -2
00 1)M\-3 -2 1 -3 -2 1 -3 -2 1
0 10 O
X=|5 6 =2
-3 -2 1
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4B. a) Halla razonadamente el valor de a € R para el cual el plano o =x—y—az+5=0 es paralelo
a larecta

X-2 'y z
—_— = 1,25 puntos
3 " £ > (1.25p )

r

b) Calcula razonadamente la distancia del punto P(1, 2, 3) alarecta r = XT_3 =y-1=z (1,25

puntos)

a) Si plano y recta son paralelos el vector normal del plano es perpendicular al vector director de la
recta. Su producto escalar debe ser nulo.

a=x-y-az+5=0=n= (L-1,-a)

_‘
I|I

2 v -(3-52) (= (1-1-a)(3-52)-0=

0

=)

. V

r

(o0}

=3+5-2a=0=|a=—=4

N

b) Hallamos el plano T perpendicular a la recta que pasa por el punto P. Determinamos el punto P
de corte de recta y plano. La distancia de P a la recta r sera el modulo del vector PP .

Hallamos el plano perpendicular a la recta. Tendra como vector normal el director de la recta.

r

XT_3=y—1=z:>\7r=(2,1,1)

n=v (211)}:>ﬂ52x+y+z+D:0

' 2+2 D=
P(123)e7z' P(1,2,3)e7z }:> +2+3+ 0=

=>D=-""T=7r=2x+y+2-7=0

Hallamos el punto de corte de recta y plano. Para ello pasamos las ecuaciones de la recta a
paramétricas.
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X=3+21
X—3
r=——-=y-l=z=r=qy=1+41
2 g = 2(3+24)+1+ A+ A-7=0=
rT=2X+y+2-7=0
Xx=3
=6+41+1+ 1+ 1-7=0=26A=0=>1=0= y=1= P’(3,1,0)
z=0

Calculamos la distancia de P a r que es el médulo del vector PP .

PP"=(3,1,0)-(1,2,3)=(2,-1,-3)

Distancia (P, r) :‘PP" —J4+1+9=\14u

262 de 280 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU Extraordinaria 2017 Matemadticas Il en Castilla la Mancha

5B. a) De una urna que contiene tres bolas blancas y dos bolas rojas extraemos, sucesivamente y sin
reemplazamiento, dos bolas. Calcula razonadamente la probabilidad de:

al) Que la segunda bola extraida sea blanca. (0,75 puntos)

a2) Si la segunda bola extraida ha sido blanca, que la primera fuera roja. (0,5 puntos)
b) El tiempo de duracion de las llamadas telefonicas a cierta centralita se distribuye segiin una
distribucion normal de media 5 minutos y varianza 4. Calcula razonadamente:

b1) La probabilidad de que una llamada dure menos de 4,5 minutos. (0,75 puntos)

b2) El tiempo de duracion que no es superado por el 33% de las llamadas. (0,5 puntos)

a) Realizamos un diagrama de arbol descriptivo del experimento aleatorio.

22 bola blanca
12 bola blanca 2/4
3/5 22 bola roja
2/4

22 bola blanca

12 bola roja 3/4

2/5 22 bola roja
1/4

Observando este diagrama respondemos.

al) P(22 bolablanca)=§-z+z.§:£: §:0.6
54 5 4 20 |5
a?2)
2 3
P(12 bolaroja m 22bolablanca) ¢ 4
P (12 bola roja / 2% bola blanca ) = ( Ja )_54_6_ 1 o5
P (22 bola blanca) 12 12 |2
20

b) X = Duracion de una llamada telefonica en minutos.
Como la varianza es 4 la desviacion tipica es la raiz cuadrada de 4 que vale 2. X = N(5, 2)

bl) Nos piden calcular P(X <4.5).

45-5
2

P(X <4.5)={Tipificamos} = P(Z < )= P(Z<-0.25)=

=P(Z >0.25)=1-P(Z <0.25) = {Miramos en la tabla} =1-0.5987 = 0.4013
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a 0,00 001 002 0.0 0,06

0,07 0,08 0,09

05239

6 0.5636
= 0,6026
0,6931 “OBIoT 0,6406
0.6700 06736 06772

0,5040
0.5438

0,5080
0.5478

0,5000
0,5398

0,6293
0.6664

0,6255
0.6628

0.6217
0.6591

0.3 | 0.6179
0.4 | 0.6554

b2) Buscamos un valor del tiempo “a” tal que P(X <a) =0.3333.
P(X <a)=0.3333= {Tipificamos} = P[

Este valor no lo encontramos en la tabla, por lo que

,/‘/ N
y

-

—

AN

\'>—_

0

Usando la simetria de la campana de Gauss tenemos que:

#
AT /

Z<—a_5
2

)

a-5
<_—
2

o

Asi tenemos que 1— P(Z j =0.3333=> P(Z

a-5
<_—
2

0,5319
0,5714
0,6103
0,6480
0,6844

0,5359
0,5753
0,6141
0.6517
0,6879

0,5279
0,5675
0,6064
0.6443
0.6808

7 < aT—s) —0.3333

a->5 .
—5 e negativo.

j =1-0.3333=0.6667

Buscamos en la tabla — _aT—S =0.43=>a-5=-0.86=>a=5-0.86 =4.14 minutos

0,00 0,01 0,02 004 0,05 0,06 007 008 0.09
0,5000 0.,5040 0,5080 0,5160 0,5199 05239 05279 0,5319 0,5359
0,5398 0,5438 0,5478 0,5557 0.5596 05636 05675 05714 0,5753
0,5793 0,5832 0,5871 0,5948 05987 06026 0,6064 06103 0,6141
0$179 06217 06255 0,6331 06368 06406 0.6443 06480 06517

0.6700 06736 06772 06808 06844 06879
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EvAU Junio 2017
Evaluacién para el Acceso a la Universidad
Convocatoria de 2017
Materia: MATEMATICAS Il

Instrucciones: El estudiante debera contestar a una de las dos opciones propuestas
camrus pe exceLencia mernacionar A O B. Dentro de cada opcidn el estudiante elegiré cuatro ejercicios entre los cinco
propuestos. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y
razonando las respuestas. Se puede utilizar cualquier tipo de calculadora. Cada
gjercicio completo puntia 2,5 puntos. Duracion de la prueba: 90 minutos.

PROPUESTA A
1A. Dada la funcién
x*+a si x<2
fO)=1 , .
—X“+bx-9 si x>2

a) Calcula razonadamente los pardmetros a y b para que f(x) sea derivable entodo R . (1,5 puntos)
b) Enuncia el teorema de Rolle y comprueba si, para los valores hallados en el apartado anterior, la
funcidn f(x) verifica las hipdtesis del teorema en el intervalo [-2, 6]. (1 punto)

2A. Con una chapa metélica de 8x5metros se desea construir, cortando cuadrados en las esquinas,
un cajon sin tapa de volumen maximo. Halla razonadamente las dimensiones de dicho cajon. (2,5
puntos)

3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del parametro ae R
ax—-y+z=a-4
2x+y—az=a-1 (1,5 puntos)
y—-z=-3
b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = —1. (1 punto)

4A. Dado el punto P(2,0,-1) y las rectas
_X=2 y+1 z . X-y+2z+4=0
-1 2 0 ys= X+z+1=0
a) Determina razonadamente la posicion relativa de las rectas r y s. (1,5 puntos)
b) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano que pasando por P es paraleloaryas.
(1,5 puntos)

5A. a) Los operarios A, B 'y C producen, respectivamente, el 50 %, el 30% y el 20% de las resistencias
que se utilizan en un laboratorio de electronica. Resultan defectuosas el 6% de las resistencias
producidas por A, el 5% de las producidas por B y el 3% de las producidas por C. Se selecciona al
azar una resistencia:
al) Calcula razonadamente la probabilidad de que sea defectuosa. (0,75 puntos)
a2) Si es defectuosa, calcula razonadamente la probabilidad de que proceda del operario A.
(0,5 puntos)

b) Las resistencias se empaquetan al azar en cajas de cinco unidades. Calcula razonadamente la
probabilidad de:
b1) Que en una caja haya exactamente tres resistencias fabricadas por B. (0,75 puntos)
b2) Que en una caja haya al menos dos fabricadas por B. (0,5 puntos)
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no P po01 o005 010 0315 020 025 030 033 035 040 045 049 050
5 0 00510 07738 05005 04437 0,3277 02373 01681 0,317 0.1160 0,778 00503 0.0345 0,0313
1 0,0480 02036 03281 03015 04006 03955 03602 03202 03124 02502 02050 0.1657 0,1563
2 0,0010 00214 00720 01382 02048 02637 03087 03202 03364 03456 03369 03185 03125
3 0,0000 00011 00081 00244 00512 00870 01323 01646 01811 02304 02757 03060 03125
4 0,0000 00000 00005 00022 00064 00146 00284 00412 00488 00768 01128 0.1470 0,1563
5 0,0000 0,0000 0,0000 00001 0,0003 00010 00024 00041 00053 00102 00185 00282 00313

PROPUESTAB

1B. Calcula razonadamente los siguientes limites:
3 2
. X*+3x°—4 . XIn(x+1
a) lim— > b (—)
x>-2 X +5X° +8x+4 x>0 2—-2C0S X
Nota: In denota logaritmo neperiano.

(1,25 puntos por limite)

2B. Dadas las funciones f(x)=—x*>y g(x)=x*-2x—4

a) Calcula razonadamente el area del recinto cerrado limitado por sus graficas. (1,5 puntos)
b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta normal a la gréfica de g(x) en el punto de
abscisa x = -3. (1 punto)

3B. Dadas matrices

2 1 0 -1 0 1 0 1 0
A=-1 0 0|, B={2 -1 0, vy C={0 3 0
1 2 -1 1 0 0 -1 0 -1
a) ¢Tiene inversa la matriz 21, + B? Razona la respuesta. I3 es la matriz identidad de orden 3. (1

punto)
b) Calcula razonadamente la matriz X que verifica que 2X +C =A-X - B. (1,5 puntos)

4B. a) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta, en su forma general o implicita, que
contiene a los puntos P(0, 1, -2) y Q(4, -3, 0). (1 punto)
b) Encuentra razonadamente un punto que equidiste de P y Q y que pertenezca a la recta

X=2+1
r=qy=-4 AeR. (1,5 puntos)
z=-5

5B. a) En mi casa dispongo de dos estanterias A'y B. En A tengo 20 novelas, 10 ensayos y 10 libros
de matematicas y en la B tengo 12 novelas y 8 libros de matematicas. Elijo una estanteria al azar y
de ella, también al azar, un libro. Calcula razonadamente la probabilidad de que:

al) El libro elegido sea de matematicas. (0,75 puntos)

a2) Si el libro elegido resultd ser de matematicas, que fuera de la estanteria B. (0,5 puntos)

b) El tiempo de espera en una parada de autobus se distribuye seguin una distribucion normal de
media 15 minutos y desviacion tipica 5 minutos.

b1) Calcula razonadamente la probabilidad de esperar menos de 13 minutos. (0,75 puntos)

b2) ¢ Cuantos minutos de espera son superados por el 33% de los usuarios? Razona la respuesta.

(0,5 puntos)

a 0,00 001 002 003 004 005 006 007 0,08 0,09
| 0,0 [ 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 05239 0,5279 0.5319 0,5359
0,1 | 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 05714 0,5753
0,2 | 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 | 0,6179 0,6217 10,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 | 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
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SOLUCIONES
PROPUESTA A
1A. Dada la funcién
f(x):{xzja -si X<2
—X“+bx-9 si x>2

a) Calcula razonadamente los parametros a y b para que f(x) sea derivable entodo R . (1,5 puntos)
b) Enuncia el teorema de Rolle y comprueba si, para los valores hallados en el apartado anterior, la
funcion f(x) verifica las hipdtesis del teorema en el intervalo [-2, 6]. (1 punto)

a) Para ser derivable debe ser continua. La funcion debe ser continua en x = 2 y por tanto los
limites laterales en x = 2 deben ser iguales.

lim f(x)=limx*+a=4+a

X—2~ X—2~
lim f(x)= lim—x*+bx-9=—4+2b-9}=4+a=-4+2b-9=|a=2b-17
x—2" x—2"

lim f(x)=lim f(x)
x—2~ x—2"
La funcién son dos polinomios que son derivables en R —{2}.

X* +a si x<2 ) 2X si x<?2
f(x)= = f(x)= ]
—Xx*+bx—-9 si x>2 —2X+b si x>2

Al ser derivable en x = 2 las derivadas laterales deben de ser iguales.

f(2)=4
f(2)=-4+b t=>4=-4+b=[b=§|
f(2)=1(2")
Sustituyendo este valor en la igualdad obtenida por la continuidad.
a=2b-17
—la=16-17=-1]
b=8

b) Teorema de Rolle. Si f (x) es continua en [a, b] y derivable en (a, b) y f(a) = f(b) entonces existe
al menos unc en (a, b) tal que f ’(c)= 0.

x? -1 si x<2
—X*4+8x-9 si x>2

Esta funcion es continua en el intervalo [-2, 6] y derivable en dicho intervalo, pues lo es en todo
R . Ademas se cumple que f(-2) = f(6).

La funcion es f(x) :{

f(-2)=(-2) -1=4-1=3

2 — f(-2)=(6)=3
f(6)=-6+8-6-9=-36+48-9=3

Se verifican todas las hip6tesis del teorema de Rolle y existe, al menos, un valor ¢ en el intervalo
[-2, 6] donde se anula la derivada.
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2A. Con una chapa metélica de 8x5metros se desea construir, cortando cuadrados en las esquinas,
un cajon sin tapa de volumen méaximo. Halla razonadamente las dimensiones de dicho cajon. (2,5
puntos)

Hacemos un dibujo descriptivo de lo que queremos hacer.
8 m

q B

tf.
(Y
-
N
o,
-

8-2x

El volumen de la caja depende del valor del cuadrado que quitemos en las esquinas. Obtenemos la
funcion que expresa este volumen.

V (x)=x(8-2x)(5-2x) = x(40—16x—10x+4x2) — A3 — 26X2 + 40X
Deseamos que el volumen de la caja sea maximo. Derivamos la funcion y la igualamos a cero.

V (x)=4x°—26x* +40x =V '(x) =12x* —52x + 40

13:,)(~13)° ~4-3-10

V'(x):0:12x2—52x+40:0:3x2—13x+10:0:>x:

13+7 _10
(187 _| 6 3
6 13—7:1

6

- ., 1 . .
Los puntos criticos de la funcion son x=1y x = ?O . Usamos la segunda derivada para averiguar

que tipo de punto critico es cada uno.
V“(1)=24-52=-28<0
V(x)=12x* -52x+40 =V “(x)=24x-52 =
() () V"(%j:24%—52:28>0

La segunda derivada es negativa en x =1 y es un maximo de la funcion volumen.
El cajon sin tapa de volumen maximo tendria las dimensiones expresadas en el dibujo.

/ S
1 ml ’ m

6 m
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ax—-y+z=a-4
2x+y—-az=a-1
y—-z=-3

3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del parametro ae R
(1,5 puntos)

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = 1. (1 punto)

a) Consideramos la matriz de coeficientes asociada al sistema:

a -1 1
A=|2 1 -a
0 1 -1

Calculamos su determinante y lo igualamos a cero.

a -1 1
Al=]2 1
0 1

|A|:O:>a2—a=0:>a(a—1):0:>{

—a|l=-a+0+2-0-2+a’=a’-a
-1

a=0
a-1=0=a=1

Consideramos tres casos distintos que analizamos por separado.

CASO1l. a=-0ya=l1

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. Por lo que el rango de la matriz
ampliada A/B también es 3, asi como el nimero de incognitas.
El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO (unica solucion)

Ecuacion 32 + Ecuacion 12

CASO 2. a=0
Vemos como queda el sistemay lo resolvemos.
-y+z=-4
2x+y =-1 ;=
y—-z=-3
-y+z=-4
=2x+y =-1
0=-7

y -z = -3
-y 4z = -4 =
0 = —7-— Nuevaecuacion 32
iIMPOSIBLE!

La tercera ecuacion es imposible. El sistema es INCOMPATIBLE (sin solucion)

CASO 3. a=1

Vemos como queda el sistema y lo resolvemos.

Ecuacién 22 — 2 - Ecuacion 12

X—y+z2=-3

2X  +y
2Xx+y-z=0 = ox 42y
y—-z=-3 3y

s e
27 =6 RO i =
-3z =6-—> Nueva ecuacion 22 y-z=-
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Ecuacion 32 — Ecuacion 22
X—-Yy+z=-3

y -z =-3
= y-1=2 = =
_ 3 -y 4z =-2
y-z=- 0 =-5— Nueva ecuacion 3
X—y+z=-3

= y-z=2
0=-5 |iIMPOSIBLE!

La tercera ecuacion es imposible. El sistema es INCOMPATIBLE (sin solucion)

b) Para el valor a = -1 el sistema es compatible determinado.

—-X-y+z=-b
El sistema a resolver es 2x+y+z =-2+. Lo resolvemos por el método de Gauss.
y—-z=-3
. Ecuacion 22 + 2 - Ecuacion 12
;x—y+z_—2 2X 4y +z =-2
x+y+z_—3 =1 _2x -2y +2z =-10 =
ymz=- —y +3z =-12-> Nueva ecuacién 2
Ecuacion 3% + Ecuacion 28
—X—-y+z=-5
-y+3z=-12}= y -z =3 =
= TYy*er= ; -y +3z =-12
y=2=- 2z =-15— Nueva ecuacion 3?
—X—-y+2=-5 —x—y—Ez—S
15 2
= —-y+3=-12'=1=-—|> =
2 15
2z =-15 -y+3 oy =-12
—2x—2y-15=-10 —2X-2y =5 4
45 21;= 21| = —2X+—=5=
-y=-12+—=— y=——- 2
2 2 2

= —2x=5-21=-2x=-16 =[x =8|

La solucion es x =8; y:—%l; z:_%
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4A. Dado el punto P(2,0,-1) y las rectas
x—2 y+1 z X—y+2z+4=0
=— =2 —=— y =
X+2+1=0
a) Determina razonadamente la posicion relativa de las rectas r y s. (1,5 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano que pasando por P es paraleloaryas.
(1,5 puntos)

a) Obtengamos un vector director y un punto de cada recta.

2 0

‘e )(_2_y_-|-j|__E:>rE v, =(—1,2,0)
-1 Pr(Z,—l,O)

X—y+2z+4=0 (x-y=-2z-4 [(-z-1)-y=-2z-4
s= = = =
X+2z+1=0 Xx=-z-1 Xx=-z-1

X=-1-t —
—y=2-27-4+1=-z2-3 [y=2+3 v, =(-111)
= = =>S=:y=3+t =>s=
X=-z-1 X=-z-1 St P.(-13,0)

Las coordenadas de los vectores directores no son proporcionales, luego las rectas no son ni
coincidentes ni paralelas.

v, =(-12,0 _
-~ ( ) = 2-2_9% NoEsciErTO!
v, =(-111) 1

‘11
¢Las rectas se cortan o cruzan?
Calculamos el producto mixto de los vectores directores v, =(-1,2,0), v, =(-111) y P.P,.

v, =(~1,2,0) o
. ~(11) [ RR]- 1 1
PP, =(-1,3,0)-(2,-10)=(-3,4,0) 3 40

[V, .V, PP ]|=0-6+0+0-0+4=-20

Como el producto mixto es no nulo entonces las rectas r y s se cruzan.

b) El plano  paralelo a r y s tiene como vectores directores los directores de las rectas.

a=\7r=(_1’2'0) X-2 'y z+
v=v,=(-111) {=z=| -1 2 0 [=0=>2x-4-7-1+2z+2+y=0=
P(2,0-1)ex -1 1 1

=|r=2x+y+2-3=0
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5A. a) Los operarios A, B 'y C producen, respectivamente, el 50 %, el 30% y el 20% de las resistencias
que se utilizan en un laboratorio de electrénica. Resultan defectuosas el 6% de las resistencias
producidas por A, el 5% de las producidas por B y el 3% de las producidas por C. Se selecciona al
azar una resistencia:

al) Calcula razonadamente la probabilidad de que sea defectuosa. (0,75 puntos)

a2) Si es defectuosa, calcula razonadamente la probabilidad de que proceda del operario A.
(0,5 puntos)

b) Las resistencias se empaquetan al azar en cajas de cinco unidades. Calcula razonadamente la
probabilidad de:

b1) Que en una caja haya exactamente tres resistencias fabricadas por B. (0,75 puntos)

b2) Que en una caja haya al menos dos fabricadas por B. (0,5 puntos)

a) Construimos un diagrama de arbol.

al) P(Defectuosa)=0.5-0.06+0.3-0.05+0.2-0.03={0.051

a2)
P (Operario A N Defectuosa)

P (Defectuosa)

P (Operario A / Defectuosa) =

_05-006 |30 _ 0.588
0.051 51

b) La variable aleatoria X = NUmero de resistencias fabricadas por B es una variable aleatoria
binomial. La probabilidad de que una resistencia sea de B es constantemente igual a 0.3. el
experimento se repite 5 veces en cada caja.

Llamamos Exito = Ser del operario B.

Siendo las repeticionesn =5 y p = P(Exito) = 0.3
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bl) P(X =3)=[0.1323]. Obtenido mirando en la tabla.

P 001 005 010 015 020 025 033 035 040 045 049 0,50

09510 07738 05905 04437 03277 02373 0. @=1 01317 01160 00778 00503 00345 00313
00480 02036 03281 03915 04006 03955 0502 03202 03124 02502 02059 01657 01563
00010 00214 00720 01352 02048 02637 QZear 03202 03361 03456 03369 03185 03125
: : ; .*u.mm 01811 02304 02757 03060 03125
0.0000 00000 00005 00022 00061 00146 Pm®® 00112 00488 00768 01128 01470 01563
00000 00000 00000 00001 00003 00010 00024 00041 00053 00102 00185 00282 00313

b2)
P(X22)=P(X =2)+P(X =3)+P(X =4)+P(X =5)=

=0.3087+0.1323+0.0284 + 0.0024 = |0.4718

Obtenido mirando la tabla

P 001 005 010 015 020 025 J030) 033 035 040 045 049 050

n
5 09510 07738 05905 04437 03277 02373 01681 01317 01160 00778 00503 00345 00313
00480 02036 03281 03915 04096 03955 o 03202 03124 02592 02059 01657 0,1563
03087 §0,3292 03364 03456 03369 03185 03125
0,1323 g0,1646 01811 02304 02757 03060 03125
00281 QOOMI2 0488 00768 01128 01470 01563

0,0024 §0.0041 00053 00102 00185 00282 00313

- wwleox
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PROPUESTAB

1B. Calcula razonadamente los siguientes limites:

3 2 xIn(x+1
a) lim X*+3x° -4 b) lim ( )
x>-2 x> +5x* +8x +4 x>0 2—2C0S X

Nota: In denota logaritmo neperiano.

(1,25 puntos por limite)

a)
i X34 (-2)° +3(-2)" -4
-2 X3 4+ 5x° +8x + 4 (_2)3+5(_2)2+8(_ )+4

OIO

={Aplico L"Hbpital} =

3x’+6x  3(-2) +6(-2)
-2 +

0 . .
= = —— —{Aplico L"Hapital} =
x>-23x* +10X +8 3(- ) +10(-2)+8 O tAplico L'Hopital}

6x+6 6(-2)+6 6
= =2 =3
S ex+10  6(-2)110 -2

b)
fim xIn(x+1) ~ 0-In(0+1)
x>0 2-2C0SX 2—2C0S0

_0_ Aplico L"Hopital} =
0

In(x+1)+xi In(x+1)+i In(0+1)+ 0 0
— lim X+l _ im x+l_ 0+1_ = _(Aplico L'Hapital} =
X—0 _2(_Senx) X—0 2senx —2(—sen0) 0
1 {x+1)—x1 1 1 1 1
o+l (x+1) x+1 (x+1f 0+1 (041 2
_ lim — lim = == =0
x>0 2C0S X =0 2C0S X 2cos0 2
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2B. Dadas las funciones f(x)=—x*y g(x)=x*>-2x—4

a) Calcula razonadamente el area del recinto cerrado limitado por sus graficas. (1,5 puntos)
b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta normal a la grafica de g(x) en el punto de
abscisa x = -3. (1 punto)

a) Buscamos los puntos de corte de ambas funciones.

f(X)=g(X)=>x*-2x-4=-X*=2x"-2x-4=0=>x"-x-2=0=

143 _

=
El area del recinto limitado por las dos graficas es el valor absoluto de la integral definida entre —1
y 2 de la diferencia de las dos funciones.
3 2
{2 X e 4x}
3 -1

‘——4 8+<+1- 4‘:9u2

Area =

ix2—2x—4—(—x2)dx = j2x2—2x—4dx =

- [2%3—22—4-2}{2g—( }

Dibujamos las graficas y el recinto para comprobar si este valor del area es correcto.

\ -

glx)=x"—-2x—4

flx) = -7

[N/

b) La ecuacion de la recta normal a la grafica de g(x) en el punto de abscisa x = -3 es:
y—g(-3) = (x+3).

-1
9'(-3)
g(x)=x*—2x—4= g(-3) =(-3)° -2(-3)-4=9+6-4=11
g(x)=x*-2x-4=g'(x)=2x-2=g'(-3) =2(-3)-2=-8

y—g(-3) = (x+3)

-1
g (-3 9
g’(-3)=-8 =y-11= 8(x+3):>8y 88=x+3=|-x+8y—-91=0
g(-3)=11
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3B. Dadas matrices

2 1 0 -1 0 1 0 1 0
A=-1 0 0|, B={2 -1 0] vy C=0 3 O
1 2 -1 1 0 O -1 0 -1

a) ¢Tiene inversa la matriz 21, + B? Razona la respuesta. I3 es la matriz identidad de orden 3. (1
punto)
b) Calcula razonadamente la matriz X que verifica que 2X +C =A—-X - B. (1,5 puntos)

a) Calculamos la expresion de la matriz 21, +B.
1 00 -1 0 1 1 01
21,+B=2{0 1 0|+ 2 -1 0|=|2 1 O
0 01 1 0 0 1 0 2

Esta matriz tiene inversa si su determinante es no nulo.
1 0 1

21,+B|=[2 1 0/=2+0+0-1-0-0=120
10 2

Si tiene inversa la matriz 21, + B.
b) Despejamos la matriz X de la ecuacion
2X+C=A-X -B=2X+X -B=A-C= X (2I,+B)=A-C= X =(A-C)(21,+B)"
Hallamos la expresion de la matriz A — C y la inversa de la matriz 21, +B.

2 1 0 0 1 0 2 0 0
A-C={-1 0 0-|0 3 O0|=-1 3 O
1 2 1) (-1 0 -1 2 2 0

1 2 1 +1 0 00 +0 1
Adjl0 1 0 0 2 1 2 10 ) 0 1
. T —
L Adj{(21,+8)") 102 |21 B B2
(21,+B) = = =| - + - =-4 1 2
21, +B| 1 02 12 o
-1 0 1
2 1 11 1 2
+ - +
10 00 01
Seguimos calculando la matriz X.
2 0 0)2 0 -1 4 0 -2
X=(A—C)(2I3+B)_1= -1 -3 0|41 2|=|-2+12 -3 1-6

2 2 0){-1 0 1 4-8 2 -2+4
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4B. a) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta, en su forma general o implicita, que
contiene a los puntos P(0, 1, -2) y Q(4, -3, 0). (1 punto)
b) Encuentra razonadamente un punto que equidiste de Py Q y que pertenezca a la recta

X=2+1
r=qy=-4 AeR. (1,5 puntos)
z=-5

a) Hallamos la ecuacion de la recta.

A x

P(0,1,-2)er } x=44

- =>r=qy=1-41 =-:y=1-41 =
Vf:PQ:(Q_&Oy%DJfQ)=(4_42) z2=-2+21 z2=-2+21

X
y=1_4Z y=1-x {x+y—1:0 {x+y—1:0
= = =|r

22 =-4+X

z=—2+2§ —X+2z+4=0

z:—2+§
2

b) Todos los puntos que equidistan de los puntos P y Q constituyen un plano que pasa por el punto
medio M del segmento PQ y perpendicular al vector que une ambos puntos.
Hallamos la ecuacion de ese plano y después hallamos el punto de corte del planoy larectar,
siendo este el punto S buscado.

Hallamos el punto medio M del segmento PQ.
(0,1,-2)+(4,-3,0)
2
Hallamos la ecuacién del plano que pasa por M y perpendicular al vector PQ y que por tanto su

vector normal es dicho vector.

M =

=(2-1-1)

M(2,-1,-1)ex _M (2,-1,-1)ex
n=PQ=(4,-4,2)

}:4-2—4(—1)+2(—1)+D=0:>
7=4x-4y+22+D=0

=>8+4-2+D=0=D=-10=>7=4x-4y+22-10=0=>7=2x-2y+2-5=0
Hallamos el punto de corte de la recta r y el plano .

T=2X-2y+2-5=0

X=2+A
r=ly=-2 = 2(2+1)-2(=4)+(-5)-5=0=>4+21+24-5-5=0=
z=-5
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x:2+§:Z
272
o 44-6=0=4=0-3]y-3 s(f_ 3 ¢
472 2 272
z=-5

El punto buscado es S G,—%,—Sj

OTRA FORMA DE RESOLVERLO

El punto S que equidista de Py Q y que pertenece a la recta r tiene las coordenadas:

X=2+A1
Ser=qy=-4 :>S(2+/1,—/1,—5)
z=-5

Y ladistancia de Sa P y Q es la misma, lo que implica que los vectores SP y @ tienen el
mismo madulo.

SP=(0,1,-2)—(2+4,~4,-5)=(-2—- 4,1+ 2,3)
SQ=(4,-3,0)—(2+4,~4,-5)=(2-2,-3+ 4,5){ =
#l-f59

= (2= A) +(1+A) + (3 =y(2-2) +(-3+2) +(5) =

= (-2-2) +(1+2) +(3) =(2-2) +(-3+ 1) +(5) =

S A A+ JE 41+ 244 ) +9=b—bA+ )X +9-6A+ 1 +25=

:>14+6/1:38—10/1:>16Z:24:12%223S(2+g,—g,—5j:> S(Z,—ﬁ,—Sj
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5B. a) En mi casa dispongo de dos estanterias Ay B. En A tengo 20 novelas, 10 ensayos y 10 libros
de matematicas y en la B tengo 12 novelas y 8 libros de matematicas. Elijo una estanteria al azar y
de ella, también al azar, un libro. Calcula razonadamente la probabilidad de que:

al) El libro elegido sea de matematicas. (0,75 puntos)

a2) Si el libro elegido resultd ser de matematicas, que fuera de la estanteria B. (0,5 puntos)

b) El tiempo de espera en una parada de autobus se distribuye segun una distribucion normal de
media 15 minutos y desviacion tipica 5 minutos.

b1) Calcula razonadamente la probabilidad de esperar menos de 13 minutos. (0,75 puntos)

b2) ¢ Cuantos minutos de espera son superados por el 33% de los usuarios? Razona la respuesta.
(0,5 puntos)

a) Realizo un diagrama de arbol del experimento aleatorio planteado.

Elegir novela

20/40=2/4
Estanteria A Elegir ensayo
0.5 10/40=1/4
Elegir mates
— 10/40=1/4
Elegir novela
Estanteria B 12/20 =3/5
0.5 Elegir mates
8/20=2/5
. 1 2 [13
al) P(Elegir mates)=0.5-z+0.5-g= o

a2) Utilizamos el teorema de Bayes.

2
: : 052
. . P (Estanteria B n Elegir mates
P (Estanteria B / Elegido mates) = ( P (Elegi mateS) )_ 135 - %
40

b) X =tiempo de espera en una parada de autobus. X = N(15, 5)

b1) Nos piden calcular P(X <13).

X =15 13-15
<
5 5
=P(Z2>04)=1-P(Z<0.4)= {Miramos enla tabla} =1-0.6554 =0.3446

P(X <13)={Tipificamos} = P( jz P(Z<-04)=
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001 002 003 004 005 006 007 008 0,09
0,5040 05080 0,5120 0,5160 05199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
05438 05478 05517 0,5557 0.5596 0,5636 05675 05714 0,5753
0,5832 0,5871 05910 0,5948 05987 0,6026 0,6064 06103 0,6141
06217 06255 0.6293 0,6331 06368 06406 06443 06480 06517
0.6591 06628 06664 06700 06736 06772 06808 06844 06879

b2) Hay que buscar el valor “a” tal que P(X > a) =0.33.

P(X >a)=0.33= {Tipificamos} = P(X ;15 > a_slg’j ~033=
= P(Z > a‘l5j=o.33:>1— P(Z < a‘15j=o.33:

= P(Z < a—lSj =1-0.33=0.67 = {Buscamos en la tabla} =
=3 gamas15-22- |a=17.2 minutos|

0,00 001 0,02 0,03 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,5000 0,5040 0,5080 05120 ( 00,5199 0.5239 0,5279 0,5319  0,5359
05398 05438 0,5478 0,5517 05596 0,5636 05675 05714 0,5753
0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5987 0,6026 06064 0,6103 0,6141
0,79 06217 06255 0,6293 0.6368 06406 06443 06430 06517
0.6736 06772 0,6808 06844 06879

El 33% de los usuarios supera los 17.2 minutos.
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