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Introduccién

Este cuaderno contiene los examenes de matematicas Il propuestos en las pruebas de acceso a la
universidad de Castilla y Leon desde el afio 2017 al 2026. Los examenes estan resueltos por Juan
Antonio Martinez Garcia que ha sido profesor de matematicas de educacion secundaria.

La web www.ebaumatematicas.com dispone de los examenes de matematicas Il resueltos de otras
comunidades auténomas de Espafia, asi como distintas formas de recopilar los ejercicios que aparecen
en todas las pruebas, también existen unos apuntes de la materia.
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PAU Extraordinaria 2026
z Pruebas de Acceso a ensefianzas EJERCICIO
z universitarias oficiales de grado | MATEMATICAS II
7, Castillay Ledn N° Paginas: 3
INDICACIONES

1. OPTATIVIDAD: El examen consta de cuatro apartados: un apartado con un problema obligatorio
y 3 apartados con la posibilidad de elegir entre dos problemas. Se debera responder a un maximo
de CUATRO PROBLEMAS: el problema obligatorio (apartado 3) y solamente un problema de
cada uno de los tres apartados restantes. No es necesario hacerlo en el mismo orden en que estan
enunciados, pero se expresara claramente cuales son los elegidos. En caso de responder a dos
problemas de un mismo apartado, sélo se corregira el que aparezca en primer lugar segun el orden
de numeracion de pliegos y hojas de cada pliego y que no aparezca totalmente tachado.

2. CALCULADORA: Se podra usar una calculadora cientifica no programables, que no admita
memoria para texto, ni para resolucion de ecuaciones ni calculo matricial, ni para resolucién de
integrales, ni para representaciones graficas y sin conexién a internet. Durante el desarrollo de la
prueba no se permitira el préstamo de calculadoras entre estudiantes.

3. CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Cada uno de los problemas se puntuara
sobre un maximo de 2,5 puntos. Se observardn fundamentalmente los siguientes aspectos:
correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de
la situacion que se trata de resolver; justificaciones teoricas que se aporten para el desarrollo de
las respuestas; claridad y coherencia en la exposicion; precision en los calculos y en las notaciones.
Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse
la argumentacion ldgica y los célculos.

4. DEDUCCIONES POR ERRORES ORTOGRAFICOS Y GRAMATICALES: Se penalizaran
los errores ortograficos (grafias, tildes y puntuacion) cometidos, hasta un maximo de un punto en
la nota global del examen, teniéndose en cuenta que la repeticion del mismo error se contabilizara
como solo uno, los dos primeros errores no se penalizaran y, a partir del tercer error ortografico,
se deducira 0,1 puntos por error. Por errores en la redaccion, en la presentacion, incoherencia o
incorrecion Iéxica o gramatical se podra deducir un maximo de medio punto de la nota global. La
maxima deduccion global es de un punto.

5. El examen debe realizarse usando boligrafo azul o negro (sélo un color). No pueden usarse ni
lapiz, ni boligrafo borrable, ni boligrafo de otro color.

6. Respuestas numéricas exactas o con tres digitos decimales.

APARTADO 1: (obligatorio)

Problema 1.
2 20 -3 4 -6 1 00
Sean las matrices A=|0 2 0,B=| -2 1 -2|el={0 1 0
2 0 4 -11 3 -8 0 01
a) Resolver la ecuacion matricial %AZ - AX =B. (0,5 puntos)
X 0
b) Discutir el sistema de ecuaciones: (A—al)| y [=| 0 |, en funcion del parametro o e R.
z 1

(1,5 puntos)
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a b c g-5a 2d a
c)Sijd e f|=-2,calcularelvalorde 2h—10b 4e 2b|. (0,5 puntos)
g h i i-5¢c 2f ¢

APARTADO 2: (elegir UN problema)

4 1

(x—+)2’ si x<0,

(4+ xz)
Problema 2A. Sea la funcién f (x)=

e X .
>+—, Sl x=0.

(1+e) 4
a) Estudiar las asintotas de f(x). (1,5 puntos)
b) Calcular Jj f (x)dx. (1 punto)

Problema 2B. (Propuesto en la Comunidad de Cantabria en junio de 2024).
Considere la funcién f (x)=xIn(x) con x>0

a) Calcular la derivada de f(x). (0,75 puntos)

b) Calcular una primitiva de f(x). (0,75 puntos)

c) Calcular el &rea del recinto limitado por f(x), el eje OX (abscisas) y las dos rectas x=1y x=2.
(1 punto)

APARTADO 3: (elegir UN problema)

Problema 3A.
Dado el plano 7=x+y=0, el punto A(1L-1,0) ylarecta s=x=y=z.Hallar larectar, en su

forma paramétrica, que pasa por A, esta contenida en &, y corta a la recta s. (2,5 puntos)

Problema 3B.
Los puntos A(1,11) y B(0,2,0) son vértices consecutivos del paralelogramo ABCD. El centro del

paralelogramo es E(0,0,1).

a) Calcular las coordenadas de los otros vértices. (1 punto)

b) Hallar la ecuacion general del plano que contiene al paralelogramo. (1 punto)

c) Hallar el volumen del tetraedro formado por los vértices ABEO, siendo O(0,0,0) el origen de
coordenadas. (0,5 puntos)

APARTADO 4: (elegir UN problema)

Problema 4A.

El agua almacenada diariamente en el pantano de Riafio durante el afio 2.025 (365 dias), sigue una
distribucién normal con media 337,2 hm? y desviacion tipica de 40,5 hmq.

a) Elegido al azar un dia del afio 2.025, calcular la probabilidad de que el agua almacenada haya

sido superior a 299,94 hm?. (1 punto)
b) Calcular el nimero probable de dias que en 2.025 tuvieron almacenada una cantidad de agua
comprendida entre 299,94 hm? y 350,16 hm?. (1 punto)

) Razonar, utilizando solo resultados de los apartados anteriores, si, en este contexto, es correcto
afirmar que: “el nimero de dias con una cantidad de agua almacenada comprendida entre 310 hm?3
y 330 hm3 deberia estar entre 170 y 180”. (0,5 puntos)
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Problema 4B.

Lucia, Gloria y Maria se reparten los ejercicios que la profesora de matematicas asigna a su grupo.

Lucia resuelve el 45%, Gloria el 30% y Maria el resto. Ademas, sabemos que Lucia resuelve

correctamente el 90% de los ejercicios que realiza, Gloria el 95% y Maria el 80%.

a) Describir los sucesos y todas las probabilidades que se mencionan utilizando una notacion
adecuada. (0,5 puntos)

Si la profesora escoge un ejercicio al azar:

b) Calcular la probabilidad de que el ejercicio esté resuelto correctamente. (1 punto)

c) Sabiendo que el gjercicio es incorrecto, calcular la probabilidad de que lo haya resuelto Gloria.

(1 punto)
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SOLUCIONES
Problema 1.
2 20 -3 4 -6 1 00
Sean las matrices A=|0 2 0,B=| -2 1 -2|el=0 10
2 0 4 -11 3 -8 0 01
a) Resolver la ecuacion matricial %AZ —AX =B. (0,5 puntos)
X 0
b) Discutir el sistema de ecuaciones: (A—al)| y [=| 0 |, en funcién del pardmetro o e R.
Z 1
(1,5 puntos)
a b c g-5a 2d a
c)Si|d e f|=-2,calcularelvalorde 2h—-10b 4e 2b|. (0,5 puntos)
g h i i-5¢c 2f ¢

a) Despejamos X en la ecuacion matricial.

lAZ—AX =B:>1A2—B:AX:>X =A‘1(1A2—Bj:>
4 4 4
1 1

=X :ZA’lAA—A’lB: X :ZA—A’lB

Determinamos la inversa de la matriz A.

2 20
|Al=0 2 0/=16+0+0-0-0-0=16=0
2 0 4
2 0 2 2 0 2 0 2 2
+ - +
Adj|2 2 0 04 04 00
L Adi(AT) oo 4) 1 02 22 o
A 16 16| [0 4 Jo 4 fo O
02 22 [20
+ - +
2 0 |2 0 22

8 -8 0 1/2 -1/2 0
0 8 0|=| O 1/2 0
-4 4 4 -1/4 1/4 1/4

A=l
16

Determinamos la expresion de la matriz X.
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2 20 1/2 -1/2 0 -3 4 -6
XZEA—A’lB:1 0 2 0|-| O /2 0 || -2 1 -2|=
4 4
2 0 4 -1/4 1/4 1/4)(-11 3 -8

_—3+l 1 -3+1
1/2 1/2 0 2 2
=l 0 1/2 0|- -1 % -1 =
V2 0 113 211 . 13628
—_—— — — +_+_ _____
4 4 4 4 4 4 4
1/2 1/2 0) (-1/2 3/2 -2 1 -1 2
=0 12 0|-] -1 1/2 -1|=|1 0 1
/2 0 1) (-5/2 0 -1 3 0 2
1 -1 2
La solucion de la ecuacion matriciales X ={1 0 1].
3 0 2
b) La matriz de coeficientes asociada al sistema es
2 20 1 00 2-a 2 0
A-al=|0 2 0|-a/0 1 0= 0O 2-a 0 |ylamatrizampliadaes

2 0 4 0 01 2 0 4-co

2—-a 2 0 O
A/IB= 0 2-a 0 O
2 0 4-a 1

Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

2—-a 2 0
|A|= 0 2-a 0 =(2—a)(2—a)(4—a)+0+0—0—0—0=(2—a)2(4—a)
2 0 4-«
=2
|A|=O:>(2—a)2(4—a)=0:>{a
a=4

Distinguimos tres casos diferentes que analizamos por separado.

CASO1.Si a#2ya+4.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el
ndmero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una tnica solucion).

CASO2.Si a=2.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
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0 2 00
La matriz ampliada queda A/B=|0 0 0 0 |. Estudiamos el rango de Ay el de A/B
2 0 21
usando el método de Gauss.
0200 2 0 21
A/B=|0 0 0 O :>{Fi|ala<—>FiIa3a}: 0 00 0|=
2 0 21 0 200
A/B
2 0 21
= {Fila3*-> Fila2?}=|{0 2 0 0
0 00O

R
A

El rango de A es 2, al igual que el de A/B, los rangos son iguales, pero menores que el namero
de incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO3.Si a=4
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.

-2 2 00
La matrizampliada queda A/B=| 0 -2 0 O |. Estudiamos el rango de Ay el de A/B
2 0 01
usando el método de Gauss.
Fila3? + Filal?
-2 2 00 2 0 0 1
A/B=0—200:>_2200 =
2 001 0 2 0 1— NuevaFila3?
Fila3® +Fila 22 — N
-2 2 00 0 2 0 1 -2 2 00
:>0—200:>O_200 =0 -2 00
0 2 01 1570 0 1 NwevaFilaze| |20 01

A

El rango de A es 2 y el de A/B es 3, los rangos son distintos. El sistema es incompatible (sin
solucidn).

Resumiendo: Si a =2y a #4 el sistema es compatible determinado (una Unica solucion), si
a =2 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) y si a =4 el sistema es

incompatible (sin solucidn).

c) Aplicamos las propiedades de los determinantes.
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g-5a 2d a g 2d a
2h—10b 4e 2b ={COIumna1a+5-Columna3a} =12h 4e 2b|=
i-5¢c 2f ¢ i 2f ¢

g d a
= {Sacamos factor com(n 2 en la 22 columna} =2(2h 2e 2b|=
i f c
g d a
={Sacamos factor comin 2 en la 2*filaj =4|h e b|=
i f c

{Trasponemos la matriz y el} 4 d

Fila 32 & Fila 12 B
determinante no cambia B

El determinante cambia de signo
a b c

a b c
=—4d e f|=-4(-2)=[g
g h i
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X+1
4xx )2 si x<0,
(4+x%)
Problema 2A. Sea la funcion f(x)=
e’ X .
——+—, six=0.
(1+ ex)
a) Estudiar las asintotas de f(x). (1,5 puntos)
b) Calcular _[Ol f (x)dx. (1 punto)

a) Los denominadores nunca se anulan y el dominio de la funcién son todos los nimeros reales.
Asintotas verticales. x=a
No tiene pues el dominio es R .

Asintotas horizontales. y=b
Estudiamos que ocurre cuando x tiene a —oo.

bzlimf(X)=IimM—l (X 14) (13 X14j—4(i+i’j—

Larecta y =0 es asintota horizontal cuando x tiende a —o.
Estudiamos que ocurre cuando x tiende a +co.

X

X

b=lim f(x)=lim —>—+ X = lim —>— 1 lim 2=
X—>+00 X—>+00 (1+ e ) 4 x>+ (1+ ex) x—>+0 4
lim LZ = Indeterminacion(L"Hopital)= lim L = lim _t =1=0
xa+oo(1+ex) o0 X4)+302(1+e )/e/ xa+m2(1+ex) 0
X +00

lim—-—=—=+x

x—+0 4 4
w.=0+00 =400

La funcion no tiene asintota horizontal cuando x tiende a +c.

Asintota oblicua. y=mx+n

Cuando x tiene a —oo no tiene asintota oblicua pues tiene asintota horizontal.
Estudiamos que ocurre cuando x tiene a +oo.
e X
—— 4=
Cf(x) . (we) A X 3 1
m=Ilim —==lim-—F—=Ilim ——+ lim—=lim ———+ lim == ..
Xt X X—>+0 X X—>+00 X(1+ e ) X400 Y X+ (1+ex) x>+ 4]

10 de 316 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Extraordinaria 2026 Matemdticas Il en Castilla y Ledn

lim 6—2 =2 Indeterminacion(L"Hépital)= lim 5 ¢ =
rx(1ver) o (1+e) + 2x(1+ et e

. e ) e
= lim > = — = Indeterminacion(L"Hopital)=

e (1+ e*) + 2x(eX +e2x) o0

)i e” _
= 2(1+ex)eX +2(eX +e2x)+2x(eX +2er) -

X

. e
=m 2(1+ ex)eX +2(l+ ex)eX +2x(l+ 2ex)eX -

= lim 1 _i—o
o (1ret)+2(1ve)+2x(1+2e") 4o

1
m j—
X—>+0 4

X

n=lim (f (X)—mx): lim e—2+§_lxz lim e~ 2 :{CaICl.JIadO }:O
X—>+0 X—>+0 (1+ex) 4 4 X—>-+00 (1+ex) pI‘EVIamente

1 . . ., .
Larecta y= 2 X es asintota oblicua de la funcién cuando x tiende a +oo.

4(x+1
Hil six =<0,

[4+.\':'|‘
flx)=y 7
€ :+l; sixz0.
1 (1+€") 4

X

e X :
—— +—. Calculamos su integral.

b) En el intervalo (0, 1) la funcion tiene la expresion f (x)= ( )
1+e*
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Cambio de variable
dx+J%dx: l+e*=t>e'=t-1->e’dx=dt >} =

N x
o

k= Sdt=t gt
e* -1

]
(1+ex)2 (1+e
S S G G A DGR |

-1 8 8 t [8 1+¢

2
Juidt jxdx=f£2dt+1-x—=jt2dt+x—=—+—=——-= -
2 4 2 8

Calculamos la integral definida pedida.

. ¥ 1T [ 1][ 1 1 1 1[5 1
j f(x)dx=| —-——| =| =— e ) S
0 8 1+e o 8 1+¢' 8 1+e 8 1+e 2 (8 1l+e
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Problema 2B. (Propuesto en la Comunidad de Cantabria en junio de 2024).
Considere la funcion f (x)=xIn(x) con x>0

a) Calcular la derivada de f(x). (0,75 puntos)

b) Calcular una primitiva de f(x). (0,75 puntos)

c) Calcular el area del recinto limitado por f(x), el eje OX (abscisas) y las dos rectas x=1y x=2.
(1 punto)

a) Utilizamos la formula de la derivada de un producto de funciones.

f(x)=xInx= f’(x):lnx+x£:1+lnx, conx>0
X

b) Para calcular la integral utilizamos el método de integracion por partes.

u:lnx—>du:ldx ) 2 4
J.f(x)dx:'[xlnxdx: X :X—Inx—jx——dx:
x? 2 2 X

dv=xdx—>v:_[xdx:—
2

2 2 2 2 2 2 2
:X—In x—ljx—dx:x—ln x—lj.xdx:x—ln x—lx—:x—ln x—X—+C
2 2) X 2 2 2 22 2 4

2 2
La integral indefinida de f(x) es F(x) :X? In x—%+C . Considerando C =0 obtenemos una

2 X2

primitiva de la funcion que tiene la expresion F (x) :? In X—I :

c) Averiguamos si la funcion corta el eje de abscisas entre 1 y 2.

f(x)=xInx x=0¢(0,+)
) = XxInx=0=
ejeOX - y=0 Inx=0—->x=1

La funcion no corta el eje en (1, 2), por lo que el &rea del recinto limitado por f(x), el eje OX de
abscisas y las rectas x=1y Xx=2 se obtiene con la integral definida entre 1 y 2 de la funcién.

Sabemos que f (x)=xInx>0, conx>1.

2 272
Area:_[l2 f (x)dx:fxln xdx:{x?ln x—%} -

1

2 2 2 2
= 2—In2—2— - 1—Inl—l— :2In2—1+£: In4—§:0.64 u?
2 4|2 4 4 4

El area del recinto tiene un valor de In 4—% =0.64 unidades cuadradas.
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=]

(==

f(x)=xn

x, conx >0
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Problema 3A.
Dado el plano 7 =x+y=0, el punto A(l, —1,0) ylarecta s=x=y=z.Hallar larectar, ensu
forma paramétrica, que pasa por A, esta contenida en «, y corta a la recta s. (2,5 puntos)

El punto A pertenece al plano.

A(l,—l,O)
r=X+y=0;=¢1-1=07=jiSIl= Aer
(Aern?

La recta s debe cortar al plano. Hallamos el punto P de corte de la recta con el plano.

X=A4
sEXIO:yIO:ZIO:3{§(QQ0):>$ y=4;1eR
v, =(111) o
r=X+y=0 (=0
. ;:’; = A+A=0=24=0=A=0=1y=0= P(0,0,0)
- z=0

La recta r debe cortar a la recta s y estar contenida en el plano, por lo que la recta debe pasar por el
punto P. Podemos tomar como vector director de la recta r el vector PA . Hallamos la recta r como
la recta que pasa por A(1,-1,0) con vector director PA.

o x=1+4
ur=PA=(1,—1,0)—(0,0,0)=(1,—1,0)}:> e yo 14 aer

A(L-10)er 70
X=1+1
Las ecuaciones paramétricas de larectarson r:qy=-1-1; 1R,
z=0
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Problema 3B.
Los puntos A(l,l,l) y B(O, 2,0) son vértices consecutivos del paralelogramo ABCD. EI centro del

paralelogramo es E(0,0,1).

a) Calcular las coordenadas de los otros vértices. (1 punto)

b) Hallar la ecuacion general del plano que contiene al paralelogramo. (1 punto)

c) Hallar el volumen del tetraedro formado por los veértices ABEO, siendo O(0,0,0) el origen de
coordenadas. (0,5 puntos)

a) Dibujamos el paralelogramo ABCD.

D

A B

El vértice C se puede obtener sumandole al punto E el vector AE .
AE =(0,0,1)-(111)=(-1-1,0)
C=E+AE=(0,0,1)+(-1-10)=(-1-11)

El vértice C tiene coordenadas C (—1, —1,1).

El vértice D se puede obtener sumandole al punto E el vector BE .

BE =(0,0,1)-(0,2,0)=(0,-2,1)

D=E+BE=(0,0,1)+(0,-2,1)=(0,-2,2)
El vértice D tiene coordenadas D(O, -2, 2) .

b) Hallamos la ecuacion del plano & que contiene los puntos A, By E.

A(LLl)ex E(0,01)ex X y z-
B(0,20)ezt=u=AE=(-1-10);=z:-1 -1 0 |=0=
E(0,01)ex Q:ﬁ:(O,—Z,l) 0 -2 1

= -X+0+2(z2-1)-0+y-0=0=-x+22-2+y=0=|7:X—y—-22+2=0

La ecuacion del plano que contiene el paralelogramo ABCD es 7:x—y—2z+2=0.

c) El volumen del tetraedro ABEO es la sexta parte del valor absoluto del producto mixto

[AE,BE,OE].
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AE =(-1,-1,0) 110
BE =(0,-2,1) =| AE,BE,OE |=|0 -2 1[=2
OE =(0,0,1)-(0,0,0)=(0,0,1) 0 01

El volumen del tetraedro ABEO es

oIN

= % =0.333 unidades cubicas.
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Problema 4A.

El agua almacenada diariamente en el pantano de Riafio durante el afio 2025 (365 dias), sigue una
distribucién normal con media 337,2 hm? y desviacion tipica de 40,5 hmq.

a) Elegido al azar un dia del afio 2.025, calcular la probabilidad de que el agua almacenada haya

sido superior a 299,94 hm3. (1 punto)
b) Calcular el nimero probable de dias que en 2.025 tuvieron almacenada una cantidad de agua
comprendida entre 299,94 hm?3 y 350,16 hm?. (1 punto)

c) Razonar, utilizando solo resultados de los apartados anteriores, si, en este contexto, es correcto
afirmar que: “el niimero de dias con una cantidad de agua almacenada comprendida entre 310 hm?
y 330 hm?3 deberia estar entre 170 y 180, (0,5 puntos)

a) Consideramos X = El agua almacenada en el pantano de Riafio en hm3. X = N(337.2, 40.5).
Nos piden calcular P(X >299.94).

Tipificamos
299.94-337.2
P(X >299.94)= — =P|Z>—M—— — " |=
( ) ,_X-3372 [ 105 j
40.5

Miramos en la

=P(2>-0.92)=P(<0.92)= {tabla N(O, 1)

}: 0.8212

0,00 0,01

0,0 0,5000 10,5040
0,1 0,5308 10,5438
0,2 0,5743 10,5832
03 08178 06217
0,4 08554 0,851

05 0,8015 10,6950
0,6 0.7257 0. 7281

0,
0,
0,
0.
0,
0.8k
D,
0.7

07 0.7580 0.7611
0,8 0, 7881 0, 7810

b) Calculamos P(299.94 < X <350.16).

Tipificamos
299.94-337.2 350.16 —337.2
P(299.94 < X <350.16) = _ S 2 i gy A Pttt
( )=12 =% ( 405 405 J

= P(-0.92<Z <0.32)=P(Z <0.32)-P(Z <-0.92) =

=P(2<032)-P(2>0.92) = P(Z <0.32)-[1-P(2 £092)] -

Mi |
_ { Iramos en a}:0.6255—[1—0.8212]=

tabla N(O, 1)
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0,00 0,01 0,02
0,0 | 05000 0.5040 0.5Qe0
01| ns3ee o543 osdre

02| 05ra3 0.5832 0.5871

[] 0.3 jeae= fraip—| 08255

noa n aEEA N AROY M AR

La probabilidad de que un dia cualquiera el pantano tenga almacenada una cantidad de agua
comprendida entre 299,94 hm? y 350,16 hm? es de 0.4467. Multiplicamos esta cifra por los 365
dias del afio y obtenemos que 365 - 0.4467 = 163 dias el pantano tendra almacenada una
cantidad de agua comprendida entre 299,94 hm?y 350,16 hm?,

c) Sabemos que “el nimero de dias con una cantidad de agua almacenada comprendida entre 299,94
hm?y 350,16 hm3 es de 163”.
El intervalo (310, 330) tiene menos amplitud que el intervalo (299.94, 350.16) por lo que “el
numero de dias con una cantidad de agua almacenada comprendida entre 310 hm?y 330 hm?®
debe ser menor de 163”.
La afirmacion “el nimero de dias con una cantidad de agua almacenada comprendida entre 310
hm? y 330 hm? deberia estar entre 170 y 180 no es correcta, pues 170 es mayor que 163.
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Problema 4B.
Lucia, Gloria y Maria se reparten los ejercicios que la profesora de matematicas asigna a su grupo.
Lucia resuelve el 45%, Gloria el 30% y Maria el resto. Ademas, sabemos que Lucia resuelve
correctamente el 90% de los ejercicios que realiza, Gloria el 95% y Maria el 80%.
a) Describir los sucesos y todas las probabilidades que se mencionan utilizando una notacion
adecuada. (0,5 puntos)
Si la profesora escoge un ejercicio al azar:
b) Calcular la probabilidad de que el ejercicio esté resuelto correctamente. (1 punto)
c) Sabiendo que el ejercicio es incorrecto, calcular la probabilidad de que lo haya resuelto Gloria.
(1 punto)

a) Llamamos L al suceso “el ejercicio lo ha resuelto Lucia”, G a “el ejercicio lo ha resuelto Gloria”,
M a “el ejercicio lo ha resuelto Maria” y C al suceso “el ejercicio se ha resuelto correctamente”.
Considerando el experimento “la profesora elige un ejercicio al azar” tenemos las siguientes

probabilidades: P(L)=0.45, P(G)=O.3,P(M)=1—O.45—0.3=0.25, P(C/L)=0.90,
P(C/G)=0.95y P(C/M)=0.80.
b) Debemos calcular P(C) . Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(C)=P(CnL)+P(CNG)+P(CNM)=

~P(L)P(C/L)+P(G)P(C/G)+P(M)P(C/M)=

=0.45-0.9+0.3-0.95+0.25-0.8 =
La probabilidad de que un ejercicio elegido al azar esté resuelto correctamente vale 0.89.

c) Debemos calcular P(G /(_3) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

o(a/c _P(6nC) P(G)P(C/G) 03.(1-095) [3 o136
(6/c)= P(C)  1-P(C)  1-080 [22

La probabilidad de que un ejercicio resuelto de forma incorrecta lo haya resuelto Gloria tiene un
valor de 3 =0.1364.
22
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PAU Ordinaria 2026
% Pruebas de Acceso a la EJERCICIO
: Universidad MATEMATICAS II

Castillay Ledén

2

N2 Paginas: 2

INDICACIONES

1. OPTATIVIDAD: El examen consta de cuatro apartados: un apartado con un problema obligatorio
y 3 apartados con la posibilidad de elegir entre dos problemas. Se debera responder a un maximo
de CUATRO PROBLEMAS: el problema obligatorio (apartado 3) y solamente un problema de
cada uno de los tres apartados restantes. No es necesario hacerlo en el mismo orden en que estan
enunciados, pero se expresara claramente cuales son los elegidos. En caso de responder a dos
problemas de un mismo apartado, sélo se corregira el que aparezca en primer lugar segun el orden
de numeracion de pliegos y hojas de cada pliego y que no aparezca totalmente tachado.

2. CALCULADORA: Se podra usar una calculadora cientifica no programables, que no admita
memoria para texto, ni para resolucion de ecuaciones ni calculo matricial, ni para resolucion de
integrales, ni para representaciones graficas y sin conexion a internet. Durante el desarrollo de la
prueba no se permitira el préstamo de calculadoras entre estudiantes.

3. CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Cada uno de los problemas se puntuara
sobre un maximo de 2,5 puntos. Se observardn fundamentalmente los siguientes aspectos:
correcta utilizacién de los conceptos, definicionesy propiedades relacionadas con la naturaleza de
la situacion que se trata de resolver; justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de
las respuestas; claridad y coherencia en la exposicion; precision en los calculos y en las notaciones.
Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse
la argumentacion ldgica y los célculos.

4. DEDUCCIONES POR ERRORES ORTOGRAFICOS Y GRAMATICALES: Se penalizaran
los errores ortograficos (grafias, tildes y puntuacion) cometidos, hasta un maximo de un punto en
la nota global del examen, teniéndose en cuenta que la repeticion del mismo error se contabilizara
como solo uno, los dos primeros errores no se penalizaran y, a partir del tercer error ortogréfico,
se deducira 0,1 puntos por error. Por errores en la redaccion, en la presentacion, incoherencia o
incorrecion lIéxica o gramatical se podra deducir un maximo de medio punto de la nota global. La
maxima deduccion global es de un punto.

5. El examen debe realizarse usando boligrafo azul o negro (sélo un color). No pueden usarse ni
lapiz, ni boligrafo borrable, ni boligrafo de otro color.

6. Respuestas numéricas exactas o con tres digitos decimales.

APARTADO 1: (elegir UN problema)

Problema 1A.
Considera el siguiente sistema de ecuaciones:

(m-10)x-2y-z=-1

7x+(m+2)y+2z=m+1,donde meR

5x+2y+z=1
a) Discutir el sistema de ecuaciones segun los valores del parametro m. (1,5 puntos)
b) Resolver, razonadamente, el sistema de ecuaciones para m = 3. (1 punto)

Problema 1B. (Propuesto en Galicia, Modelo 0 de 2025)

1 0 1 1
a) Calcular A4 si (AB)T :(2 lj y B:[ 1 J. (1 punto)
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. . . . 2 0
b) Si M =[3 XJ es invertible, obtenga los valores de X, y, z sabiendo que (3z)M‘1+I =( 1 4].
y z _
Entiéndase que I es la matriz identidad. (1,5 puntos)
APARTADO 2: (elegir UN problema)
Problema 2A.

°-5
dx. (1,25 puntos)
X

N

b) Probar que la funcion f(x):2—ex posee una sola raiz real., encontrando un intervalo que la

X

1
a) Calcular J
0

contenga. (1,25 puntos)
Problema 2B.
a) Dada la funcion f (x)= oo Determinar su dominio de definicion, su monotonia y sus asintotas.
+e
Justifica la existencia o0 no de extremos relativos. (1,5 puntos)
2
b) Calcular jo sen(x)cos(x)dx. (1 punto)

APARTADO 3: (obligatorio)

Problema 3.
Dados el plano 7z, =2x—-3y+z=a Yy el plano 7, determinado por el punto P(O, 2,4) y los

vectores directores v, =(0,2,6) y v, =(1,0,b), se pide:
a) Calcular los valores de a y b para que 7, y 7, sean paralelos y distintos. (0,75 puntos)
b) Paraa=1y b=0 determinar las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de r, y x,.

(0,75 puntos)
c) Para a=4y b=-2 determinar los puntos que estan a igual distanciade z, y x,. (1 punto)

APARTADO 4: (elegir UN problema)

Problema 4A.

Una empresa fabrica moviles de tres marcas distintas: A, N 'y M. El 20% de los méviles son de la
marca A y el 40% de la marca N. Se decide instalar un software oculto que permita espiar a los
usuarios de estos maviles. El software oculto se instala en el 15% de los moviles de la marca A, en
un 10% de la marca N y en un 12% de los moviles de la marca M. Se pide:

a) Describir todas las probabilidades, condicionadas y no condicionadas, que se deducen

directamente del enunciado. (0,3 puntos)

b) Determinar la probabilidad de que un mavil fabricado por esta empresa tenga instalado el
software espia. (1 punto)

c) Si un movil fabricado por esta empresa tiene instalado el software espia, calcular la probabilidad
de que sea de la marca A. (1,2 puntos)

Problema 4B.

De una bolsa de 20 fichas numeradas del 1 al 20 se extraen sucesivamente 2 fichas sin
reemplazamiento. Se pide:
a) Calcular la probabilidad de que ambos nimeros sean multiplos de 3. (0,5 puntos)
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b) Calcular la probabilidad de que el primer nimero sea multiplo de 6 y el segundo sea multiplo de
3. (0,75 puntos)

c) Calcular la probabilidad de que ninguno de los dos nimeros sean maltiplos de 2. (0,75 puntos)
d) Calcular la probabilidad de que la segunda ficha sea un niUmero impar, sabiendo que la primera

también lo ha sido. (0,5 puntos)
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SOLUCIONES

Problema 1A.
Considera el siguiente sistema de ecuaciones:

(m-10)x-2y-z=-1

7x+(m+2)y+2z=m+1,donde meR

5x+2y+z=1
a) Discutir el sistema de ecuaciones segun los valores del parametro m. (1,5 puntos)
b) Resolver, razonadamente, el sistema de ecuaciones para m = 3. (1 punto)
m-10 -2 -1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=| 7 m+2 2 |y lamatrizampliada

5 2 1
m-10 -2 -1 -1
es A/IB=| 7 m+2 2 m+l
5 2 1 1
Vemos cuando se anula el determinante de A.

m-10 -2 -1
A= 7 m+2 2|=(m-10)(m+2)-20— 14 +5m+10+ 14 —4m+40=
5 2 1

=m?+2m—-10m— 20=20 +5m+10—4m+ 40 =m?—7m+10

- 7+3_5_m
T+ (-7 410 743 | TR=
Al=0=m’-7m+30=0=m= (=) LE N
2 2 |7-3
2

Distinguimos tres casos diferentes que analizamos por separado.

CASO 1. Si m#5ym=2.

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el
namero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una Unica solucién).

CASO 2. Si m=5.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.

-5 -2 -1 -1
La matrizampliada queda A/B=| 7 7 2 6 |.Estudiamos el rango de Ay el de A/B
5 2 1 1

usando el método de Gauss.
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5-Fila22 +7 - Filal?

> -2 -1 35 35 10 30
AlB=7 7 2 6|=7 0 ., o 4
> 2 1.1 0 21 3 23— NuevaFila2?
Fila3® + Fila1? — N
c o 1 1 5 2 1 1
& 5 4 1 =0 21 3 23
0 0O O O0-— NuevaFila3? w :

El rango de A es 2, al igual que el de A/B, los rangos son iguales, pero menores que el nimero
de incAgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO 3.Si m=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.

-8 -2 -1 -1
La matrizampliada queda A/B=| 7 4 2 3 |.Estudiamos el rango de Ay el de A/B
5 2 1 1

usando el método de Gauss.

8-Fila2? +7-Filal?

N _78 _42 _21 _31 56 32 16 24
B ~1.56 -14 -7 7
5 2 1 1

0 18 9 17 — NuevaFila2?

8-Fila3? + 5-Filal?

40 16 8 8 8 2 -1
0 10 5 s =| 0 18 9 17 |=
0 6 3 3 > NuevaFila3? 0 6 3 3
3-Fila3? — Fila2? - 2“’3
0 18 9 9 8 2 -1
= 0 -18 -9 _17 =0 18 9 17
0 0 0 8 - NuevaFila3? Lg_o/ 8

El rango de A es2 y el de A/B es 3, los rangos son distintos. El sistema es incompatible (sin
solucion).

Resumiendo: Si m=5ym==2 el sistema es compatible determinado (una Unica solucion), si

m=>5 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) y si m=2 el sistema es
incompatible (sin solucién).

b) Para m=3 el sistema es compatible determinado (caso 1). Lo resolvemos.
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Ecuacion 22 + Ecuaciénl?

5X+2y+ 2_1 Tl-7x -2y -z =-1 -
X+2y+17= 3y +z =3 — Nuevaecuacion?2?
—7x-2y-z=-1
~7Xx-2y-3+3y=-1
- 3y+z=3->2z=3-3y=>
5x+2y+3-3y=1
5x+2y+z=1

—IX+y=2—>y=2+7X
:»{5 y ; y s BX—2-Tx=—2=2x=0=[x=0]=
X—y=-—

=|y=2+47-0=2|=[z7=3-3-2=-3

Para m=3la solucion del sistemaes x=0, y=2, z=-3.
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Problema 1B. (Propuesto en Galicia, Modelo 0 de 2025)

10 11
a) Calcular 4 si (AB) = B= : 1 punto
) (AB) (sz (_11] (1 punto)
b)Si M = [3 Xj es invertible, obtenga los valores de x, y, z sabiendo que (3z)M el :(
y z
Entiéndase que I es la matriz identidad. (1,5 puntos)

2 0
-1 4

j.

b
a) La matriz A debe ser una matriz cuadrada de orden 2. Suponemos que A= [a d]
C
a b)y1 1 a-b a+b
AB = =
c d){-11 c-d c+d
a-b=1 a=b+1

+ (10 a-b c-d 1 0 c-d=0 c=d
(AB) = =N = =N = =N
2 1 a+b c+d 2 1 a+b=2 a+b=2

c+d=1 c+d=1

b+l+b=2->2b=1-> b:l a:1
2 2 (3/2 1/2)
= = =|A=
1
2

1 1/2 1/2
d+d=1->2d=1-> d:E

b) Multiplicamos la ecuacion matricial por M, sustituimos las matrices y resolvemos el sistema.

N e G e L N

1

gj:(Sz)M-M*:M[_l 2]:(32)I :M[_ll gj:

O T P P P b

:>(32)M‘1=[1

3z=3-X

N 0:3x—>:>{3z:3—0—>:>
O=y-z z=Yy
3z=3z

Los valores buscadossonx =0,y =1, z=1.
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Problema 2A.
"X -5
a) Calcular J dx. (1,25 puntos)
0 Vx
b) Probar que la funcion f(x):2—ex posee una sola raiz real., encontrando un intervalo que la
contenga. (1,25 puntos)

a) Calculamos la integral definida pedida.

1. 3 1 3 1 3 1
X' =5 X 3} X 3) 132 -
j—XdX:JT—TdX:JOW—WdX:IOX 2—5)( l/ZdX:
0o N oV \}

§+1 ;l+1 ' 7 1 ' \/— 1
2 2 2 2 7

B AN PR S N P {2 X —10&] .
—+1 —+1 — — ! 0
2 2 0 2 2 0

7 7 —
{271 —10\/1}{2 70 —10\/5}25_10:ﬁ

b) La funcion f (x) =2—e” escontinua en R. Si consideramos el intervalo [0, 1] comprobamos
que f(0)=2-e"=1>0y f(1)=2-e" =-0.72<0.
Si aplicamos el teorema de Bolzano a la funcion f (x) =2-¢" enelintervalo [0, 1] podemos
afirmar que existe ¢ €(0,1) parael que f(c)=0.
Justificamos que esa raiz es Unica. La derivada de la funcion es f (x) =—e* que es siempre

negativa, por lo que la funcion siempre es decreciente.
La funcidn es continua y decreciente por lo que es positiva en el intervalo (—oo, 0) y negativa en

el intervalo (1,+o0). La funcién no tiene ninguna raiz real en (—o,0)U(1,+x).

En el intervalo (0,1) hemos visto que existe ¢ €(0,1) parael que f(c)=0. Si existiese otro valor
d e(0,1) para el que f(d)=0 aplicando el teorema de Rolle a la funcién f (x)=2—e* en el
intervalo (c,d) la funcion es continua en [c, d] y derivable en (c,d) con f(c)=f(d)=0.
Aplicando el teorema de Rolle deberia existir a(c,d) tal que f(a)=0.Y esto no es posible

pues la derivada es f“(x)=-e* y nunca se anula.

La hipotesis de partida es erronea y podemos afirmar que la raiz de la funcion que existe en el
intervalo (0, 1) es Unica.
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Problema 2B.
a) Dada la funcion f (x)= o Determinar su dominio de definicion, su monotonia y sus asintotas.
+e
Justifica la existencia o0 no de extremos relativos. (1,5 puntos)
2
b) Calcular '[O sen(x)cos(x)dx. (1 punto)

a) El dominio de la funcién es R, pues el denominador de la fraccion nunca se anula, pues e
siempre es mayor que cero.
Utilizamos la derivada para hallar los posibles puntos criticos.

f(x)=— :>f(x)=o<l+€)_1ex= -

Cl+e (1+er)  (1+e)

Esta expresion de la derivada siempre es negativa.

e*>0->-e"<0 . _e* )
(1+ex)2 >0 =)= (1+ex)2 )

La funcion siempre es decreciente. La funcion no tiene puntos criticos y por tanto no tiene
extremos relativos.

Asintotas verticales. x=a

No existen, pues el dominio lo forman todos los nimeros reales.

Asintota horizontal. y=b

b=lim f(x)=lim _ 1 :L:O
o0 owlre’ 1+e” 4o
b=lim f(x)=lim 1 17 L
X0 x>=]l+e’ 1+e” 140

Larecta y =0 esasintota horizontal de la funcion cuando x tiende a +oo.
Larecta y =1 esasintota horizontal de la funcién cuando x tiende a —oo.

Asintota oblicua. y=mx+n
Al tener asintota horizontal la funcion no tiene asintota oblicua.

a
*

1 \

flx)

b) Calculamos primero la integral indefinida.
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Cambio de variable t?  sen’(x)
J'sen cos dx= :Itdtz—: +K
sen(x)=t — cos(x)dx = dt 2

2
Calculamos el valor de la integral definida pedida.

NN

jsen )cos(x)dx {sen;(x)}: Senz(;[] _{Se”;(o)} r o 1

2 2 2 |2

o
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Problema 3.

Dados el plano 7, =2x—-3y+z=a y el plano 7, determinado por el punto P(O, 2,4) y los
vectores directores v, =(0,2,6) y v, =(1,0,b), se pide:

a) Calcular los valores de a y b para que 7, y 7, sean paralelos y distintos. (0,75 puntos)

b) Paraa=1y b =0 determinar las ecuaciones parametricas de la recta interseccion de r, y =,.

(0,75 puntos)
c) Para a=4y b=-2 determinar los puntos que estan a igual distancia de z, y z,. (1 punto)

a) Hallamos la ecuacion del plano =, .

P(0,2,4) e, x-0 y-2 z-4
v, =(0,2,6) t=7,: 0 2 6 |=0=2bx+6y—12+0-22+8+0+0=0=
V:=(1,0,b) 1 0 b

= 2bx+6y-2z2-4=0=|7,:bx+3y-z-2=0

Para que los planos sean paralelos o coincidentes deben tener un vector normal con coordenadas
proporcionales.

7, bx+3y—-z-2=0 b 3 L ob
7, =2x-3y+z=a :>—:—:_—:>E:—1:>

2 -3 1
7 || 7,

Para este valor las ecuaciones de los dos planos quedan 7, =2x—-3y+z=ay

7, —2X+3y—2-2=0.

Le cambiamos el signo a la ecuacion del plano 7z, y quedan los planos con las ecuaciones
m=2X-3y+z—-a=0y x,:2Xx-3y+z2+2=0.

Los dos planos son coincidentes si a =—2 y son paralelos para cualquier valor de a distinto de —

2.
Para cualquier valor de a distinto de —2'y b=-2 los planos 7, y =, son paralelos y distintos.

b) Paraa=1y b =0 los planos son secantes y coinciden en una recta. Determinamos sus
ecuaciones paramétricas.

12x-3y+z=1 z=1-2x+3
& y - Yl o3y 1-2x+ gy +2=0=
7, =3y+2+2=0 -3y+z+2=0

N

3

=1-2—+3 2=-2+3

=3=2Xx= x=§:> : 2+ y:> oy =
-3y+2+2=0

-3y+2+2=0
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3
X=—
2

=7=-2+3y=>|rixy=4 AeR
z2=-2+31

3

X=—

2

La recta interseccion de los dos planos tiene ecuacion r:<y=A1 AeR.

2=-2+34

c) Para a=4y b=-2 los dos planos son paralelos. Los puntos que estan a igual distancia de 7, y
son los puntos pertenecientes a un plano 7z, paralelo a ambos situado a mitad de distancia de

7T,a T,
Para a=4y b=-2 los planos quedan =, =2x—-3y+z-4=0Yy 7x,:-2x+3y—-z-2=0.
Sea el punto P(x. Y, z) equidistante de ambos planos. Se debe cumplir:

12X-3y+2-4=0
e EXTSYEE |2x—3y+z 4 |2x-3y+z- 2|

,  —2X+3y-71-2=0;=
2 2 2 2
d(P,;rl)=d P,7,) \/2 -3 +1 \/2 —3 +l

=[2x-3y+z-4|=|2x-3y+7-2|=

2X—3y+z2-4=2x-3y+2-2—>—-4=-2—jlmposible!

=40
2x-3y+7-4=—(2x-3y+2-2) > 4x-6y+22-2=0—|7,:2x-3y+2-1=0

El plano equidistante de los planos tiene ecuacion 7z, :2x—-3y+z—-1=0.

www.ebaumatematicas.com
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Problema 4A.

Una empresa fabrica moviles de tres marcas distintas: A, N 'y M. El 20% de los moviles son de la
marca A y el 40% de la marca N. Se decide instalar un software oculto que permita espiar a los
usuarios de estos maviles. El software oculto se instala en el 15% de los mdviles de la marca A4, en
un 10% de la marca N y en un 12% de los moviles de la marca M. Se pide:

a) Describir todas las probabilidades, condicionadas y no condicionadas, que se deducen

directamente del enunciado. (0,3 puntos)

b) Determinar la probabilidad de que un mévil fabricado por esta empresa tenga instalado el
software espia. (1 punto)

c) Si un movil fabricado por esta empresa tiene instalado el software espia, calcular la probabilidad
de que sea de la marca A. (1,2 puntos)

a) Llamamos A, N y M a los sucesos “elegir un mévil de la marca A, N o M”, respectivamente.
Llamamos S al suceso “tener instalado software espia en el movil”.
Por los datos proporcionados sabemos

P(A)=0.20, P(N)=0.40, P(M)=1-0.20-0.40=0.40.
También sabemos que:
El software oculto se instala en el 15% de los méviles de la marca A > P(S/A)=0.15.

Enun 10% de la marca N - P(S/N)=0.10.

En un 12% de los méviles de la marca M > P(S/M)=0.12
Realizamos un diagrama de arbol.

Con software espia
P(S/A) = 0.15

Marca A
P(A) =0.20

Sin software espia
P(S¢/A) = 0.85

Con software espia
P(S/N) =0.10

Marca N
P(N) = 0.40

3 marcasy los
espias

Sin software espia
P(S¢/N) = 0.90

Con sottware espia

P(S/M) =0.12
Marca M

P(M) = 0.40

Sin software espia
P(S¢/M) = 0.88

b) Nos piden calcular P(S). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(S)=P(A)P(S/A)+P(N)P(S/N)+P(M)P(S/M)=

=0.2-0.15+0.4-0.10+0.4-0.12=|0.118

c) Debemos calcular P(A/ S) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(A/S)~ P(SnA) _P(A)P(S/A) _0.2:0.15 _ 15 _ 50540
P(S) 0.118 0.118 |59
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Problema 4B.
De una bolsa de 20 fichas numeradas del 1 al 20 se extraen sucesivamente 2 fichas sin
reemplazamiento. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que ambos nimeros sean multiplos de 3. (0,5 puntos)
b) Calcular la probabilidad de que el primer nimero sea multiplo de 6 y el segundo sea multiplo de
3 (0,75 puntos)

c) Calcular la probabilidad de que ninguno de los dos nimeros sean maltiplos de 2. (0,75 puntos)
d) Calcular la probabilidad de que la segunda ficha sea un nimero impar, sabiendo que la primera
también lo ha sido. (0,5 puntos)

a) Del 1 al 20 son multiplos de 3 el 3, 6,9, 12, 15y 18. Al sacar una primera ficha hay 20 resultados
posibles y 6 son favorables a obtener un multiplo de 3. Aplicando la regla de Laplace la

probabilidad de extraer una primera ficha multiplo de 3 vale % :

Suponiendo que la primera ficha extraida es multiplo de 3 nos quedan en la bolsa 19 fichas, siendo
5 las fichas que nos quedan que son multiplo de 3. Aplicando la regla de Laplace la probabilidad
de extraer una segunda ficha mualtiplo de 3 habiendo extraido previamente una primera ficha

multiplo de 3 vale i.
19

Al extraer sucesivamente 2 fichas sin reemplazamiento la probabilidad de que ambos nimeros

sean multiplos de 3 vale 55 = 3 =0.0789.

2019 38

b) Del 1 al 20 son multiplos de 6 el 6, 12 y 18. Al sacar una primera ficha hay 20 resultados posibles
y 3 son favorables a obtener un multiplo de 6. Aplicando la regla de Laplace la probabilidad de

extraer una primera ficha multiplo de 6 vale %

Suponiendo que la primera ficha extraida es multiplo de 6 nos quedan en la bolsa 19 fichas, siendo
5 las fichas que nos quedan que son multiplo de 3. Aplicando la regla de Laplace la probabilidad
de extraer una segunda ficha maltiplo de 3 habiendo extraido previamente una primera ficha

multiplo de 6 vale i.
19

Al extraer sucesivamente 2 fichas sin reemplazamiento la probabilidad de que el primer nimero

sea multiplo de 6 y el segundo sea multiplo de 3 vale 323 =0.03947.
2019 76

c) Del 1 al 20 no son multiplosde 2 el 1, 3,5, 7,9, 11, 13, 15, 17 y 19. Al sacar una primera ficha
hay 20 resultados posibles y 10 son favorables a obtener un nimero que no es multiplo de 2.
Aplicando la regla de Laplace la probabilidad de extraer una primera ficha que no es maltiplo de

2 vale Ezl

20 2
Suponiendo que la primera ficha extraida no es multiplo de 2 nos quedan en la bolsa 19 fichas,
siendo 9 las fichas que nos quedan que no son maltiplo de 2. Aplicando la regla de Laplace la
probabilidad de extraer una segunda ficha que no es maltiplo de 2 habiendo extraido previamente

una primera ficha que no es mualtiplo de 2 vale %

Al extraer sucesivamente 2 fichas sin reemplazamiento la probabilidad de que ambas no sean

maltiplo de 2 vale 19 9. 0.2368.
219 38
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d) Del 1 al 20 hay 10 fichas impares. Si la primera ficha extraida es impar nos quedan en la bolsa 19
fichas, siendo 9 las fichas que nos quedan que son impares. Aplicando la regla de Laplace la
probabilidad de extraer una segunda ficha impar habiendo extraido previamente una primera ficha

. 9
impar vale —.
19
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INDICACIONES

.OPTATIVIDAD: El examen consta de cuatro apartados: un apartado con un problema obligatorio
y 3 apartados con la posibilidad de elegir entre dos problemas. Se debera responder a un maximo
de CUATRO PROBLEMAS: el problema obligatorio (apartado 1) y solamente un problema de
cada uno de los tres apartados restantes. No es necesario hacerlo en el mismo orden en que estan
enunciados, pero se expresara claramente cuales son los elegidos. En caso de responder a dos
problemas de un mismo apartado, sélo se corregira el que aparezca en primer lugar segun el orden
de numeracion de pliegos y hojas de cada pliego y que no aparezca totalmente tachado.

. CALCULADORA: Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para
texto, ni para resolucion de ecuaciones ni calculo matricial, ni para resolucion de integrales, ni
para representaciones gréaficas.

. CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Cada uno de los problemas se puntuara
sobre un maximo de 2,5 puntos. Se observardn fundamentalmente los siguientes aspectos:
correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de
la situacion que se trata de resolver; justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de
las respuestas; claridad y coherencia en la exposicion; precision en los calculos y en las notaciones.
Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la
argumentacion logica y los calculos.

. DEDUCCIONES POR ERRORES ORTOGRAFICOS Y GRAMATICALES: Se penalizaran
los errores ortograficos (grafias, tildes y puntuacion) cometidos, hasta un maximo de un punto en
la nota global del examen, teniéndose en cuenta que la repeticién del mismo error se contabilizara
como solo uno, los dos primeros errores no se penalizaran y, a partir del tercer error ortografico,
se deducira 0,1 puntos por error. Por errores en la redaccion, en la presentacion, incoherencia o
incorrecion Iéxica o gramatical se podra deducir un maximo de medio punto de la nota global.

. El examen debe realizarse usando boligrafo azul o negro (sélo un color). No pueden usarse ni
lapiz, ni boligrafo borrable, ni boligrafo de otro color.

APARTADO 1: (obligatorio)

Problema 1.
a) Dado k € R, se considera el siguiente sistema de ecuaciones:

kx—y—-z=1
X+Kky+2kz =k

Discutir el sistema de ecuaciones segun los valores del parametro k € IR y resolverlo parak =-1.
(1,5 puntos)

b) Sea A una matriz cuadrada que verifica A*> =1+3A, donde | denota la matriz identidad. Demostrar

que el determinante de A no es cero y expresar A en funcion de Ay de I. (1 punto)

APARTADO 2: (elegir UN problema)
Problema 2A.

Sea la funcion f(x)=12x+3x"-2x°.
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a) Calcular el area del recinto limitado por la grafica de f(x) y su recta tangente en el punto x=1.
(1,5 puntos)
In(1+x?)

xf ()

b) Calcular Iirrg , donde In denota el logaritmo neperiano. (1 punto)

Problema 2B.
Se considera la funcion f (x)=x%"".
a) Determinar su dominio de definicion, intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus maximos y

minimos relativos y sus asintotas. (1,5 puntos)
b) Calcular el area de la region limitada por la grafica de la funcion f'y el eje de abscisas en el
intervalo [0,2]. (1 punto)

APARTADO 3: (elegir UN problema)

Problema 3A.
Sean el plano 7 =5x+my+z=2 ylarecta r=(x,y,z)=(110)+t(-1-12), teR.
a) Determinar la posicion relativa de r y m en funcion de m. (1,5 puntos)
b) Para m=1, calcular el plano 7’ que contiene a r y es perpendicular a 7. (1 punto)
Problema 3B.

x-1 z-2
Seanel plano 7=Xx+y—-z=2 ylarecta rz—3:%:—1
a) Calcular la ecuacion de un plano r’ paralelo al plano r y que esté a una distancia de 2.3
unidades de la recta r. ¢ Es Unico ese plano? Justificar la respuesta. (1,5 puntos)
b) Calcular la ecuacion de un plano " perpendicular al plano 7 y que pasa por los puntos P(l,O,l)
y Q(0,1,0). (1 punto)

APARTADO 4: (elegir UN problema)

Problema 4A.

El tamafio de las truchas que hay en el rio Tormes, entre el pantano de Santa Teresa y su paso por
Fresno Alhandiga, se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media
28 cm y desviacion tipica de 6 cm.

a) Calcular el porcentaje de truchas cuyo tamafio esta entre 19 cmy 40 cm. (1,5 puntos)

b) Sabiendo que una de las truchas capturadas media mas de 38 cm, ¢.cual es la probabilidad de que
midiera mas de 42 cm? (1 punto)
Problema 4B.

Un grupo de WhatsApp, formado por los alumnos de un gimnasio de judo, estd compuesto por un
55% de mujeres y el resto hombres. Se sabe que el 15% del grupo es cinturén verde y que una quinta
parte de las mujeres es cinturon verde.

a) ¢Que porcentaje de hombres son cinturén verde? (1 punto)

b) Si el grupo recibe un mensaje enviado por un cinturon verde, calcular la probabilidad de que lo
haya enviado una mujer. (0,75 puntos)

c) Si el mensaje no tiene informacidon sobre el sexo y el color del cinturdn del remitente, calcular la
probabilidad de que sea hombre y cinturén verde. (0,75 puntos)
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SOLUCIONES
Problema 1.
a) Dado k e R, se considera el siguiente sistema de ecuaciones:
kx—y—z=1
X+Kky +2kz =k

Discutir el sistema de ecuaciones segun los valores del parametro k € IR y resolverlo parak =-1.
(1,5 puntos)

b) Sea A una matriz cuadrada que verifica A*> =1+3A, donde | denota la matriz identidad. Demostrar
que el determinante de A no es cero y expresar A~ en funcion de Ay de I. (1 punto)

k -1 -1
c) La matriz de coeficientes asociada al sistema es A:(1 ‘ 2k] y la matriz ampliada es
k -1 -1 1
A/B=
1 k 2k k

: o k -
Estudiamos el rango de A. Si quitamos la tercera columna - 1 kj" =k®+1%0. Este menor de

orden 2 tiene determinante no nulo. El rango de A es 2 independientemente del valor de k.
El rango de la matriz ampliada A/B también es 2. Los dos rangos son iguales a 2, menor que el
namero de incégnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) para

cualquier valor del parédmetro ke R.

Resolvemos el sistema para k =-1.

—-X-y—-z=1 —X-y-z=1
= = X—X+22-1-72=1=-2X+721=2=71=2+2X=>

X—y—-2z=-1 X—2Z+1=y
X=A
= y=x-2(2+2x)+1=x-4-4x+1=-3-3x=|1y=-3-31, 1R
2=2+21
X=A1
Para k =—1 las soluciones del sistema son {y=-3-34, 1 eR.
2=2+21

b) Se cumple A*=1+3A.

A =1+3A= A -3A=1= A(A—3I )= |

Como se cumple que A(A—31)=1 entonces la inversa de la matriz Aes A—3I .
Si aplicamos los determinantes a la igualdad tenemos:
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Problema 2A.

Sea la funcion f (x)=12x+3x* - 2x°.

a) Calcular el area del recinto limitado por la grafica de f(x) y su recta tangente en el punto x=1.
(1,5 puntos)

_In(1+x%) _ _
b) Calcular I"@ﬁ' donde In denota el logaritmo neperiano. (1 punto)
X—> X X

a) Hallamos la ecuacion de la recta tangente a la grafica en el punto x=1.

f(1)=121+312-21° =13
f7(x)=12+6x—6x2 — f'(1)=12+61-6-1? =12 = y~13=12(x-1) = [y =12x+1

y-f(1)=f(1)(x-1)
Hallamos los puntos de corte de la funcidn con la recta tangente y =12x+1.

f (x)=12x+3x* - 2x° s s s oo
= 12X+ 3X° =2X° =12X+1= -2x" +3x°-1=0

y=12x+1
-2 3 0 -1
1] 21 1
2 1 100
Y —2 -1 3 2
2 1[0 = -2X° +3x* —1=(x—-1)(x-1)(-2x-1)
-1
2X-1=0=-2x=1= x=?

La recta tangente corta la grafica de la funcion en dos puntos X=1y x= >

Calculamos la integral definida entre —0.5 y 1 de la diferencia de las dos funciones.

=1-0.5-1+0.125+0.03125-0.5= _3—227 =-0.84375

[ F(x)-(12x+1)dx =] 12x+3x ~2x* ~12x~1dx = [ 3x* ~2x* ~1dx =

El 4rea tiene un valor de % =0.84375 unidades cuadradas.
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1ty

26 y=12x+1

i ~ -
f(\] =12x+3x" - 2x°

b) Calculamos el limite pedido.

_In(1+x%) In(1+x%) _ In(1+x%) 0
lim = = ===
o0 xf(x) %0 x(12x+3x2 —2x3) x-012x% +3x° —=2x* 0
2X
1+ x?

= Indeter minaciéon(L Hdpital) = lim > 5=
x=0 24X 4+ 9x° —8X

2X 2X

- Ixigg(24x+9x2 —8x°)(1+%°) s X (24+9x-8x)(1+x°)

2 2 1

A (24+9x—8x2)(l+ x2) T 241 |12
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Problema 2B.
Se considera la funcién f (x)= x%e7*,

a) Determinar su dominio de definicidn, intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus maximos y

minimos relativos y sus asintotas. (1,5 puntos)
b) Calcular el &rea de la regidn limitada por la grafica de la funcién f y el eje de abscisas en el
intervalo [0,2]. (1 punto)

a) El dominio de la funcidn es R, pues es producto y composicion de funciones continuas
(exponencial y polindmica).

Asintotas verticales. x=a
No existen, pues el dominio lo forman todos los nimeros reales.

Asintota horizontal. y=b

Cuando x tiende a +oo0.

XZ

b=lim f(x)=lim x%e™ = lim 2 = ™ _ Indeter min acion(L"Hépital) =

X—>+0 X—>+o0 X—>+00 e +®

. 2X  +oo . e .2 2
= lim — =—=Indeter minacion(L"Hopital) = lim —=—=0
x—+0 @% oo x—+0 0% 4o
La funcion tiene la recta y =0 como asintota horizontal cuando x tiende a +oo.
Cuando x tiende a —oo.

b= lim f (x)= lim X’ =(-)’e

X—>—0 X——0

+o0

= (+00)(+00) =400

La funcidén no tiene asintota horizontal cuando x tiende a —oo.

Asintota oblicua. y=mx+n

Cuando x tiende a +oo la funcion tiene asintota horizontal y no tiene asintota oblicua.
Cuando x tiende a —oo.

m= lim m = lim E: lim xe™ = (—o0)e™ =(—o0)(+0) =—0

x>0 X X—>—0 X X—>—0

La funcién no tiene asintota oblicua cuando x tiende a —co.

Resumiendo: La funcion no tiene asintotas verticales ni oblicuas. Solo la recta y =0 es asintota
horizontal cuando x tiende a +co.

Buscamos los puntos criticos de la funcion.

f(x)=x%e" = f’(x)=2xe" +x*(-1)e* =e™(2x—x*) = x(2-X)e "

x=0

2—x=0—>

La funcion presenta dos puntos criticos. Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y
después de estos dos valores.

f(x)=0=>x(2-x)e*=0={e* =0} =
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e Enelintervalo (—o,0) tomamos x=-1y la derivada vale
f’(-1)=(-1)(2+1)e' =—3e <0. La funcién decrece en (—0,0).

e Enelintervalo (0,2) tomamos x =1y la derivada vale f’(1)=1(2-1)e™ :%> 0.La

funcion crece en (0,2).

e Enelintervalo (2,+w) tomamos x =3y la derivada vale f"(3)= 3(2-3)e” = ;—f <0.

La funcién decrece en (2,+x).

La funcion decrece en (—o0,0)U(0,+) y crece en (0,2).
La funcion tiene un minimo relativo en X =0 y un maximo relativoen x=2.
Como f(0)=0%"=0 las coordenadas del minimo relativo son (0,0).

Como f(2)=2%"= iz las coordenadas del maximo relativo son (ziz :
e e

(& 5]

(3%

Miximo f(x)=x'e"

Minimo H y=20

b) Hallamos los puntos de corte de la funcidn con el eje de abscisas.

f (x)=x%"
Eje OX =y =0

}: x’e ™ :0:>{e‘x¢0}:>

El punto de corte es uno de los extremos de la region. Como la funcion es positiva cuando x>0
entonces el area de la region limitada por la grafica de la funcion f y el eje de abscisas en el

intervalo [0,2] es el valor de la integral definida de la funcién entre 0 y 2.
Calculamos primero la integral indefinida de la funcién.

Integracion por partes
I f (x)dx :sze’xdx =Ju =x* > du = 2xdx =—x% —I—er’xdx =

e¥dx=dvov= Ie‘xdx =—e"
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Integracion por partes

=—xe "+ ZJ. xe*dx ={u=X— du =dx =—x% "+ 2[—xe’X - I—e’xdx] =
e¥dx=dv—ov= _[e’xdx =—e

= —x%*—2xe ¥ + ZI e¥dx=—x%e ¥ —2xe * —2e ¥ = ¢ (x2 +2X+ 2)+ K

Calculamos el area pedida.

Area = J.OZ f(x)dx= .[02 x’e dx = [—e_x (X2 +2X+ 2)]2 -

- [—e-z (22 +2-2+2)]—[—e-° (0? +2-0+2)] —_10e2+2= 2—1e—8 ~0.6466u?

El area de la region limitada por la grafica de la funcion f y el eje de abscisas en el intervalo

[0,2] tiene un valor de 2 _Q =0.6466 unidades cuadradas.
e

Dibujamos la grafica y la region del plano de la cual hemos calculado el area.

A 1

f(x)=xe

— T—
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Problema 3A.

Sean el plano 7 =5x+my+z=2 ylarecta r=(x,y,z)=(11,0)+t(-1-1,2), teR.

a) Determinar la posicion relativa de r y  en funcion de m. (1,5 puntos)
b) Para m =1, calcular el plano " que contiene a r y es perpendicular a 7. (1 punto)

a) Obtenemos un vector director y un punto de la recta, y un vector normal del plano.

r=5x+my+z=2=n=(5m,1)

P, (1,1,0) x=1-a
r=(xy,z)=(140)+t(-1,-12), teR=4_ =>riiy=l-a;aecR
v, =(-1-12) B
=2«

Averiguamos cuando el vector normal del plano y el director de la recta son perpendiculares.

v, =(-1,-1,2)

n=(5m,1) =(-1-12)(5m1)=0=-5-m+2=0=[-3=m|

v, Ln—>v,-n=0

r

Para m=-3 el producto escalar es nulo y la recta y el plano son paralelos o coincidentes.
Averiguamos si para m=-3 el punto P. (1,L O) de la recta pertenece el plano.

T=5X-3y+z=2
=¢5-3+0=27=SlI!
&R(l,l,O)en?

Para m=-3 la recta estd contenida en el plano.
Para m=—3 el producto escalar es distinto de cero. La recta corta el plano en un Gnico punto.

b) Para m=1 la recta corta al plano 1 en un punto.
El plano ' que contiene a r y es perpendicular a 7 tiene como vectores directores el vector
director de la recta y el vector normal del plano . Ademas, el punto P, (1,L O) pertenece al

plano i’

7=5x+y+z=2=n=(511)

P(LL0)ex x-1 y-1 z
u=v,=(-1-12)t=>7:-1 -1 2/=0=
v=n=(511) > 11

= —X+1+10y-10-z+52+y-1-2x+2=0= |7: -3x+11ly+4z-8=0

El plano buscado tiene ecuacion z": —3x+11y+4z-8=0.
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Problema 3B.

Seanel plano 7=Xx+y—-z=2 ylarecta rsx—_al:%:ilz

a) Calcular la ecuacién de un plano r’ paralelo al plano m y que esté a una distancia de 2.3
unidades de la recta r. ¢Es Unico ese plano? Justificar la respuesta. (1,5 puntos)

b) Calcular la ecuacion de un plano '’ perpendicular al plano 7 y que pasa por los puntos P(l,O,l)
y Q(0,1,0). (1 punto)

a) La ecuacion de un plano ' paralelo al plano z7=x+y—-z-2=0es 7'=x+y-2+D=0.
El plano 7’ tiene como vector normal el vector n = (1,1, —1). Este vector es perpendicular al

vector \7r = (—3, 2,—1) por lo que la recta es paralela al plano o esta contenida en él.

=V,-n"=(-32-1)(11-1)=-3+2+1=0
:(1,1,—1)

v, =(-3,2, 1)} .

Determinamos la expresion de la distancia del plano 7’ a la recta r.
Como la recta es paralela al plano esta distancia es el valor de la distancia del punto P. (1, 0, 2) de

la recta al plano.
R (10,2) e 2+D| _|p-1

=d(r, 7r
72'5X+y—Z+D=O} ( / 2,924 3

Buscamos el valor de D para que la distancia del plano 7’ a la recta r sea de 2\/§ unidades.

4 2B=|p-1-6 {0—1:6—>

d(rx)=28= 2

V3 D-1=-6>[D=_5]

Existen dos planos que cumplen lo pedido: 7z,'=x+y—-z+7=0y 7,'=x+y—-z-5=0.

b) El plano =" perpendicular al plano 7 y que pasa por los puntos P(1,0,1) y Q(0,1,0) tiene como

vectores directores el vector normal del plano n= (1, 1, —1) y el vector PQ.

n=(11-1) X y-1 z
PQ=(010)-(101)=(-11-1);=>z":|1 1 -1=0=
Q(O,].,O)Eﬂ'" -1 1 -

=>-X+y-1+72+2+y-1+x=0=2y+22-2=0= (7" y+2-1=0

El plano buscado tiene ecuacion 7" :y+z-1=0.

45 de 316 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Extraordinaria 2025 Matemdticas Il en Castilla y Ledn

Problema 4A.

El tamafio de las truchas que hay en el rio Tormes, entre el pantano de Santa Teresa y su paso por
Fresno Alhandiga, se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media
28 cm y desviacion tipica de 6 cm.

a) Calcular el porcentaje de truchas cuyo tamafio esta entre 19 cmy 40 cm. (1,5 puntos)
b) Sabiendo que una de las truchas capturadas media méas de 38 cm, ¢ cual es la probabilidad de que
midiera mas de 42 cm? (1 punto)

Sea X = El tamafio en centimetros de las truchas que hay en el rio Tormes, entre el pantano de
Santa Teresa y su paso por Fresno Alhandiga. X = N(28, 6).

a) Calculamos la probabilidad de que una trucha tenga un tamafio entre 19 y 40 cm.

P(19 < X <40) = {Tipificamos} = P(19—28 <7< 40_28): o
6 6 02| oge
Lk Ei:]
w4 4
=P(-15<2<2)=P(2<2)-P(Z<-15)= 0o 6

=P(Z<2)-P(2215)=P(z<2)-[1-P(z<15)]=

=
=

£ 0 0 0 Q9 88 980009
s
i
L

Miramos en la
:{ }:0.9772—1+ 0.9332=(0.9104

tabla N(O, 1)

El porcentaje de truchas cuyo tamafio esta entre 19 cm y 40 cm es del 91.04%.

b) Debemos calcular P((X >42)/(X >38)).

P((X >42)~(X >38 _
P((X>42)/(X>38))= (( >42) N (X > )):P(X>42)::1 P(X§42):
P(X>38) P(X>38) 1-P(X <38)
= {Tipificamos} = - P(Z 342g28) ~1-P(Z<2.33) [Miramosen| 1-0.9901
“uP _1_P(Z<38—28j_1—P(Z£1.67)_ laN(@©,1) [ 1-09525 —
T 6

F—
3

HE R EE]

oo
o
07085 08023 08051 0478
25

57
73

be7
38
)
08
07
&2
38
4

TEIT OB% O

82 09501 09500 09608 09618
po4 oot o9e7e 09888 09033

09720 o 09738 09744 0970 0975
&

24

09763 06708 09803
09838 09842 09848

21 oa
J22] osor o oeses  od71  0eTs  0e7s 0988t O,
z_a'm@ 08604 08008 09908 08911
S

00018 00020 0062 09628

24 25 09627 0920 09631 090X

La probabilidad de que una trucha que mide mas de 38 cm midiera mas de 42 cm vale 0.2084.
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Problema 4B.

Un grupo de WhatsApp, formado por los alumnos de un gimnasio de judo, estd compuesto por un
55% de mujeres y el resto hombres. Se sabe que el 15% del grupo es cinturén verde y que una quinta
parte de las mujeres es cinturon verde.

a) ¢Que porcentaje de hombres son cinturén verde? (1 punto)

b) Si el grupo recibe un mensaje enviado por un cinturon verde, calcular la probabilidad de que lo
haya enviado una mujer. (0,75 puntos)

c) Si el mensaje no tiene informacidon sobre el sexo y el color del cinturdn del remitente, calcular la
probabilidad de que sea hombre y cinturdn verde. (0,75 puntos)

Realizamos una tabla de contingencia.

Cinturén verde | No cinturén verde | TOTALES
Hombres
Mujeres 55/5=11 55
TOTALES 15 100

Completamos la tabla.

Cinturdén verde | No cinturén verde | TOTALES
Hombres 4 41 45
Mujeres 11 44 55
TOTALES 15 85 100

a) El 45% del grupo son hombres y de estos el 4% del grupo son hombres con cinturdn verde.

Entonces 415 =0.0889, es decir, el 8.89% de los hombres son cinturén verde.

b) En el grupo hay un 15% de sus componentes que son cinturon verde y de estos el 11% son mujeres
con cinturdn verde. La probabilidad de que un mensaje enviado por un cinturon verde lo haya

enviado una mujer tiene un valor de %z 0.7333.

c) Solo un 4% del grupo es hombre con cinturon verde. La probabilidad de que el remitente de un
mensaje sea hombre y cinturén verde es de 0.04.
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PAU Ordinaria 2025
g Pruebas de Acceso a la EJERCICIO
= Universidad MATEMATICAS II
%4; Castilla y Leén Ne Péginas: 2
INDICACIONES

.OPTATIVIDAD: El examen consta de cuatro apartados: un apartado con un problema obligatorio
y 3 apartados con la posibilidad de elegir entre dos problemas. Se debera responder a un maximo
de CUATRO PROBLEMAS: el problema obligatorio (apartado 2) y solamente un problema de
cada uno de los tres apartados restantes. No es necesario hacerlo en el mismo orden en que estan
enunciados, pero se expresara claramente cuales son los elegidos. En caso de responder a dos
problemas de un mismo apartado, sélo se corregira el que aparezca en primer lugar segin el orden
de numeracion de pliegos y hojas de cada pliego y que no aparezca totalmente tachado.

. CALCULADORA: Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para
texto, ni para resolucion de ecuaciones ni calculo matricial, ni para resolucion de integrales, ni
para representaciones graficas.

. CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Cada uno de los problemas se puntuara
sobre un méaximo de 2,5 puntos. Se observardn fundamentalmente los siguientes aspectos:
correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de
la situacion que se trata de resolver; justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de
las respuestas; claridad y coherencia en la exposicion; precision en los calculos y en las notaciones.
Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la
argumentacion logica y los calculos.

. DEDUCCIONES POR ERRORES ORTOGRAFICOS Y GRAMATICALES: Se penalizaran
los errores ortograficos (grafias, tildes y puntuacion) cometidos, hasta un maximo de un punto en
la nota global del examen, teniéndose en cuenta que la repeticion del mismo error se contabilizara
como so6lo uno, los dos primeros errores no se penalizaran y, a partir del tercer error ortografico,
se deducira 0,1 puntos por error. Por errores en la redaccion, en la presentacion, incoherencia o
incorrecion Iéxica o gramatical se podra deducir un maximo de medio punto de la nota global.

. El examen debe realizarse usando boligrafo azul o negro (sélo un color). No pueden usarse ni
lapiz, ni boligrafo borrable, ni boligrafo de otro color.

APARTADO 1: (elegir UN problema)

Problema 1A. (Propuesto en Extremadura, Modelo 0 de 2025)

Considera el siguiente sistema de ecuaciones:

mx+2y+z=1
2X+my+z=m donde meRR

5x+2y+z=1
a) Discutir el sistema de ecuaciones segun los valores del parametro m, indicando el nimero de
soluciones en cada caso. (1,5 puntos)
b) Resolver, razonadamente, el sistema de ecuaciones para m = 3. (1 punto)
Problema 1B.
2 2
: ) 1 1 0 2 2

Se consideran las matrices A= , B= , N= yC=|-2 2],

-1 -1 1 2 1 4 4
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a) Calcular la matriz M = A'A—BB', donde A'y B' representan las matrices transpuestas de A y
B, respectivamente. (1 punto)
b) Hallar la matriz X que cumple la igualdad XN = C. (1,5 puntos)

APARTADO 2: (obligatorio)
Problema 2.

. -z _2x?
Se considera la funcién f (x)=2xe™ .
a) Determinar su dominio de definicion, intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus maximos y

minimos relativos y sus asintotas. (1,5 puntos)
b) Calcular el area de la region limitada por la gréafica de la funcion £y el eje de abscisas en el
intervalo [0,2]. (1 punto)

APARTADO 3: (elegir UN problema)

Problema 3A.
Sean las rectas r Ezzy—_l:E y ssx—lzuzz__?’
4 -2 2 m-1 3
a) Comprobar que las rectas r y s se cortan para cualquier valor de m. (1,5 puntos)
b) Para m = 6 hallar el punto de interseccidn de lasrectasr y s. (1 punto)
Problema 3B.
Se considera el vector u = (3, -1, 5) :
a) Determinar a para que el vector t= (1, a,0) sea perpendicular a u. (0,75 puntos)

b) Determinar un vector W perpendicular a u=(3,-15) y v=(2,6,0). (0,75 puntos)
c) Dados u=(3,-15), v=(2,6,0) y w=(-3,1,2). Determinar el volumen del paralelepipedo

definido por los vectores u, v y w. (1 punto)
APARTADO 4: (elegir UN problema)

Problema 4A.

Se sabe que la probabilidad de que un autobus de linea regular entre Madrid y Burgos sufra un
accidente en dia nublado es 0,09 y en dia seco 0,005. Durante un periodo de 10 dias ha habido 7 dias
secos y 3 nublados. Sabiendo que se ha producido un accidente en esos dias, se pide:

a) Hallar la probabilidad de que fuera en dia nublado. (1,25 puntos)
b) Hallar la probabilidad de que fuera en dia seco. (1,25 puntos)
Problema 4B.

De una urna gque contiene cuatro bolas rojas y dos azules, extraemos una bolay, sin devolverla a la
urna, extraemos otra a continuacion.

a) Hallar la probabilidad de que sean de distinto color. (0,75 puntos)

b) Hallar la probabilidad de que la segunda bola sea azul. (0,75 puntos)

c) Si la segunda bola es azul, hallar la probabilidad de que la primera sea roja. (1 punto)
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SOLUCIONES

Problema 1A. (Propuesto en Extremadura, Modelo 0 de 2025)
Considera el siguiente sistema de ecuaciones:

mx+2y+z=1
2X+my+z=m donde meRR

5x+2y+z=1
a) Discutir el sistema de ecuaciones segun los valores del parametro m, indicando el nimero de
soluciones en cada caso. (1,5 puntos)
b) Resolver, razonadamente, el sistema de ecuaciones para m = 3. (1 punto)
m 2 1
d) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=| 2 m 1|y lamatrizampliada es
5 2 1
m 2 11
A/B=|2 m 1 m
5 2 11
Vemos cuando se anula el determinante de A.
m 2
|Al=|2 m 1=m?+10+4-5m-4-2m=m’-7m+10
5 2
- 7+3 5-m
7x4(-7) —4:10 + o T b—
|Al=0=m*-7m+10=0=m= (7) _123_ ]2
2 2 7-3
—=|2=m
2

Distinguimos tres casos diferentes que analizamos por separado.

CASO1.Si m#5ym=2.

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el
namero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una Unica solucién).

CASO 2. Si m=5.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.

5211
La matrizampliada queda A/B=|2 5 1 5. Estudiamos el rango de Ay el de A/B
5211

usando el método de Gauss.

5-Fila2? -2 - Filal?

A/Biéi; 10 25 5 25
= ~1.10 -4 —2 -2
5 211

0 21 3 23— NuevaFila2?
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Fila3? — Fila1? M
e o 1 4 5 2 1 1
o 4 4 ~lo 21 3 23
0 0 0 0 NuevaFila3® MAJ) 0

El rango de A es 2, al igual que el de A/B, los rangos son iguales, pero menores que el
ndmero de incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO 3.Si m=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.

2 211
La matrizampliada queda A/B=|2 2 1 2 |.Estudiamos el rango de Ay el de A/B.
5211
Fila2? — Fila1? 2-Fila3? — 5-Filal?
2211 2 2 1 2 10 4 2 2
AlB=12 21 21=1 5 5 4 4 ~10 -10 -5 -5 -
> 211 0O 0 0 1->Fila2?|| 0 -6 -3 -3—>Fila3?
A/B
2 2 1 1 2 2 1 1
=0 0 0 1 :>{Fila3a<—>FiIa2a}:> 0 6 -3 -3
0O 6 -3 -3 0O 0 0 1
—

A
El rango de A es2 y el de A/B es 3, los rangos son distintos. El sistema es incompatible.

Resumiendo: Si m=5ym=2 el sistema es compatible determinado (una Unica solucion), si

m=5 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) y si m=2 el sistema es
incompatible (sin solucién).

e) Para m=3 el sistema es compatible determinado (caso 1). Lo resolvemos.

Ecuacién 32 — Ecuacién1?

2x+§y+z:é 5 2 1 1

X+3Yy+2=3=19 1 5 1 4 -

SXH2y+z=1 1507070 5 Nuevaecuacion3®
3Xx+2y+z=1

=1:2X+3y+z=3 =

2x=0—[x=0]

0+2y+z=1 z=1-2y
= =
0+3y+z=3 3y+z=3

=3y+1-2y=3=|y=2|=[7=1-2.2=-3|

Para m=3la solucion del sistemaes x=0, y=2, z=-3.
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Problema 1B.
2 2

0 2 2
B= , N= yC=|-2 2|,
1 2 1
4 4
a) Calcular la matriz M = A'A—BB', donde A'y B' representan las matrices transpuestas de A y

B, respectivamente. (1 punto)
b) Hallar la matriz X que cumple la igualdad XN = C. (1,5 puntos)

1 1
Se consideran las matrices Az( 1 J,

a) Calculamos la matriz M.

. . (1 -1y 1 1 0 1+1 1+1) (0 O 2 2
M=AA-BB = — (0 1): - =
1 -1){-1 -1) (1 1+1 1+1) \0 1 2 1
b) Despejamos X de la ecuacion matricial.
XN=C=X=CN™

Hallamos la matriz inversa de N.

2 2

|N|:‘ ‘:2—4:—2;&0
2 1

INf| 2 2

N_ledj(NT) Adj@ ij_—l[l —2){—1/2 1}

B 2 2 1 -1
Determinamos la expresion de la matriz X.

-2 ~1-2 2+2) (-3 4

. -1/2 1
X=CN'=|-2 2| 7 =| 142 —2-2
4 4 2+4 4-4) (2 0

3><><2—>3><2

1
w
|
N

-3 4
La matriz X tiene la expresion X =| 3 -4 |.
2 0
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Problema 2.
Se considera la funcién f (x)=2xe™"

a) Determinar su dominio de definicion, intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus maximos y

minimos relativos y sus asintotas. (1,5 puntos)
b) Calcular el area de la region limitada por la gréfica de la funcion f y el eje de abscisas en el
intervalo [0,2]. (1 punto)

a) El dominio de la funcidn es R, pues es producto y composicion de funciones continuas
(exponencial y producto).

Asintotas verticales. x=a
No existen, pues el dominio lo forman todos los nimeros reales.

Asintota horizontal. y=b

b:Iimf(x):Iim2xe‘2 =lim— 2X _© = Indeter min acién(L Hopital) = lim 2 > :3:0
X—>0 X—® X—o e2 +OO X0 4xe 00

Larecta y =0 esasintota horizontal de la funcién.

Asintota oblicua. y=mx+n
Al tener asintota horizontal la funcion no tiene asintota oblicua.

Buscamos los puntos criticos de la funcion.

f(x)=2xe? = f7(x)=262" +2x-(-4x)e™> =2¢ —8x% 2(1—4x2)e‘2XZ
F/(x)=0=2(1-4x)e™ =0={e™ 20} =1-4x"=0=

+
:>4X2:1:>x2:l:> x:\/i:—_l
4 4 2

La funcion presenta dos puntos criticos. Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y
después de estos dos valores.

e Enelintervalo (—oo,_?l] tomamos x=-1y la derivada vale
, _ 6 - -
f'(-1)= ( ) =—6e" = —Z < 0. La funcién decrece en (—oo,?lj :
e Enelintervalo (— —j tomamos x =0 y la derivada vale

f'(0)=2(1-4-0)e” =2>0. La funcion crece en (%l %j

. 1 .
e Enelintervalo (E,+ooj tomamos x =1y la derivada vale

f/(1)=2(1-41)e?" =—6e” = _e% <0. La funcién decrece en (%,woj.
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., -1 1 -11
La funcion decrece en | —o,— |U| =,+0 | y creceen | —,= |.
2 2 2 2

La funcion tiene un minimo relativo en x = > y un maximo relativo en x = >
_1)?
— _ -2 —= — —
Como f [—1j = 2(—1je (Zj =—e V2= —1 = _JE las coordenadas del minimo relativo son
2 2 Je e
-1 e
2 e |
e 1 e

— las coordenadas del maximo relativo son (E—]
e

e pa— pa—
2 Je e

O
o
3
o
—
VR
N |-
N
Il
N
| —
|
ey
N~
Ne—
|
CD|
1<
N
|
|~
Il

Mdximo

fx)=2xe™

-2 -1
\ Asintota horizontul

Minimo

b) Hallamos los puntos de corte de la funcidn con el eje de abscisas.
f (x)=2xe?" 2 2
( ) =2xe > =0= {e’2X # 0} =
EjeOX - y=0
El punto de corte es uno de los extremos de la regién. Como la funcién es positiva cuando x >0

entonces el area de la region limitada por la grafica de la funcion f y el eje de abscisas en el
intervalo [0,2] es el valor de la integral definida de la funcién entre 0 y 2.

Area= IOZ f(x)dx= .[02 2xe 2 dx = 2_[02 xe 2 dx = _14_[02 —Axe 2 dx =

2
(e e[ 2e |- [ E s
2 . L2 2 2¢° 2

El area de la region limitada por la gréafica de la funcion £y el eje de abscisas en el intervalo [0,2]

) -1 1 )
tiene un valor de 2_e8+§ =0.4998 unidades cuadradas.
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Problema 3A.
Sean las rectas r=2<=Y"1_Z y s=x_1-Y-Mm_2z-3
-2 2 m-1 3
a) Comprobar que las rectas r y s se cortan para cualquier valor de m. (1,5 puntos)
b) Para m = 6 hallar el punto de interseccion de lasrectasr y s. (1 punto)

a) Obtenemos un vector director y un punto de cada recta asi como sus ecuaciones paramétricas.

X=4A
0 vl 2 P (0,1,0
rEX40:y21:ZZO:>{_( ) —r:ly=1-21; 1eR
- u; =(4,-2,2) o
Xx=1l+a

=s: y=m+(m-1a;aeR

x-1 y-m z-3 |Q(Lm3)
RER ~1,3)
V. =(Lm-1 2=3+3a

Los vectores directores de las rectas no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas
no son paralelas ni coincidentes.

u, =(4,-2,2) }:4 2

v, =(Lm-13)

Las rectas se cortan o cruzan.
Para que se corten debe ser nulo el producto mixto [ur,v PQS] . Lo comprobamos.

sthr

Zs(gi}%}:@=<1’m,3>—(0,1,0):(1,m_1,3)
U, =(4,-2,2) .
v, =(Lm-1,3) 3[‘1\75,@}:1 o1 3l
@Z(l,m—l,ﬁl) 1 m-1 3

= 12{m<l) -6+ 2(m=T) - 2(m=T) +6- 12{m<1) =0

El producto mixto es nulo y las rectas se cortan para cualquier valor de m.

X -1 z -6 z-3
b) Para m = 6 las rectas quedan r=X-Y 2 2 y sEx—lzy—:—.
4 -2 2 5 3
Planteamos un sistema formado por sus ecuaciones parametricas y al resolverlo obtendremos el

punto A de interseccidn entre ellas.
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X=44
ry=i-24 47 =1 43-1

7=24 e e 24 =5+5(44-1)

1 =:1-24=6+50=>-24=5+50 = 21 —343(4]-1

X=lta 2 =3+3a 24 =3+3a =3+3(42-1)
S:<y=6+5a

2=3+3cx

Xx=0

21=5+201-5 [-224=0-—>4=0
= = =1y=1-0={A(0,1,0)

24 =3+124-3 02=0-52=0 |~

Para m=6 el punto de interseccion de las dos rectas es A(O,l,O).
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Problema 3B.
Se considera el vector u=(3,-1,5).

a) Determinar a para que el vector f:(l,a,O) sea perpendicular a u. (0,75 puntos)
b) Determinar un vector w perpendiculara u=(3,-15) y v=(2,6,0). (0,75 puntos)
c) Dados u=(3,-15), v=(2,6,0) y w=(-3,1,2). Determinar el volumen del paralelepipedo

definido por los vectores u, v y W, (1 punto)

a) Para que dos vectores sean perpendiculares su producto escalar debe ser nulo.

u=(3-15)
t=(1a,0) =(3-15)(1,2,0)=0=>3-a+0=0=[a=3|
uLlt—>ut=0

Para que sean perpendiculares debe ser a=3.

b) Un vector perpendicular a dos vectores es el producto vectorial de los dos vectores.

u=(3-15) i ok
v=(2,6,0) ;=>uxv=2 6 0|=30i-2k-18k-10j=30i-10j-20k =(30,-10,-20)
W=UxV 3 -15

Un vector perpendicular a U y v puede ser w, =uxv =(30,~10,-20) o bien

@:%Gx(/:(s,—l,—z).

c) El volumen del paralelepipedo es el valor absoluto del producto mixto de los tres vectores u, v y
W,

u=(3-15) 3 -15
v=(2,6,0) =Volumen=[u,v,w|=[2 6 0/=36-0+10+90+4-0=[140 v’
w=(-312) -3 12
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Problema 4A.

Se sabe que la probabilidad de que un autobus de linea regular entre Madrid y Burgos sufra un
accidente en dia nublado es 0,09 y en dia seco 0,005. Durante un periodo de 10 dias ha habido 7 dias
secos y 3 nublados. Sabiendo que se ha producido un accidente en esos dias, se pide:

a) Hallar la probabilidad de que fuera en dia nublado. (1,25 puntos)

b) Hallar la probabilidad de que fuera en dia seco. (1,25 puntos)

Realizamos un diagrama de arbol. Llamamos S al suceso “Dia seco” y S€ a “Dia nublado”, también
llamamos A al suceso “sufrir un accidente”.

Accidente
Seco P(A/S) = 0.005
P(S)=7/10 i No accidente
Autobuses y 1 P(A€/S) = 0.095
accidente ot
Nublado P(A/5€) =0.09
P(5%) = 3/10 No accidente
P(AS/S%) = 0.91

a) Nos piden calcular P(Sc / A). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

. _P(SCmA)_ P(SC)P(A/SC) B
P(S/A)= P(A)  P(S)P(A/S)+P(S%)P(A/S®)
3
-~ 100'03 —%:0.8852

—-0.005+-—-0.09
10 10

b) Nos piden hallar P(S/A). Este suceso es el contrario del anterior.

P(S/A):l—P(SC/A)=1—%= 7 ~0.1148
61 |61

58 de 316 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Ordinaria 2025 Matemdticas Il en Castilla y Ledn

Problema 4B.

De una urna gque contiene cuatro bolas rojas y dos azules, extraemos una bola y, sin devolverla a la
urna, extraemos otra a continuacion.

a) Hallar la probabilidad de que sean de distinto color. (0,75 puntos)

b) Hallar la probabilidad de que la segunda bola sea azul. (0,75 puntos)

c) Si la segunda bola es azul, hallar la probabilidad de que la primera sea roja. (1 punto)

Para entender mejor lo que ocurre en este experimento compuesto realizamos un diagrama de arbol.

Roja 2
(3Ry2A)
Roja 1 P(R2/R1) = 3/5
(4Ry2A)
P(R1) = 4/6 Azul 2
(3Ry2A)

P(A2/R1) = 2/5

2 bolas de 1 urna
Roja 2

(4Ry1A)

Azul 1 P(R2/A1) = 4/5
(4Ry2A)

P(A1) = 2/6 Azui2
(4Ry1A)

P(A2/A1) = 1/5

a) Si miramos el diagrama de arbol este suceso ocurre cuando sacas Roja 1 y luego Azul 2 o bien
Azul 1 y luego Roja 2. El suceso del que queremos hallar la probabilidad es el suceso

(RLNA2)U(ALNR2).

P((RInA2)U(ALNR2))=P(RLN A2)+P(ALNR2)=

_12 0.5333
15

= P(RL)P(A2/R1)+P(AL)P(R2/Al)=—-Z+

olN
[$00)\N)
oN
(NN

b) Nos piden calcular P(A2). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

HE 0.3333
3

P(A2)=P(R1)P(A2/R1)+P(AL)P(A2/Al)=—-Z+

ol
[$00)\N)
N
gl

¢) Nos piden determinar el valor de P(Rl/ A2) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el
teorema de Bayes.

ol s

2
P(RLNA2) §'5
P(A2) 1
3

=038

P(RL/ A2) =

ol s
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EBAU Extraordinaria 2024

g Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO
; universitarias oficiales de grado | MATEMATICAS |1
%,, Castillay Leon Ne Paginas: 3

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger libremente cinco ejercicios
completos de los diez propuestos. Se expresara claramente cuales son los elegidos. Si se
resolvieran mas, sélo se corregiran los 5 primeros que estén resueltos (segun el orden de
numeracion de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no admitan
memoria para texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un maximo
de 2 puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los
conceptos, definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de
resolver. Justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y
coherencia en la exposicion. Precision en los calculos y en las notaciones. Deben figurar
explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion
logicay los célculos.

E1.- (Algebra)

AX+y—z=1
a) Discutir segun los valores del parametro A el siguiente sistema: {—x+Yy+2z=0
2y+Az=1

(1.2 puntos)

b) Resolverlo para 4 =1. (0.8 puntos)

E2.- (Algebra)
. 101 1 -1 0 3 .
Dadas las matrices A= ,B=|1 0],C= y D= , hallar la matriz X
110 0 1 1 3

tal que AB+CX =D (2 puntos)

E3.- (Geometria)
Dados larecta r=x=y=z,elplano 7 =x+2y—-3z=0 yel punto P :(1,1,1), se pide:

a) Determinar la posicion relativa de r y . (1 punto)
b) Hallar la recta perpendicular a r y contenida en T que pasa por P. (1 punto)

E4.- (Geometria)
Determinar el plano que pasa por los puntos P = (1,1, 2) y Q= (3, —1,1) y es paralelo a la recta

r=x-l=y=z. (2 puntos)

E5.- (Andlisis)

Dada la funcién f (x) =e* + x® =2 demostrar que f(x) se anula para algun valor de x y que ese valor
es unico. (2 puntos)

60 de 316 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Extraordinaria 2024 Matemdticas Il en Castilla y Ledn

E6.- (Andlisis)
cosx—a .
- — six#0 . ,
Dada la funcion f(x): bx , ¢qué valores tienen que tomar los pardmetros
1 si x=0
acRybe ]R—{O} para que esta funcion sea continua en todo R ? (2 puntos)
E7.- (Analisis)

Calcular los valores de a, b y ¢ para los cuales la funcion f (x) = x> +ax? +bx +c, tiene extremos
relativosen x =0y x = 2 y ademas la grafica de f(x) corta al eje de abscisas para x = 1.

(2 puntos)
E8.- (Analisis)
a) Dada la funcién f (x)= v —h;>):+ 5 hallar su dominio de definicion y determinar sus asintotas
horizontales y verticales. (1 punto)
b) Calcular fmdx. (1 punto)

E9- (Probabilidad y estadistica)

Entre los automodviles que se fabrican de una cierta marca, un 50% son convencionales (es decir, con
motor de gasolina o de gasoil), un 30% hibridos y un 20% eléctricos. De ellos, un 70% de los
convencionales, un 80% de los hibridos y un 85% de los eléctricos tienen potencia <140 CV y el resto la
tienen > 140 CV. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que un coche de esa marca elegido al azar sea convencional con potencia

> 140 CV. Lo mismo para hibrido o eléctrico con potencia > 140 CV. (1 punto)
b) Si se sabe que el coche elegido tiene al menos 140 CV, ¢cudl es la probabilidad de que sea de tipo
convencional? (1 punto)

E10.- (Probabilidad y estadistica)

Suponiendo que el tiempo que dura una partida de torneo entre maestros de ajedrez sigue
aproximadamente una distribucion normal de media 160 minutos y desviacion tipica 30 minutos,
calcular:

a) La probabilidad de que una determinada partida de ajedrez jugada en un torneo de maestros acabe

en menos de dos horas. (1 punto)
b) El porcentaje de partidas de torneo entre maestros de ajedrez que duran méas de tres horas y 50
minutos. (1 punto)
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Distribucion Normal
1 X _Ir=
F(x)=——| e? dt

4/ 20 =

0,00 0.1 0,02 0,03 0,04 0,03 006 0,07 0,08 0,09

0.0 | 05000 0,500 0.5030 0.5120 0.5160 05160 05230 05270 05318 05350
0.1 0,5393 0.,5433 0.5473 0.5517 0.5567 05506 05836 05675 05714 05753
0.2 | 05783 05332 0.5871 0.5610 0.5848 05087 0, 8026 0,6064 0.6103 06141
03| 08179 08617 0.6255 0.6293 06331 06368 08406 06443 08480 06517
0.4 | 08554 0.6591 0.6623 0, G684 0.6700 06736 06772 06808 0.6844 06870

0.5 | 08915 0.,6950 0.6035 0.7019 0.7054 0.7og8 0.7123 0,757 0,780 0, rx24
0.6 | 07257 0,729 0.7324 0.7357 0.7380 0.7422 0, 7454 0, 7486 0,.7817 0, 7540
0.7 | 07530 0,781 0. 7642 0. 7673 07704 07734 0, 7764 0,7ro4 07823 0, 7852
0.8 | o731 0. 7910 07839 0. 7087 0.7805 08023 0,8051 0,507 0.8106 08133
0% | 08153 0.61a8 08212 08238 08264 08280 08315 0,8240 0, B365 0,8280
1.0 | 08413 0.6233 0.6481 0.56435 0.6508 0.8531 08554 08577 0.&580 0,5821
1.1 0,3843 0.8885 0.8638 08703 0.8720 08740 08770 05700 08810 05830
1.2 | 03843 0.,8389 0.8833 0.8007 0.8025 08044 0, BB62 05280 0, BoaF 0, o014
1.3 | 08032 0,00<8 0,0088 0,8082 00008 0.8115 0213 0,2147 0.gi62 08177
14 | 08182 0.80207 00222 0.8238 0.8251 08265 0.827e 0 eze2 0,806 08218
1.5 | 0.9332 0,0345 00357 0.0370 0.0382 02304 02406 02418 08420 0, 2441
1.6 | 09452 0.,0483 0.0474 0.0434 0.0405 02505 08515 00525 08536 0, 2545
1.7 | 08554 0.0584 08573 0,8532 00501 02500 02608 0,2616 08625 02623
1.8 | 09841 0.0840 0.0658 0.0684 0.0671 D.ogre 0,886 0, 0&02 0,000 0, 0706
15 | 0973 08719 0.0728 00732 0.6738 00744 08750 0, o756 0. &7a1 IRLLT

20 | 08772 0,07 00733 0.ovaa 0.67a3 D.ovoe 02803 0, 2e08 08812 02817
21 | 0.8ax 0028 0,8830 0,8834 0.0B38 08842 0,8246 02850 02854 08857
22 | 09331 0.0384 0.0ega 0.o0e7 0.0875 D.ogre 0.2ee1 0, oeeq 0, BEEF 0,0ea0
23 | 09893 0.,0398 0.08d3 0.6001 0.0004 02006 02200 02211 02013 0, o016
24 | 08913 0.8820 08822 0,8025 00827 02020 0231 02832 02024 0,2836
25 | 08933 0.99<0 0.e821 02043 0.89845 02046 02248 02240 02251 0, oas2
26 | 08953 0.0955 0.0058 0.0057 0.0050 02060 0, 2061 0, BRa2 R 0, Cegey
27 | 09985 0.0968 0.0087 0.0083 0.0060 02070 02271 0, oor2 02873 IR TR
28 | 08974 0.8875 0,8878 0,8877 00877 02078 02870 0,2870 02280 0,281
259 | 08931 00932 00832 0.2033 0.0084 02084 02285 0, 2BES 0, 22E6 0, 2B
3.0 | 08937 0.09a7 00037 0.0033 0.0oee 02080 0 &ae0 0. g0 0, &m0 0, oeEea0
31 | 09990 0.699¢ 0.0a91 0.609 0.o@o2 02002 0 eaa2 0,02 0, felel3 IR R
3.2 | 08983 0,093 0,004 0,004 00004 02004 0204 0,2285 0,22a5 0,285
3.3 | 0,89895 0.0995 0.0085 0.oo08 0.0006 02006 02206 0, 2206 0, eea6 IRt
34 | 08997 0.0aa7 0,8087 0,00a7 0.oa7 020e7 0,e0a7 0, 2087 0e2a7 0,208

35 | 08997 0.0997 0.0093 0.0093 0.ooos 0. 20os 02208 0, cx0e 0, &og 0, oeleng
36 | 08933 0.bo98 0,009 0,0098 0.oog 02000 0, eop 0, 2200 0, ead 0,ege0
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SOLUCIONES
E1.- (Algebra)
AX+y—z=1
a) Discutir segun los valores del parametro A el siguiente sistema: {—x+Yy+2z=0 (1.2 puntos)
2y+Az=1
b) Resolverlo para 4 =1. (0.8 puntos)
A1 -1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|-1 1 2 |y lamatrizampliada es
0 2 4
A1 -11
A/B=|-1 1 2 0
0 2 21
Vemos cuando se anula el determinante de A.
A1 -
|A|= -1 1 2(=A°404+2-0+1-41=1*-31+2
0 2 2
2 3—+1 =2=41
|A|=0= 22 -3242=0= A= 39 -4(2) 321
2 SNy

Distinguimos tres casos diferentes que analizamos por separado.

CASO1.Si A#1yA+#2.

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el
namero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una Unica solucién).

CASO 2.Si A=1.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
1 1 -11
La matrizampliada queda A/B=|-1 1 2 0 |.Estudiamos el rango de Ay el de A/B
0 2 1 1
usando el método de Gauss.
Fila2? + Filal?
11t 11 2 0
A/B=—1120:>11_11 =
0 2 1 1

0 2 1 1— NuevaFila2?
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Fila3? —Fila 22 A8

———
11 -11 0 2 1 1 11 -11
=0 2 1 1= 0 -2 -1 -1 =0
02 11 0 0 O O — NuevaFila3? —

A

El rango de A es 2, al igual que el de A/B, los rangos son iguales, pero menores que el nimero
de incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO3.Si 1=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.

2 1 -11
La matrizampliada queda A/B=|-1 1 2 0. Estudiamos el rango de Ay el de A/B
0 2 2 1

usando el método de Gauss.

Filal2+2-Fila2?2
2 1 11

2 1 11
A/IB=|-1 1 2 0|= 292 4 0 =
0 2 21 0 3 3 1— NuevaFila2?
3-Fila3? - 2-Fila22 — 2
21 -11 06 6 3 21 11
=0 3 3 1|= 0 -6 -6 2 =0
02 21 0 0 O 1 — NuevaFila3? L,ﬁ

A
El rango de A es2 y el de A/B es 3, los rangos son distintos. El sistema es incompatible (sin
solucion).

Resumiendo: Si 4 =1y A4 = 2 el sistema es compatible determinado (una Unica solucién), si

A =1 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) y si 4 =2 el sistema es
incompatible (sin solucién).

b) Para A =1 el sistema es compatible indeterminado (caso 2). Lo resolvemos a partir de la matriz
equivalente obtenida en el apartado a).

11 -11
X+y-z=1 X+y-z=1
02 11|=> = =>X+y-1+2y=1=
2y+z=1 z=1-2y
00 0O
X=2-3x
=>x=2-3y=>jy=a ;aeR
2=1-2c

Las soluciones del sistema tienen la expresion: x=2-3a; y=«; z=1-2a; a€R.
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E2.- (Algebra)

0 2
i 101 1 -1 0 3 .
Dadas las matrices A= ,B=|1 0],C= y D= , hallar la matriz X
110 0 1 1 3
-1 1
tal que AB+CX =D (2 puntos)

Despejamos X de la ecuacion matricial.
AB+CX=D=CX=D-AB=X :C‘l(D—AB)

Comprobamos que la matriz C es invertible, calculamos su inversa y hacemos las operaciones para
obtener la expresion de la matriz X.

1 _
|C|:‘ W:lio
0 1

o Ai(C) ol ﬂ_(l }

c 1 0 1

2

0
0 3) (1 01 0 3) (0+0-1 2+0+1
D-AB= - 1 0|= - =
(1 3] [1 1 Oj [1 3} (0+1+0 2+0+Oj

3 )6 D
x-co-me)-(y 15 1)(; 1)

11
La matriz X buscada tiene la expresion X = (O 1] .
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E3.- (Geometria)
Dados larecta r=x=y=z, el plano 7=x+2y-3z=0 yel punto P :(1,1,1), se pide:

a) Determinar la posicion relativa de r y . (1 punto)
b) Hallar la recta perpendicular a r y contenida en m que pasa por P. (1 punto)

a) Hallamos un vector director de la recta y un vector normal del plano.

_ 0 y-0 z- v, =(111
m=x+2y-32=0=n=(12,-3) =X 0_y-0_z O:»{“ (-1.2)

1 1 1 R (0,0,0)
Comprobamos si los vectores son perpendiculares o no.

n=(12-3 . L
. ( ) =n-v, =(1,2,-3)(111)=1+2-3=0=>n Ly,
v, =(112)

Como el vector director de la recta es perpendicular al vector normal del plano la recta y el plano
son paralelos o la recta esta contenida en el plano.

Averiguamos si el punto P. (0,0,0) de la recta pertenece al plano.

éR(0,0,0)en?

=¢0+2:0-3-0=07?
r=X+2y-32=0

La igualdad es cierta, por lo que el punto pertenece al plano y la recta esta contenida en el plano.

b) Queremos hallar la recta s del dibujo.

La recta s perpendicular a la recta r tiene como vector director un vector perpendicular al vector
director de r y perpendicular al vector normal del plano (s esta contenida en el plano), por lo que

nos sirve como vector director de s el producto vectorial nxv, .

ne2-3)] . |1k L
. =nxy, =[l 2 -3=2i-3j+k-2k—j+3i=5i-4j—k=(5-4,-1)
v, =(111) 11 1
Hallamos la ecuacion de la recta s como la recta con vector director ﬁx\Tr y que pasa por el

punto P=(1,11).

L X=1+54
LJ:nxv:{a—é—Q}:>y

' y=1-41; 1R
P=(L11)es i1 2
Xx=1+51
La recta perpendicular a r y contenida en w que pasa por Pes s:qy=1-44; 1 eR.
z=1-1
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E4.- (Geometria)
Determinar el plano que pasa por los puntos P =(1,1,2) y Q=(3,-1,1) y es paralelo a la recta

r=x-l=y=z. (2 puntos)

Si el plano es paralelo a la recta r uno de sus vectores directores es el vector director de la recta.
El otro vector director es el vector PQ.
Hallamos el vector director de larecta r.

x-1 y-0 z-0
1 1 1

r

=w, =(111)

Hallamos la ecuacion del plano pedido.

Q=(3-11)] .

=(3,-11)-(11,2)=(2,-2,—
P-(112) }: PQ=(3-11)-(112)=(2,-2,-1)
G:FQ:(Z,—Z,—l) x-1 y-1 z-2
v=w, =(111) Szil2 -2 -1|=0=
P(l,l,Z)e;z' 1 1 1

= -2(x-1)-(y-1)+2(z-2)+2(z-2)-2(y-1)+x-1=0=

:—2x+2—y+1+22—4+22—4—2y+2+x—1:0:>|7z:—x—3y+4z—4:0

El plano que pasa por los puntos Py Q y es paraleloa larectares z:—x—-3y+4z—-4=0.
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E5.- (Andlisis)
Dada la funcion f (x) =e* + x> —2 demostrar que f(x) se anula para algin valor de x y que ese valor
es unico. (2 puntos)

La funcion tiene como dominio de definicién R . La funcion es continua en todo su dominio.
La funcion es derivable en todo su dominio siendo su derivada f (x) =e* +3x%. Esta funcién

derivada siempre es positiva pues es suma de valores positivos, por lo que la funcion es siempre
creciente.

Consideremos el intervalo [0, 2] . En este intervalo la funcién es continua. También es derivable en
el intervalo (0,2).Y tenemos que f(0)=e"+0°-2=-1<0y f(2)=e*+2°-2=e’+6>0.
Podemos aplicar el teorema de Bolzano y afirmar que existe ¢ €(0,2) tal que f(c)=0.

Como la funcion siempre es creciente podemos decir que la funcion es negativa para cualquier valor
menor que ¢ y es positiva para cualquier valor mayor que c. No podemos aplicar el teorema de
Bolzano en ningun intervalo que no incluya el intervalo (0, 2).

Por lo que no existe otro valor que anule la funcion.

Existe un Gnico valor c tal que f(c)=0.

OTRA FORMA DE RAZONARLO

Si existiese otro valor d tal que f (d) =0 tendriamos que la funcidn es continua en el intervalo
[c,d]y derivable en (c,d), ademas f(c)=f(d)=0, aplicando el teorema de Rolle existe
ae(c,d) tal que f'(a)=0.

Y esto no es posible pues la derivada de la funcion nunca se anula.

Por lo tanto, existe un tnico valor c tal que f(c)=0.

He supuesto que d > c, se razonaria igualmente suponiendo ¢ > d.
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E6.- (Andlisis)
cosx—a .
. — sixz0 . ,
Dada la funcién f(x)= bx , ¢qué valores tienen que tomar los pardmetros
1 si x=0
aeRybe R—{O} para que esta funcion sea continua en todo R ? (2 puntos)

Para que esta funcion sea continua debe serlo en x = 0.

e Existe f(0)=1

e Existe legg f(x)=lim

cosx—a cosO—

a l-a

X—0 bx2 N b .02

0

Como debe existir el limite para que sea continua debe ser a = 1, en caso contrario el
limite valdria co.

= Indeterminacion (L "Hopital)= Iirrol
X—>

= {a = 1} = 0 = Indeterminacion (L "Hépital) = lim —Senx _ 0 =
0 x-0  2Pbx 0
—cosx _ -1
2b  2b
e Elvalor de la funcion y el limite deben ser iguales > ;—; =l=>-1=2b=|b= ‘?1

. . -1
Los valores que hacen que la funcion sea continuason a=1y b= >
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E7.- (Analisis)
Calcular los valores de a, b y ¢ para los cuales la funcion f (x)=x’+ax®+bx+c, tiene extremos

relativosen x =0 y x = 2 y ademas la grafica de f(x) corta al eje de abscisas para x = 1.
(2 puntos)

Si la funcién tiene extremos relativos en x = 0 y x = 2 significa que la derivada se anula para
estos valores > f*(0)=0 y f’(2)=0.

f7(0)=0
f7(x)=3x"+2ax+b

}:>O=02+2a-0+b:>

£(2)=0

=0=32*+2a-2=>12+4a=0=>4a=-12=la=——=-3
b=0— f"(x)=3x"+2ax

Tenemos que a=-3yb =0, la funcion queda f (x)=x°-3x*+c.
Como la grafica de f(x) corta al eje de abscisas para x = 1, esto implica que f (1) =0.

f(x)=x"-3x*+c
f(1)=0

}:>13—3-1Z+c=0:>

Los valores buscados sona =-3,b=0yc =2,

70 de 316 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Extraordinaria 2024 Matemdticas Il en Castilla y Ledn

E8.- (Anélisis)

a) Dada la funcion f (x) = _Ir;;<+ X hallar su dominio de definicidon y determinar sus asintotas
horizontales y verticales. (1 punto)

b) Calcular Jﬁdx. (1 punto)

a) El dominio de la funcion son todos los nimeros reales mayores que 0 (debe existir Inx) que no
anulen el denominador.

> 3+1 > x
3E£4(-3) —4(1)(2 + e
X -3x+2=0=x= \/( ) —40)( ):3_1: 2
2 2 3-1
—=[1=Xx
2
El dominio de la funcién es (0,1)(1,2)u(2,+x)
Asintotas verticales. x=a.
¢ X =0 es asintota vertical?
lim f (%)= lim X N0 _=o_
x—>0" x-0" X* —3X + 2 2 2
x =0 esasintota vertical.
¢ Xx=1 es asintota vertical?
1
. . In x 0 A : X
lim f (x) = lim—————— = — = Indeterminacién (L "Hopital) = lim =
x-1 -1 x°—-3x+2 0 -1 2X—3
=lim ! __1 =-1
-1 x(2x—-3) 1(2-3)
X =1 no es asintota vertical.
¢ X =2 esasintota vertical?
lim £ (x) =lim—n*___IN2_
X2 x-2x°-3x+2 0
X =2 es asintota vertical.
Asintota horizontal. y=b
Estudiamos la situacién en +co.
b=lim f(x)=lim ZIL=+;‘0= Indeter minacién (L Hopital) =
X—>400 X—+0 X _3x+2 400
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1

X__jim—> -1 g

= lim
x> 2X =3 xo0 X(2X—3) oo

Larecta y =0 esasintota horizontal de la grafica de f cuando x tiende a +oo.

b) Calculamos la integral usando el método de descomposicidn en fracciones simples.

f%dx:..
X" —3X+2

2 EZZ:X
X2—3X+2:O:>x:3i\/(_3) —4(1)(2) _3x1_| 2
2 2 |3-1
—=[1=X
2
L 1 A B _A(x-2)+B(x-1)

X? —3X+2 =(x—l)(x—Z) X1 x—2 (x-1)(x-2)

Xx=1->1=-A>A=-1
Xx=2—->1=8B

U

=1=A(x-2)+ B(x—l):>{

1 -1 1
= — = +
X°—3Xx+2 x-1 x-2

= _—1+de=—Jidx+J.de:—In|x—]4+ln|x—2|+c
Xx-1 x-2 x-1 X—2

X—2

+C.

1
T ————dx=In[x-2|-In|x-1+C=
enemosquefxz_ngrzdx In|x—2|-In|x-1+C =In
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E9- (Probabilidad y estadistica)

Entre los automodviles que se fabrican de una cierta marca, un 50% son convencionales (es decir, con
motor de gasolina o de gasoil), un 30% hibridos y un 20% eléctricos. De ellos, un 70% de los
convencionales, un 80% de los hibridos y un 85% de los eléctricos tienen potencia <140 CV y el resto la
tienen > 140 CV. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que un coche de esa marca elegido al azar sea convencional con potencia

> 140 CV. Lo mismo para hibrido o eléctrico con potencia > 140 CV. (1 punto)
b) Si se sabe que el coche elegido tiene al menos 140 CV, ¢cudl es la probabilidad de que sea de tipo
convencional? (1 punto)

Hacemos un diagrama de arbol para organizar toda la informacion proporcionada.
Llamamos C a “el coche es convencional”, H a “el coche es hibrido”, L a “el coche es eléctrico”
y M a “el coche tiene potencia <140 CV”.

<140 CV

Convencional P(M/C) =0.7
P(C) =05 >140 CV

P(MS/C) =0.3
<140 CV

Tipos de Hibrido P(M/H) =0.8
coches P(H) =03 >140 CV

P(MS/H) = 0.2
<140 CV

Eléctrico P(M/L) = 0.85
P(L) =0.2 >140 CV

P(MC/L) = 0.15

a) Nos piden calcular P(CM®).

P(CAM®)=P(C)P(M®/C)=05-0.3=[0.15]

La probabilidad de que un coche de esa marca elegido al azar sea convencional con potencia > 140
CV esde 0.15.

También nos piden calcular P((H U L)mMC).
P(HUL)AM®)=P(HAM®)+P(LAM®)=

=P(H)P(M®/H)+P(L)P(M®/L)=0.3-0.2+0.2:0.15=[0.09]

La probabilidad de que un coche de esa marca elegido al azar sea hibrido o eléctrico con potencia >
140 CV es de 0.09.

b) Nos piden hallar P(C /M€ ) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(CAM® P(CAM®
P(C/M®)= ( . )= _ ( c) = 015  _15_ 0625
P(M®)  P(CAM®)+P(HAM®)+P(LAM®) 0.15+0.09 |8
La probabilidad de que el coche elegido sea de tipo convencional sabiendo que tiene al menos 140
CV (=140 CV) es de 0.625.
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E10.- (Probabilidad y estadistica)

Suponiendo que el tiempo que dura una partida de torneo entre maestros de ajedrez sigue
aproximadamente una distribuciéon normal de media 160 minutos y desviacion tipica 30 minutos,

calcular:

a) La probabilidad de que una determinada partida de ajedrez jugada en un torneo de maestros acabe

en menos de dos horas.

(1 punto)

b) El porcentaje de partidas de torneo entre maestros de ajedrez que duran mas de tres horas y 50

minutos.

(1 punto)

Llamamos X = el tiempo que dura una partida de torneo entre maestros de ajedrez en minutos.

X = N(160, 30)

a) Nos piden calcular P(X <120).

Tipificamos
120-160
P(X <120)= . =Pl Z<———|=
( ) zzxs_éﬁo [ = ]

=P(Z<-133)=P(Z>1.33)=1-P(2<1.33)=

{Miramos en la

=1-0.9082=0.0918
tabla N (0,1)

0.00 0.01 f 0.
0.0 | 05000 05040 0. 0.5
04 | 0538 05438 0. 0.5!
02| os7e3  osex 0. 0.5l
03| 06178 06217 0. 0.8
04 | oess¢  osse1 0. 08
05| 06015 06950 0. o7
06 | 07257 07201 0. 07
07| o780 o761t 0.1 07
08 | o7s81 07910 0.1 07!
09 | os1se o0s188 ogs o8
10| 08413 084 oges 08
11| 0oss43 08885 o0sses ooz 08
1.2 | 0840 08880 08888 0.8

l 13 - 0082 oal
14| 00192 00207 08222 08238 08

La probabilidad de que una determinada partida de ajedrez jugada en un torneo de maestros

acabe en menos de dos horas es de 0.0918.

b) 3 horas y 50 minutos son 3 - 60 + 50 = 230 minutos. Nos piden calcular

Tipificamos
230-160
P(X >230)= - =P|Zz>""———|=
( ) zzxs_éﬁo ( 0 )

=P(Z>233)=1-P(Z2<233)=

{Miramos en la

=1-0.9901={0.0099
tabla N (0,1)

El porcentaje de partidas de torneo entre maestros de
ajedrez que duran més de tres horas y 50 minutos es del
0.99 %, aproximadamente un 1 %.

P(X >230).

0.00 0.01 0.02 0.03 0.0
0.0 | 05000 05040 05080 051
01| 0538 05438 05478 0.55
02| o573 05832 05871 050
03| o878 08217 06255 063
04 | 06554 06501 08628 0.67
05 | 06015 06050 00085 0.70
06| 07257 07201 07324 0.73
07| 07560 o761 07842 0.77
08| o788t 07910 07930 079
09 | 08156 08188 08212 0.82
10 | 08413 08438 08461 0.65
11 | 0osssa o0sees 08888 0.87.
12 | 0@s40 08880 08888 0.8
13| 00032 09040 00088 0.00
14 | 00192 00207 08222 0.02
15 | 06332 00345 04357 0.63
16 | 09452 00463 00474 0.04
1.7 | 09554 00564 00573 0.05
18 | 00841 o0@es0 0085 0.06
19 | 0712 o0e719 09728 0.7
20 | 09772 0@778 04783 0.67
21| 0oss21 o028 0883 0.8
22 | 0081 09884 09868 0.08
23 0.09
24| 09918 00920 00022 0.09
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Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO
MATEMATICAS
I
Castillay Leén Ne Péginas: 3

universitarias oficiales de grado

(=)
4
=
=
-
@
=)
7

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger libremente cinco ejercicios
completos de los diez propuestos. Se expresara claramente cuales son los elegidos. Si se
resolvieran mas, sélo se corregiran los 5 primeros que estén resueltos (segun el orden de
numeracion de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no admitan
memoria para texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un maximo
de 2 puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los
conceptos, definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de
resolver. Justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y
coherencia en la exposicion. Precision en los calculos y en las notaciones. Deben figurar
explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion
logicay los célculos.

E1.- (Algebra)
ax+y+z=a
Dado el siguiente sistema: {(a+1)x+y—-az=0

x+(a+1)y=0

a) Discutir el sistema segun el valor del parametro a. (1.2 puntos)
b) Resolver si a=0. (0.8 puntos)
E2.- (Algebra)

a -2 0
Sea la matriz A=|0 -2 O0].

0 1 a
a) ¢Para qué valores de a la matriz A tiene inversa? (0,4 puntos)
b) Estudiar el rango de la matriz segln los valores de a. (0,6 puntos)
c) Hallar a para que se cumpla A™ = % A (1 punto)

E3.- (Geometria)

Calcular las ecuaciones paramétricas, en forma continua e implicita de la recta s que pasa por el
2X—-y+2=8

punto A(1,—2,2) y es paralelaa larecta r: (2 puntos)
X—-y+2z=9

E4.- (Geometria)

2x—-y+3z=1 .

Dado el plano 7 =3x+3y+mz=3 y larecta r s{ y 5 . Determinar m para que sean:
X—y=

a) Perpendiculares. (1 punto)

b) Paralelos. (1 punto)
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E5.- (Andlisis)
. tgx—senx

a) Calcular Ilmu. (1 punto)
x>0 XSenx

b) Demostrar que la ecuacion x-senx =1 tiene alguna solucion. (1 punto)

E6.- (Analisis)

Dada la funcion f (x)= (2_)(1)2 se pide:
X+

a) Determinar sus extremos relativos e intervalos de crecimiento y decrecimiento. (1 punto)

b) Calcular J 2X > dx. (1 punto)
(x+1)
E7.- (Analisis)
_, x> +ax+b si x<0
Dada la funcion f(x)=1 | _ ;
e si x>0
a) Hallar de forma razonada, los valores de a y b para los que la funcién f(x) sea continua 'y
derivable en x = 0. (1,5 puntos)
b) Hallar la recta tangente a la funcién en x = 1. (0,5 puntos)
E8.- (Analisis)
a) Calcular los valores de a, by ¢ para que la funcién f (x)=ax’—bx+c presente en el punto
(1 2) un extremo local y ademas se cumpla que J.: f(x)dx=1. (1,6 puntos)
b) ¢El extremo del apartado anterior es un maximo o un minimo? ;Por qué? (0,4 puntos)

E9- (Probabilidad y estadistica)

A las semifinales de un torneo de tenis de Grand Slam llegan cuatro jugadores A, B, C y D. La
probabilidad de que gane A es igual a la probabilidad de que gane B. La probabilidad de que gane A
es el triple de la probabilidad de que gane C. La probabilidad de que gane C es la misma que la
probabilidad de que gane D. Calcular la probabilidad de que:

a) gane cada uno de ellos. (1 punto)
b) ganen C o D. (0.5 puntos)
C) no gane A. (0.5 puntos)

E10.- (Probabilidad y estadistica)

En un determinado grupo se estudia la incidencia de la miopia en relacion con el sexo de los sujetos
estudiados.

« Se estudian 550 mujeres de las cuales 280 son miopes.

« Se estudian 420 hombres de los que 190 son miopes.

Nombrando los sucesos: A = "ser mujer", B = "ser hombre", M = "padecer miopia".

a) Calcular P(A);P(M/A);P(BNAM). (0,5 puntos)
b) Si se elige al azar un sujeto, calcular la probabilidad de que sea miope. (0,5 puntos)
c) Si se elige al azar un sujeto que resulta ser miope, ¢ cual es la probabilidad de que sea mujer?
(1 punto)
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SOLUCIONES

E1.- (Algebra)
ax+y+z=a
Dado el siguiente sistema: {(a+1)x+y—-az=0

x+(a+1)y=0
a) Discutir el sistema segun el valor del parametro a. (1.2 puntos)
b) Resolver si a=0. (0.8 puntos)
a 1 1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|a+1 1 -a |y lamatrizampliada es
1 a+l1 O
a 1 1 a
A/B=la+l 1 -a O
1 a+l 0 O
VVemos cuando se anula el determinante de A.
a 1 1
|Al=la+1 1 -al= —a+(a+1)2 -1+a*(a+1) :—(<'9L+1)+(a+1)2 +a’(a+l)=
1 a+l O

=(a+1)’ +(a’-1)(a+1)= [a+1+ a’ —1](a+1) =(a*+a)(a+1)=a(a+1)(a+1)

a=0

A=0 1 1)=0
[A=0=a(a+1)(a+1) :{a+1=0—>a=—1

Distinguimos tres casos diferentes que analizamos por separado.

CASO1.Si a=0ya=-1.

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el
namero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una Unica solucién).

CASO 2.Si a=0.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.

0110
La matrizampliada queda A/B=1 1 0 0. Estudiamos el rango de Ay el de A/B
1100
usando el método de Gauss.
Fila3*—Fila2?
0110 1 1 0 0
A/B=1100:>_l_100 = =
1100

0 O O O0— NuevaFila3?
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A/B

= {Fila2?«> Filal?} =

o O -
O -
o — O
o O O

A

El rango de A es 2, al igual que el de A/B, los rangos son iguales, pero menores que el nimero
de incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO3.Sia=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.

-1 11 -1
La matrizampliada queda A/B=| 0 1 1 0 |.Estudiamos el rangode Ay el de A/B
1 00 O
usando el método de Gauss.
Fila3?+ Filal?
-1 11 -1 100 0
A/BzOllO:_lll_1 =
1000 0 1 1 -1->NuevaFila3
Fila3? - Fila22 — 5
-1 11 -1 001 1 -1 -1 11 1
:>0110:>0_1_10 =0 11 0
0 11U 1570 0 i NuevaFilas: Lf,_,o -

El rango de A es2 y el de A/B es 3, los rangos son distintos. El sistema es incompatible (sin
solucion).
Resumiendo: Si a=0ya = —1 el sistema es compatible determinado (una unica solucion), si
a=0 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) y si a=—1 el sistema es
incompatible (sin solucién).

b) Para a=0 el sistema es compatible indeterminado (caso 2). Lo resolvemos a partir de la matriz
equivalente obtenida en el apartado a).

1100 X=-a
X+y=0 X=-Y
0110|= = =>Kiy=a ; aeR
y+z=0 Z=-y
0 00O I=—-a
X=-a

Las soluciones del sistema tienen la expresion: {y=a ; aeR.
I=-a
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E2.- (Algebra)

a -2 0
Sea lamatriz A=|0 -2 0].

0 1 a
a) ¢Para qué valores de a la matriz A tiene inversa? (0,4 puntos)
b) Estudiar el rango de la matriz segun los valores de a. (0,6 puntos)
¢) Hallar a para que se cumpla A™ = % A (1 punto)

a) Para que la matriz tenga inversa su determinante debe ser no nulo.

a -2 0
|A| =0 -2 0|=-2a?
0 1 a

|A=0=-2a’=0=a=0
La matriz A tiene inversa para cualquier valor de a distinto de cero.

b) Si a=0 el determinante de A es no nuloy el rango de A es 3.
Si a=0 el determinante de A es nulo y el rango de A es menor de 3.

0 -2 0
Lamatriz Aqueda A=|{0 -2 0. Siobservamos las columnas solo hay una con elementos
0 1 0

no nulos, por lo que el rango de A es 1.

c) Si A‘1=%A entonces AA‘1=%AA, por lo que | =%A2 =41 = A®,

Utilizamos esta ultima igualdad para determinar el valor de a que hace posible la primera
igualdad.

1 00 a -2 0jla -2 0
41=A*=4|/0 1 0|=|0 =2 0|0 -2 0|=
0 0 1 0 1 all0 1 a
a’=4—>a=V4=12
4 0 0] [a> —2a+4 0 ~a=4
-2a+4=0->2a=4—>a=2
=0 4 0|=]0 4 0=
) —2+a=0—a=2
0 0 4 0 -2+a a

a?=4—>a=+/4=+2

Para que se cumplan todas las igualdades debe ser a = 2.
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E3.- (Geometria)
Calcular las ecuaciones paramétricas, en forma continua e implicita de la recta s que pasa por el
2X—y+2=8

2 puntos
X—-y+2z=9 @p )

punto A(1,—2,2) y es paralelaa larecta r: {

Hallamos un vector director de la recta r.

2X—-y+2=8 2X—-y+2=8
: = =2(y-2z+9)-y+z=8=
X—-y+2z=9 X=y—-22+9
=2y-4z+18-y+2=8=y-3z=-10=2y=-10+3z=

X=-1+a
=x=-10+32-27+9=>x=-1+z=>r:{y=-10+3a=|v, =(131)

I=x

La recta s que pasa por el punto A(1,—2,2) y es paralela a la recta r tiene como vector director el
mismo que larectar.

A(L-2,2)es x=1+4 _
- S:qy=—-2+31; AR (paramétricas) =
u, =v, =(1,31) S—942
:>s:X_1:y+2:Z_2(continua):>
1 3 1
Xl Y2 sy 3oy4253x—y-5-0
1 3 3x-y-5=0 . .
= ) ) =5s: 3 8_0(|mpI|C|ta)
y%:%—)y+2=3z—6—>y—3z+8:0 ymorres
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E4.- (Geometria)

2x—y+3z=1 .

Dado el plano 7 =3x+3y+mz=3 y larecta r E{ X y+2 ‘ . Determinar m para que sean:
X—y=

a) Perpendiculares. (1 punto)

b) Paralelos. (1 punto)

a) Si la recta es perpendicular al plano el vector director de la recta y el normal del plano deben
tener coordenadas proporcionales (misma direccion).

=1

Hallamos las coordenadas del vector director de la recta y el normal del plano.

7z53x+3y+mz:3:>ﬁ:(3,3,m)

2x—-y+3z=1 2x—-y+3z=1
r= = =2(y+2)-y+3z=1=

X—y=2 X=2+Yy

=2y+4-y+32=1=2y+31=-3=32=-3-y= z:—l—%y:

z:—l—la
3

Hacemos que sus coordenadas sean proporcionales y obtenemos el valor de m.

n=(3,3,m)

\Tr: 1,1,_—1 :>§:§:l:>§:3_m:>_3:3m:> m:_—3:—1
3 1 1 -1/3 71 1 3

7 Llr—nlv,

Para que recta y planos sean perpendiculares debe ser m = —1.
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b) Si el plano m es paralelo a la recta r el vector director de la recta y el vector normal del plano son
perpendiculares, por lo que su producto escalar debe ser nulo.

Y r
n
/A
n=(3,3,m)
vT:[l,l,_—lj :>(3,3,m)(l,l,_—lj:O:>3+3—m=O:>6:m:> m=18
3 3 3 3
zllr—>nLlv, »nv, =0

Para que recta y plano sean paralelos debe ser m = 18.
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E5.- (Andlisis)
. tgx —senx
a) Calcular lim X SENX. (1 punto)
x>0 XSenx
b) Demostrar que la ecuacion x-senx =1 tiene alguna solucion. (1 punto)
a) Calculamos el limite.
. tgx—senx tg0—-sen0 O S .
lim -2 _9 =— = {Simplificamos la expresion} =
x>0 XSeNnX 0-sen0 0
se 1 1 1—cos x
——— —Senx m[cosx—lj -
lim COS X = lim — lim COS X lim COS X
x—0 Xsenx x—0 X X x—0 X x—0 X

_|jmize0sX _12€050_0 o ieterminacion (L"Hoépital) =
x>0 xcosx  0-cosO O

. senx sen0 0
x>0 coSX—xsenx ¢cos0—-0-sen0 1

Hemos comprobado que Iimtgx_ﬂ =0.

x=>0  XSenx

b) Consideramos la funcién f (x)=1-x-senx. Debemos encontrar un valor c tal que f(c) = 0.
Como f(0)=1-0-sen0=1>0y f (%j :1—%-sen% :1—2 =-0.57 <0 consideramos el
intervalo [O,Z]

2
Queremos aplicar el teorema de Bolzano a la funcion f (x)=1—x-senx en el intervalo [0%}
La funcion f (x)=1-x-senx es continua en el intervalo {0%} siendo f(0)>0y f (%) <0.

Podemos aplicar el teorema de Bolzano y asegurar que existe c e (0%) tal que f(c) = 0.

Para el valor ce (Ogj se cumple la igualdad 1—-c-senc=0=c-senc =1.
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E6.- (Andlisis)

Dada la funcién f (x)= (2% se pide:
X +

a) Determinar sus extremos relativos e intervalos de crecimiento y decrecimiento. (1 punto)

b) Calcular J(xixl)z dx. (1 punto)

a) El dominio de la funcién es R —{-1}.
Utilizamos la derivada para encontrar los puntos criticos de la funcion.

f(x)= 2X . f,(X)Zz(x+1) —2x(42)(x+1)=2(x+1)—23x(2):2x+2—:1x
(x+1) (x+1) (x+1) (x+1)

cron . 2—2X

f (X)_(x+1)3 = 2_2X3=0:>2—2x=0:>2x=2:

(x+1)

La funcidén presenta un punto critico en x = 1.
Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de x = —1 (excluido del dominio) y x =
1 (punto critico).

e Enelintervalo (—o0,—1) tomamos x = -2 y la derivada vale f"(-2)= %(123) =-6<0.
-2+
La funcion decrece en (—oo,~1).
. _ . 2-2(0)
e Enelintervalo (-1,1) tomamos x = 0 y la derivada vale f’(0) :W =2>0.La
+
funcion crece en (-1,1).
_ _ Lo 2-2(2) -2
e Enelintervalo (1,+<0) tomamos x = 2 y la derivada vale f’(2)= s =—<0.la
(2+1) 27

funcion decrece en (1,+).

La funcidn sigue el esquema siguiente.

0 1 2

La funcion decrece en (—o0,—1)\U(1,+) y crece en (—1,1).
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La funcion presenta un maximo relativo en x = 1. No tiene minimo relativo pues x =1 no
pertenece al dominio de la funcién.

b) Calculamos la integral usando descomposicion en fracciones simples.

[

x __A B 2 CA(x+1)+
(x+1)2 X+1 (x+l)2 (x+1)2 (x+12

B
= 2x=A(x+1)+B=

=>A=2= > = - 5
Xx=-1—>-2=B (x+1)"  x+1 (x+1)

{X:O—>O:A+B—>A:—B 2X 2 2

PP (R SV J S dx = 2J—dx 2[(x+1)" dx
Xx+1 (x+1) X+1

=2In|x+1- 2(X+i) =|In (x+1)2+xi1+C
+

dx = In(x+1)2+i+C.

Hemos visto que J
(x +1) X+1
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E7.- (Analisis)
B x?+ax+b si x<0
Dada la funcién f(x)=1 | _ ;
e si x>0
a) Hallar de forma razonada, los valores de a y b para los que la funcién f(x) sea continua 'y
derivable en x = 0. (1,5 puntos)
b) Hallar la recta tangente a la funcién en x = 1. (0,5 puntos)

a) Para que la funcion sea continua en x = 0 deben coincidir el valor de la funcion y los limites
laterales.

e Existe f(0)=0°+a-0+b=b.
e Existe lim f(x):limx2+ax+b:b.

x—0" x—0"

e Existe lim f (x)=lim e =g’ =1

x—0* x—0"

e Lostresvalores soniguales > b = 1.

Para que la funcidn sea continua en x = 0 debe ser b = 1.

L x> +ax si x<0
La funcion queda f(x)=

2X

e Six>0

Hallamos la expresion de la derivada de la funcionen R —{0} :

f’( ) 2x+a si x<0
X)=
2™ six>0

Para que la funcion sea derivable en x = 0 deben coincidir las derivadas laterales.

f'(O’ =lim f’(x)=lim2x+a=a

x—0" x—0"
M SAT H 4 N H 2x _ 0 _ _

f (0 )_XILTf (x)_XILrQZe =2"=2;=>a=2
f7(07)=1"(0")

Para que la funcion sea derivable en x =0 debe sera = 2.

Los valores buscadossona =2y b = 1.

b) La recta tangente en x = 1 tiene ecuacion y— f (1)= f"(1)(x-1).
f(1)=¢

f(1)=2e = y-e’=2e’(x-1)= y—e’ =2e’°x—2e’ = |y =2e’x—¢’

y—f(1)=f"(1)(x-1)

La recta tangente en x = 1 tiene ecuacion y = 2e*x—e’.
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E8.- (Anélisis)
a) Calcular los valores de a, b y ¢ para que la funcion f (x)= ax® —bx +c presente en el punto (1,
1
2) un extremo local y ademas se cumpla que jo f (x)dx =1. (1,6 puntos)
b) ¢EIl extremo del apartado anterior es un maximo o un minimo? ;Por qué? (0,4 puntos)

a) Si la funcidn presenta en el punto (1, 2) un extremo local debe cumplirse que f (1) =2 yque
f(1)=0.

f(x)=ax’-bx+c

}:2=a-13—b+c:

f(1)=2
f7(x)=3ax’-b ,
((1)=0 =0=3a1*-b=3a-b=0=|b=3a]

1
Aplicamos la condicidn jo f(x)dx=1.

L Lo, x4 X2 L
J' f(x)dx=1:>j(ax —bx+c)dx:1:> a’——bZ tex| =1=>
0 : 4 2

0

4 2 4 2
Slaloplicl-lalp%ico :1:>E—E+c:1:>|a—2b+4c:4|
4 2 4 2 4 2

Reunimos las tres ecuaciones obtenidas en un sistema y lo resolvemos.

a-b+c=2
a-3a+c=2 —2a+c=2 c=2+2a
b=3a = = =
a—6a+4c=4 —-Sa+4c=4 —-Sa+4c=4
a-2b+4c=4
. b=3" =4
= -5a+4(2+2a)=4=-5a+8+8a=4=3a=-4= a:_? =X
-4 -2
C=2+2—=—

Los valores que hacen que se cumpla lo pedido son a = %4; b=-4;c= <

b) Para los valores a = %4; b=-4,c= _?2 la funcién queda f (x)= %4 x° +4x—§.
Hallamos la expresion de la segunda derivada y comprobamos el signo de la segunda derivada
parax = 1.

()= K +ax =225 £(x) =4 +4=> £ (x)=-8x = 17(1) =8 <0

Como el signo de la segunda derivada es negativo la funcion presenta un maximo relativo en el
punto (1, 2).
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E9- (Probabilidad y estadistica)

A las semifinales de un torneo de tenis de Grand Slam llegan cuatro jugadores A, B, C y D. La
probabilidad de que gane A es igual a la probabilidad de que gane B. La probabilidad de que gane A
es el triple de la probabilidad de que gane C. La probabilidad de que gane C es la misma que la
probabilidad de que gane D. Calcular la probabilidad de que:

a) gane cada uno de ellos. (1 punto)
b) ganen C o D. (0.5 puntos)
C) no gane A. (0.5 puntos)

a) Llamamos A, B, C y D a “gana el jugador A, B, C o D respectivamente”.

“La probabilidad de que gane A es igual a la probabilidad de que gane B” > P(A)=P(B).
“La probabilidad de que gane A es el triple de la probabilidad de que gane C” >
P(A)=3P(C).

“La probabilidad de que gane C es la misma que la probabilidad de que gane D” -
P(C)=P(D).

(A)=P(B)=3P(C —3P(C)+3P(C)+P(C)+P(C)=1=
(D)=P(C)
P(A):g
_3
—8P(C)=1= P(C):% = ::_i
.
P(D)-1

Hemos obtenido que P(A)= P(B):g; P(C)=P(D)=

b) Nos piden calcular P(Cw D). Como los sucesos son incompatibles tenemos:

P(CuD)=P(C)+P(D)=%+%= %=0.25

La probabilidad de que gane C o D esde % =0.25.

c) Como A gana 3 de cada 8 veces entonces pierde las restantes 5 veces.

La probabilidad de que no gane A es g =0.625.
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E10.- (Probabilidad y estadistica)

En un determinado grupo se estudia la incidencia de la miopia en relacion con el sexo de los sujetos
estudiados.

« Se estudian 550 mujeres de las cuales 280 son miopes.

* Se estudian 420 hombres de los que 190 son miopes.

Nombrando los sucesos: A = "ser mujer", B = "ser hombre", M = "padecer miopia".

a) Calcular P(A);P(M/A);P(BNM). (0,5 puntos)
b) Si se elige al azar un sujeto, calcular la probabilidad de que sea miope. (0,5 puntos)
c) Si se elige al azar un sujeto que resulta ser miope, ¢ cudl es la probabilidad de que sea mujer?
(1 punto)

a) Son 550 + 420 = 970 personas las que participan en el estudio.
Aplicamos la regla de Laplace.
_ N°mujeres 550 55

P(A)= =22 =222 0.567
N personas 970 97

N°Mujeres miopes 280

P(M/A)=
( ) N°mujeres 550

=0.5091

P(BAM)= N°hombres miopes 190 _§~0 1959
N° personas 970 97

b) Nos piden calcular P(M ) . Aplicamos la regla de Laplace. Hay 280 + 190 = 470 personas
miopes de un total de 970 personas.
_ 470 47

( )=—==-—=0.4845
970 97

c) Nos piden calcular P(A/ M ) . Volvemos a aplicar la regla de Laplace. Hay 470 personas miopes
y 280 mujeres miopes.
280 28
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EBAU Ordinaria 2024
g Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO
; universitarias oficiales de grado MATEMATICAS 11
%,:; Castillay Leén N2 P4ginas: 3

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger libremente cinco ejercicios
completos de los diez propuestos. Se expresara claramente cuales son los elegidos. Si se
resolvieran mas, sélo se corregiran los 5 primeros que estén resueltos (segun el orden de
numeracion de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.

2.- CALCULADORA: Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para
texto, ni para resolucion de ecuaciones, ni para resolucién de integrales, ni para representaciones
gréficas.

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un maximo
de 2 puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilizacion de los
conceptos, definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de
resolver; justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas; claridad y
coherencia en la exposicién; precision en los calculos y en las notaciones. Deben figurar
explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion
I6gicay los calculos.

E1.- (Algebra)
a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales segin los valores del pardmetro ae R :

x+l+z=0
2
2ax+y=0 (1.2 puntos)
2Xx+y+az=0
b) Resolverlo para a=1. (0.8 puntos)
E2.- (Algebra)
11 2
SeanaeRyM=|a 1 0],
11 a
a) Calcular el determinante y el rango de M para cada valor aeR . (1 punto)
b) Para a = 0, calcular el determinante de la matriz P cuando 2PM = M?. (1 punto)

E3.- (Geometria)

Hallar el punto simétrico del punto P = (1,0,—1) respecto de larecta r = XT_l = % = %
(2 puntos)

E4.- (Geometria)
a) Determinar los valores del parametro k € R para los que las dos rectas
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x=1
X+2y+2z=-1
n=qy=kt ,teR, r,=
X+y+z=Kk
z=k-2t
Son paralelas. (1 punto)
b) Para k = 2 ;Existe algun plano que contenga a las rectas r, y r,? En caso afirmativo calcular
el plano o los planos que las contengan. (1 punto)
E5.- (Andlisis)
Probar que la ecuacion e™* (x—l) =1 no tiene solucidén para xeR. (2 puntos)
E6.- (Analisis)

Se considera la funcion f (x) = x>+ Ax* + Bx+C . Determinar el valor de los parametros 4, By C

tales que f(—1) =0, la funcion f presenta un extremo relativo en x = 0 y la recta tangente a la grafica
de la funcion f en x = —1 es paralela a la recta de ecuacion y + 3x = 0.
(2 puntos)

E7.- (Analisis)
Dada la funcidn f(x):exx‘l, determinar su dominio de definicion, asintotas verticales y
horizontales, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. Esbozar su grafica.

(2 puntos)
E8.- (Analisis)
Calcular:
x(e"-1)

a) lim————~ 1 punto
) x>0 cos(x)—1 (1 punto)

2 x
b) _[09 (x—1)dx (1 punto)

E9- (Probabilidad y estadistica)
Entre los vehiculos que revisa un taller mecénico:
- E1 48% de ellos son coches, de los cuales las tres cuartas partes requieren

reparacion.

- E1 28% son motocicletas y entre ellas la mitad requieren reparacion.

- E1 24% son furgonetas, de las cuales un tercio requieren reparacion.

Se consideran los sucesos:

C="coche", M= "motocicleta", F= "furgoneta" y R = "requiere reparacion".

a) Indicar qué probabilidades de sucesos, condicionados o no, se consideran en el enunciado y

cudles son sus valores. (0,2 puntos)
b) Calcular P(RNF),P(R) y P(C/R). (1,3 puntos)
c) ¢Son independientes los sucesos C y R? (0,5 puntos)

E10.- (Probabilidad y estadistica)

Se sabe que la cantidad de tiempo que los habitantes de Astorga usan el moévil cada dia sigue
aproximadamente una distribucion normal de media 160 minutos y desviacion tipica 30 minutos.
Calcular:

a) La probabilidad de que un habitante determinado de Astorga use el mdvil cada dia menos de dos

horas. (1 punto)
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b) El porcentaje de habitantes de Astorga que usan el mévil cada dia mas de tres horas y 50
minutos. (1 punto)
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SOLUCIONES

E1.- (Algebra)
a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales segin los valores del pardmetro ae R :

x+¥+z:0

2ax+y=0 (1.2 puntos)
2X+y+az=0

b) Resolverlo para a=1. (0.8 puntos)
1 05 1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A={2a 1 0|y la matrizampliada es
2 1 a
1 05 10
A/B={2a 1 0 O
2 1 a o

Vemos cuando se anula el determinante de A.

1 05 1
|Al=[2a 1 0|=a+0+2a-2-a’-0=-a’+3a-2
2 1 a
2 ﬂ-lea.
|A|:O:—a2+3a—2:0:>a:_3i\/3 “4(2) 81 |2
2(_1) -2 ﬁ=2=a
-2

Distinguimos tres casos diferentes que analizamos por separado.

CASO1l.Sia#lya=2.

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el
namero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una Unica solucién).

CASO 2. Si a=1.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
1 0510
La matrizampliada queda A/B=|2 1 0 0 |.Estudiamos el rango de Ay el de A/B
2 1 10

usando el método de Gauss.

Fila2? — 2-Filal?

P I I E R
= 12 -1 2 0
2 1 10

0 0 -2 0— NuevaFila2?2
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Fila3?® — 2-Filal?

s 1 1 0 1 05 1 0
2 1 20 =0 0 -2 0|
0 0 -1 0— NuevaFila3? 0 0 -10
2.Fila3? — Fila2? e

00 2 0 1 05 1 0
00 2 0 =0 0 -2 0

0 0 0 0—NuevaFilaz| |29 00

A

El rango de A es 2, al igual que el de A/B, los rangos son iguales, pero menores que el
ndmero de incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO 3.Si a=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.

1 0510
La matrizampliada queda A/B={4 1 0 0. Estudiamos el rango de Ay el de A/B
2 1 20

usando el método de Gauss.

Fila22 — 4-Filal?
1 05 10

4 1 0 O
A/IB=|4 1 0 0|=> 4 2 -4 0
2120 0 -1 -4 0— NuevaFila2?
Fila3® — 2-Fila1? —
> 1 2 0 105 1 0
5 1 2 0 =|0 -1 -4 0
0 0 0 O0— NuevaFila3? w 0

A

El rango de A es 2, al igual que el de A/B, los rangos son iguales, pero menores que el
namero de incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Si a=1ya =2 el sistema es compatible determinado (una Unica solucién) y si
a=1 o0 a=2 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

b) Para a=1 el sistema es compatible indeterminado (caso 2). Lo resolvemos a partir de la matriz
equivalente obtenida en el apartado a).

105 10 x+l+z:0 2X+y+2z2=0

0 0 20| 2 : }:2x+y:0:>
=

0 0 -10) -2z=0

Las infinitas soluciones del sistema tienen la expresion: x=A4, y=-24, z=0; 1 e R.
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E2.- (Algebra)

11 2
SeanaeRyM=|a 1 0],
11 a
a) Calcular el determinante y el rango de M para cada valor aeR. (1 punto)
b) Para a = 0, calcular el determinante de la matriz P cuando 2PM = M?. (1 punto)

a) Calculamos el determinante de M.

11 2
|M|=a 1 0l=a+0+2a-2-2a—-a*-0=-a’*+3a-2
11 a

Averiguamos cuando se anula el determinante de M.

-3+1
3+ [F-4(-1)(-2) - —, ~i=2
IM|=0=-a’+3a-2=0=a= V842 31|
2(-1) 2|31
_—2: :a

Distinguimos tres situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO Ll Sia#lya=2.
En este caso el determinante de M no es nulo y el rango es 3.

CASO 2. Si a=1.
En este caso el determinante de M es nulo y el rango es menor de 3. Si tomamos el menor que

1 2
resulta de quitar la columna primera y la fila tercera > ‘1 0 =0-2=-2+#0.Elrango de M es 2.

CASO 3.Si a=2.
En este caso el determinante de M es nulo y el rango es menor de 3. Si tomamos el menor que

2
resulta de quitar la columna primera y la fila tercera > 0 =—-2=0.Elrango de M es 2.

Resumiendo: Si a=lya=2 elrangode M es3ysi a=10 a=2 el rango de M es 2.

112
b) Para a = 0 la matriz queda M ={ 0 1 0 |y su determinante vale [M|=-0°+3-0-2=-2+0.
110
Aplicamos las propiedades de los determinantes.

2PM =M* = [2PM|=|M°|= {PM es3x3} = 2°[PM|=|M[' = 8|P|-(-2) =(-2)’ =

-8 1

:>—16|P|:—8:>|P|=E=E

El determinante de M vale 1/2.
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E3.- (Geometria)

Hallar el punto simétrico del punto P =(1,0,—1)respecto de la recta r = XI1 -

(2 puntos)

N <

z
>

Vamos a determinar las coordenadas del punto P~ simétrico de P respecto de la recta r calculando
previamente el plano m perpendicular a la recta que contiene el punto P, después el punto M de corte

de recta y plano. Por Gltimo, hallamos el punto P sumando al punto M el vector PM ya que M es el
punto medio del segmento PP”.

Hallamos la ecuacion del plano m. Su vector normal es el vector director de la recta.

=X Y2 Vo (12.2)
1 2 2
n=v,=(1,22)| m=x+2y+2z+D=0
= =1+0-2+D=0=>
P(10,-l)ex | P(LO-1)ex

=-1+D=0=D=1=|7=x+2y+27+1=0)

Hallamos el punto M de corte de recta y plano.

X=1+4
x-1y z _{Pr(l’o’o) _
r="—"=2="—=r=:__ =>r=y=21

1 2 2 Vr:(1’2’2) 7=21

T=X+2y+2z+1=0
=1+ 1

21

24

=1+1+2(24)+2(24)+1=0=2+91=0=

X
r=45y
VA

X:l——:

2 7
9 9
:>91:—2:>/’L:_—2:> y=2_—2:_—4:>M(Z,_—4,_—4j
9 9 9 9 9 9
-4
9 9

2:2_—2:
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Hallamos las coordenadas del punto P".
W: Z!__4|__4 _(1101_ )= __21__41§
9 9 9 9 99

rwer (LA (228 (22
9 9 9 9 99 9 9 9
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E4.- (Geometria)
a) Determinar los valores del parametro k € R para los que las dos rectas

x=1
n=qy=kt ,teR, r, {
z=k-2t

X+2y+2z=-1

X+y+z=Kk

Son paralelas.
b) Para k = 2 ;Existe algin plano que contenga a las rectas r, y r,? En caso afirmativo calcular

el plano o los planos que las contengan. (1 punto)

a) Hallamos un vector director y un punto de cada una de las rectas.

L=qy=kt
z=k-2t

x=1 R(L0.k)
=r=
u, =(0,k,—2)

=-1-2y-2z+y+z=k=

, X+2y+2z=-1 X=-1-2y-2z2
= =
2 Ix+y+z=k X+y+z=Kk

=>-y-z=k+l=>y+z=-1-k=>y=-1-k-z=>

:>x:—1—2(—1—k—z)—22:—1+2+2k+22—22:1+2k:>

Q, (1+2k,~1-k,0)

=>rnL=<y=-1-k-A=r=
=) © v, =(0-12)

x=1+2k {
=1

Para que sean rectas paralelas los vectores directores deben tener coordenadas proporcionales.

G -(0k-2)
v, =(0,-11) :%:_Tzz—k:—Zj
U 1,

Comprobamos que no son coincidentes para k = 2.

x=1 X=1+4=5
Sus ecuaciones quedan L=qy=2t yr,=<y=-3-A4 .Seapreciaque no tienen las mismas
2=2-2t z=1

ecuaciones pues la primera coordenada (x) son totalmente distintas en cada recta.
Para que las rectas sean paralelas debe ser k = 2.

b) Para k = 2 las rectas son paralelas. Si existe un plano que las contiene. Lo hallamos.
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x=1 X=5
Q,(5,-3,0)
Lasrectasquedan r,=<y=2t yr,=qy=-3-A=rI=1_.
7=2-2t z=1 v, =(0,-11)

Hallamos el plano que contiene el punto P, (1,0, 2) de larecta r, y que tiene como uno de sus

vectores directores el vector \72 = (O, —1,1) que es el vector director de la recta r, y el otro vector

director del plano es el vector PQ,

L J

ﬂ:\72=(0,—1,1) x-1 'y z-2
v=PQ,=(5-30)-(10,2)=(4,-3-2)}=7:{0 -1 1 [=0=
R(L0,2)ex 4 8 2

= 2(x-1)+4y+0+4(z-2)-0+3(x-1)=0=

:>2x—2+4y+4z—8+3x—3=0:>|5x+4y+4z—13:0

El plano buscado tiene ecuacion 7 =5x+4y+4z-13=0.
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E5.- (Andlisis)
Probar que la ecuacion e™* (x—l) =1 no tiene solucidén para xeR. (2 puntos)

e (x-1)=1=e(x-1)-1=0
Buscamos valores que anulen la funcién f (x)=e™(x-1)-1.

Averiguamos los méximos y minimos de la funcion.

f(x)=e™(x-1)-1= f"(x)=—e"(x-1)+e*(1)=e*(—x+1+1)=e7(2—X)

e * =0—jlmposible!

2—x:0—>

En x = 2 la funcidn tiene un punto critico, vemos como es el signo de la derivada antes y después de
este valor.

f'(x):0:>ex(2—x):0:>{

e Enelintervalo (-,2) tomamos x = 0y la derivada vale f"(0)=¢’(2-0)=2>0.La

funcion crece en (—0,2).
e Enelintervalo (2,+w) tomamosx = 3y la derivada vale f"(3)=e"(2-3)= _9_13 <0.La

funcion decrece en (2,+).

La funcidn sigue el esquema siguiente

by @

La funcién tiene un maximo absoluto en x = 2.

Como f(2)=e?(2-1)-1= 12—1: —0.86 <0 y este es el maximo absoluto de la funcién
e

concluimos que no es posible encontrar un valor X € R tal que se anule la funcion y por tanto no
es posible encontrar un valor xR tal que e™*(x-1)=1.
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E6.- (Analisis)
Se considera la funcion f (x) = x>+ Ax* + Bx+C . Determinar el valor de los pardmetros 4, By C

tales que f(—1) =0, la funcion f presenta un extremo relativo en x = 0 y la recta tangente a la grafica
de la funcion f en x = —1 es paralela a la recta de ecuacion y + 3x = 0. (2 puntos)

Aplicamos la primera condicion: f(—1) = 0.

f(x)=x>+Ax*+Bx+C
f(-1)=0

}:0:(—1)3+A(—1)2+B(—1)+C:>|0:—1+ A-B+C]

Aplicamos la segunda condicion: La funcién f presenta un extremo relativo en x = 0, lo que
implica que la derivada seanulaen x =0 > f°(0)=0.

f(x)=x>+Ax*+Bx+C = f'(x)=3x*+2Ax+B
() () ) =0=3-0?+2A-0+B=[B=0]
f7(0)=0
La funcion queda f(x)=x’+Ax*+C
Aplicamos la tercera condicion: La recta tangente a la grafica de la funcion fenx =—1es
paralela a la recta de ecuacién y + 3x = 0. Las dos rectas tienen la misma pendiente.

y+3x=0= y=-3x= pendiente = -3

Como la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion f en x = —1 es el valor de la
derivada > f"(-1)=-3.

f(x)=x"+Ax*+C = f"(x)=3x"+2Ax

()= _3} = -3=3(-1)" +2A(-1) =

= -3=3-2A=2A=6> A:g:3

Sustituimos estos valores en la primera ecuacion obtenida para hallar el valor de C.

-1+ A-B+C=0
B=0 = -1+3-0+C=0=[C=-2]
A=3

Los valores que hacen que se cumpla lo pedido son A=3,B=0yC=-2.
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E7.- (Analisis)
Dada la funcion f(x)=exx‘l, determinar su dominio de definicion, asintotas verticales y

horizontales, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. Esbozar su gréfica.
(2 puntos)

X

- . L e .
El dominio de la funcion f (x) =e*x™" == son todos los niimeros reales menos los que anulan
X

el denominador - Dominio f(x) = R —{0} .

Asintotas verticales. x=a.
¢ X=0 es asintota vertical?

X

0
lim f (x)=|ime—=%=%:oo

x—0 x=0 X

X =0 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b
Estudiamos la situacién en +co.

X

. . € € o0 . ., A
b= lim f(x)= lim —=-—=—= Indeter minacién (L"Hopital) =
X—>+00 X—>+0 X +w o0
eX
=lim—=Ilime*=e"™ =+w

X+ ] X—>+00

No existe asintota horizontal cuando x tiende a +co.
Estudiamos la situacién en —oo.

. et 1 1 1
U U S S

Larecta y =0 es asintota horizontal de la grafica de f cuando x tiende a —oo.

Estudiamos su crecimiento y decrecimiento usando la derivada para encontrar sus puntos
criticos.

e , e*-x—1-e* (x-1)e*
f(X)=—=f = =
(x) X = 17(x) 2 W2
, (x—1)e » x
f (X)zoj—zzo:(x—l)e :O:>{e ¢O}:>x—1:0:>

X

La funcion tiene un punto critico en x = 1.
Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y despuésde x =1y x =0.

e Enelintervalo (—,0) tomamos x = -1y la derivada vale f"(~1)=~——"—= ~2.0.La

funcion decrece en (—,0).
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05-1)e™ ¢

e Enelintervalo (0,1) tomamosx = 0.5y la derivada vale f“(0.5)= ( 0 " og < 0.
La funcién decrece en (0,1).
. . , (2-1)e* ¢?
e Enelintervalo (1,+) tomamos x = 2 y la derivada vale f"(2) == 0.La

funcion crece en (1,+).
La funcion sigue el esquema siguiente.

T~

N

S N S T T S

La funcion decrece en (—o0,0)U(0,1) y crece en (1,+0).

La funcién tiene un minimo relativo en x = 1. Como f (1)=¢'(1)" =e el minimo relativo tiene

coordenadas (1, e).
Hacemos una tabla de valores y dibujamos su grafica.

& 1 [
I & /
05| 2e% 5

e?/2 4 \ /
’ \«//

iMinimo!

2
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E8.- (Anélisis)
Calcular:
x(ex—l)
lim————~ 1 punt
) XILTgcos(x)—l (1 punto)
b) Joze’x(x—l)dx (1 punto)

a) Calculamos el limite.

x(e'-1) 0(e°-1) ¢ o
= =—=Indeter min acion(L"Hopital) =
X—0 Cos(x)—l COS(O)—l 0

e’ —1)+ xe* X peX— 0, g0 _
:Iim¢: jm e ¢ —1_Dere -1 _0_ Indeter minacion(L"Hopital) =
-0 —sen(x) x>0 —sen(x) —sen(0) 0
et rxet+et e®+0e’+e’ 1+1
~| - Sl e
! —cos(x) —cos(0) -1

b) Calculamos primero la integral indefinida.
Integracidn por partes

J'e’x(x—l)dx: U=x—-1—du=dx :—e’x(x—l)—j—e’xdx:

X

dv=e"*dx >v= Ie’xdx =—e

=(1-x)e™ +.[e‘xdx =(1-x)e™-e*=—xe+K

Calculamos la integral definida.

Joze_x (x=1)dx = [—xe‘x]s — 27 —(-0e°)=| ==
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E9- (Probabilidad y estadistica)
Entre los vehiculos que revisa un taller mecanico:
- E1 48% de ellos son coches, de los cuales las tres cuartas partes requieren

reparacion.

- E1 28% son motocicletas y entre ellas la mitad requieren reparacion.

- E1 24% son furgonetas, de las cuales un tercio requieren reparacion.

Se consideran los sucesos:

C="coche", M= "motocicleta", F= "furgoneta" y R = "requiere reparacion".

a) Indicar qué probabilidades de sucesos, condicionados o no, se consideran en el enunciado y

cudles son sus valores. (0,2 puntos)
b) Calcular P(RNF),P(R) y P(C/R). (1,3 puntos)
¢) ¢Son independientes los sucesos C y R? (0,5 puntos)

a) Los datos del ejercicio nos permiten decir que P(C)=O.48, P(R/C): =0.75, P(M)=O.28,

Slow

P(R/M):%:O.S, P(F)=0.24, P(R/F)=1.

Las probabilidades que no son condicionadas son las probabilidades de C, My F.
Las probabilidades que son condicionadas son las probabilidades de R/C, R/IM y R/F.

b) P(RNF)= P(F)P(R/F):0.24-%:m

Para calcular P(R) usamos el teorema de la probabilidad total.

P(R)=P(C)P(R/C)+P(M)P(R/M)+P(F)P(R/F)=
:O.48-O.75+0.28-0.5+0.24-%:m

Para calcular P(C/R). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(CAR) _P(C)P(R/IC)_048-075_|18 .,
P(R) P(R) 058 129

P(C/R)=

c) Los sucesos C y R son independientes si se cumple la igualdad P(C nR)=P(C)P(R).

P(CAR)=P(C)P(R/C)=0.48-0.75=0.36

P(C)P(R)=0.48-0.58 = 0.2784 }3P(CmR):O.36¢O.2784:P(C)P(R)

Al no cumplirse la igualdad los sucesos C y R no son independientes.
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E10.- (Probabilidad y estadistica)

Se sabe que la cantidad de tiempo que los habitantes de Astorga usan el moévil cada dia sigue
aproximadamente una distribuciéon normal de media 160 minutos y desviacion tipica 30 minutos.
Calcular:

a) La probabilidad de que un habitante determinado de Astorga use el movil cada dia menos de dos

horas. (1 punto)
b) El porcentaje de habitantes de Astorga que usan el mévil cada dia mas de tres horas y 50 minutos.
(1 punto)

Llamamos X = La cantidad de minutos que los habitantes de Astorga usan el movil cada dia.
X = N(160, 30)

a) Nos piden calcular P(X <120).

Tipificamos 120160
P(X <120)= L, _X-160(= P(Z <$j= P(Z<-1.33)=P(Z>133)=
-~ 30

tabla N (0,1)

Mi |
_1-P(z 31_33):{ 1ramos en a}:1—0.9082: 0.0918

0.00 .01
00 | 05000 05040 0.
04| o598 05438 o0 : 05!
02| o573 0582 05871 0.5
03| os7e 08217 06255 06
04| 0855« o0sser 0e828 06
05 | 08015 06050  0.6985 o7
o6 | 07257 07201 07324 or
07| 07580 07611 07842 o7
08| 07881 07010 07020 o7
09 | o150  o0s1es  o0s212 08
70 | 08413 08438 08461 08
11| osssa  o0sees  osses 08
12 | oess0 0ssee  0ssss 08

l 13 : 00l
14| 09122 00207 0222 0

La probabilidad de que un habitante determinado de Astorga use el mévil cada dia menos de dos
horas es de 0.0918.

0,0 | 0.5000

b) Calculamos P(X > 230). oi |wss wsin nsen

0.2 | 05783 0.5832 0.5871

03 | 08170 06217 0.6255

Tipificamos ik Rl
P(x>20)=,_x-160=P(2> 200 p(zo2my- = o o

30 08 | 07881 07910 0.7030
09 | 08150 08188 0.8212

0,
0,
1.0 | 08413 0.8438 0.8461 0, Y
1.1 | 08843 0.8885 0.8688 0.4708 0.87.
1.2 | oga40 08880 0.8883 0.8907 0,89
0.
0,
0,

Mi |
:1_p(zgz.33)={ Iramos en a}:1—0.9901: 0.0099 | g

tabla‘ N (0’1) 15 | o332 09245

16 | 08452 00483 0.8474 0.4884 0.94

1.7 | 00554 00564 09573 0.4p82 0.95

El porcentaje de habitantes de Astorga que usan el movil cada dia ool sl el osadlite: sl
3 - 19 | 08713 00710 00728 0.4r32 0.7
mas de tres horas y 50 minutos es del 0.99 %. g s e
21 | 08821 00828 0.0830 0.8834 0ses

22 | 09881 00884 0.0868 -3 0.08

bbb heiebiiin | 0 G201 0.9
24 | 09918 00920 0.0022 09825 099
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g Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO
; universitarias oficiales de grado | MATEMATICAS |1
%,, Castillay Leon Ne Paginas: 3

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno deberé escoger libremente cinco ejercicios completos
de los diez propuestos. Se expresara claramente cuéles son los elegidos. Si se resolvieran mas, solo se
corregiran los 5 primeros que estén resueltos (segun el orden de numeracion de pliegos y hojas de cada
pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no admitan memoria para
texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un maximo de 2
puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos,
definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacién que se trata de resolver.
Justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la
exposicion. Precision en los célculos y en las notaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no
triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion légicay los calculos.

E1l.- (Algebra)

X+2y-z=1
Dado el sistema X—y+2z=3
mx+95y—-4z=-1
a) Estudiar el sistema en funcion del parametro me R. (1.2 puntos)
b) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado. (0.8 puntos)

E2.- (Algebra)
0 1
) 112 .
Dadas las matrices A= 01 a y B=|1 O0|siendo aelR,
-1 a

a) Calcular AB. (0,5 puntos)
b) Estudiar para qué valores de a la matriz AB tiene inversa, calculandola cuando a = 1.
(1,5 puntos)

E3.- (Geometria)

X=A
Dado el plano 7=2x+y=3 ylarecta r=qy=1-24
z=1
a)Hallar la ecuacion del plano perpendicular a m, que contenga a r. (1

punto)
b) (Existe algun plano paralelo a m que contenga a r?En caso afirmativo

calcularlo.
(1 punto)

E4.- (Geometria)
a) Encontrar el valor de ae R, para que las rectas
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X+Yy—-5z2=-3 _
r= y y s=Xx+1= y-3 _z sean paralelas. (1 punto)
-2x+z=1 a 2
b) Sia =29, calcular la ecuacion del plano que las contiene. (1 punto)
ES5.- (Analisis)
xe* si x<0
Sea f(x)= )
a-sen(x)+b si x>0
Calcular a y b para que f sea continua y derivable en 0. (2 puntos)
E6.- (Analisis)

Dada la funcioén f(x)zze%, determinar su dominio de definicion, puntos de corte

de su grafica con los ejes, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos
relativos. Esbozar su grafica.

(2 puntos)

E7.- (Analisis)

Calcular:
cos(x?)-1

a) lim ( )

1 t
x—0 Senz(x) ( pun 0)

b) I: xe*dx (1 punto)

E8.- (Analisis)
Dadas las funciones f (x)=x y g(x)=x":
a) Comprobar que s6lo se cortanenx=-1,x=0yx=1 (0,5 puntos)

b) Hallar el area de la parte del plano limitada por las graficas de dichas funciones.
(1,5 puntos)

E9- (Probabilidad y estadistica)
a) Un mensaje es transmitido con errores con una probabilidad de 0,2. Emitimos de

forma independiente 3 mensajes. Calcular la probabilidad de que al menos 2 de
los 3 mensajes hayan sido transmitidos con errores.

(1 punto)
b) Se consideran los sucesos Ay B, con P(A):%,P(B):% y P(AUB):

N |~

Calcular P(AﬂB) y P(A/B). (1
punto)

E10.- (Probabilidad y estadistica)
Las notas que han obtenido 1000 opositores siguen una distribucién normal de

media 4 y desviacioén tipica E

a) ,Cuantos opositores ha obtenido una calificacion superior a 57 (1
punto)
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b) Sabiendo que los opositores con nota superior a 2 y por debajo de 5 formaran
la bolsa de empleo, determinar qué porcentaje de opositores ha quedado en esa
situacion. (1 punto)
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SOLUCIONES
E1.- (Algebra)
3Xx+2y-z=1
Dado el sistema X—y+2z=3
mx+95y—-4z=-1
a) Estudiar el sistema en funcién del parametro meR. (1.2 puntos)
b) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado. (0.8 puntos)
3 2 -1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A= 1 -1 2 |y lamatrizampliada es
m 5 4
3 2 11
A/B={1 -1 2 3
m 5 -4 -1

Vemos cuando se anula el determinante de A.

3 2 -1
|Al=]1 -1 2|=12+4m-5-m+8-30=3m-15
m 5 -4
15
|Al=0=3m-15=0=3m=15= m=-2=5

Distinguimos dos casos diferentes que analizamos por separado.

CASO 1. Si m=5.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el
namero de incégnitas. El sistema es compatible determinado (una Unica solucién).

CASO 2. Si m=5.
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.

3 2 -1 1
La matrizampliada queda A/B=1 -1 2 3 |.Estudiamos el rango de Ay el de A/B
5 5 4 -1

usando el método de Gauss.

3-Fila2? — Filal?

A/B izl _21; 303609
S|t =13 2 1 -1
5 5 _4 -1

0 -5 7 8 — NuevaFila2?
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3-Fila3* — 5-Filal?

15 15 -12 -3 3 2 11
15 10 5 -5 =0 -5 7 8 |=
0 5 -7 -8- NuevaFila3® 0 5 -7 -8
Fila3® + Fila22 — 2

0 5 -7 -8 52 Al

o 5 7 8 =0 5 7 8

0 0 0 O — NuevaFila3? OEOA_JO 0

El rango de A es 2, al igual que el de A/B, los rangos son iguales, pero menores que el nimero
de incAgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Si m=5 el sistema es compatible determinado (una unica solucion) y si m=5
el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

b) Resolvemos el sistema para m=5. Lo resolvemos a partir de la matriz equivalente obtenida en
el apartado a).

3 2 -11 —7=
3X+2y—-z=1 3X+2y—-z=1 +2y-z=1

0 5 7 8|= = 8+5y =
-5y+7z=8 77 =8+5y Z=

0 0 0 O 7

:>3x+2y—8+%=1:> 21X+14y-8-5y=7=21x=15-9y =

5-31
X=—
5-3 !
:>7x=5—3y:>x=Ty:> y=1 , AeR
8+51
7=
7
5-34
X=—"
4
Para m=>5 las infinitas soluciones del sistema tienen la expresion: <y =1 , AeR.
8+54
=
7
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E2.- (Algebra)

0 1
112
Dadas las matrices A:(O i aj y B=| 1 O0|siendo aelR,
-1 a
a) Calcular AB. (0,5 puntos)

b) Estudiar para qué valores de a la matriz AB tiene inversa, calculandola cuando a = 1.
(1,5 puntos)

a) Calculamos la expresion de AB.
0 1
112 0+1-2 1+0+2a -1 1+2a
AB: 1 0 = 2 = )
01 a 1 a 0+l1-a 0+0+a l-a a

b) Calculamos el determinante de AB Yy averiguamos cuando se anula.

-1 1+2a

el

=-a’—(1-a)(1+2a)=-a’ —(1+2a—a—2a2)=a2—a—l

1+\/§
(-1 -4@)(-) 125 |72 2
|AB|=0=a’-a-1=0=a= - -
2 2 1_\/52
2

Distinguimos dos situaciones diferentes que analizamos por separado.

1+2\/§ya¢1—2\/§

1-6 145
2

0a
2

Sia# el determinante de AB no es nulo y la matriz tiene inversa.

Si a=

el determinante de AB es nulo y no existe la inversa.

1++/5 1-5
2

La matriz AB tiene inversa para a #

ax——.
y 2

Para a = 1 existe la inversa. La calculamos.

-1 1+2 -1 3
AB = , |= = |AB|=-1#0
1-1 1 0 1

(AB)lAd"((AB)t)Adj(;l gj{l _3}(_1 3j

AaB] 0 -1) (0 1

_ -1 3
Para a =1 la matriz inversa de AB tiene la expresion ( AB) ! :( 0 1}
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E3.- (Geometria)
X=A1

Dado el plano 7=2x+y=3 ylarecta r={y=1-21
z=1
a)Hallar la ecuacion del plano perpendicular a m, que contenga a r.
(1 punto)
b) (Existe algun plano paralelo a m que contenga a r?En caso afirmativo

calcularlo. (1 punto)

a) Si el plano " que buscamos es perpendicular a 1 el vector normal del plano T es un vector director
del plano . Como contiene a la recta r el otro vector director es el vector director de la recta. Y

un punto del plano " es cualquier punto de la recta r.

x=0+A4 {vf:(l,—z,o)

7=2x+y=3=n=(210) r=iy=1-21=

z=1v01  (R(0LD)
u=n=(210) X y-1 72—
v=v,=(L-20)t=7z:2 1 0 |=0=-4(z-1)-(z-1)=0=
R(O,l,l)eﬂ' 1 -2 0

=-5(z-1) =0 [riz-1=0)
El plano " perpendicular a i, que contiene a r tiene ecuacion z:z-1=0.

b) Estudiamos la posicidn relativa del plano y la recta.

i—(élz)o)} =n-v,=(210)(1,-2,0)=2-2=0

Como el producto escalar es nulo el vector normal del plano es perpendicular al vector director

de la recta. Plano y recta son paralelos o la recta esta contenida en el plano.

(P (0,1,1) ern?

=¢2-0+1=37= jFalso!
T=2X+y=3

La recta es paralela al plano.

=1
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Existe un plano paralelo a  que contiene a r. Hallamos su ecuacion.
El plano a que buscamos es paralelo a 7 =2x+y =3 ytiene ecuacion o =2x+y=D.

Determinamos D usando el hecho de que el plano contiene el punto P, (0,1,1) de la recta.

a=2x+y=D

=2-0+1=D=>D=1=>
R(O,l,l)ea

El plano a paralelo a  que contiene a r tiene ecuacion o =2x+y=1.

114 de 316 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Ordinaria 2024 (Mejora de nota) Matemdticas Il en Castilla y Leén

E4.- (Geometria)
a) Encontrar el valor de aeR, para que las rectas

X+Yy—-5z2=-3 _

r= y y s=Xx+1= y-3 — £ sean paralelas. (1 punto)
-2x+z2=1 a 2

b) Sia =9, calcular la ecuacién del plano que las contiene. (1 punto)

a) Hallamos un vector director y un punto de cada una de las rectas.

X+y-52=-3 [x+y-5z=-3 [x+y-5(1+2x)=-3
r= — =
-2x+z=1 Z=1+2X z=1+2x

X=4 —
X+y-5-10x=-3 [y-9x=2 v, =(19,2)
= 142 = 149 =>r={y=24+91=>
" " 2=1+241 P(0.2.2)

S

x+1_y-3_2-0_ u, =(La,2)
1 a2 |Q(-130)

Para que sean rectas paralelas los vectores directores deben tener coordenadas proporcionales.

u, =(1a,2) :%z%: =2 =1=[a=9

NN
o | ©

Comprobamos que no son coincidentes para a = 9.
Comprobamos que el punto P, (O, 2,1) de la recta r no pertenece a la recta s.

P (0,21)es?

¢R(021)es _ 0+41_2-3_1-0,
x+1:y—3:z—0 ¢ 1 9 2
19 2

=¢l# %1 # %? iNo se cumple!

S

Para a = 9 las rectas son paralelas.

v, =(19.2) _Ju=(ta2)
P (0,2,1) S={Qs(—l,s,o)

b) Para a =9 las rectas quedan r s{

Hallamos el plano que contiene el punto P, (0,2,1) de la rectary que tiene como uno de sus
vectores directores el vector v, =(1,9,2) que es el vector director de la recta r. El otro vector

director del plano es el vector P.Q,
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Pr
Qs
a:\Tr:(l,g,z) X y-2 z-1
v=PQ,=(-130)-(0,21)=(-11-1)=~7:|1 9 2 |=0=
P(0,21)ex -1 1 -1

= -9x-2(y-2)+2-1+9(z-1)+y-2-2x=0=

= -9x-2y+4+2-1+92-9+y-2-2x=0=

= -11x-y+10z-8=0= |r =11x+y-10z+8=0

El plano buscado tiene ecuacion 7 =11x+y-10z+8=0.
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E5.- (Andlisis)
xe* si x<0
Sea f(x)= _
a-sen(x)+b si x>0
Calcular a y b para que f sea continua y derivable en 0. (2 puntos)

Para que la funcion sea continua en 0 el valor de la funcidn debe coincidir con el valor de los limites
laterales.

f(0)=a-sen(0)+b=b

lim f (x)=lima-sen(x)+b=b

x—0" x—0"

lim £ (x)= lim xe* = e =0 =0=0
1(0)=tim )= lim 1 (1)

Para b = 0 la funcidn es continua en 0.

Para que la funcion sea derivable en 0 deben coincidir las derivadas laterales.

f'(x)— e* + xe* si x<0
- a-cos(x) si x>0

f'(O‘): lim f7(x)=lime*+xe* =e°+0e’ =1

Xx—0" x—0"
f'(0+):XILrgl f'(x)=XILrg1a-cos(x):a —a=1

fr(07)=1f(0")

La funcidn es continua y derivableenO paraa=1yb =0.
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E6.- (Analisis)

b

relativos. Esbozar su grafica.
(2 puntos)

Dada la funcion f(x)zeX2 determinar su dominio de definicién, puntos de corte

de su grafica con los ejes, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos

La funcion es exponencial. EI dominio de definicion de la funciénes R.
Hallamos los puntos de corte de la grafica de la funcion con los ejes.

f(x)=e — ¢ = 0= jImposible!
ejeOX >y =0

f(x)=e }:f(o):e(’:l:A(O,l)
ejeOY - x=0

La derivada de la funcién es f"(x)=2xe* . Buscamos sus puntos criticos.
f'(x)=0=>2xe" =0=>x=0

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x = 0.

e Enelintervalo (—o,0) tomamosx =1y la derivada vale f"(-1)= 2(—1)e(’1)2 =-2e<0.

La funcién decrece en (—,0).

o Enelintervalo (0,+o) tomamos x = 1y la derivada vale f(1)=2e" =2e>0. La funcién

crece en (0,+x).

La funcion decrece en (—,0) y crece en (0,+).

La funcién presenta un minimo relativo en x = 0.
Obtenemos una tabla de valores y representamos la grafica de la funcion.
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X | f (x):exz
-2 e’
-1 e
1 Minimo
e
e4
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E7.- (Analisis)
Calcular:
2
a) Iim&)_1 (1 punto)
x>0 sen”(x)
b) I:xexdx (1 punto)

a) Calculamos el limite.

"mcos(f)—lzcos(oz)—l
x>0 sen’(x)  sen®(0)

= % = Indeter minacién(L Hbpital) =

i —2x-sen(x2) i —x-sen(xz) ) —O-sen(Oz) _%

0 2sen(x)cos(x) 9 sen(x)cos(x) sen(0)cos(0)

—sen(xz)— x-(2x-cos(x2))
= Indeter min acion(L Hépital) = lim =
x>0 cos(x)cos(x) + sen(x)(—sen(x))

i —sen(>2<2)—2x2 .cos(x*) _ —sen(0%)-2-0°-cos(0%) _0+0 _ q
x>0 cos®(x)—sen’(x) cos?(0)—sen®(0) 1-0

b) Calculamos primero la integral indefinida.

Integracion por partes
Ixexdx: U=X—du=dx :xex—jexdx=xex—eX+K

dv:exdx—>v:.[exdx:eX

Calculamos la integral definida.

'[:xexdx:[xex —ex]z =[1-e'—e']-[0-e" e’ |=e—e+1=[]

120 de 316 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Ordinaria 2024 (Mejora de nota) Matemdticas Il en Castilla y Leén

E8.- (Anélisis)
Dadas las funciones f (x)=x y g(x)=x":
a) Comprobar que sélo se cortanenx=-1,x=0yx=1 (0,5 puntos)

b) Hallar el area de la parte del plano limitada por las graficas de dichas funciones. (1,5 puntos)

a) Hallamos los puntos de corte de las graficas de ambas funciones.
f(x)=x
g(x)=x°

f(x)=9(x)

Se cumple que las graficas de las dos funciones sélo se cortanen x = -1, x =0y x = 1.

Xx=0

=x=xX=xX-x=0=x(x*-1)=0=>
(-1 {x2—1:0—>x2:1—>x:\/i:4_rl

b) Como las graficas de las dos funciones se cortan en tres puntos el area de la parte del plano
limitada por las graficas de dichas funciones se calcula como la suma del valor absoluto de dos
integrales definidas: una entre —1 y 0 de la diferencia de las dos funciones y la otra entre 0 y 1 de
la diferencia de las dos funciones.

Area de la region 1.
2 470 2 4 2 (1) _
J‘O f(X)—g(X)dX:J.OX—XSdX: X__X_ — 0__0_ _ (_1)__1) :_l+1:_1
-1 -1 2 4 o 2 4 2 4 2 4 4

El &rea de la region 1 tiene un valor de 0.25 unidades cuadradas.

Area de la region 2.

2 4T 2 44 2 e
Ilf(x)—g(x)dx:jlx—x3dx: x|t Ly oy 111
0 0 2 4| 2 4 2 4 2 4 4

El area de la region 2 tiene un valor de 0.25 unidades cuadradas.

El area de la parte del plano limitada por las graficas de dichas funciones es la suma de ambas
areas: 0.25 + 0.25 = 0.5 unidades cuadradas.

_g(x)=+

C
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E9- (Probabilidad y estadistica)

a) Un mensaje es transmitido con errores con una probabilidad de 0,2. Emitimos de
forma independiente 3 mensajes. Calcular la probabilidad de que al menos 2 de
los 3 mensajes hayan sido transmitidos con errores.

(1 punto)
b) Se consideran los sucesos Ay B, con P(A):%,P(B):% y P(AUB)=%.

Calcular P(ANB) y P(A/B). (1
punto)

a) Llamamos Al al suceso “Mensaje 1 con error”, A2 a “Mensaje 2 con error” y A3 a “Mensaje 3
con error”’. Sabemos que los sucesos son independientes entre si y que P(Al) = P(A2) = P(A3) =
0.2.

Llamamos B al suceso “al menos 2 de los 3 mensajes han sido transmitidos con
errores “.

Para que al menos 2 de los 3 mensajes hayan sido transmitidos con errores deben
de mandarse los 3 mensajes con errores o el primero bien y los siguientes con
error o el segundo bien y los otros con error o el tercero bien y los dos
primeros con error.

P(B)=P(ALN A2 A3)+P(ALN A2 A3)+ P(ALN A2 A3)+ P(ALN A2 A3) =

=0.2-0.2:0.2+0.8-0.2-0.2+0.2-0.8:0.2+0.2:0.2-0.8 =[0.104

La probabilidad de que al menos 2 de los 3 mensajes hayan sido transmitidos con
errores es de 0.104.

b) Calculamos P(ANB).

P(A):%

P(B)z% 31:1+1_P(Am8):
. 2 35

P(AuB)zE

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

:>P(AmB)=—+——%=%

Hemos obtenido que P(ANB)= 3—10 :

Utilizamos el teorema de Bayes para obtener P(A/B).
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[EEN

p(A/B)zp(Ff*(—”B“)B):&:

Hemos obtenido que P(A/B)=

gl

ol
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E10.- (Probabilidad y estadistica)
Las notas que han obtenido 1000 opositores siguen una distribucién normal de
100

media 4 y desviacioén tipica E

a) Cuantos opositores ha obtenido una calificacion superior a 57 (1

punto)

b) Sabiendo que los opositores con nota superior a 2 y por debajo de 5 formaran
la bolsa de empleo, determinar qué porcentaje de opositores ha quedado en esa
situacion. (1 punto)

Llamamos X = La nota de un opositor. X = N(4, 100/51)

a) Hallamos P(X >5).

Tipificamos

5-4
(X>5) z7- X4 ( 100/51]
100/51

=P(Z>051)=1-P(Z <051)=

Miramos en la
:{ }:1—0.6950: 0.305

tabla N (0,2)

La probabilidad de que un opositor tenga una nota superior a 5 es de 0.305. Multiplicamos este
resultado por los 1000 opositores y obtenemos 1000 - 0.305 = 305.
De los 1000 opositores se espera que 305 obtengan una nota superior a 5.

b) Calculamos P(2< X <5).
Tipificamos

P(2<X <5)= X —4 :P( 2-4 ;. 574 j:
Z = 100/51 100/51
100/51

=P(-1.02<Z <051)=P(Z <051)-P(Z <-1.02)=

=P(Z<051)-P(Z >1.02)=

=P(Z<051)-[1-P(Z<1.02)]=

{Miramos en la

=0.695-1+0.8461=0.5411
tabla N(0,1)

La probabilidad de que un opositor tenga una nota entre 2 y 5 es de 0.5411.
El porcentaje de opositores que formaran la bolsa de empleo es del 54.11 %.
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EBAU Extraordinaria 2023

% Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO
; universitarias oficiales de grado MATEMATICAS Il
%,. Castillay Leon N2 Paginas: 2

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger libremente cinco ejercicios
completos de los diez propuestos. Se expresara claramente cuales son los elegidos. Si se
resolvieran mas, sélo se corregiran los 5 primeros que estén resueltos (segun el orden de
numeracion de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.

2.- CALCULADORA: Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para
texto, ni para resolucion de ecuaciones, ni para resolucién de integrales, ni para representaciones
gréficas.

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un maximo
de 2 puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilizacion de los
conceptos, definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de
resolver; justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas; claridad y
coherencia en la exposicién; precision en los calculos y en las notaciones. Deben figurar
explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion
logica y los célculos.

E1l.- (Algebra)
a) Obtener todas las soluciones del sistema { Xty+z=1 (1 punto)
X+2y—-2=3
b) Determinar todos los a, bER para que x =5, y = -2, z = —2 sea solucidn del sistema
X+y+z=1
X+2y—-z=3
ax+2ay+bz=>b

¢Para cudles de esos valores la solucion del sistema es unica? (1 punto)

E2.- (Algebra)

11 3 -1
Dadas las matrices A=|0 a| y B=|a 0 [,con aeR—{O}.
11 3 -1
a) Calcular la matriz C, siendo ¢, =2, tal que AC=B. (1 punto)

b) Si D =B'A siendo Bt la traspuesta de B, determinar los valores de a para los que D tiene matriz
inversa. (1 punto)

E3.- (Geometria)

X=1+t .
X— z
Dadas lasrectas =1y=2t ,teR, y r, SR
3 2 2
zZ=-1+t
a) Razonar si existe un plano perpendicular a 2 que contenga a ri. (1 punto)
b) Calcular la recta con vector director perpendicular a los de las rectas r1 y r2 y que contiene al
punto (1,0,0). (1 punto)
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E4.- (Geometria)
Sea r la recta que pasa por los puntos (1,0, -1) y (0, 1, 1).

a) Determinar el plano que contiene a la recta r y al punto P = (0,0,1). (1 punto)
b) Calcular la distancia de la recta r al punto P = (0,0,1). (1 punto)
E5.- (Andlisis)
Sea

1 Si x<1

f(x)=42-x

In(x) si x>1
a) Estudiar su continuidad y derivabilidad en x = 1. (1 punto)
b) Estudiar sus asintotas verticales y horizontales. (1 punto)
E6.- (Analisis)

Dada la funcion f (x)=x?(x+3), determinar su dominio de definicion, puntos de corte de su
grafica con los ejes, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. (2 puntos)

E7.- (Analisis)
Calcular:

sen( x?
a) lim ( )

A 1 punto
x>0 X3 4+ 4x? (1 punto)

b) J.Og sen(x)cos® (x)dx (1 punto)

E8.- (Analisis)

Dadas las funciones f (x)=-x"y g(x)=x’.

a) Comprobar que las gréficas de dichas funciones en [—1,0] solo se cortan parax = -1y x = 0.
Demostrar que en [-1,0] g(x)> f(x) (1 punto)
b) Hallar el area del recinto limitado por las gréaficas de dichas funciones. (1 punto)

E9- (Probabilidad y estadistica)
Sean A, B y C sucesos de un experimento aleatorio con probabilidades P(4) = 0,3, P(B) = 0,4y
P(C)=0,5 tales que A y B son independientes y A y C son incompatibles. Calcular las

probabilidades P(ANB),P(ANC), P(Am(_l), P(AUB) y P(ﬂuﬁ)siendo A, ByC los sucesos

complementarios de A, B y C respectivamente. (2 puntos)

E10.- (Probabilidad y estadistica)

De las camionetas que recogen los envases reciclados de una localidad el 45% son de la marca C1, el
30% de la marca C2 y el 25% de la marca C3. La probabilidad de que una camioneta se averie es:
0,02 si es de la marca C1, 0,05 si es de la marca C2 y 0,04 si es de la marca C3.

a) Indicar las 6 probabilidades que aparecen en el enunciado (0,6 puntos)

b) Si se selecciona una de esas camionetas al azar ¢qué probabilidad tiene de averiarse? (0,7 puntos)
c) Suponiendo que una de esas camionetas se ha averiado, ¢ cual es la probabilidad de que haya sido
una camioneta de la marca C3? (0,7 puntos)
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SOLUCIONES

E1l.- (Algebra)
X+y+z=1

a) Obtener todas las soluciones del sistema (1 punto)
X+2y—-z=3
b) Determinar todos los a, b € R para que x =5, y =—2, z = —2 sea solucion del sistema
X+y+z=1
X+2y—-z=3
ax+2ay+bz=»0b
¢Para cudles de esos valores la solucion del sistema es Unica? (1 punto)
a)
X+y+z=1 X=1-y-z
= =>1-y-7+2y-72=3=Yy-21=2=
X+2y—-z=3 X+2y—-2=3
Xx=-1-31
=>y=2+221=>x=1-(2+22)-2=-1-3z=>{y=2+21 , 1R
z=1

b) Sustituimos los valores de x =5, y =2, z = -2 en el sistema.

5-2-2=1 1=1
5+2(-2)—(-2)=3=13=3 =[a=30|
Sa—4a—2b=b a=3b

X+y+z=1
Los valores buscados son a=3b,be R. El sistema queda 1 x+2y—z=3
3bx+6by+bz=Db
Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada.

1 1 1 1 1 1
A=|1 2 -1|=|Al=|1 2 -1=2b-3b+68-68-b+6b=4b
3 6b b 3 6b b

|Al=0=4b=0=b=0

Sib #0 el determinante de A es no nulo y su rango es 3. Al igual que el rango de la matriz

1 1 11
ampliada A/B=| 1 2 -1 3| eigual que el nimero de incégnitas. El sistema tiene una
3b 6b b b

Unica solucion.
Si b =0 entonces el rango de A es menor de 3 y la solucion del sistema, si la hay, no es Unica.

X+y+z=1

Para que x =5, y = -2, z = -2 sea solucién del sistema < Xx+2y—-z=3  yademas sea su lnica
ax+2ay+bz=>b

solucién debe ser a=3b,beR yb=0.
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E2.- (Algebra)

11 3 -1
Dadas las matrices A=|0 a| y B=|a 0 |,con aeR-{0}.
11 3 -1
a) Calcular la matriz C, siendo ¢, =2, tal que AC=B. (1 punto)

b) Si D =B'A siendo Bt la traspuesta de B, determinar los valores de a para los que D tiene matriz
inversa. (1 punto)

a) Para que sea posible el producto AC y el resultado tenga las mismas dimensiones que B la matriz C
debe ser de dimensiones 2x2.

C C
C :( 11 12} [ 2 Cle
Cy Cp)=C=

c _2 C21 C22
11—
11 . 3 -1 2+C, C,+C, 3 -1
AC=B=|0 a( 12]:a 0|=| ac,, ac, |=|a 0 |=
c
1 1)v% (3 -1 2+C, C,+Cy) \3 -1

2+C, =3—>(Cy =1

C,+Cp=-1

0=-1 —1=lc
= ac, =a—>{a#0} >c, =1 =G :>:>
ac22=0—>{a¢0}—>

b) Hallamos la expresion de la matriz D.

1 0

Il
TN
N
|
H
~

3 -1
. (3 a 3
B=la 0 |=B =
-1 0 -1
3 -1

3 3 L1 3+3 3+a’+3 6 6+a’
a
t [ 10 1] 0 ( 1-1 1-1 j ( 2 2 }
11 —1- -1- — —
AVGI’igU&IIIOS cuando se anula su determinante.

6 6+a’

P, *;

=-12—(-2)(6+a’)=-12+12+2a* = 2a’

ID|=0=2a’=0=>a=0

La matriz D es invertible para cualquier valor de a # 0.
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E3.- (Geometria)

X=1+t .
X— 4
Dadas lasrectas ,=qy=2t ,teR, y r E—:X:—.
3 2 2
z=-1+t
a) Razonar si existe un plano perpendicular a 2 que contenga a ri. (1 punto)
b) Calcular la recta con vector director perpendicular a los de las rectas r1 y r2 y que contiene al
punto (1,0,0). (1 punto)
a) Estudiamos la posicion relativa de las rectas.
X=1+t —
u =(121)
n={y=2t ==
2= 1+t R(L0-1)

r,=

_ v, =(3,2,2
x1_y_z_ . _|v%.=(322)
3 2 2 Q,(1,0,0)

Las rectas no son paralelas ni coincidentes pues sus vectores directores no tienen coordenadas

proporcionales.
u=>121)| 1 2 1
. S —F—F—
v,=(32,2) 3 2 2

Las rectas se cortan o cruzan. Estudiamos el valor nulo o no de [ul, v,, Ple]

RQ, =(1,0,0)~(1,0,-1)=(0,0,1)

U =(121) 121
v, =(322) p=[u,v, BQ|=[3 2 2/=2+0+0-0-6-0=-4+0
RQ, =(0,0,1) 001

Las rectas > y ry Se cruzan.
Para que pueda existir un plano perpendicular a > que contenga a r1 los vectores directores de
las rectas deben ser perpendiculares.

6~ (121)
v,=(322) =(121)(32,2)=0=3+4+2=9%0
U LV, > v, =0

Los vectores directores de las rectas no son perpendiculares y no existe el plano pedido.

b) Si el vector director es perpendicular a los de las rectas r1 y r2 nos sirve como vector director de
la recta que busco el producto vectorial de los vectores directores de r1 y 7».

u =(121) IR L o
_ =v=uxv,=|1 2 1|=2i+j-4k=(2,1-4)
v, =(3,2,2) 3 9 9
La recta t pedida es la recta con vector director V= (2,1, —4) y que pasa por el punto (1,0,0).
- x=1+2a
Jv=(21-4) | .
t: >t {y=«a ,aeR
(1,0,0) et Y4y
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E4.- (Geometria)

Sea r la recta que pasa por los puntos (1,0, -1) y (0, 1, 1).

a) Determinar el plano que contiene a la recta r y al punto P = (0,0,1). (1 punto)
b) Calcular la distancia de la recta r al punto P = (0,0,1). (1 punto)

a) El plano que contiene a la recta r y al punto P = (0,0,1) es el plano que contiene a los tres puntos
dados en el ejercicio.

P(0,01)ex u=PQ=(10,-1)-(0,0,1)=(10,-2)
7:1Q(L0,-1)e z= z:1v=PR=(0,11)-(0,0,1)=(0,1,0) =
R(O,l,l)ezz P(0,0,l)en
X y z-1
=7zl 0 —2|=0=>7:2-1+2x=0=|7:2Xx+2-1=0]
01 0

b) Seguimos el esquema del dibujo para obtener la distancia de la recta r al punto P.

e

TL

Hallamos la ecuacion del plano perpendicular a la recta que pasa por P.

[Q(Lo-1)  [u =QR=(0,11)-(1,0,-1)=(-11,2)
{R(O,l,l) :”{R(O,l,l)er

n=u,=(-112) (z:-x+y+2z+D=0
”'{ :{P(0,0,l)ezr -

=2+D=0=>D=-2=|7:-X+y+22-2=0

Hallamos el punto M de corte de recta y plano.
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T.—X+y+22-2=0

. X=—
{ur:(—l,l,Z) Sa+l+a+2+4a-2=0=
r: =>r:yy=l+a
R(0OL1)er 7214 2¢
1
X==
6
:>6a=—1:>a=_—1:> y=1—£=§ = M(EEEJ
6 6 6 6 6 3
z=1+2_—1:i=g
6 6 3

La distancia del punto P a la recta es la distancia del punto P al punto M (proyeccién ortogonal
del punto P en larecta r).

s SN
S RTCUSR 7 B - ET VIR - Ih—

131 de 316 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Extraordinaria 2023 Matemdticas Il en Castilla y Ledn

E5.- (Andlisis)
Sea
1 Si x<1
f(x)=4<2-x
In(x) si x>1
a) Estudiar su continuidad y derivabilidad en x = 1. (1 punto)
b) Estudiar sus asintotas verticales y horizontales. (1 punto)

a) Comparamos el valor de la funcién con el de los limites laterales.

f(1)=In(1)=0

lim £ (x)=lim 1=~ ~1 {=lim  (x)=10=lim f (x)
Xx—1"
lim f (x)=limIn(x)=In(1)=0

x—1* x—1"

La funcidn no es continuaen x = 1.
Por lo tanto, tampoco es derivable en x = 1.
b) EI dominio de la funcidnes R.
., 1 .
En (—,1) la funciénes f(x) =5y El denominador se anula para x = 2 que es mayor que 1
—X

y por tanto no esta incluido en el dominio.
En [1,+o0)la funcién es f (x)=In(x) que existe puesx > 0.

Asintota vertical. x=a.
Al ser el dominio todos los nimeros reales no tiene asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b
b= lim f(x) = lim In(x) =00
1

b= lim f(x)= lim —— = I
koor 2 X 24w o

y =0 es asintota horizontal cuando x — —o0
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E6.- (Anlisis)
Dada la funcion f (x)=x?(x+3), determinar su dominio de definicion, puntos de corte de su
grafica con los ejes, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. (2 puntos)

f (x)=x*(x+3)=x>+3x* es una funcion polinémica, por lo que el Dominio = R..

Puntos de corte con los ejes.

— y3 2
f.(x)_x > }: f(0)=0°+3-0°=0= A(0,0)
EjeOY ->x=0
f(x)=x*(x+3)
EjeOX -y =0

x*=0—>x=0— A(0,0)
x+3=0—x=-3—-B(-3,0)

}:»XZ(Hs):o:{

La funcion tiene dos puntos de corte con los ejes: A(0, 0) y B(-3, 0).

Intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos

Para estudiar el crecimiento y decrecimiento usamos la derivada.

f7(x) =3x" +6x
f’(x)=0

Xx=0

}:3X2+6X:O:>3X(X+2):0:{X_ 5

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de x = -2y x = 0.

e En el intervalo (—»,-2) tomamos x = -3 y la derivada vale
f'(-3)=3(~3)"+6(-3)=9>0. La funcion crece en (—o0,~2).

e Enelintervalo (-2,0) tomamos x =1y la derivada vale f(~1)=3(~1)’ +6(-1)=-3<0
. La funcion decrece en (—2,0).

e En el intervalo (0,+) tomamos x = 1y la derivada vale f’(1)=3.1°+6-1=9>0. La

funcion crece en (0,+).
La funcion sigue el esquema:

La funcion decrece en (—2,0) y crece en (—o0,—2)U(0,+x).

La funcion tiene un maximo relativo en x = -2 y un minimo relativo en x = 0.
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E7.- (Analisis)
Calcular:
sen( x
a) lim ( ) (1 punto)
x=0 X3 4+ 4%°
b) _[ sen(x)cos® (x)dx (1 punto)
a)

sen(x? sen(0 L :
lim ( )_ - ( )2 :9=Indeterm|naC|c')n (L"Hépital) =
-0 x* +4x> 0°+4-0° 0

2xcos(x*)  2Xcos(x*)  2cos(x?) 2cos(0%)

=lim————=lim = lim _Ez
0 3x*+8x 0 X(3x+8) x>0 3x+8 3048 8 |4

b) Calculamos primero la integral indefinida.

Cambio de variable

dt
sen cos dx t=cos(x)—dt=-sen(x)dx>= | se P =
| (x) (x) JM s

dt
d =
X —sen(x)
4
—[tdt=—==- C°S4(X) +K
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E8.- (Anélisis)

Dadas las funciones f (x)=-x*y g(x)=x".

a) Comprobar que las gréaficas de dichas funciones en [—1,0] sdlo se cortanparax = -1y x = 0.
Demostrar que en [—1,0] g(x)> f(x) (1 punto)
b) Hallar el area del recinto limitado por las gréaficas de dichas funciones. (1 punto)

a) Averiguamos donde se cortan las graficas de las dos funciones.
f(x)=-x*
g(x)=x
f(x)=9(x)

Las graficas de las dos funciones solo se cortanen x = -1y x =0.
Como son funciones continuas basta darle un valor del intervalo [—1, O] para saber que funcion

es mayor en todo el intervalo. Tomamos x = —0.5 y comparamos el valor de las funciones.

Xx=0

=X =xX=x+x*=0=x*(x+1)=0=
X+1=0—->x=-1

f (-0.5)=—(-0.5)" =-0.25

§(-0.5)= (-05) —-0.25 }:» f (-0.5)=-0.25<-0.125=g(-0.5)= f (x) < g(x)

b) El area pedida se obtiene con la integral definida de la diferencia entre las dos funciones entre —1

y 0.
Calculamos primero la integral indefinida.

4 3

B0 1 ()= [~ =[x =5

Calculamos el valor del area.

Areazig(x)— f (><)dx={’§+x—3}0 :{0—4+0—3}{(_1)4 +ﬂ}1—%= ézo.oac«; u?
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E9- (Probabilidad y estadistica)
Sean A, B y C sucesos de un experimento aleatorio con probabilidades P(4) = 0,3, P(B) = 0,4y
P(C)=0,5 talesque Ay B sonindependientesy Ay C son incompatibles. Calcular las probabilidades

P(ANB),P(ANC), P(Am(_t), P(AUB) vy P(Z\UE) siendo A, B y C los sucesos

complementarios de A, B y C respectivamente. (2 puntos)

A'y B son independientes > P(ANB)=P(A

)P(B)
P(ANB)=P(A)P

(
B)=0.3-0.4=[0.12]

P
(

A'y C son incompatibles > [P(ANC)=0

P(A)=P(ANC)+P(ANC)=03=0+P(ANC)=|P(ANC)=03

P(AUB) =P(A)+P(B)-P(AnB)=0.3+0.4-0.12=[0.58]

P(AUB)={LeyesdeMorgan} = P(ANB)=1-P(AnB)=1-0.12=[0.88]

136 de 316 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Extraordinaria 2023 Matemdticas Il en Castilla y Ledn

E10.- (Probabilidad y estadistica)

De las camionetas que recogen los envases reciclados de una localidad el 45% son de la marca C1, el
30% de la marca C2 y el 25% de la marca C3. La probabilidad de que una camioneta se averie es:
0,02 si es de la marca C1, 0,05 si es de la marca C2 y 0,04 si es de la marca C3.

a) Indicar las 6 probabilidades que aparecen en el enunciado (0,6 puntos)

b) Si se selecciona una de esas camionetas al azar ¢qué probabilidad tiene de averiarse? (0,7 puntos)
c) Suponiendo que una de esas camionetas se ha averiado, ¢ cudl es la probabilidad de que haya sido
una camioneta de la marca C3? (0,7 puntos)

a) P(Cl) =0.45; P(CZ) =0.30; P(C3) =0.25
Si llamamos A al suceso “La camioneta se averia”.
P(A/Cl) =0.02; P(A/CZ) =0.05; P(A/C3) =0.04
b) Nos piden calcular P(A). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(A) =P(ANC1)+P(ANC2)+P(ANC3)=
= P(Cl) P(A/C1)+ P(C2) P(A/C2)+ P(C3) P(A/C3) =
=0.45-0.02+0.30:0.05+0.25-0.04 ={0.034

c) Nos piden calcular P(C3/ A). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(C3/ A) = P(C3nA) P(C3)P(A/C3) 0.25-0.04 _ 5 _o2041
P(A) P(A) 0034 |17
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EBAU Ordinaria 2023
g EJERCICIO
5 Pruebas de acceso a ensefianzas
7 universitarias oficiales de grado MATEMATICAS I
=)
& Castillay Leén Ne Pginas: 2

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger libremente cinco ejercicios
completos de los diez propuestos. Se expresara claramente cuales son los elegidos. Si se
resolvieran mas, sélo se corregiran los 5 primeros que estén resueltos (segun el orden de
numeracion de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.

2.- CALCULADORA: Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para
texto, ni para resolucion de ecuaciones, ni para resolucién de integrales, ni para representaciones
gréficas.

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un maximo
de 2 puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilizacion de los
conceptos, definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de
resolver; justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas; claridad y
coherencia en la exposicién; precision en los calculos y en las notaciones. Deben figurar
explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion
logica y los calculos.

El.- (Algebra)
X+2y+2=pu
Calcular A y u para que el sistema de ecuaciones lineales AX+Yy=1 tenga infinitas soluciones.
y+Az=-1
(2 puntos)

E2.- (Algebra)
x 0
1 -1
j, By 1 yC=( 1 2j,calcularlosvaloresde

. 1 0 1
Dadas las matrices A=
Z X+Yy

-1 10
X,Y,z€R para que AB sea igual a la inversa C* de la matriz C. (2 puntos)

E3.- (Geometria)
Calcular la ecuacion del plano  que es perpendicular al plano o =x+2y+3z =0 Yy pasa por los

puntos P =(0,0,0) y @ = (0,1,1). (2 puntos)

E4.- (Geometria)

Dados el plano 7=x+2y—-2z=0 y larecta r Eiz:yT_A':ZT_l , Se pide:

a) Comprobar que r es paralela a . (1 punto)

b) Hallar el plano o, distinto de  y paralelo a 7, cuya distancia a r coincide con la de . (1 punto)

ES5.- (Analisis)
a) Determinar a y b de modo que las funciones f (x)=x*-ay g(x)=(x—b)e* tomen el mismo
valor en un punto en el que ambas tengan un extremo relativo. (1 punto)
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b) Demostrar que la funcion f (x) =2X+senx solo se anula en el punto x = 0. (1 punto)
E6.- (Analisis)
a) Determinense el dominio de definicion, intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos

y minimos relativos, si existen, de la funcién f (x)=x(Inx—-1). (1 punto)
b) Calculese Ix(ln x—1)dx (1 punto)
E7.- (Analisis)

3 3
Calcular lim \/X tx-1 \/X 1 . (2 puntos)
x—2 X—2

E8.- (Analisis)
Calcular el area del recinto limitado por la grafica de la funcion f (x) =xe " y el eje de abscisas
cuando x varia en el intervalo [-1,0]. (2 puntos)

E9- (Probabilidad y estadistica)

Un 50% de los participantes en un torneo abierto de ajedrez celebrado en Salamanca son esparioles,

un 30% son europeos no espafoles y los demas proceden del resto del mundo. De ellos, dos tercios

de los espafioles, la mitad de los europeos no esparioles y un tercio de los no europeos no pasan de

los 40 afios.

a) Indicar las 6 probabilidades que aparecen en el enunciado (0,6 puntos)

b) Si se selecciona un participante al azar ¢Calcular la probabilidad de que no tenga mas de 40
afos? (0,7 puntos)

c) Si se elige al azar un participante del torneo y no tiene mas de 40 afios, ¢cual es la probabilidad
de que sea espariol? (0,7 puntos)

E10.- (Probabilidad y estadistica)
Si lanzamos al mismo tiempo dos dados idénticos y del tipo usual (es decir, que sean ctbicos, que
todas sus caras tengan la misma probabilidad de quedar hacia arriba y que en cada una de ellas
aparezca un niamero de puntos que varie desde el uno hasta el seis), ¢ cual es la probabilidad de que
la suma de las puntuaciones obtenidas en los dos dados coincida con la suma mas frecuente?

(2 puntos)
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SOLUCIONES
E1.- (Algebra)
X+2y+2=pu
Calcular A y u para que el sistema de ecuaciones lineales AX+y=1 tenga infinitas soluciones.
y+Az=-1
(2 puntos)
1 21
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=| 4 1 0|y lamatrizampliada es
01 A
1 2 1 u
A/B={4 1 0 1
01 2 -1

Para que tenga infinitas soluciones el rango de A y el de A/B debe ser iguales y menores de 3 (el
namero de incognitas).

Vemos cuando se anula el determinante de A.

1 21
|A|=/I 1 0[=A+0+1-0-22*-0=-24"+21
01 4

A=0

|A|:O:>—2/12+2/1:0:>—2/1(/1—1):O:>{
A-1=0-51=1

Si A0y A#1 el determinante es no nulo y el rango de A es 3. El sistema tiene una Unica
solucion.

Si 4 =0 el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Estudiamos el rango de Ay de
A/B en este caso.

Fila 32 — Fila 22 MR

1 2 1 u 01 0 -1 1 21 u
AIB=10 10 1|=¢ 4 4 4 (/0101
010 o0 0 000 -2

A

El rango de A es2 y el de A/B es 3. El sistema no tiene solucion.

Si A =1 el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Estudiamos el rango de Ay de A/B
en este caso.
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Fila 22 — Fila 12
121 u L 1 0 1 1 2 1 u
A/B=1101:>_1_2_1_ﬂ =10 -1 -1 1-ul|=>
0114 0 -1 -1 1-u— NuevaFila2? o1 1 -
Fila 32 + Fila 22 e
01 1 -1 L2 1w
=10 -1 _11_#:>0—1 -1 1-u
0 0 0 —u| |90 O -«

El rango de A es 2. El rango de A/B depende del valor de . Si queremos que el rango de A/B sea 2
debe ser £ =0.

Con A=1y u=0 elrango de Aes2y el de A/B también siendo menor que el nimero de incognitas.
El sistema tiene infinitas soluciones.
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E2.- (Algebra)
0

. 1 01

Dadas las matrices A=
-1 10
Z X+y

X,y,z R para que AB sea igual a la inversa C™* de la matriz C.

1 -1
,Bgy 1 |yC= , calcular los valores de
-1 2

(2 puntos)

Comprobamos que C es invertible y determinamos su inversa.

1 =
|C|:‘ ]1:2—1:17&0
-1 2

Adi 1 -1
o Adi(CT) ’(—1 zJ_

e

Hacemos que AB=C™.

x 0
9 1 01 2 1 X+12
AB=C" = y 1 |= =
-1 1 0 11 —X+Yy
Z X+y
X+2=2
X=2-1
Xx+y=1 2-z+y=1
= =>Xx+y=1 =
—X+Yy= —2+72+y=1
-X+y=1
1=1
=-1+2=1
:>z—l+z=3:>22=4:>:> J

Los valores buscados sonx =0;y=1;z=2.

Z+y=3

2 1
11
X+Yy 2 1
= =
1 11

—z+y:—1} y:—1+z}
= = =

z+y=3
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E3.- (Geometria)
Calcular la ecuacion del plano  que es perpendicular al plano o =x+2y+3z =0 Yy pasa por los

puntos P =(0,0,0) y Q = (0,1,1). (2 puntos)

Si el plano 7 es perpendicular al plano ¢ tendra como uno de sus vectores directores el vector
normal del plano c. El otro vector director necesario para definir el plano es el vector PQ.

azx+2y+32=0:>ﬁ=(1,2,3)

u=n=(12,3) Xy z
7=1v=PQ=(0,11)-(0,0,0)=(011)=z=|1 2 3=0=
P(0,0,0)ex 011

=2X+0+z2-0-y-3x=0=|7=—x-y+2=0
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E4.- (Geometria)
Dados el plano 7 =x+2y—2z=0 ylarecta r si:yT_él:ZTl se pide:

a) Comprobar que r es paralela a . (1 punto)
b) Hallar el plano o, distinto de mr y paralelo a 7, cuya distancia a r coincide con la de . (1 punto)

a) Hallamos el vector director de la recta y el vector normal del plano y comprobamos si son
ortogonales.

T=x+2y-22=0=>n=(12-2) o
X _y-4_z-1_ — =nv, =(-2,21)(1,2,-2)=-2+4-2=0

= =(-2,21
2 2 o (-2.2.1)

Son ortogonales, por lo que la recta es paralela al plano o esta contenida en él.
Comprobamos si el punto P(0, 4, 1) perteneciente a la recta r esta en el plano.

T=X+2y—-22=0

P(O41) 5 }:><;0+8—2:0?iNoescierto!
é A41)ern”

El punto P de la recta no esta en el plano, por lo que la recta es paralela al plano.

b) Si el plano o es paralelo a r tendra ecuacion o =x+2y—-2z+D =0.

Como larecta r es paralela a = también es paralela al plano o, la distancia de la recta al plano
sera la distancia del punto P(0, 4, 1) al plano. Determinamos el valor de D haciendo que esta
distancia sea la misma que al plano .

T=X+2y-22=0 |0+8-2|

P(0,41)er }:d(r’”):d( 7)= ol \/—

oc=X+2y-22+D=0 0+8-2+D| [6+D|

P(0.41)cr }:d(r,o*)=d(P,0)=\/02+42+12— Nt

|6+ D|

d(r,z)=d(r,o)= \/_ i

= 6=[6+D|=

6=6+D—>D=0—>7=x+2y-22=0
—6=6+D—>D=-12—>[oc=x+2y-22-12=0

El plano buscado tiene ecuacion o =x+2y—-2z-12=0.
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ES5.- (Analisis)

a) Determinar a y b de modo que las funciones f (x)=x*-ay g(x)=(x—b)e* tomen el mismo
valor en un punto en el que ambas tengan un extremo relativo. (1 punto)
b) Demostrar que la funcién f (x)=2x+senx solo se anula en el punto x = 0. (1 punto)

a) Buscamos los extremos relativos en ambas funciones.

f(x)=x*-a= f’(x)=2x

f(x)=0=2x=0=[x=0]

f”(x)=2= f7(0)=2>0= Enx=0 hay un mimimo de f (x)

g(x)=(x-b)e*=g’(x)=e"+(x—-b)e* =(x—b+1)e
9’ (x)=0=(x—b+1)e* =0=x-b+1=0=[x=b—1]
97 (x)=e"+(x-b+1)e*=(x-b+2)e*=g"(b-1)=(b-1-b+2)e* ' =e"">0

En x =b—1 hay un minimo de g (x)

Como deben coincidir en los extremos relativos.

b-1=0 b=1
g(b-1)=f (0)}:9(b—1)= £(0)

}: g(0)=f(0)=

=(0-1)e"=0*-a=-1l=-a=[a=]]

Los valores buscadossona=1; b =1.

b) La funcion f(x)=2x-+senx es continuay derivable en R.

También sabemos que f (0)=2-0+sen0=0.

Si existiese algun x = c tal que f(c) = 0 tendriamos que f(0) = f(c) = 0 y aplicando el teorema de
Rolle en el intervalo [0, c] o [c, 0], segun fuese c positivo 0 negativo existiria un valor d en el
intervalo tal que f “ (d) = 0, pero la derivada de la funcién es f (x) =2-+C0SX yno se puede anular

pues el coseno no puede alcanzar el valor —2.

Por lo que podemos afirmar que no existe un valor ¢ =0 donde la funcion se anule.
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E6.- (Anlisis)

a) Determinense el dominio de definicion, intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos
y minimos relativos, si existen, de la funcién f (x)=x(Inx—1). (1 punto)
b) Calculese Ix(ln x—1)dx (1 punto)

a) El logaritmo neperiano solo existe de un nimero positivo. = Dominio = (0,+oo).

Para estudiar el crecimiento y decrecimiento usamos la derivada.

f'(x)=(|nx—l)+x§= In x

f'(x)=0=Inx=0=>x=1

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x = 1.

e Enelintervalo (0, 1) tomamos x = 0.5 y la derivada vale f '(0.5) =In0.5<0. La funciéon

decrece en (0, 1).
e Enelintervalo (1,+c) tomamos x =2y la derivada vale f"(2)=In2>0. La funcién

crece en (1,+o0).

La funcion decrece en (0, 1) y crece en (1, +oo).

La funcidn tiene un minimo relativo en x = 1. No presenta maximos relativos.

b) Usamos el método de integracion por partes.

Ix(ln x—l)dx:jxlnx—xdx:jxlnxdx—jxdx:...

Integracion por partes

2 2
lenxdx: u:lnx—>du:1dx :X—Inx—fx—ldx:
X 2 2 X
2

dv:xdx—>v:jxdx:x—
2

x? 1 x? 1x2 X x?
=—Inx——_[xdx=—ln X——— =" Inx——
2 2 2 22 2 4
x? x> x* X X2 2x? |x? 3x?
ve=—INX—————=—Inx———-—"—=|—Inx—+K
2 4 2 2 4 4 2 4
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E7.- (Analisis)

3 1 3
Calcular Iim\/x rx-1 \/X +1.
xX—>2 X—2

(2 puntos)

VX1 N2 +2-1-Y2°+1 0
X2 X—2 - 2-2 -

0 (x—2)(«/x3+x—1+«/x3+1)

i (x/XS—FX—l) —(\/x3+1) _

2 (x—2)(\,:"x3 +X—1+% +1)

i x3+x—1—(x3+1) _

X2 (x—2)(\i’x3 +x—1++% +1)

X rx—1- ¥ -1

X2 (X—Z)(\/XS +x—1++% +1)

x=7

X2 M(\/f +x-1+% +1)

1 1

(\;’x3 +x—l—\/x3+1)(\/x3+x—1+\/x3+1) )

1

=lim

=2 [ ix—1eC+1 2P r2-142°11 3+3

6

o = Indeterminacién (conjugado) =
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E8.- (Anélisis)
Calcular el area del recinto limitado por la gréafica de la funcion f (x) =xe " y el eje de abscisas
cuando x varia en el intervalo [—1,0]. (2 puntos)

Comprobamos si la funcién corta el eje de abscisas en el intervalo [-1,0].

= X :0
(X) Xe }jxeX:O:{X

f
y=0 e =0 jlmposible!

Como la grafica de la funcién no corta el eje en ningln punto intermedio del intervalo [-1,0] el
area pedida se obtiene con la integral definida de la funcién entre -1 y 0.

Calculamos primero la integral indefinida.

Integracion por partes
J.xe‘xdx: u=x—du=dx :—e‘x-x—f—e‘xdx:

dv=edx >v= Ie‘xdx =—e

=—xe "+ Je’xdx =—xe"—e*+K

Calculamos la integral definida.

j). f(x)dx= j). xe *dx = [—xe‘X —e‘X]O =
-1 -1

= [—Oe*0 -~ e’(’] -~ [—(—1) e e‘(‘ﬂ =-l-e+e=-1

El area del recinto es el valor absoluto de la integral definida y es de 1 unidad cuadrada.
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E9- (Probabilidad y estadistica)

Un 50% de los participantes en un torneo abierto de ajedrez celebrado en Salamanca son esparioles,

un 30% son europeos no espafioles y los demas proceden del resto del mundo. De ellos, dos tercios

de los espafioles, la mitad de los europeos no espafioles y un tercio de los no europeos no pasan de

los 40 afios.

a) Indicar las 6 probabilidades que aparecen en el enunciado (0,6 puntos)

b) Si se selecciona un participante al azar ;Calcular la probabilidad de que no tenga mas de 40
afos? (0,7 puntos)

c) Si se elige al azar un participante del torneo y no tiene mas de 40 afios, ¢cual es la probabilidad
de que sea espafiol? (0,7 puntos)

Llamamos A al suceso “Ser espafiol”, B al suceso “ser europeo no espaiiol”, C al suceso “ser del
resto del mundo” y D al suceso “No pasar de 40 afios”.

a)
P(A)=0.50; P(B)=0.30; P(C)=1-0.50-0.30=0.20

P(D/A)=2; P(D/B)=2; P(DIC)=

Wl

b) Usamos el teorema de la probabilidad total.

P(D)=P(A)P(D/A)+P(B)P(D/B)+P(C)P(D/C)=

= O.5-g+0.30-l+0.20-l M. 0.55
3 2 3 |20

c) Nos piden calcular P(A/ D). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

2
B(A/D _P(AmD)_P(A)P(D/A)_O'5'(3)_ 20 61
(A/D)= P(D)  1-P(D) 055 [33
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E10.- (Probabilidad y estadistica)
Si lanzamos al mismo tiempo dos dados idénticos y del tipo usual (es decir, que sean clbicos, que
todas sus caras tengan la misma probabilidad de quedar hacia arriba y que en cada una de ellas
aparezca un niamero de puntos que varie desde el uno hasta el seis), ¢cuél es la probabilidad de que
la suma de las puntuaciones obtenidas en los dos dados coincida con la suma mas frecuente?

(2 puntos)

Al lanzar dos dados podemos obtener 36 pares de valores distintos que podemaos organizar en
una tabla.

1 2 3 4 5 6

11112 | 13 | 14 | 15 | 16

2 |21 | 22|23 |24 | 25| 26

3 (31|32 |33 |34 35| 36

4 | 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46

5 |51 | 52|53 |5 | 5 | 56

6 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66

Como cada uno de los sucesos elementales de la tabla son equiprobables tenemos que la
probabilidad de cada uno de ellos es 1/36.

He marcado de rojo los sucesos elementales que suman 7. Siendo esta suma la que puede suceder
de méas formas distintas entonces tendra la probabilidad mas alta (6/36).

P (Sumar 2):i P (Sumar 3):i P (Sumar 4):i
36 36 36
4 5 6
P(Sumar 5) = — P (Sumar 6) = — P(Sumar 7) = —
36 36 36
5 4 3
P (Sumar 8) = — P(Sumar 9)=— P(Sumar 10) = —
36 36 36
P (Sumar 11) = = P (Sumar 12) = —
36 36

La probabilidad més alta es la de sumar 7 siendo su probabilidad P (Sumar 7)= % = %: 0.16
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EBAU Extraordinaria 2022

g Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO
;v universitarias oficiales de grado MATEMATICAS 11
%, Castillay Le6n Ne Paginas: 2

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger libremente cinco ejercicios
completos de los diez propuestos. Se expresara claramente cuales son los elegidos. Si se
resolvieran mas, sélo se corregiran los 5 primeros que estén resueltos (segun el orden de
numeracion de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.

2.- CALCULADORA: Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para
texto, ni para resolucion de ecuaciones, ni para resolucién de integrales, ni para representaciones
gréficas.

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un maximo
de 2 puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilizacion de los
conceptos, definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de
resolver; justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas; claridad y
coherencia en la exposicion; precision en los célculos y en las notaciones. Deben figurar
explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion
logica y los célculos.

El.- (Algebra)
a) Discuta segun los valores del pardmetro m el sistema de ecuaciones lineales:

X+y+mz=4
2X—y+2z=3 (1.2 puntos)
X—=2y+z2=0

b) Resuélvalo param = 2, (0.8 puntos)

E2.- (Algebra)

10 0 2 1 3
a) Dadas las matrices Az(l J, B =(1 Oj’ C =(2 2), hallese la matriz X tal que AX +B=C

(1.2 puntos)

10
. 1 01 1 2 ]
b) Dadas las matrices M = , N = ,P=11 1|, expliquese cuales de los
-1 10 3 4
00
productos MN, MP, NP pueden calcularse, y calctlense cuando se pueda. (0.8 puntos)

E3.- (Geometria)

a) Calcule el plano que pasa por el punto (1, 0, 1) y es paralelo a los vectores u = (1,1,1) y
v=(12,3). (1.5 puntos)

b) Calcule el plano paralelo a 3x+2y+2z+1=0 que pasa por el punto (1,2,3). (0.5 puntos)

E4.- (Geometria)
a) Encuéntrense las ecuaciones de la recta que esta contenida en el plano « =x—-y =0, es paralela

al plano f=2x-3y+z=4 ypasaporel puntoP=(1, 1, 3). (1 punto)
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b) Hallese la ecuacion del plano que es paraleloa r=x-1=y+2= 27—1 y pasa por los puntos

A=(0,3 1)y B=(-2 1 -1). (1 punto)
ES5.- (Analisis)
2
Dada la funcion f(x) = ZX , Se pide:
a) Encuentre su dominio y calcule sus asintotas, si las tiene. (1 punto)
b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos relativos, si
los tiene. (1 punto)
E6.- (Analisis)
_In(1+x)
a) Calcule Imgx— (1 punto)
X—> e —

b) Estudiando previamente el signo de la funcién en el intervalo [0,3], héllese el area limitada por la
grafica de la funcion f (x) =x>—9x y el eje de abscisas, cuando x varia en el intervalo [0,3].

(1 punto)

E7.- (Anélisis)
a) Enuncie el teorema de Bolzano. (1 punto)

b) Averigue si la funcion f (x) = X+Senx—2 se anula en algin punto del intervalo [0%}
(1 punto)

E8.- (Analisis)
a) Estudie el signo de la funcion f (x)=x’—4x*+3x en el intervalo [0,2]. (0.5 puntos)

b) Calcule el area limitada por la grafica de la funcién f (x) =x>—4x* +3x y el eje de abscisas en
el intervalo [0,2]. (1.5 puntos)

E9- (Probabilidad y estadistica)

Entre los participantes de un torneo internacional de ajedrez:

* E1 28% de ellos son rusos, de los cuales las tres cuartas partes son grandes maestros.

* E124% son estadounidenses y entre ellos la mitad son grandes maestros.

* E148% son del resto del mundo, de los cuales un tercio son grandes maestros.

Considerando los sucesos: R= "ser ruso", E= "ser estadounidense”, M= "no ser ruso ni

estadounidense” y GM = "ser gran maestro”

a) Indique cuales son los valores de P(GM/R), P(GM/E) y P(GM/M). (0,3 puntos)

b) Calcule la probabilidad de que al elegir al azar a uno de los participantes en el torneo, sea un
gran maestro. (0,7 puntos)

c) Si se elige al azar a uno de los grandes maestros del torneo, ¢cual es la probabilidad de que sea
ruso? (1 punto)

E10.- (Probabilidad y estadistica)

La variable agudeza visual de una poblacion se ajusta a una distribucién normal de media 2 cpg
(ciclos por segundo) y desviacion tipica 1 cpg. A los individuos con una agudeza visual inferior a 1.1
cpg se les considera con “problemas visuales graves”.

a) (Qué porcentaje de la poblacion tiene “problemas visuales graves™? (1 punto)
b) ¢Qué porcentaje de la poblacidn tiene una agudeza visual entre 2 'y 2.9 cpg? (1 punto)
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SOLUCIONES

E1l.- (Algebra)
a) Discuta segun los valores del pardmetro m el sistema de ecuaciones lineales:
X+y+mz=4

2X—y+22=3 (1.2 puntos)
X-2y+z=0
b) Resuélvalo param = 2. (0.8 puntos)

a) Podemos obtener un sistema equivalente al dado, pero con una expresion mas sencilla utilizando
el método de Gauss.

Ecuacién 22 — 2 - Ecuacion 12
X+y+mz=4

i 0 s 2Xx -y +22 =3
X—2y+ Z—O = _ox —2y —-2mz =-8
X—2cy+z= -3y +(2-2m)z =-5— Nueva ecuacion 22

Ecuacién 32 — Ecuacion 12

X mz=4
x -2y +7 -0 +y+
=4 -3y+(2-2m)z=-5=
-X -y -mz -4
-3y +(1—m)2 =—4— Nueva ecuacién 3? —3Y+(1—m)z =-4

Ecuacién 32 — Ecuacioén 22

-3y +(1-m)jz = -4 X+Yy + mz =4
3y +(-2+2m)z = 5 =< -3y+(2-2m)z=-5
(-1+m)z = 1 — Nuevaecuacion 3? (-1+m)z=1

El sistema equivalente obtenido tiene dos situaciones diferentes que analizamos por separado.
Si —1+m=0=m=1 el sistema queda

El sistema no tiene solucidn pues la ultima ecuacion es imposible.
Si m=#1 en la Gltima ecuacion se puede despejar el valor de “z” y obtener el resto de valores de
las incdgnitas con facilidad. El sistema es compatible determinado (una Unica solucion)

Resumiendo: Si m=1 el sistema es compatible determinado (una tnica solucion). Si m=1 el
sistema es incompatible (sin solucion).

b) Sim =2 el sistema es compatible determinado. Lo resolvemos a partir del sistema equivalente
obtenido en el apartado a).

X+y+2z=4 - X+y=2
X+y+2= =
-3y-2z=-5=> = =>X+1=2=|x=1
J { —3y—-2=-5 {—3y=—3—>
z=1

Lasolucibnesx=1,y=1z=1.
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E2.- (Algebra)

10 0 2 1 3
a) Dadas las matrices A:[1 1), B :[1 Oj’ C :(2 2} hallese la matriz X tal que AX +B=C

(1.2 puntos)

1 0
: 1 01 1 2 ]
b) Dadas las matrices M = , N = ,P=|1 1|, expliquese cuales de los
-1 10 3 4
00
productos MN, MP, NP pueden calcularse, y calctlense cuando se pueda. (0.8 puntos)

a) Despejamos en la ecuacion la matriz X.
AX+B=C=>AX=C-B=X :A‘l(C—B)

Calculamos la inversa de A.

10 1 0 ) .
A= =|Al= =1# 0= Existe la inversa de A.
11 1 1

A 1 (11

Aledi(AT)_Ad"@ 3[1 )

Sustituimos los valores de las matrices y obtenemos la expresion de la matriz X.

(R B (I L P i O

b) Comprobamos si se pueden realizar los productos indicados.

1 0 1)1 2 :
MN = =iNo es posible!
-1 1 0){3 4

10
1 01 1 0 10
MP = 1 1= =
-1 10 -1+1 1 01
0 0

2><><2—)2><2

10

1 2
NP = 1 1 |=jNoes posible!
3 4
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E3.- (Geometria)

a) Calcule el plano que pasa por el punto (1, 0, 1) y es paralelo a los vectores u=(1,11) y v=(1,2,3)
. (1.5 puntos)

b) Calcule el plano paralelo a 3x+2y+2z+1=0 que pasa por el punto (1,2,3). (0.5 puntos)

a)
Gz(l,l,l) x-1y z-
v=(123) t=z=[1 1 1 |=0=3x-3+y+2z-2-2+1-3y-2x+2=0=
P(l,O,l)e;r 1 2 3

:|7rsx—2y+z—2:0

b) El plano paralelo a 3x+2y+2z+1=0 tiene ecuacién 7'=3x+2y+2z+ D =0. Hallamos el
valor de D para que el plano contenga al punto (1,2,3).

7=3x+2y+22+D=0
(1,2,3)e7r'

}:>S+4+6+D:0:> D:—13:>|7z’53x+2y+22—13:0|
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E4.- (Geometria)
a) Encuéntrense las ecuaciones de la recta que esta contenida en el plano « =x-y =0, es paralela

al plano f=2x-3y+z=4 ypasaporel punto P =(1, 1, 3). (1 punto)
b) Hallese la ecuacion del plano que es paraleloa r=x-1=y+2= 27_1 y pasa por los puntos

A=(0,31)yB=(-21 -1). (1 punto)

a) Si estd contenida en el plano « = x—y =0 entonces el vector director de la recta es
perpendicular al vector normal del plano a.

Si es paralela al plano B =2x-3y+z =4 entonces el vector director de la recta es perpendicular
al vector normal del plano .

Al ser perpendicular a los dos vectores normales nos sirve como vector director de la recta el
producto vectorial de los vectores normales de a y 8.

a=x-y=0->n =(1-10) } SR L

" —v=nxn =1 -1 0/=(-1-1-1)
B=2x-3y+z=4—->n,=(2,-31) 5 3 1

Xx=1-1
=>r=qy=1-14,1€R
2=3-1

b) Si el plano es paralelo a la recta r tendra como uno de sus vectores directores el vector director
de la recta r. Ademas, como pasa por los puntos Ay B el otro vector director del plano es AB .

rzx—1=y+2=ZT_1:ﬁ=(1,1,2)

AB =(-2,1,-1)-(0,31)=(-2,-2,-2)

ﬁ:( ) X y-3 z-
v=AB=(-2,-2,-2)t=z=1 1 2 |=0=
(03 )en -2 -2 2

= 2X—-4y+12-22+2+27-2+2y-6+4x=0=2Xx-2y+6=0=|r=Xx-y+3=0
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ES5.- (Analisis)
2
- X .
Dada la funcion f(x) = > se pide:
a) Encuentre su dominio y calcule sus asintotas, si las tiene. (1 punto)
b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos relativos, si
los tiene. (1 punto)

a) El dominio son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.
Dominio f (x)=R-{2}

Asintota vertical. x=a
¢ X =2 esasintota vertical?

2 2
lim f(x) = lim—=— =2 _2_
X—2 x>2 2 —X 2-2 0

X =2 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b

x> {Grado del numerador }
= 00

b=Ilim f(x)=1lim = .
X—00 x>= 2 —x | mayor que el grado del denominador

No tiene asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n

X2

() .o :
m = lim % _ jjm 2=X _ jim =
Xx—o X X=X x>0 2X — X

NG {Grado del denominador }_ 1

— =
igual que el del numerador| -1

2 2 2
n=lim(f(x)-mx)=lim tx fim X2 =X 2K
X—>00 x—w 2 — X X—>0 2—X X—>0 2—X
B Grado del denominador 2 5
~ ligual que el del numerador| -1

La asintota oblicua tiene ecuacion y=—-x—2

b) Calculamos la derivada y la igualamos a cero en busca de los puntos criticos.

X , 2x(2-%)=(-1)(x*) 4x—2x*+Xx* 4x—X
f(X)=2 = f(x)= G (2)( ): 7 = 2
—X (2-x) (2-x) (2-x)
A , x=0
f'(x)=0= X_X2:0:>4x—x2:0:>x(4—x):0:> 0

(2-x) —
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Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos dos valores. Incluyo el valor
excluido del dominio.

e Enelintervalo (—o0,0) tomamos x =—1'y la derivada vale

2
f(-1) = AED=CY" 55 | a funcion decrece en (—0,0).

(2-¢-n) 9
412

e Enelintervalo (0,2) tomamosx = 1y la derivada vale f’(l)=——=3>0. La funcién
2-1

crece en (0,2).

2
e Enelintervalo (2,4) tomamosx =3y la derivada vale f’(3)= 12 32 =3>0.La
funcion crece en (2,4).
, _ , ’ 20-5" -5
e Enelintervalo (4,+) tomamos x =5y la derivada vale f’(5)= 2 )2 :E<O. La
-5
funcion decrece en (4,+).
La funcion sigue el esquema siguiente:
I T D T R

La funcion decrece en (—0,0)U(4,+) y crece en (0,2)U(2,4)

La funcion presenta un minimo relativo en x = 0 y un maximo relativo en x = 4.
02 42

=0y f(4) =

2-0 y 1) 2-4

(0,0) y las del maximo relativo son (4,—-8)

Como f(0)= =—8 entonces las coordenadas del minimo relativo son
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E6.- (Anlisis)

a) Calcule lim In(1+ X)

x-0 ¥ -1

(1 punto)

b) Estudiando previamente el signo de la funcién en el intervalo [0,3], hallese el area limitada por la
grafica de la funcion f (x) =x>—9x y el eje de abscisas, cuando x varia en el intervalo [0,3].

(1 punto)

1

1+x _1+0 1
=-=|1

e e 1

. In(1+x) In(1+0 A .
lim ( ) = (0 ) = 0 = Indeterminacion(L"Hopital)=1lim
x-0 X _1 e’ -1 0 x—0

b) Veamos primero si la grafica de la funcion corta el eje de abscisas entre 0y 3.

Xx=0

f(x)=x"-
(X) X 9X}3x3—9x:0:>x(xz—9):0:> 0

y=0

X*-9=0>x*=9 > |x=+9 =43

Esos valores de corte estan situados en los extremos del intervalo [0,3].

Comprobamos si la funcién f (x)= x* —9x es positiva o negativa en el intervalo [0,3].
Tomamos x=1€[0,3] y la funcion vale f(1)=1’-9=-8<0.

La funcion es negativa en el intervalo (0, 3).
El area pedida es el valor absoluto de la integral definida de la funcién entre 0 y 3.

I:f(x)dx=J‘:x3—9xdx={XI4—9X—22T= ‘\

0

|3 g3 [0t 0% | 81 81_ 81
4 2 4 2] 4 2 4 !
Area=“3 f (x)olx‘:‘—ﬂ ~|%t -~ 202507 ;
0 4| |4

(=]

b=

H
[==]
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E7.- (Analisis)
a) Enuncie el teorema de Bolzano. (1 punto)

b) Averigue si la funcion f (x) = X+senx—2 se anula en algun punto del intervalo [0%}

(1 punto)

a) Disponible en cualquier libro de texto.

b) Aplicamos el teorema de Bolzano a la funcién f (x) =X+senx—2 en el intervalo [O%}

La funcion f (x) = X+Ssenx—2 es continua en el intervalo [0%} y toma valores de distinto

. . . . T
signo en cada extremo del intervalo, aplicando el teorema de Bolzano existe un valor c e (0, Ej

tal que f(c) = 0.

. ., T
Comprobamos los signos de la funcibnenx =0yen x= 5

f(0)=0+sen0-2=-2<0

fl 2= senZ-2="11-2-057>0
2) 2 2 2

Se puede aplicar el teorema de Bolzano y existe un valor ¢ e (0, %) tal que f(c) = 0.
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E8.- (Anélisis)

a) Estudie el signo de la funcién f (x)=x’>—4x*+3x en el intervalo [0,2]. (0.5 puntos)

b) Calcule el area limitada por la grafica de la funcién f (x) =x>—4x* +3x y el eje de abscisas en
el intervalo [0,2]. (1.5 puntos)

a) Averiguamos cuando la funcion se anula.

f (x) = x*—4x* +3x

:>x3—4x2+3x=0:>x(x2—4x+3):0:>
y=0

x=0
=<0

- 4+2—3—x
41,(-4) -12 442 |7, TLB=

X2 —4x+3=0= x= (-4) :4—2: 2

2 2 4-2
—=[1=X

2

De los tres valores donde la funcion se anula el valor x=1¢ (0, 2)

Por lo tanto tenemos que f(0) =0 y f(1) = 0. Estudiamos que ocurre antes y después de x = 1.

e Enelintervalo (0,1) tomamosx = 0.5y la funcién vale
f(0.5)=05°-4-0.5"+3-0.5=0.625>0. La funcion es positiva en (0,1).

e Enelintervalo (1,2) tomamosx = 1.5y la funcién vale
f(1.5)=15°-4-1.5"+3.1.5=-1.125<0. La funcion es negativa en (1,2).

Resumiendo: La funcion se anula en x = 0, es positiva en (0,1), se anula en x = 1y es negativa
en (1,2].

b) Esta area se calcula sumando el valor absoluto de dos integrales definidas: una entre 0y 1y otra
entre 1 y 2 de la funcion.

4 3 >
Arealzjlf(x)dx:rx3—4x2+3xdx: LS RANE-SAN
0 0 4 "3 72|

4 3 2 4 3 2
S S T AR R R e R YR 0T
4 3 2 4 3 2 4 3 2 |12

Para calcular el area de la regién 2 hacemos primero la integral definida que saldra con valor
negativo. El area sera el valor absoluto de dicha integral definida.
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3 2

1

4 3 2 72
.[2 f (X)dx=J.2X3—4x2 +3xdx={x——4x—+3x—} =
1 1 4

4 3 2 4 3 2
= 2__42_+32_ — 1__41_+31_ :4_g+6_l+ﬂ_§:_g
4 3 2 4 3 2 3 4 3 2 12

Area2 = B E:1.083u2
12| |12

El area limitada por la grafica de la funcion f (x)=x>—4x*+3x y el eje de abscisas en el
intervalo [0,2] es la suma del area 1 y el area 2.

Area = Areal+ Area2=£+5=§= 1.5u?
12 12 12

[y

x)=x —4x" +3x

%]
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E9- (Probabilidad y estadistica)

Entre los participantes de un torneo internacional de ajedrez:

* E1 28% de ellos son rusos, de los cuales las tres cuartas partes son grandes maestros.

* E1 24% son estadounidenses y entre ellos la mitad son grandes maestros.

* E148% son del resto del mundo, de los cuales un tercio son grandes maestros.

Considerando los sucesos: R= '"ser ruso", E= "ser estadounidense”, M= "no ser ruso ni

estadounidense” y GM = "ser gran maestro"

a) Indique cuales son los valores de P(GM/R), P(GM/E) y P(GM/M). (0,3 puntos)

b) Calcule la probabilidad de que al elegir al azar a uno de los participantes en el torneo, sea un
gran maestro. (0,7 puntos)

c) Si se elige al azar a uno de los grandes maestros del torneo, ¢ cudl es la probabilidad de que sea
ruso? (1 punto)

Representamos en un diagrama de arbol toda la informacién del ejercicio.

Gran maestro

P(GM/R) =3/4
Ruso ( /R) /
P(R) =0.28
(R) No Gran maestro
P(GMS/R) = 1/4
Gran maestro
P(GM/E) =1/2
Ajedrez y los Estadounidense (GM/E) =1/
grandes maestros P(E) = 0.24

Gran maestro
P(GM/M) =1/3

Resto del mundo
P(M)=0.48

a) Estos datos nos los proporciona el ejercicio.

3

P(GM /R)=, =075 P(GM/E)=>==05 P(GM /M)==~0.33

N |-

b) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(GM)=P(R)P(GM /R)+P(E)P(GM /E)+P(M)P(GM /M )=

= 0.28-%+0.24%+O.48-% =

c) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

o(R/GM _P(RmGM)_P(R)P(GM/R)_O'ZS'i_ o420
( )= P(GM)  P(GM) 049 |7

~N [ w
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E10.- (Probabilidad y estadistica)

La variable agudeza visual de una poblacién se ajusta a una distribucién normal de media 2 cpg
(ciclos por segundo) y desviacion tipica 1 cpg. A los individuos con una agudeza visual inferior a 1.1
cpg se les considera con “problemas visuales graves”.

a) (Qué porcentaje de la poblacion tiene “problemas visuales graves”? (1 punto)
b) ¢Qué porcentaje de la poblacidn tiene una agudeza visual entre 2 'y 2.9 cpg? (1 punto)

X = La agudeza visual de una poblacion (en cpg). X = N(2, 1).

a) Nos piden calcular P(X <1.1).

P(X <1.1)={Tipificamos} = P(Xl_z <1'11_2j: P(Z<-09)=P(Z2>09)=
=1-P(2<09)=...

-0.9 0 = 0 0.9 -
= 0 o 0 0.9

= {Buscamos en la tabla N(0,1)} =1-0.8159 = 0.1841=18.41%

0.0 0.5 0.5
01 0.3 0.3
0.2 0.5 0.5
0.3 0 0.6
04 0gps4 0.6
05 013 0.8
0.6 0. Q57 0.7
0.7 0. 5550 0.7
0.3 0. Jesl 0.7

08 0.8159 0.3
1.0 08413 0E

LY FrL] A B

b) Nos piden calcular P(2<X <2.9).

2-2 X-2 29-2
< <
1 1 1

P(2< X <2.9)={Tipificamos} = P( J: P(0<Z<09)=

=P (2 <0.9)-P(Z <0)={Miramos en la tabla} = 0.8159 - 0.5 = 0.3159 =
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EBAU Ordinaria 2022
g Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO
; universitarias oficiales de grado | MATEMATICAS 11
%,_ Castillay Leon N2 Paginas: 2

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger libremente cinco ejercicios
completos de los diez propuestos. Se expresard claramente cuales son los elegidos. Si se
resolvieran mas, sélo se corregiran los 5 primeros que estén resueltos (segun el orden de
numeracion de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.

2.- CALCULADORA: Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para
texto, ni para resolucion de ecuaciones, ni para resolucién de integrales, ni para representaciones
graficas.

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un maximo
de 2 puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilizacion de los
conceptos, definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de
resolver; justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas; claridad y
coherencia en la exposicién; precision en los calculos y en las notaciones. Deben figurar
explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion
I6gicay los calculos.

E1l.- (Algebra)
2X+2my—-z=0
Dado el sistema: ¢ x+2y+mz =0
X—my+mz=0

a) Discute el sistema segun los distintos valores de m. (1 punto)
b) Resuelva el sistema sim = —2. (1 punto)

E2.- (Algebra)

. a a
Dada la matriz A= (0 1] , calcule el valor de a que hace que:

0 3
AZ=A14 2 puntos
o e

E3.- (Geometria)
x=1 y+2 z+

1
a) Dada larecta r = y el plano 7 =2x+y+mz =0, calcule m para que la recta

1
y el plano sean perpendiculares. (1 punto)
b) Calcule el plano perpendicular a los planos 7 =x+y+z=1y 7, =X—Yy+2z =2, que pasa por el
punto (1,2,3). (1 punto)

E4.- (Geometria)

Considere el punto P = (2,2,1) yel plano 7 =2x+3y—-3z+6=0.

a) Halle la recta que pasa por Py es perpendicular a . (1 punto)
b) Calcule la distancia del punto Q=(2,2,—2) al plano . (1 punto)
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ES5.- (Analisis)
Dada la funcion f(x) = xe*, determinense su dominio de definicion, asintotas, intervalos de crecimiento

y decrecimiento, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexion.
Esbocese también su gréfica. (2 puntos)

E6.- (Analisis)
Calcule:

. ef—x-1
T

(1 punto)

1
b) I xe*dx (1 punto)
0

E7.- (Anélisis)

Dadas las curvas de ecuaciones y =~/3x, y = % X2

a) Dibuje las curvas y sefiale el recinto plano comprendido entre ambas. (1 punto)

b) Calcule el area de dicho recinto. (1 punto)

E8.- (Analisis)

a) Halle el area del recinto del plano limitado por la grafica de f (x)=x’—4x, el eje OXy las

rectas Xx=0y x=2. (1 punto)

b) Calcule lim X (1 punto)
x-0 2 —2C0S X

E9- (Probabilidad y estadistica)

Una corporacion fabrica herramientas de 3 tipos de calidades. Un 10% de calidad Alta; un 70% de
calidad Estandar y un 20% de calidad Baja. Se sabe que son defectuosas el 1%; el 10% y el 30% del
total de las herramientas respectivamente.

a) Se elige una herramienta al azar. Definiendo correctamente los sucesos que intervienen, calctlese

la probabilidad de que sea defectuosa. (1 punto)
b) Se elige una herramienta que resulta ser defectuosa. Definiendo correctamente los sucesos que
intervienen, calculese la probabilidad de que la elegida sea de calidad estandar. (1 punto)

E10.- (Probabilidad y estadistica)

El tiempo que transcurre hasta la primera averia de una unidad de cierta marca de impresoras viene
dado, aproximadamente, por una distribucion normal con un promedio de 1500 horas y una
desviacion tipica de 200 horas.

a) ¢Qué porcentaje de impresoras fallaran antes de 1000 horas de funcionamiento? (1 punto)
b) Si compramos 500 impresoras ¢Cuantas de esas impresoras tendran la primera averia entre las
1000 y 2000 horas de uso? (1 punto)
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SOLUCIONES
E1l.- (Algebra)
2X+2my—-z=0
Dado el sistema: < x+2y+mz=0
X—my+mz=0
a) Discute el sistema segun los distintos valores de m. (1 punto)
b) Resuelva el sistema si m = —2. (1 punto)
2 2m -1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|1 2 m |ylamatrizampliada es
1 -m m

2 2m -1 0
A/B=l1 2 m 0
1 -m m O
Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

2 2m -
|A|:1 2 mi=4m+2m*+m+2-2m?+2m?=2m? +5m+2
1 -m m
-5+3 1 m
—5+./5°-4(2)2 _5+ =75
Al=0= 2m? +5m+2=0=m= (2)2_5x3_| 4 2
2(2) 4 |-5-3

Nos planteamos tres situaciones diferentes que estudiamos por separado.

CASO 1. m;t—% y m#-2.

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el de A/B y el
ndmero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una tnica solucion).

CASO 2. m= —%

El determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos su rango utilizando el método de Gauss.

5 Filal2—-2-Fila22
/ ‘21 _/12 2 -1 -1 0
A/B=|1 -1 0:>_2_410

1 172 -1/2 0 0 -5 0 0-—> Nuevafila2?

Filal2-2-Fila3?

5> 1 -1 0 2 -1 -1 0

2 11 0 =0 -5 0 0|
-2 0 0

0 -2 0 O0— Nuevafila3?
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5-Fila3?-2-Fila2?

0 -10 0 O 2 -1 -10
:>01000 =0 -5 0 O
0 0 0 O

0 O O 00— Nuevafila3?

La matriz Ay la matriz A/B tienen rango 2, menor que el nimero de incégnitas (3). El
sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO 3. m=-2
El determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos su rango utilizando el método de Gauss.

a4 Ly gy [Filal-2Fila2:
A/B=|1 _2 _2 0 2 410
- VT2 4 400

12 =20 0 -8 3 0-—>Nuevafila2?

Filal2—2-Fila3?2

5 4 10 2 4 -1 0
o 4 4 0 =0 -8 3 0|
0 -8 3 0-—>Nuevafila3? 0830
Fila32—-Fila2?

0 8 3 0 2 4 -1 0

0 8 -3 0 =0 -8 3 O

0 0O O O0— Nuevafila3? 00 00

La matriz Ay la matriz A/B tienen rango 2, menor que el nimero de incognitas (3). El
sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

b) Sim = —2 el sistema es compatible indeterminado (CASO 3).
Resolvemos el sistema utilizando el sistema equivalente obtenido en el apartado a).

2 4 -1 0 2Xx—-4y—-z=0
2Xx—-4y-z=0 3
0 -8 3 0|= 3 =2X-4-7-72=0=
—-8y+3z=0 y==2 8
0 0 0 O 8
:>2x—gz—z=0:>2x—§z—z:0:>2x—gz:0:> x:%z:
x=2t
4
3

= |Solucion : yzgt,teR

www.ebaumatematicas.com

168 de 316


http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Ordinaria 2022 Matemdticas Il en Castilla y Ledn

E2.- (Algebra)

a a
Dada la matriz A= (0 J , calcule el valor de a que hace que:

0 3
AZ=A14 2 puntos
o -

Lo primero es que debe existir A™ y para ello su determinante debe ser distinto de cero.

a a
0 1

A=

=da

La primera condicion es que a=0.

Hallamos la matriz inversa de A.

A_ledj(AT)_Adj(: 2}1[1 —aJ_(l/a —1j

A a al0 a 0o 1

Calculamos el valor de A2

a8 a a) (a® a’+a
lo 1)lo 1) lo 1

- . 0 3
Sustituimos estos valores en la igualdad A = A™ +(O Oj :

0 3 2 a’ 1/a -1} (0 3
A2 Ay _[a a'+a)_(1/a .\ .
0 0 0 1 0 1 00

1

2 a2 1/a 2 al== = ==

:[a a+aj=( j:» a =@Ml e ) ise cumple
0 1 0 1 Pia=2 |a%+a=2

Para que se cumpla la igualdad debe ser a = 1.
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E3.- (Geometria)

x-1 y+2 z+

1
a) Dada larecta r = 2 y el plano 7 =2x+y+mz =0, calcule m para que la recta

1
y el plano sean perpendiculares. (1 punto)
b) Calcule el plano perpendicular alosplanos 7=x+y+z=1y 7, =X—y+2z =2, que pasa por el
punto (1,2,3). (1 punto)

a) Para que recta y plano sean perpendiculares el vector director de la recta y el normal del plano
deben tener coordenadas proporcionales (indicar la misma direccion).

-

=

- — —— - — ———— - — e —
=

]

x—1: y+2: z+1:>\7r:(2'1’4)
2 1 4 =

r=2x+y+mz=0=n=(2,1m)

r

=i:>1:i:> m=4
m m

NN
e

b) Los planos son secantes pues los vectores normales no tienen coordenadas proporcionales.

T=X+y+z=1-n=(111) 1 1 1
. =S oA —E—
m=x-y+z=2->n=(1-11)] 1 -1 1

Los planos son secantes y se cortan en una recta.

El plano 7, perpendiculara z y 7, debe tener como vectores directores los normales de cada
plano.

u=n=(111) x-1 y-2 z-3
v=n=(1-11)t=7: 1 1 1|=0=>
(L23)ex, 1 -1 1

= X-13¥ —2-2+3-2+34 +2+x-1=0=2x-22+4=0=|r1,:X—2+2=0
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E4.- (Geometria)
Considere el punto P = (2,2,1) yel plano 7 =2x+3y—-3z+6=0.

a) Halle la recta que pasa por Py es perpendicular a . (1 punto)
b) Calcule la distancia del punto Q=(2,2,—2) al plano . (1 punto)
a) Larecta perpendicular al plano tiene como vector director el vector normal del plano.
r
P
n=(AB,C)
/‘/', : 7
4 v >
//' n . ./,/
n=Ax+By+Cz+D =0
7=2x+3y—32+6=0=n=(23-3)
- X=2+21
v, =n=(2,3,-3)
=|r:qy=2+34
P(2,21)er ;-1-31
b) Utilizamos la formula de la distancia de un punto a un plano.
=2X+3y—-32+6=0 2:2+3:2—- 3 +6
i J }:d(Q,;z | ‘ 2 _ 22 = 4.69u

Q(2,2,-2)

1/ 243+ \/_
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ES5.- (Analisis)
Dada la funcion f (x) = xe”, determinense su dominio de definicion, asintotas, intervalos de crecimiento

y decrecimiento, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexion.
Esbocese también su gréfica. (2 puntos)

El dominio estodo R, ya que no plantea ningun problema.

Asintota vertical. x=a.
No tiene pues no hay ningun valor excluido del dominio.

Asintota horizontal. y=b
b= lim f (x)= lim xe* =-a0e™ =+o0 No hay asintota horizontal en +co.

X—>+00 X—>+00
O bien

b= lim f(x)= lim xe* = —c0e™ = —o0-0 = Indeter minacion =

X—>—0 X—>—0

— lim =X = =2 = Indeter min acion(L Hopital) =
o0

_im— =2 =1=@

_e+oo 0

Hay una asintota horizontal en —co con ecuacion y =0
Asintota oblicua. y=mx+n.

. f(x D CO
m=I|mQ=I|m—=I|mex=e*°°=+oo

X—>+00 X X—>+00 X X—>+00

No hay asintota oblicua.

Buscamos los puntos criticos de la funcion usando la derivada.

f(x)=xe" = f'(x)=e"+xe* =(1+x)e"

1+x=0->x=-1
f'(x)=0=(1+x)e"=0=+0
e* =0 jImposible!
Vemos el signo de la derivada antes y después de —1.

e En (—o0,—1) tomamos x = -2y la derivada vale f’(-2)=(1-2)e? =-e><0. La funcion

decrece en el intervalo (—o0,—1).
e En (—1+0) tomamos x =0y la derivada vale f’(0)=(1+0)e” =e>0. La funcion crece

en el intervalo (—1,+).

La funcion decrece en (—o,—1) y crece en (—1,+).
Tiene un minimo relativo en x = —1.
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Para el estudio de la concavidad utilizamos la segunda derivada.

f(x)=e"+xe"= f7(x)=e"+e" +xe* =2e* + xe* =(2+x)e”

24X=0—>x=-2
f7(x)=0=(2+x)e*=0=10

e* =0 jlmposible!
Vemos el signo de la derivada segunda antes y después de —2.

e En (—o0,—2) tomamosx =-3y la derivada vale f”(-3)=(2-3)e°*=-e°<0.La
funcion es concava (N) en el intervalo (—oo,-2).
e En (—2,+0) tomamosx =0 y la derivada vale f“(0)=(2+0)e’=2>0. La funcion es

convexa (V) en el intervalo (2,+oo).
La funcion presenta un punto de inflexion en x = -2.

Haciendo una tabla de valores y usando todo lo obtenido hasta ahora tenemos que la grafica es:

X y = xe*

-2 | —2e?%=-027

-1| —e*=-0.37

0
e=271
20’ =14.8
P /’
! f(x)=xe"
Asintota horizontal
T ———
6 -5 1) - 2
Minimo
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E6.- (Anlisis)
Calcule:
a) Iime_—;(_1 (1 punto)
x—0 X
1
b) Ixexdx (1 punto)
0
a)
X 0 _n_
lim i( 1 ¢ ?1=9=Indeterminacién(L'HﬁpitaI):
x—0 X 0 0
X 0_ X 0
—lim® 1 ¢ 1:9:Indeterminacic')n(L'Hc“intaI):Iime—:e—:l
x>0 2X 0 0 x>0 2 2 |2

b) Calculamos primero la integral indefinida.

Integracidn por partes
jxexdx: u=X—du=dx

dv:exdx—>v:_[dv=jexdx:eX

Aplicamos este resultado al calculo de la integral definida pedida.

=xeX—Iede:xeX—ex+K

jxexdx:[xeX —exll) =[1e'—e']-[0-e"—e"]=0+1=[]
0
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E7.- (Analisis)

Dadas las curvas de ecuaciones y =+/3x, y= % X2,

a) Dibuje las curvas y sefiale el recinto plano comprendido entre ambas. (1 punto)
b) Calcule el area de dicho recinto. (1 punto)

a) Averiguamos los puntos de corte de las gréaficas de las curvas.
y= \/3_X 1 2 2
1, :>\/§:§x2 = 3/3x = x? :>(3\/§) =(x*) =2 93x=x"=x"-27x=0=

==X
y 3

x=0

(s -2)-0|

X*-27=0=x>=27=|x=327=3

Hacemos una tabla de valores y dibujamos sus graficas.

x| y=+3x X y:Ex2
0| 0 -3

0 0
1]3=173 1| 1/3
2 |6 =245 2|4/3=133
3 3 3 3

5 1 ; 3

1
b) Contando los cuadraditos rosas el area valdra entre 3 y 4 unidades cuadradas. Calculamos su valor
exacto usando el calculo integral.

] 3 1, 5 1, K2 ] 3 3 NCLINE 3
Areazj.oﬁ—gxdx:jox/g-x —gxdx= \/§ ———| =|J3———

1/2+1 33 |3/2 9]

3/2 3 3/2 3 4 i
:{\E3 3}{\/50 0}=¥\/3_3—3=2f’_—3=2—3=6—3=3u2

3/2 9 3/2 9 3
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E8.- (Anélisis)
a) Halle el area del recinto del plano limitado por la grafica de f (x) =x>—4x, el eje OXy las
rectas x=0y x=2. (1 punto)
b) Calcule lim —2X (1 punto)
x=0 2 —2C0S X

a) Hallamos los puntos de corte de la grafica de la funcidn con el eje OX.

x=0
X —4=0=x=+4=142

f(x)=x>-4x

(x) :x3—4x:0:x(x2—4):0:>
y=0
Observamos que uno de los puntos de corte x = —2 no pertenece al intervalo [0, 2] y que los

otros dos valores estan en los extremos del intervalo por lo que el area del recinto pedido se
obtiene como el valor absoluto de la integral definida entre Xx=0y x=2 de la funcion

f(x)=x>-4x.

) ) x* 2 4 0*
Area:U x3—4xdx‘: S| | =] S -2:22 |- = —2:0% | = |48 =|4u?
0 4 0 4 4
b) Calculamos el valor del limite.
. Xsenx 0-sen0 O A . Senx+ Xcos X
lim = =—=Indeter minacion(L'Hopital) = lim—— =
x>02-2c0sXx 2-2cos0 0 x>0 —2(—senx)

. senx+xcosx sen0+0cosO O . A
=lim = =—=Indeter min acion(L"Hépital) =
x>0 25enx 2sen0 0

im COS X +COS X + X (—senx) _ cos0+cos0+0(—sen0) _1+1+0 :

x—0 2C0S X 2cos0 2
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E9- (Probabilidad y estadistica)
Una corporacion fabrica herramientas de 3 tipos de calidades. Un 10% de calidad Alta; un 70% de

calidad Estandar y un 20% de calidad Baja. Se sabe que son defectuosas el 1%; el 10% y el 30% del
total de las herramientas respectivamente.

a) Se elige una herramienta al azar. Definiendo correctamente los sucesos que intervienen, calctlese

la probabilidad de que sea defectuosa. (1 punto)
b) Se elige una herramienta que resulta ser defectuosa. Definiendo correctamente los sucesos que
intervienen, calculese la probabilidad de que la elegida sea de calidad estandar. (1 punto)

Llamamos A = “Herramienta de calidad Alta”, B = “Herramienta de calidad Estandar”, C =
“Herramienta de calidad baja”, D = “Herramienta defectuosa”.
Realizamos un diagrama de arbol y en él colocamos las probabilidades de cada suceso.

P

D
P(D/A) = 0.01

A
P(A) = 0.10

/\
e

DC
P(DS/A) = 0.99

-

D
P(D/B) = 0.10

-

Herramientas B
y defectos P(B)=0.70

/\

DC
P(DS/B) = 0.90

-

D
P(D/C) = 0.30

C
P(C) =0.20

/\
e

DC
P(D¢/C) = 0.70

a) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(D)=P(A)-P(D/A)+P(B)-P(D/B)+P(C)-P(D/C)=

=0.10-0.01+0.70-0.10+0.20-0.30 =]0.131

b) Esuna probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(B/D)- P(BmD):P(B)P(D/B):O.70-O.10: 70 _ o534
P(D) P(D) 0.131  [131

177 de 316 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Ordinaria 2022 Matemdticas Il en Castilla y Ledn

E10.- (Probabilidad y estadistica)

El tiempo que transcurre hasta la primera averia de una unidad de cierta marca de impresoras viene
dado, aproximadamente, por una distribucién normal con un promedio de 1500 horas y una
desviacion tipica de 200 horas.

a) ¢Que porcentaje de impresoras fallaran antes de 1000 horas de funcionamiento? (1 punto)
b) Si compramos 500 impresoras ¢Cuantas de esas impresoras tendran la primera averia entre las
1000 y 2000 horas de uso? (1 punto)

X = El tiempo que transcurre hasta la primera averia de una unidad de cierta marca de impresoras
(en horas). X = N(1500, 200).

a) Nos piden calcular P (X <1000).

P(X <1000) = {Tipificamos} = P( X ~1500 1000_1500) _

200 - 200
= P(Z <—2.5): P(Z > 2.5):1—P(Z < 2.5):...

[
L ]|
=
|
=
-2
N
|

- 0 o 0 2.

¥ ]|

= {Buscamos en la tabla N(0,1)} =1-0.9938 = 0.0062 = |0.62 %

b) Calculamos la probabilidad de que se averie una impresora entre las 1000 y 2000 horas.

P (1000 < X < 2000) = {Tipificamos} = P[1000—1500 <X =1500 20004500) _

200 200 200

Miramos en la tabla
=P(-25<Z <25)=P(Z <25)-P(Z <-2.5) =4y utilizamos el resultado ; =
del apartado a)

=0.9938-0.0062 =|0.9876

De 500 impresoras se averiaran entre las 1000 y 2000 horas 0.9876 - 500 = 493.8 impresoras.
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EBAU Extraordinaria 2021

Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO
universitarias oficiales de grado MATEMATICAS Il
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INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger libremente cinco ejercicios completos
de los diez propuestos. Se expresara claramente cuales son los elegidos. Si se resolvieran mas, sélo se
corregiran los 5 primeros que estén resueltos (segun el orden de numeracion de pliegos y hojas de cada
pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no admitan memoria para
texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un maximo de 2
puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos,
definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver.
Justificaciones teoricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la
exposicion. Precision en los célculos y en las notaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no
triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion légicay los calculos.

E1l.- (Algebra)
a) Discutir segun los valores del parametro A el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

X+y+z2=0
X—Ay=1 (1,2 puntos)
2x+4z=1

b) Resolverlo para 1 = 1. (0,8 puntos)

E2.- (Algebra)

0 1 -1 0
Dadas las matrices M =( 1 J y N :( 0 2}, hallar la matriz P que verifica que M PM =N
(2 puntos)
E3.- (Geometria)
- X—y+3=0
Dadas las rectas rzx=y+1=z—2 y s= y , Se pide:
2 2Xx-2+3=0
a) Determinar la posicion relativaderys. (1 punto)
b) Hallar la ecuacion del plano que contienear y s. (1 punto)
E4.- (Geometria)
Dada la recta r=x—1=Y =221
-1 2
a) Calcular el plano 7z, que pasa por A= (1,2,3) y es perpendicular a larectar. (0,5 puntos)
b) Calcular el plano =, que pasa por B = (-1,1,-1) y contiene a la recta r. (1,5 puntos)
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ES5.- (Analisis)
Dada la funcién f(x)=x>—5x—1, determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus
extremos relativos, sus intervalos de concavidad y convexidad y sus puntos de inflexién. (2 puntos)

E6.- (Analisis)
. . 1—cos(mx)
Calcular el valor de m > 0 para el cual se verifica que Ilng—2 =2 (2 puntos)
X—> X

E7.- (Analisis)

1700SX i x 20
a) Estudiar la continuidad de la funcion definida por f (x) = Y . (1 punto)

0 , Si x=0
b) Calcular .[xln(xz)dx. (1 punto)
E8.- (Analisis)

Se considera la funcién f (x)=x—cos(x).

a) Demostrar que la ecuacion f(x) = 0 tiene al menos una solucion en el intervalo [O,zz/Z].

(1 punto)
b) Probar que la ecuacion f(x) = 0 solo puede tener una solucién en el intervalo [0,72'/2], de modo
que la solucion del apartado anterior es la Unica. (1 punto)

E9- (Probabilidad y estadistica)
Dentro de una caja hay bolas de varios colores que tienen todas el mismo tamafio y aspecto, siendo
algunas de madera y las otras de metacrilato. Concretamente:
* E1 48% son blancas y entre ellas dos tercios son de madera.
* E124% son rojas, y de ellas las tres cuartas partes son de madera.
* E128% son verdes, de las cuales la mitad son de madera.
Considerando los sucesos: B = “ser blanca”, R = "ser roja", V= "ser verde" y M = "ser de madera"
a) Indicar cuales son los valores de P(M/B), P(M/R) y P(M/V). (0°3 puntos)
b) Calcular la probabilidad de que al sacar al azar una de las bolas de la caja, sea de madera.
(0°7 puntos)
c) Si solo sabemos que una de las bolas de la caja, elegida al azar, es de madera, ¢cual es la
probabilidad de que sea blanca? (1 punto)

E10.- (Probabilidad y estadistica)

Se sabe que el coeficiente intelectual de la poblacion adulta espafiola sigue una distribucién normal
de media 100 y desviacion tipica 20.

a) ¢Qué porcentaje de espafioles adultos se espera que tengan un coeficiente intelectual entre 95 y

105? (1 punto)
b) Si se considera que una persona es superdotada cuando su coeficiente intelectual es mayor que
160, calcular el porcentaje de espafioles adultos que son superdotados. (1 punto)
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SOLUCIONES

El.- (Algebra)
a) Discutir segun los valores del parametro A el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

X+y+z=0
X—Ay=1 (1,2 puntos)
2x+4Az=1
b) Resolverlo para A = 1. (0,8 puntos)
1 1 1
a) La matriz de coeficientes del sistemaes A=|{1 -4 0
2 0 4
Vemos cuando se anula el determinante de A.
1 1 1
|A|=1 A 0|=-A"+24-A=-A"+21
2 0 4
A=0
|Al=0=-2*+2=0=-2(1-1)=0=+0
A=1

Estudiamos tres situaciones diferentes.

CASO 1l A0y A=1

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. Asi como el de la matriz
ampliada e igual al nimero de incognitas.
El sistema es compatible determinado (una Gnica solucién).

CASO 2. 1=0
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Vemos como queda el sistema y
lo resolvemos.

X+y+z=0 X+y+z=0
x=1 =ix=1 = jlmposible!
2x =1 x=1/2
El sistema es incompatible (sin solucién)
CASO 3. 1=1

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Vemos como queda el sistema y
lo resolvemos.

X+y+z=0 X+y+z=0 X=t

X—y=1 =:y=x-1 =x+Xx-1+1-2x=0=0=0=qy=t-1
2X+z=1 z=1-2x z=1-2t

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)

Xx=t
b) Resuelto en el apartado anterior. Sus solucionesson < y=t-1 ,teR
z=1-2t
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E2.- (Algebra)

0 1 -1 0
Dadas las matrices M :[ . lj y N :[ 0 2], hallar la matriz P que verifica que M PM =N

(2 puntos)

Hallamos la inversa de la matriz M.

0
|M|:‘ J‘:l;«to
-1 1

L Adi(MT) Adj(cl) ﬂ(l _1]

M| 1 10

Despejamos de la expresion matricial la matriz P.

M7PM =N = MM *PMM * = MNM ' = P = MNM !
F)_01—101—1_021—1
-1 12)lo 2)l1 o) (1 2/l1 o
2 0
P=
53
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E3.- (Geometria)

- X—y+3=0
Dadas las rectas rsx:y+1:2—2 y s= y , Se pide:
2 2Xx-2+3=0
a) Determinar la posicion relativa derys. (1 punto)
b) Hallar la ecuacion del plano que contiene ar y s. (1 punto)
a) Obtenemos un punto y un vector director de cada recta.
7-2 x—0 y+1 z-2 |R(0-12)
r=x=y+l=——m=r= = = =9
2 1 1 2 v, =(11,2)
X=4
X—y+3=0 y=3+X Q,(0,3,3)
S= 5 3 O: 342 =S=qy=3+1 =>4 __
X—2+3= Z=3+2X =
1=3+27  (U=(112)

¢ Los vectores directores tienen coordenadas proporcionales?

v (1,1,2)}3

=(112)

A

L
1

NN

Las rectas son paralelas o coincidentes. Para decidir en qué caso estamos vemos si la recta

r=x= y+1:2—;2 pasa por el punto Q,(0,3,3)

rzx=y+1=ZL2 3-2 .
2 :><',0:3+1:T? iiNo es cierto!!

¢Q,(0,3,3)er?

Las rectas r y s tienen la misma direccion, pero no pasan por los mismos puntos, luego son
paralelas.

b) Para hallar la ecuacion del plano T que contiene a ambas rectas tomamos como vectores
directores del plano el vector director de r y el vector P.Q; .

/4 r
)
L s
u
i=PQ, =(033)-(0-12)=(041)] |« y41 z-2
v=v,=(112)}=>7z=[0 4 1 |=0=
Pr(O,—1,2)67r 1 1 2

= 8X+Yy+1-42+8-x=0=>|r=7x+y-47+9=0
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E4.- (Geometria)

Dada larecta r=x—1=Y=2_2-1

-1 2
a) Calcular el plano 7z, que pasa por A = (1,2,3) y es perpendicular a larectar. (0,5 puntos)
b) Calcular el plano 7, que pasa por B = (-1,1,-1) y contiene a la recta r. (1,5 puntos)

a) El plano 7, perpendicular a la recta r tendra como vector normal el director de la recta.
r

}:1—2+6+D=0:> D=-b=>

ﬁl:\zz(l,—l,Z)}:nlEx—y+22+D:0
A(1,2,3)er,

= |m =x-y+22-5=0

b) El plano 7z, que contiene a la recta r tendra como uno de sus vectores directores el director de la

recta. El otro vector director del plano puede ser el vector que une un punto cualquiera de la recta
con el punto B.

y-2 z-1 {3(1’2’1)

-1 2 v, =(1,-12)
ﬂ:ﬁ:(—l,l,—l)—(l,2,1):(—2,—1,—2) x+1 y-1 z+
v=v, =(1-12) >r,=-2 -1 -2|=0=
B(-1L-1)er, 1 -1 2

= -2x—Z-2y+Z+27+ R+2+1+4y-4-2x- R =0= |7, =—4x+2y+32-3=0
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ES5.- (Analisis)
Dada la funcion f(x)=x>—5x—1, determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus
extremos relativos, sus intervalos de concavidad y convexidad y sus puntos de inflexion. (2 puntos)

Hallamos la derivada e igualamos a cero en busca de sus puntos criticos.

f(x)=x"-5x-1= f (x)=5x"-5

f(x)=0=5x'-5=0=x'-1=0=>x'=1=x=41=+1
Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y despuésde x = -1y x = 1.

e En (—o0,—1) tomamos x = -2y la derivada vale f "(-2)=80-5=75>0. La funcién crece
en (—oo0,—1).

e En (-11) tomamosx =0y la derivada vale f "(0)=-5<0. La funcién decrece en (—1,1)

e En (1, +oo) tomamos x = 2 y la derivada vale f '(2)=80-5=75>0. La funcion crece en
(1, +oo).
La funcidn es continua y sigue el esquema siguiente:

! !
T T
-3 2

rat
"

& ®
-1 )i
La funcion crece en (—o0,—1)U(1,+0) y decrece en (-1,1).

La funcién tiene un maximo relativo en x = —1. Como f (1) = (-1)° —=5(-1) —1=23 el maximo
relativo tiene coordenadas (-1, 3).

La funcién tiene un minimo relativo en x = 1. Como f (1) =1° —5-1=-5 el minimo relativo
tiene coordenadas (1,-5).

Para el estudio de la concavidad y convexidad utilizamos la derivada segunda.

f(x)=5x"-5= f 7(x) =20x°

f"(x)=0=20x*=0=x=0
Estudiamos el signo de la derivada segunda antes y después de x = 0.
e En (—,0) tomamos x = -1y la derivada segunda vale f “(-1)=20(-1)’=-20<0.La
funcién es concava (N) en (—,0).
e En (0,+) tomamos x = 1y la derivada segunda vale f (1) =20>0. La funcion es
convexa (U) en (0, +w)
La funcion es concava (N) en (—o0,0) y convexa (U) en (0,+x).

La funcion presenta un punto de inflexion en x = 0. Como f (0) =-1 las coordenadas del punto
de inflexion son (0, —-1).
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E6.- (Anlisis)
. 1—cos(mx
Calcular el valor de m > 0 para el cual se verifica que Img# =2 (2 puntos)
X—> X
Calculamos el valor del limite y lo igualamos a 2.
1-cos(mx) 1-cos(0 0+ msen(mx
lim 2( ): 2( ):9: Indeter minacién(L’HépitaI):Iim#:
x—0 X 0 0 x—0 2X
. _msen(mx) msen(0 i _m?cos(mx
=lim ( ) = ( ) :9: Indeter minacion(L Hopital) = Ilm#:
x—0 2X 2-0 0 x—0 2
_m’cos(0) m?
S22
1-cos(mx 2
Como Iirrg#:Z:m?:Z:mz —4=|m=4=%2
X—> X

Como m > 0 el valor de m que verifica lo pedido es solo m = 2.
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E7.- (Analisis)
1700SX i x 20

a) Estudiar la continuidad de la funcion definida por f (x) = X . (1 punto)
0 , sSi x=0

b) Calcular Jxln(xz)dx. (1 punto)

a) Enx 0 la funcion es continua pues es cociente de funciones continuas y el denominador solo se

anula para x = 0.
Solo falta comprobar la continuidad en x = 0.

lim £ (x) = lim 229X _ 176080 _0_ . et er min acion(L Hopital) = lim 7 — 0
Xx—0" x—0" X O O Xx—0"

lim  (x) = lim 260X 120050 _ 0 _ . et or min acien(L Hapital) = lim 27 — 0
x—0" x—0* X 0+ O bl

f(0)=0

lim f (x)=0¢= f(0)=lim f(x):XILrgl f(x)=0

lim f (x)=0

x—0"

La funcién es continua en x = 0 y por tanto es continua en R

b) Usamos el método de integracion por partes.

Integracion por partes
1

In(x?)dx = [2xI dx =2] x| dx=<u=I du==d

_[xn(x) X _[ x In |x|dx jxn|x| x=4u=In|x|—du o

2
dv:xdx—>v:J-xdx:X—
2

_1x
22

2 V4 2 2
2{%In|x|—jx7%dx}:2{%In|x|—%J'xdx}:2[%In|x| =

x2In|x|—X—+K
2
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E8.- (Anélisis)
Se considera la funcién f (x)=x—cos(x).

a) Demostrar que la ecuacion f(x) = 0 tiene al menos una solucion en el intervalo [0,7[/2].

(1 punto)
b) Probar que la ecuacion f(x) = 0 solo puede tener una solucién en el intervalo [O,;r/2], de modo
que la solucion del apartado anterior es la Gnica. (1 punto)

a) La funcion es continua entodo R Y por lo tanto es continua en [O, 7l 2], como ademas se tiene

que f(0)=0-cos(0)=-1<0y f(%j:%—cos[%):%>0 aplicando el teorema de

Bolzano se puede asegurar que existe c e (O,7z/2) tal que f(c) = 0.

b) Si existiera otro valor d (0,72'/ 2) tal que f(d) = 0 como la funcién es continua en [0,7;/2] y

también es derivable en (0,7;/ 2) y ademas f(c) = f(d) = 0 aplicando el teorema de Rolle debe
existir un valor e comprendido en el intervalo (c, d) o (d, c) tal que f "(e) = 0.

Pero la derivada de f (x)=x—cos(x) es f’(x)=1+sen(x) y esta expresion de la derivada es

siempre positiva en el intervalo [O, 7zl 2], pues el seno es positivo entre 0°y 90 °.

Obtenemos una contradiccion y la suposicion inicial no es cierta, es decir, no existe un segundo
valor en el intervalo (0,7/2) para el que se anule la funcion f (x)=x—cos(x).
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E9- (Probabilidad y estadistica)
Dentro de una caja hay bolas de varios colores que tienen todas el mismo tamafio y aspecto, siendo
algunas de madera y las otras de metacrilato. Concretamente:
* E148% son blancas y entre ellas dos tercios son de madera.
* E124% son rojas, y de ellas las tres cuartas partes son de madera.
* E128% son verdes, de las cuales la mitad son de madera.
Considerando los sucesos: B = “ser blanca”, R = "ser roja", V= "ser verde" y M = "ser de madera”"
a) Indicar cuales son los valores de P(M/B), P(M/R) y P(M/V). (0°3 puntos)
b) Calcular la probabilidad de que al sacar al azar una de las bolas de la caja, sea de madera.
(0°7 puntos)
c) Si solo sabemos que una de las bolas de la caja, elegida al azar, es de madera, ¢cual es la
probabilidad de que sea blanca? (1 punto)

Tenemos que P(B) = 0.48, P(R) =0.24 y P(V) = 0.28.
a) P(M/B) =2/3=10.66

P(M/R) =3/4=0.75

P(MIV)=1/2=0.5

b) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(M)=P(B)P(M/B)+P(R)P(M/R)+P(V)P(M/V)=

_048-2+024-24+028-L =064
3 4 2

c) Es una probabilidad a posteriori. Utilizamos el teorema de Bayes.

0.48.2
P(B/M)=P(BmM):P(B)P(M/B)z 3 _[55)

P(M) P(M) 0.64
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E10.- (Probabilidad y estadistica)

Se sabe que el coeficiente intelectual de la poblacidn adulta espafiola sigue una distribucién normal
de media 100 y desviacion tipica 20.

a) ¢Que porcentaje de esparioles adultos se espera que tengan un coeficiente intelectual entre 95 y

105? (1 punto)
b) Si se considera que una persona es superdotada cuando su coeficiente intelectual es mayor que
160, calcular el porcentaje de espafioles adultos que son superdotados. (1 punto)

X = El coeficiente intelectual de un espafol adulto. X = N(100, 20).

a)

P(95< X <105) = {Tipificamos} = P( <Z

20 20
= P(-0.25<Z <0.25)=P(Z <0.25)~P(Z <-0.25)= P(Z <0.25)~ P(Z > 0.25) = ..

95-100 - 105—100) B

- 0 ) 0 0.25

=P(Z <0.25)-(1-P(Z <0.25)) = {Buscamos en la tabla N(0,1)} = 0.5987 — (1-0.5987) =

=0.1974=]19.74%

1000 0.0l 0.02 0.03 o

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 05120
053938 0.5438 0.5478 05317

05
0.5
o
0%

06179 0.6217 0.6255

b) Calculamos el valor de P(X >160).

P(X >160) = {Tipificamos} = P(Z > Mj =

20
=P(Z>3)=1-P(Z2<3)=

={Miramos en la tabla} =1—-0.9987 =0.0013=0.13 %
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EBAU Ordinaria 2021
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INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger libremente cinco ejercicios completos
de los diez propuestos. Se expresara claramente cuéles son los elegidos. Si se resolvieran mas, sélo se
corregiran los 5 primeros que estén resueltos (segun el orden de numeracién de pliegos y hojas de cada
pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no admitan memoria para
texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un maximo de 2
puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos,
definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver.
Justificaciones teoricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la
exposicion. Precision en los célculos y en las notaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no
triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion légicay los calculos.

E1l.- (Algebra)
a) Discutir segun los valores del parametro A el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

X-y+z=0
2X+y-2=0 (1,2 puntos)
X+y+Az=0
b) Resolverlo para A = — 1. (0,8 puntos)

E2.- (Algebra)
. n-1 0
Sea la matriz A:( 1 j

-1
a) Determinar los valores de n para los que la matriz A? tiene inversa. (1 punto)
b) Paran = 2, hallar la matriz X que verifica la ecuacion AX +A=2l , siendo I la matriz identidad
de orden 2. (1 punto)

E3.- (Geometria)
a) Hallar la recta perpendicular al plano 7 =x+y+z =1 que pasa por el punto 4 = (0,0,0).
(0,8 puntos)
b) Calcular la ecuacion del plano respecto del cual los puntos P = (1,1,1) y Q = (1,3, — 1) son
simétricos. (1,2 puntos)

E4.- (Geometria)

Dados larecta r = x_+11 = y%Z = iz y el punto P = (0,0,0), hallar la ecuacion del plano  que contiene
ary pasa por el punto P, (2 puntos)
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ES5.- (Analisis)

2
Representar la funcion f(x) = e(X ) , determinando antes sus intervalos de crecimiento y decrecimiento,
sus extremos relativos, sus intervalos de concavidad y convexidad y sus asintotas. (2 puntos)

E6.- (Analisis)
e* —x—cos(3x)

Calcular lim 2 puntos
x>0 sen’(X) @p )
E7.- (Analisis)
a) Dadas las funciones f(x)=x?, g(x)=-x*+8, hallar los valores de x e R para los que
g(x) = f(x). (0,5 puntos)
b) Calcular el area limitada por las graficas de las funciones f(x) y g(x). (1,5 puntos)
E8.- (Analisis)
Hallar los valores de a, b y c para los cuales el polinomio P(x) =ax’ +bx+c cumple las siguientes
condiciones:
- P(0)=1

- La pendiente de la recta tangente a la grafica de P(x) enx = 0 esm = 1.

2
. IP(x)dx =12, (2 puntos)
0

E9- (Probabilidad y estadistica)

En un club deportivo, el 55% de los socios son hombres y el 45 % mujeres. Entre los socios, el 60%

de los hombres practica la natacion, asi como el 40% de las mujeres.

a) Describir los sucesos y sus probabilidades, y calcular la probabilidad de que un socio elegido al

azar practique la natacién. (1,25 puntos)

b) Sabiendo que una persona practica la natacién, ¢ cudl es la probabilidad de que sea una mujer?
(0,75 puntos)

E10.- (Probabilidad y estadistica)
El tiempo empleado, en minutos, para obtener la respuesta de un test para detectar cierta
enfermedad sigue una distribucion normal de media 20 y de desviacién tipica 4.

a) ¢En qué porcentaje de test se obtiene el resultado entre 16 y 26 minutos? (1 punto)
b) ¢ Cuantos minutos son necesarios para garantizar que se ha obtenido la respuesta del 96,41% de
los test? (1 punto)
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SOLUCIONES

E1l.- (Algebra)
a) Discutir segun los valores del parametro A el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

X-y+z=0
2X+y-2=0 (1,2 puntos)
X+y+A4z=0
b) Resolverlo para A = — 1. (0,8 puntos)
1 -1 1
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A={2 1 -1
1 1 2
1 -1 1 0
Y la matriz ampliadaes A/B={2 1 -1 0
1 1 2 0
VVemos cuando se anula el determinante de A.
1 -1 1
|Al=]2 1 -1=2+1+2-1+24+1=31+3
1 1 2

|A=0=31+3=0=21=-1

Analizamos dos casos distintos.

CASO1. A#-1
En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, al igual que el rango de la
matriz ampliada A/B y el nimero de incognitas.
El sistema es compatible determinado (solucion Unica)

CASO 2. 1=-1
1 -1 1 1 -1 1 0
Eneste caso la matriz Aqueda A={2 1 -1|ylaampliada A/B=|2 1 -1 0].
1 1 -1 1 1 -10

Triangulamos la matriz A/B para establecer los rangos de Ay A/B.

Fila22 — 2-Filal?| |Fila3* — Fila1?

1 -1 1 0 2 1 -1 0 1 1 -10
A/B=|2 1 -1 0|= -2 2 20 -11 -1 0 >

1 1 -10 0 3 30 0 2 20

Nueva fila 22 Nueva fila 32
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=

1 -1 1 O
0 3 30
0 2 20

=

3-Fila3* — 2. Fila2?

0 6 -6 0

0O 6 6 0

0 0 0 O
Nueva fila 32

1 -1 1 0
=0 3 30
0O 0 0 O

El rango de A es 2, al igual que el de A/B, pero es menor que el namero de incognitas (3).
El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

b) Para A =-1 estamos en el caso 2 estudiado en el apartado anterior y podemos resolverlo a partir
del sistema triangular equivalente obtenido.

1 -1 10 1 -1 10
A/IB=l2 1 -1 0|=(A/B)y=|0 3 -3 0

1 1 -10 0 0 0 O
X—y+z=0 X—y+z=0

2X+y—-2=0=

X+y—-z=0

Xx—y+z=0 [X-y+z=0
3y—32:0:>{ y :>{ :>x—z+z:0:>

0=0

y-z=0

Lasolucibnesx=0,y=t,z=t,siendo te R.

y=12
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E2.- (Algebra)
. n-1 0
Sea la matriz A= 1

-1
a) Determinar los valores de n para los que la matriz A? tiene inversa. (1 punto)
b) Para n = 2, hallar la matriz X que verifica la ecuacion AX +A=2l , siendo / la matriz identidad
de orden 2. (1 punto)

a) Una matriz tiene inversa cuando su determinante no se anula.

S AT A WA e (el

‘Az‘zoz(n—l)2 =0=n-1=0=n=1

La matriz A? tiene inversa cuando n # 1.

b) Paran =2 la matriz A tiene inversa pues su determinante no se anula.

1 0 1 0
A=( ]:|A|: J:—l;ﬁo
1 - 1

1

o adif
A_1=AdJ(AT)_ (o -1 :_(—1 sz(l oj

A A -11) 1 -1

Despejamos en la ecuacién matricial planteada.

AX +A=21 = AX =2l ~A= X = A (21 —A)=2A - A'A=2A" - |
1 0) (10
X =2 -
1 -1) (0 1
2 0) (10
X = -
2 —2) o 1
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E3.- (Geometria)

a) Hallar la recta perpendicular al plano 7 =x+ y+z =1 que pasa por el punto A= (0,0, 0).
(0,8 puntos)

b) Calcular la ecuacién del plano respecto del cual los puntos P = (1,1,1) y Q = (1,3, —1) son

simétricos. (1,2 puntos)

a) La recta perpendicular al plano tiene como vector director el normal del plano.

_ 1=v =n=(111 =4
T=X+Yy+1= jvr_”_(’ ) =r={y=A,siendo1eR
A(0,0,0)er 7= 1

b) La situacion planteada es la del dibujo.

P

1

‘:'
|
[

30
Hallamos las coordenadas del punto medio M del segmento P_Qque pertenece al plano que

buscamos.
Determinamos el vector PQ que ser el vector normal del plano.

v ER)+E3)_(240)_ ) o
2 2

PQ=(13-1)-(111)=(0,2,-2)

n=PQ=(0,2,-2 7=2y-272+D=0
Q ( )} y }:4—O+D:O:D:—4:>

=
M(1,2,0)ex M(12,0)ex

= r=2y-21-4=0=|r=y-2-2=0
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E4.- (Geometria)

Dados larecta r = x+l = y=2 _L y el punto P = (0,0,0), hallar la ecuacion del plano  que contiene

ary pasa por el punto P, (2 puntos)

El plano pedido tiene como vectores directores el director de la recta y el vector que une un
punto cualquiera de la recta con el punto P.

Hallamos las coordenadas del vector AP .

AP =(0,0,0)—(~1,2,0)=(1,-2,0)

Hallamos la ecuacién del plano .

GI\Z:(_LL_Z) x-0 y-0 z-0
V=AP=(1,-20)y=z=| -1 1 -2[=0=
P(0,0,0) ez 1 -2 0

=0-2y+22-72-0-4x=0=|r=-4x-2y+2=0
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ES5.- (Analisis)

2
Representar la funcion f(x) = e(X ) , determinando antes sus intervalos de crecimiento y decrecimiento,
sus extremos relativos, sus intervalos de concavidad y convexidad y sus asintotas. (2 puntos)

Estudiamos sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y sus extremos relativos.

fx)=e") = £ () = 2xe™
£ =0=2xe") 0= [x=0]

Vemos el signo de la derivada antes y después de este valor.
e En (—,0)tomamos x = -1y la derivada vale f "(-1)=-2¢'=-2e<0. La funcion

decrece en (—,0)
e En (0.+o0)tomamos x = 1y la derivada vale f () =2e"=2e>0. La funcién crece en
(0.+).
La funcidn sigue el esquema siguiente:

3 1 * i

La funcion decrece en (—o,0)y crece en (0.+).

b

La funcién tiene un minimo relativo en x = 0. Como f (0) =e® =1 el minimo relativo tiene
coordenadas (0, 1).

Estudiamos los intervalos de concavidad y convexidad.

0 =e" = £ 00=2x") = 1700 =28 + 2x(20)6") =€l (24 4x)

f7(x) :0:>(2+4x2)e(xz) =0=2+4x*=0=1+2x*=0=2x* =-1= x= /_% =iNo existe!
No hay punto de inflexion y la curva de la gréfica siempre es concava o convexa.
Como f () = o )(2+ 4x*) tomamos x = 0y la derivada segunda vale

f 7(0)=€"(2+0)=2>0. La funcion es siempre convexa (U).

Calculamos sus asintotas

Asintota vertical. x=a
No tiene, pues su dominio son todos los reales.

Asintota horizontal. y=b

b= lim f(x) = lim e") =" = 400

X—>+00 X—>+00
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b= lim f(x) = lim e =™ = 4o

X—>—00 X—>—00

No tiene asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n

. f(x) . e(x) 0 A . 2xe(x)
m= lim ——= = lim — = — = Indeterminacion (L"Hopital) = lim = +00
X—>+o Y X—=+0 Y o0 X—>+00
(<) (<)
m= lim m: lim £— = % — Indeterminacin (L"Hopital) = lim 2xe | _
Xxo—o X Xxo—o X o0 X—>—00 1

= lim 2xe(xz) =2(—»)e™ =—0

X——0

No tiene asintota oblicua.
La funcion no tiene ninguna asintota.

Hacemos una tabla de valores y dibujamos su grafica.

X y:e(xz)
2| e" =546 ’
1] e=271
0 1 8
1| e=271

e* =54.6 ]

=

n

e

e

fx)=e"
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E6.- (Anlisis)

_e*—x—cos(3x)
Calcular lim >
x>0 sen (x)

(2 puntos)

. e*—x—cos(3x) e”—-0-cos(0)
lim > = >
x>0 sen’(x) sen”(0)

= % = Indeterminacion (L Hbpital) =

e*-1-3(-sen(3x)) . e*-1+3sen(3x) e°-1+3sen(0)
x—0 25en(x)cos(x) x—0 Zsen(x)cos(x) Zsen(O)cos(O)

0
0

. . ex—0+3-3cos(3x)
= Indeterminacion (L"Hopital) = lim =
x—>0 Zcos(x)cos(x)+ Zsen(x)(—sen(x))

_ e* +9cos(3x e’ +9cos(0 1+9
=0 2c032(x)—2£en2)(x) ) 20032(0)—23(en)2(0) T2 =15
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E7.- (Analisis)
a) Dadas las funciones f(x)=x?, g(x)=—x*+8, hallar los valores de x € R para los que

g(x) > f(x). (0,5 puntos)
b) Calcular el area limitada por las graficas de las funciones f(x) y g(x). (1,5 puntos)

a) g(X)=>f(X)=>—xX*+8>x*=8>2x* =4>%°

Vemos cuando se cumple la igualdad y luego establecemos en que intervalos se cumple la
desigualdad pedida.

X2=4=x=4=42
En (—o0,—2) tomo x = -5 y veo si se cumple la inecuacion: ¢4 > (—5)2 ? iNo se cumple!
En (—2, 2) tomo x = 0 y veo si se cumple la inecuacion: ¢4 > (O)2 ? iSi se cumple!

En (2,+oo) tomo x = 5y veo si se cumple la inecuacion: ¢4 >5? jNo se cumple!
Se cumple solo en el intervalo [-2, 2].

b) Como en el apartado anterior hemos visto donde se cortan las funciones: x = -2y x = 2.
También que g(x) > f(x)en el intervalo [-2, 2].

El area pedida se calcula con la integral definida entre —2 y 2 de g(x) — f(x).

2 2 2
Areazj—x2+8—x2dx:I—2x2+8dx={—§x3+8x} =
) -2 -2

= [—323 +16}—{—3(—2)3 +8(—2)} _ 1616 10 6B Lo
3 3 3 3 3

No piden el dibujo, pero dibujamos la gréafica para comprobar todo lo obtenido.
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E8.- (Anélisis)
Hallar los valores de a, b y ¢ para los cuales el polinomio P(x) =ax’ +bx +c cumple las siguientes

condiciones:;
- P(0) =1

- La pendiente de la recta tangente a la grafica de P(x) enx = 0 esm = 1.

2
. IP(x)dx =12. (2 puntos)
0

P(x)=ax*+bx+c
P(0)=1

}:1:a-02+b-0+c=c:>

Que la pendiente de la recta tangente a la grafica de P(x) en x =0 sea m = 1 significa que
P (O) =1.

P(x)=ax’+bx+c=P’(x)=2ax+b

P(0)=1

}:1=2a-0+b:>

Ya tenemos que el polinomio es P(x)=ax*+x+1. Nos falta determinar el valor de “a”.
2

Utilizamos la tercera condicion: j P(x)dx =12.
0

Calculamos la integral definida.
2

2 2 a 1
IP(X)dijaxz+x+1dx={—x3+—x2+x} =
0 0 3 2

0

Y P DS I ) T, 8 PP P
3 2 3 2 3 3
Como debe ser 12.
2
J'P(x)dx=12
’ :>—a+4:12:%a:8: a:%:s

p 8
J‘P(x)dx=—a+4
0 3

Los valoressona=3,b=c=1.
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E9- (Probabilidad y estadistica)

En un club deportivo, el 55% de los socios son hombres y el 45 % mujeres. Entre los socios, el 60%
de los hombres practica la natacion, asi como el 40% de las mujeres.

a) Describir los sucesos y sus probabilidades, y calcular la probabilidad de que un socio elegido al
azar practique la natacién. (1,25 puntos)

b) Sabiendo que una persona practica la natacién, ¢cudl es la probabilidad de que sea una mujer?
(0,75 puntos)

a) Llamamos H al suceso “Elegir un hombre”, por lo que el suceso contrario H es el suceso “Elegir
una mujer”.
Llamamos N = “Elegir una persona que practica natacion”.

. 55 — 45
Aplicando la regla de Laplace tenemosque P(H)=——=055y P(H )|=—=0.45.
P g P q ( ) 100 y ( ) 100
60

También sabemos que P(N/H):mzo.G y que P(N/ﬁ)=R=O.4

Realizamos un diagrama de arbol.

Natacion

No natacion
No natacion

Observando el diagrama de arbol y aplicando el teorema de la probabilidad total tenemos que:

Hombre y mujer

y la natacion

P(N)=P(HNN)+P(HAN)=
=P(H)P(N/H)+ P(ﬁ)P(N /H)=0.55-0.6+0.45-0.4=[0.51]

b) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(ﬁmN)_P(ﬁ)p(|\|/ﬁ)_0.45-0-4_£~o35
P(N)  P(N) 051 7

P(H/N)=
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E10.- (Probabilidad y estadistica)
El tiempo empleado, en minutos, para obtener la respuesta de un test para detectar cierta
enfermedad sigue una distribucion normal de media 20 y de desviacion tipica 4.

a) ¢En qué porcentaje de test se obtiene el resultado entre 16 y 26 minutos? (1 punto)
b) ¢ Cuéntos minutos son necesarios para garantizar que se ha obtenido la respuesta del 96.41% de
los test? (1 punto)

X = El tiempo empleado, en minutos, para obtener la respuesta de un test. X = N(20, 4).

a) Nos piden calcular P(16 <X < 26).

P(16 < X < 26) = {Tipificamos} = P(lG_ZO <zZ< ZG‘ZOJZ

4 4
=P(-1<Z<15)=P(Z<15)-P(Z<-1)=P(Z <15)-(P(Z >1))=..

= 0 o 0 1
=P(Z <1.5)—(1-P(Z <1)) = {Buscamos en la tabla N(0,1)} = 0.9332—(1-0.8413) =

=0.7745=\77.45%

b) Llamemos “a” a los minutos que SON necesarios para garantizar que se ha obtenido la respuesta del
96.41% de los test.

T 000 ) 00

- -2

P(X <a)=0.9641= {Tipificamos} = P(Z <& Oj =0.9641= vl
4 0l 0 igf C.;-

0:3 0178 C-l;\l

0.4 0554 0.65

= {Buscamos esta probabilidad 0.9641en latabla N(0,1)} = s | ops 0w
0.6 025 0.72

0.7 0.J580 0.76

a_ 20 0.8 oJasl 0.7

= 2 =1.8=a=4-1.8+20=|27.2 minutos 0 o oo
| dew o

13 (0.9032 050

14 4182 052

15 0 083

16 | ofss2 054

17 04554 085

@rIE-FS-UI 056

20 09772 097
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EBAU Extraordinaria 2020

Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO

universitarias oficiales de grado MATEMATICAS II

(=)
g
=
=
=
o
=]
2,

%,

Castillay Leodn N2 Paginas: 3

El alumno deberd escoger libremente CINCO problemas completos de los DIEZ propuestos. Se expresara
claramente los elegidos. Si se resolvieran mas, sélo se corregirdn los 5 primeros que estén resueltos (segtin el orden
de numeracion de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no admitan memoria para texto ni
representaciones gréaficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un maximo de 2 puntos. Se
observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propiedades
relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver. Justificaciones tedricas que se aporten para el
desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la exposicion. Precisidn en los calculos y en las notaciones. Deben
figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion légica y los
calculos.

El.- (Algebra)
a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales segun los valores del parametro A :
AX+y=1

X+Ay+z2=2 (1,2 puntos)
X+y+z=2
b) Resolverlo para A =1. (0,8 puntos)

E2.- (Algebra)
] 1 0
Sea la matriz A=

m n
a) Encontrar los valores de m y n para que se verifique:
A=A ( A' =latraspuesta de A) (1,2 puntos)
b) ¢Para qué valores de m y n la matriz A no es invertible? (0,8 puntos)

E3.- (Geometria)

X-2 y-3 z-4

-1 -3
a) Hallar la recta paralela a r que pase por P (0,8 puntos)
b) Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto P y contiene a la recta r. (1,2 puntos)

Dado el punto P =(2,1,1) ylarecta r =

E4.- (Geometria)
a) Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralela a la recta

X-y—-z-1=0

r= (1 punto)
X+y+z-3=0

b) Calcular el punto simétrico del (1, 2, 3) respecto del plano 7 =3x+2y+z+4=0. (1 punto)
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ES5.- (Analisis)
Determinar la funcion f(x) = x> +ax® +bx+c, conociendo que tiene un punto de inflexionen x = 1y
que la recta tangente a su gréafica en el punto (-1, 0) es el eje de abscisas. (2 puntos)
E6.- (Analisis)
Demuestre que la ecuacion x* +3x =1+senx tiene alguna solucién real en el intervalo [0, 2] . Probar
que la solucién es unica. (2 puntos)
E7.- (Analisis)
2

X —x+1-42x-1
a) Calcular Ierl1 1 . (1 punto)

X—>. — X

b) Dada la funcion f(x) = 22(_—‘3% , hallar la funcién primitiva suya F(x) que verifique F(0) = 3.
X“+e

(1 punto)

E8.- (Analisis)
. In x . : -
a) Dada la funcion f(x) = ——. Encontrar sus extremos relativos y los intervalos de crecimiento y
X

decrecimiento. (1 punto)
b) Dada la funcién f(x)=x*—2x. Estudiar el signo de la funcién en el intervalo [1,3] y encontrar

el area del recinto comprendido entre su grafica, el eje OXylasrectas x =7y x = 3.
(1 punto)

E9- (Probabilidad y estadistica)
El consumo de azucar en un determinado pais, calculado en Kg (kilogramos) por persona y afio,
varia segun una distribucion normal de media 15 y desviacion tipica 5.
a) ¢Que porcentaje de personas de ese pais consumen menos de 10 Kg de azucar al afio?
(1 punto)
b) ¢ Cuél es el porcentaje de personas del pais cuyo consumo anual de azlcar es superior a 25 Kg?
(1 punto)

E10.- (Probabilidad y estadistica)

Los estudiantes, que comienzan los estudios de Medicina, en el conjunto formado por las comunidades
auténomas de Andalucia, Baleares y Castilla y Ledn, se distribuyen de la siguiente forma: un 50% de
Andalucia, un 15% de Baleares y un 35% provienen de Castilla y Ledn. Los porcentajes de dichos
estudiantes que no consiguen el titulo de Médico son los siguientes: 15% de Andalucia, 10% de Baleares
y 5% de Castilla y Ledn

a) Calcular la probabilidad de que uno de dichos estudiantes, elegido al azar, no consiga el titulo de

Licenciado en Medicina. (1 punto)
b) Si un alumno no consigue el titulo de Licenciado en Medicina, ¢es mas probable que provenga de
Andalucia o de Castillay Ledn? (1 punto)
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SOLUCIONES

E1l.- (Algebra)
a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales segun los valores del parametro A :
AX+y=1

X+Ay+z2=2 (1,2 puntos)
X+y+2=2
b) Resolverlo para A =1. (0,8 puntos)
A 10
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|1 41 1
1 11
A 10
Con determinante |A|=|1 A 1|=A%+1-1-1=4%-A. lgualamos a cero.
1 11
|A|:o:zz—zzo:z(z—i):o:{iff

Estudiamos 3 situaciones distintas.

CASOL1l A#0yA1=1
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada A/B y el nimero de incognitas.
El sistema es compatible determinado.

CASO 2. 1=0
El sistema queda:
y=1 y=1
X+2=2 X+2=2
X+2=2 =X+1=2 = = = jIMPOSIBLE!
X+1+z2=2 X+z=1
X+y+z2=2 X+y+2=2

Resolviendo el sistema se llega a una situacién imposible pues una expresion (x + y) no puede dar
dos valores diferentes (1 y 2).
El sistema es incompatible.

CASO3. 1=1
El sistema queda:
x+y=1 Ecuacion 22 = Ecuacion 3? x+y=1
X+y+2=2= . . = = =
Quito ecuacion 32 X+y+z2=2 X+2=2-Yy

X+y+z=2

:>1—y+z=2—y:>

El sistema es compatible indeterminado.
Tiene infinitas soluciones: x=1-t;y=t;z=1 contelR

b) Para A =1las soluciones son x=1—t; y=t;z=1 conteR. Resuelto en apartado a) CASO 3.
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E2.- (Algebra)
. 1 0
Sea la matriz A=
m n

a) Encontrar los valores de m y n para que se verifique:

A=A ( A" =latraspuesta de A) (1,2 puntos)
b) ¢Para qué valores de m y n la matriz A no es invertible? (0,8 puntos)
a)
, (1 0)1 0 1 0
A = =
m n)lm n m+nm n? 1=1
. (1om 1 m 1 0 m=0
A= = = , |= =
0 n 0 n m-+nm n O=m+nm
A2 = A n=n?
m=0 n=0
0=0+0 ) )
=0=m+nm;= , (=n=n*=>n"-n=0=n(n-1)=0= 10
n=n
n=n? n=1

Losvaloresson: m=n=0 o m=0yn=1

b) Calculamos el determinante de A y lo igualamos a cero, para averiguar esos valores para los que la
matriz A no es invertible.

1 0
A=lr Yn
m n
|A|:0:n:0

Para n=0 y cualquier valor de m la matriz no es invertible.
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E3.- (Geometria)
Xx-2 y-3 z-4
Dado el punto P =(2,1,1) ylarecta r = R R

a) Hallar la recta paralela a r que pase por P

b) Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto P y contiene a la rectar.

(0,8 puntos)
(1,2 puntos)

a) Silarectas es paralela a la recta r tiene el mismo vector director.
v, =V, =(1,-1,-3)

Hallamos la ecuacion de la recta s paralela a r que pasa por P = (2,1,1) :

P

(211)es }:>S=x—2= y-1_z-1
v =

v, =V, =(14,-1-3) 1 -1 -3

b) Si el plano 1 contiene al punto P y a la recta r entonces debe tener como vectores directores el
director de la recta v, y también el vector PQ, siendo Q un punto cualquiera de la recta r.

r

X—-2 y-3 z-4
= = =(2,3,4

PQ=(2,3,4)-(211)=(0,2,3)

P=(21l)er x—2 y-1 z-1
u=PQ=(0,23)t=z={ 0 2 3|=0
v=v, =(1,-1-3) 1 -1 3

—6X+12+3y-3-22+2+3x-6=0

7=-3x+3y-2z+5=0
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E4.- (Geometria)
a) Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralela a la recta

X—-y—-z-1=0

r= (1 punto)
X+y+2z-3=0

b) Calcular el punto simétrico del (1, 2, 3) respecto del plano 7 =3x+2y+z+4=0. (1 punto)

a) Hallamos el vector director de la recta r mediante el producto escalar de los vectores normales de los
planos que la definen.

i j ok
v, =nxn =(1,-1,-1)x(L11)=1 -1 -L=—i-j+k+k-j+i=-2j+2k=(0,-22)
11 1

La recta s paralela a r que pasa por (1, 2, 3) tiene ecuacion:

(1 2, 3)es }

v-(0-22)

x-1 y-2 z-3
0 —2 2

=|S

b) Hallamos la ecuacion de la recta t perpendicular al plano 7 =3x+ 2y +z+4 =0 que pasa por el
punto P(1, 2, 3).

(L2.3)ct Xx=1+3a
- - =>t={y=2+2a
v, =n=(32]1) e 3ig

Hallamos el punto de corte M de la recta t y el plano .

X=1+3x T
t={y=2+2a -
=3+« - 1L
r=3X+2y+2+4=0 im W
|
= 3(1+30)+2(2+20)+3+a+4=0= i?‘
=>3+9%+4+4a+3+a+4=0= :F'
=140 +14=0=>14a=-14= ?
x=1-3=-2
Sa=-1=y=2-2=0 =>M(-2,0,2)
2=3-1=2

El punto simétrico P"(a,b,c) es un punto tal que el vector PM =MP.
P'M =(-2,0,2)—(a,b,c)=(-2-a,-h,2—c
S ( )= )= ) =(-2-a,-b,2-c)=(321)=
MP =(1,2,3)-(-2,0,2)=(3,2,1)
-2-a=3—>a=-5
=-b=2-5b=-2 =|P(-5,-2,1) Simétrico de P respecto del plano 7
2-c=1->c=1
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ES5.- (Analisis)
Determinar la funcion f (x) = x> +ax® +bx+c, conociendo que tiene un punto de inflexionen x = 1y
que la recta tangente a su grafica en el punto (-1, 0) es el eje de abscisas. (2 puntos)

f(xX)=x’+ax® +bx+c= f () =3x*+2ax+b = f "(x) =6x+2a=f ""(x) =6

Al tener un punto de inflexion en x = 1 significa que se anula la derivada segunda y la tercera es no
nula.

f()=6+2a=0
f'(1)=60

}jmho:

La funcion tiene la expresion f (x) = x> —3x” +bx+c yladerivadaes f "(x)=3x*—6x+b
Falta determinar el valor de “b” y “c”.
Si la recta tangente a su grafica en el punto (-1, 0) es el eje de abscisas (y = 0) significa que

f(-1)=0yque f’(-1)=0.

f(-1)=(-1)-3(-1)" +b(-1)+c=-1-3-b+c=0=>c-h=4

:c+9:4:>
f(-1)=3(-1)"-6(-1)+b=0=3+6+b=0=[b=-9]

Las constantesson a=-3; b=-9; c=-5 ylafunciénes |f(x)=x>-3x*-9x-5
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E6.- (Anlisis)
Demuestre que la ecuacion x* +3x =1+senx tiene alguna solucion real en el intervalo [0,2]. Probar
que la solucidn es unica. (2 puntos)

A partir de la ecuacion planteada consideramos la funcion f (x) = x* +3x—1—senx.
En x=0 la funcion vale f(0)=0*+0-1-sen0=-1<0.
En x=2 lafuncion vale f(2)=2"+6-1-sen2=21-sen2>0.

La funcion f(x)=x"+3x—1—senx escontinua en [0,2] y toma valores de distinto signo en
cada extremo del intervalo, por el teorema de Bolzano existe C € [O, 2] tal que f(c)=0.

Esto implica que existe ¢ €[0,2] tal que f(c)=c*+3c—1-senc=0=c*+3c=1+senc

Ademas, esta solucidn es Unica, ya que si hubiese otro valor d [O, 2] tal que f(d)=0.
Podriamos aplicar el teorema de Rolle a la funcion  f (x) = x* +3x—1—senx enel intervalo [c,d],
pues la funcion es derivable en (c,d), continua en [c,d].

El teorema de Rolle nos asegura la existencia de un valor € € (C, d) tal que f (e) =0.

Pero la derivada de la funcién es f "(x) =4x> +3—cos X, si la igualamos a cero obtenemos:
f'(X)=0=4x>+3-cosx=0=>4x>=-3+cosx.

4x° >0
Esta igualdad es imposible para x €(0,2) pues x> }

CoSX<1=-3+cosx<0

La contradiccién obtenida permite afirmar que la solucion de la ecuacion inicial es Unica.
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E7.- (Analisis)
2_ _." —
a) Calcular Iirrll X Xlrl 2X l. (1 punto)
X! — X

—X

b) Dada la funcion f(x) = 22(——6)( , hallar la funcion primitiva suya F(x) que verifique F(0) = 3.

X“+e”
(1 punto)
a)
o\' 2 —_ _“' — —
lim XX X+1-v2X 1:\/i \/izgzlndeterminaci()n (L"Hopital) =
X1 1-x 0 0
2x-1 2

:Iim2 X2 —x+1 2\/2X—1:“m -2x+1 N 2 :__14_3:3

x—1 -1 ) ’XZ —x+1 2,/2)(—]_ 2 2 2

b) Como la derivada de x*+e* es 2x—e™*.

2x—e ™~
x> +e™*

FO = f(dx=|

dx=|n(x2+e‘x)+K

Como debe cumplirse que F(0) = 3 entonces In|0* +e|+ K =3= K =3.

FO)=In(x*+e™)+3
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E8.- (Andlisis)
a) Dada la funcion f(x) = In_x Encontrar sus extremos relativos y los intervalos de crecimiento y
X

decrecimiento. (1 punto)
b) Dada la funcion f (x) = x> —2x. Estudiar el signo de la funcién en el intervalo [1, 3] y encontrar

el area del recinto comprendido entre su grafica, el eje OX y lasrectasx =1y x =3. (1 punto)

a) El dominio de la funcion es (0,+oo), pues no existe el logaritmo de un nimero negativo.

1
“x—=Inx
In x , 1-Inx
fX)=—=f ' (N)=2——="—
X X X
, 1-Inx
f(X)=—
X
Fr0=0= "X 51 Inx=0=Inx=1=x=¢

X2

Estudiamos el comportamiento de la funcién antes y después de x = e.

e En (O, e) tomamos x =1y la derivada vale f "(1) = 1—1!n1 =1>0. La funcidn crece en

(0.e).

. , 1-Ine® -1 .
e En (e,+0) tomamos x = e? y la derivada vale f “(e*)==———=—<0. La funcion
e e
decrece en (e, +x).
La funcion sigue el esquema siguiente.
l i ; 1 f
f - e

La funcion crece en (0,e) y decrece en (e,+).

Tiene un maximo relativo en x = e.

Ine 1 1 - . .
Como f(e)= vy = " el punto (e,—j es un maximo relativo de la funcion.
e

b) Vemos donde se anula la funcion.

x=0
f(x):0:>x2—2x=0:>x(x—2):0:>{

X=2
X = 2 pertenece al intervalo [1, 3] por lo que se divide en dos partes, vemos el signo de la funcion

en cada una de ellas.
e En[1,2) tomamosx = 1,5y la funcion vale f(1,5)=15°-3=-0,75<0. Es negativa en

el intervalo [1,2).
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e En (23] tomamosx =25y la funcién vale f(2,5)=2,5"-5=125>0.Es positiva en el
intervalo (2,3].

El area del recinto es la suma de las integrales definidas siguientes:

) 2 3 X3 2 3 3
Area:j—(x2 —2x)dx+jx2 —2xdx:{—?+ xz} J{——xz} =
1 2

1

3 3 3 3
N e 3——32 2o
3 3 3 3
:—§+4+l—1+9—9—§+4:—E+7: 2u°
3 3 3 3

/

[&5]

f(x)=x"—2x

Si contamos cuadraditos en el dibujo (cada cuadradito es 1 unidad cuadrada) vemos que es
coherente con el resultado obtenido (aproximadamente 2 cuadraditos)
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E9- (Probabilidad y estadistica)

El consumo de azucar en un determinado pais, calculado en Kg (kilogramos) por persona y afio,

varia segn una distribucidn normal de media 15 y desviacidn tipica 5.

a) ¢Que porcentaje de personas de ese pais consumen menos de 10 Kg de azucar al afio? (1 punto)

b) ¢Cual es el porcentaje de personas del pais cuyo consumo anual de azucar es superior a 25 Kg?
(1 punto)

X = Consumo de azucar (kg/afio) en un pais. X = N(15, 5).

10-15

a) P(X <10)={Tipificamos} = P(Z <

j:p(z < 1)=.

..=P(Z>1)=1-P(Z <1)={Buscamos en la tabla N(0,1)} =1-0,8413 =|0,1587
Un porcentaje del 15,87% de personas consumen menos de 10 kg de azucar al afio.

...=1-P(Z <2)={Buscamos en la tabla N(0, 1)} =1-0,9772 =|0,0228
Un porcentaje de 2,28% de personas consumen mas de 25 kg de azucar al afio.
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E10.- (Probabilidad y estadistica)

Los estudiantes, que comienzan los estudios de Medicina, en el conjunto formado por las comunidades
auténomas de Andalucia, Baleares y Castilla y Ledn, se distribuyen de la siguiente forma: un 50% de
Andalucia, un 15% de Baleares y un 35% provienen de Castilla y Ledn. Los porcentajes de dichos
estudiantes que no consiguen el titulo de Médico son los siguientes: 15% de Andalucia, 10% de Baleares
y 5% de Castilla y Ledn

a) Calcular la probabilidad de que uno de dichos estudiantes, elegido al azar, no consiga el titulo de

Licenciado en Medicina. (1 punto)
b) Si un alumno no consigue el titulo de Licenciado en Medicina, ¢es mas probable que provenga de
Andalucia o de Castillay Ledn? (1 punto)

Realizamos un diagrama de arbol.

~

B

Consigue el titulo

P(T/A) = 0,85
Andalucia |
P(A)=0,50 J No consigue el |
titulo
P(T/A)=0,15 |
If Y
Consigue el titulo
) ) P(T/B) = 0,90
Comunidad y Baleares
medicina P(B)=0,15 ) No consigue el |
titulo

P(TS/B)= 0,0 |

~

Consiguen el titulo
P(T/C)=0,95

Catilla y Leén
P(C)=0,35

No consigue el \l
titulo

P(T¢/C)=0,05 |

N

a) Aplicamos el teorema de la probabilidad total y sumamos las probabilidades de las tres ramas
donde “no se consigue el titulo de médico”.

P(T®)=P(A)P(T°/A)+P(B)P(T°/B)+P(C)P(T°/C)=
=0,5-0,15+0,15-0,10+0,35-0,05 =0,0750 +0,0150 +0, 0175 =[0,1075

b) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes para calcular las probabilidades
de que sea de Andalucia o de Castilla y Leon.

C Cc
P(A/TC):P(A/T ) _P(A)P(T°/A) 0,50.0.15 _ 30 _ 6076
P(T%) P(TC) 0,1075 |43
Cc Cc
P(C/TC)=P(C/T )=P(C)P(T /C)=0’35'O’05=l=011627
P(T%) P(TC) 0,1075 |43

Comparando las probabilidades de que sea de Andalucia (30/43) y la de que sea de Castilla y
Ledn (7/43) concluimos que es mas probable que sea de la comunidad autbnoma andaluza.
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EBAU Ordinaria 2020

Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO
universitarias oficiales de grado MATEMATICAS Il
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Castillay Ledén N2 P4ginas: 3

El alumno debera escoger libremente CINCO problemas completos de los DIEZ propuestos. Se
expresara claramente los elegidos. Si se resolvieran mas, sélo se corregirdn los 5 primeros que estén
resueltos (segun el orden de numeracion de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente
tachados.

2.- CALCULADORA: Se permitiré el uso de calculadoras no programables (que no admitan memoria
para texto ni representaciones gréaficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un maximo de 2
puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos,
definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver.
Justificaciones teoricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la
exposicion. Precision en los célculos y en las notaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no
triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion ldgica y los calculos.

E1l.- (Algebra)
X—y+az=0
Se considera el sistema de ecuaciones lineales: < x—-z=0
2x+ay—-2z=0

a) Estudie la existencia y namero de soluciones segun los valores del parametro real a.
(1,2 puntos)
b) Resuélvalo, si es posible, para el valor del parametro a=-1. (0,8 puntos)

E2.- (Algebra)

. a+l 1
Sea la matriz A=
a-3 a-3
a) Indique para qué valores de a existe la matriz inversa A™ . (0,5 puntos)
2 0 11
b) Si a=4, B= (1 J , C= (0 Zj , encuentre la matriz X que verifica que B+ XA=C

(1,5 puntos)

E3.- (Geometria)
Xx-y=0
Seael plano 7=x-2y+2z+1=0, larecta r E{z 120 y el punto A:(1,3,—1).
+1=

Hallar la ecuacién del plano que pasa por A, es paralelo a r y perpendiculara . (2 puntos)

E4.- (Geometria)
x-1 y-1 z-1

Dado el punto A=(1,2,4) y larecta r = n >
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a) Hallar un punto B de la recta r de forma que el vector AB sea paralelo al plano 7z =x+2z=0
(1,5 puntos)
b) Hallar un vector (a,b,c)perpendiculara (1,0,-1) y(2,1,0) . (0,5 puntos)

ES5.- (Analisis)
Representar graficamente la funcion f(x)=xe”, calculando previamente sus extremos relativos,
intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad y sus asintotas. (2 puntos)

E6.- (Analisis)
Demuestre que la ecuacion x* —12x =-2 tiene una solucion en el intervalo [—2, 2] y pruebe ademas
que esa solucion es Unica. (2 puntos)
E7.- (Andlisis)
. e*—CcosX—X
a) Calcular IlmexL : (1 punto)
x>0 " +senx—1
2
b) Calcular I(senx +Ccos x)dx . (1 punto)

0

E8.- (Analisis)
a) Calcule los puntos de corte de las graficas de las funciones f(x) :5 y g(x)=3-x.

(0,5 puntos)
b) Sabiendo que en el intervalo [1,2] se verifica que g(x)> f(x) calcular el area del recinto
limitado por la grafica de ambas funciones en dicho intervalo. (1,5 puntos)

E9- (Probabilidad y estadistica)
El peso de los alumnos de 2° de bachillerato de un instituto de Leon, sigue una distribucion normal,
de media 75 kg y de desviacion tipica 5. Si se elige al azar un alumno, calcular la probabilidad de
que:

a) Tenga un peso entre 70 y 80 kg. (1 punto)

b) Tenga un peso superior a 85 kg. (1 punto)

E10.- (Probabilidad y estadistica)
La probabilidad de que a un puerto llegue un barco de tonelaje bajo, medio o alto es 0,6, 0,3y 0,1,
respectivamente. La probabilidad de que necesite mantenimiento en el puerto es 0,25 para los barcos
de bajo tonelaje, 0,4 para los de tonelaje medio y 0,6 para los de tonelaje alto.
a) Sillega un barco a puerto, calcule la probabilidad de que necesite mantenimiento.
(1 punto)
b) Siun barco ha necesitado mantenimiento, calcule la probabilidad de que sea de tonelaje medio.
(1 punto)
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SOLUCIONES

E1l.- (Algebra)
X—y+az=0
Se considera el sistema de ecuaciones lineales: < x—z=0
2x+ay—-2z=0

a) Estudie la existencia y numero de soluciones segun los valores del parametro real a.
(1,2 puntos)

b) Resuélvalo, si es posible, para el valor del parametro a=-1. (0,8 puntos)
1 -1 a
a) El sistema tiene asociada una matriz de coeficientes A=|1 0 -1
2 a -2
Calculamos su determinante.
1 -1 a
|Al=]1 0 -1=2+a’-2+a=a’+a
2 a -2

Igualamos a cero el determinante.
a=0

|A|=0:>a2+a:0:>a(a+1):0:{a_ .

Distinguimos tres casos,

CASO 1. a=0ya=-1.

En este caso el determinante de A no se anula y su rango es 3, al igual que el de la matriz ampliada
A/B y el nimero de incognitas. El sistema tiene solucion y esta solucion es Unica. El sistema es
compatible determinado.

CASO 2. a=0.

En este caso el determinante de A se anula y su rango no es 3.

1 -1 0
Para a=0 lamatrizAqueda A=|1 0 -1].
2 0 -2

Se observa que la 22 y 32 fila son proporcionales, por lo que tomamos el menor resultante de quitar

-1 0 -1 0
la 32filay la columna 12 - [ 0 ] con determinante =1+0.
El rango de A es 2.
1 -1 0 O
Elrango de lamatriz A/B=|1 0 -1 0| estambién 2 ya que le hemos afiadido una
2 0 -2 0

columna de ceros a la matriz A para obtener la matriz ampliada A/B.

Como Rango de A = Rango de A/B = 2 < 3 = n° de incognitas entonces el sistema es compatible
indeterminado, tiene infinitas soluciones.
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CASO 3. a=-1.

En este caso el determinante de A se anula y su rango no es 3.

1 -1 -1
Para a=-1 lamatrizAqueda A=|1 0 -1].
2 -1 -2

Se observa que la 12 y 32 columna son proporcionales, por lo que tomamos el menor resultante de

0o - -
quitar la 12 columna y la 12 fila > ( j con determinante =-1+#0.
El rango de A es 2.
1 -1 -1 0
Elrango de lamatriz A/B=|1 0 -1 0] estambién 2 ya que le hemos afiadido una
2 -1 -2 0

columna de ceros a la matriz A para obtener la matriz ampliada A/B.

Como Rango de A = Rango de A/B = 2 < 3 = n° de incognitas entonces el sistema es compatible
indeterminado, tiene infinitas soluciones.

b) Para a =-1 estariamos en el caso 3 el sistema es compatible indeterminado y se puede resolver,
aunque las soluciones son infinitas y dependen de un pardmetro.

X—y-2z=0 x—y-z=0
z-y-z=0 -y=0
x—=2=0 ={x=1z - — —[y=0
22-y-2z=0 -y=0
2Xx—-y—-2z=0 2x—-y-22=0

La soluciones x=t;y=0;z =t
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E2.- (Algebra)

. a+1 1
Sea la matriz A=
a-3 a-3

a) Indique para qué valores de a existe la matriz inversa A™ . (0,5 puntos)

b)Sia=4,B=(2 0},0:(1 1j,
11 0 2

encuentre la matriz X que verifica que B+ XA=C (1,5 puntos)

a) Veamos cuando el determinante se anula.
a+l 1
A=

a3 g 3:(a+1)(a—3)—(a—3):a2—2a—3—a+3:a2—3a

Igualamos a cero el determinante.

a=0

a=3

El determinante se anula cuando a=0 o a=3. En estos dos casos no existe la inversa.

|A|:0:>a2—3a:0:>a(a—3):0:>{

Cuando a=0y a=3 lamatriz A tiene inversa.

51
b) Si a=4 la matriz A queda A:(1 J y tiene inversa por ser a0y a#3.

Calculamos su inversa.

5
|A|:‘ j=5—1=4
1

i Adj(A") Adj[i 31[1 —1]

A 4 4\-1 5

Despejamos X en la ecuacion matricial B+ XA=C.

B+XA=C=XA=C-B=X=(C-B)A"

(6 2 HE DG S
o

w1 ~1-1 1+5
4l -1-1 145

Sustituyendo
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E3.- (Geometria)

=0
Seael plano 7=x—-2y+2z+1=0, larecta rz{x 1y 0 yelpunto A=(13-1).
Z7+1=

Hallar la ecuacion del plano que pasa por A, es paralelo a r y perpendicular a . (2 puntos)

Si el plano 1" es paralelo a r y perpendicular a 7 tiene como vectores directores el director de la
recta r y el normal del plano.
Obtengamos las ecuaciones paramétricas de la recta y podremos obtener un vector director de la
misma.
Xx=t X=0+t
X-y=0 X=y
= =y=t =>{y=0+t

z+1=0 z=-1
z=-1 z=-1+0t

r

El vector director de la recta es v, =(1,1,0).

El vector normal del plano 7 =Xx—2y+2z+1=0es n= (1L-2,2).
La ecuacion del plano m” pedido es:

A(L3-1)er x-1 y-3 z+1
v=v,=(110) ;=7=[1 1 0 |=0
u=n=(1-2,2) 1 2 2

m=2Xx-2-22-2-7-1-2y+6=0

7=2x-2y-3z+1=0
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E4.- (Geometria)
Dado el punto A:(l,2,4) ylarecta r = X;1 = yl—l = 2;11

a) Hallar un punto B de la recta r de forma que el vector AB sea paralelo al plano 7 =X+2z=0
(1,5 puntos)

b) Hallar un vector (a,b,c)perpendicular a (1,0,-1) y (2,1,0) . (0,5 puntos)

a) Pasamos la ecuacion de la recta a paramétricas.

X=1+2t

x-1 y-1 z-1 PR(LLll)er
r= > = 1 = > = _. 212 =>r=y=1+t
v, =(212) z=1+2t

El punto B pedido tiene coordenadas B(1+ 2t,1+t,1+ 2t) y el vector AB tiene coordenadas:

A(1,2,4)

AB = (1+2t,1+t,1+ 2t)—(1,2,4) = (2t,~1+1t,-3+ 2t
B(l+2t,1+t,1+2t)}:> (L+2t1+t1+2t)-(12,4)=(2t -1+t -3+2t)

Como AB debe ser paralelo al plano 77 =x+2z =0 esto implica que debe ser perpendicular al
vector normal del plano n=(1,0,2). El producto escalar de ambos debe ser cero.

AB =(2t,—1+1,-3+2t)
n

= AB-n=0=(2t,~1+t,~3+2t)(10,2)=0
=(1,0,2)

2t—-6+4t=0=6t=6=>t=1
Por lo que el punto B tiene coordenadas:
t=1

B(1+2t,1+t,1+ 2t)}:> Bl+21+11+2)=

b) Si debe ser perpendicular a (1,0,—1) y (2,1,0) nos sirve el producto vectorial de ambos,

i j ok
(a,b,c)=(10,-1)x(2,0)=1 0 -L=-2j+k+i=i-2j+k=(1,-21)
21 0
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ES5.- (Analisis)
Representar graficamente la funcion f(x)=xe*, calculando previamente sus extremos relativos,
intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad y sus asintotas. (2 puntos)

Determinemos sus asintotas.

Asintota vertical. x=a
No tiene pues la funcion es continua en R.

Asintota horizontal. y=b

lim xe* =400 -e™ =+

X—>+00

lim xe* = -0 -e™ = -0 -0 = Indeterminacion = {Convierto producto en divisién} =

X—>—0
. X —00 —o© N A
= lim — = — = — = Indeterminacion (aplico L"Hopital) =
x>0 @ e +00
. 1 1 1
=lim—=—-=—=0
X—>—0 —@ e —00

La asintota horizontal es y =0

Asintota oblicua. y=mx+n
No existe pues tiene una asintota horizontal.

Para calcular sus extremos relativos necesitamos su derivada.
f(x)=xe* = f(x) =e*+xe* =(1+x)e"
Igualamos a cero la derivada.

i 1+x=0=x=-1
f'xX)=0=(1+x)e*=0= _
e* =0— Noes posible

El punto critico de la funcion es x =-1.
Estudiemos el comportamiento de la funcion antes y después de este valor.

e En(-oo,—1) tomamos x=-2y laderivada vale f (-2)=(1-2)e” = _—21 <0, la funcion
e
decrece en (—o0,—1).
e En (—1, +oo) tomamos X =0 y la derivada vale f "(0) = (1+ O)e° =1>0, la funcion crece en
(—1, +oo).

t t T T T
4 -3 -2 1 2

-1 0
La funcion decrece en (—o0,—1) y crece en (—1,+o0). Tiene un minimo relativo en x=-1.

Estudiemos su concavidad, para ello necesitamos la segunda derivada.
f'(x)=e"+xe" = f "(x) =e" +e* +xe* = 2e* + xe* = (2+x)e"
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Igualamos a cero la segunda derivada en busca de puntos de inflexion.

. 2+X=0=>x=-2
f7(x)=0=(2+x)e"=0= _
e* = 0= No es posible
Estudiamos el signo de la derivada segunda antes y después de X =-2.

e En (—o,—2) tomamos x =-3 y la derivada segunda vale f “(-3)=(2-3)e” = ;—;L <0, la

funcion es concava (n) en (—o0,—2).
e En (—2,+) tomamos x =0 y la derivada segunda vale f “(0)=(2+0)e°=2>0,1la
funcion es convexa (U) en (—2, +oo).
La funcion es concava en (—o0,—2) y convexa en (—2,+o0)y presenta un punto de inflexion en
X=-2.

Hacemos una tabla de valores donde colocamos el minimo, el punto de inflexidn y algunos valores
mas.

. [
X y = xe*
-3 | -3¢°=-0,15
-2 | —2e?%=-0,27
-1| —-e*=-0,37
0 0 -
1 e=2,7

Jo)=e

7
e /

Punto de inflexion Minimo
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E6.- (Andlisis)
Demuestre que la ecuacion x* —12x =-2 tiene una solucion en el intervalo [—2, 2] y pruebe ademas
que esa solucion es Unica. (2 puntos)

A partir de la ecuacion planteada consideramos la funcion f(x) = x> —12x+2.
En x=-2 la funcion vale f(-2)= (—2)3 —12(-2)+2=-8+24+2=18>0.
En x=2 la funcién vale f(2)=8-24+2=-14<0.

La funcion f(x)=x>—12x+2 es continua en [-2,2] y toma valores de distinto signo en cada
extremo del intervalo, por el teorema de Bolzano existe ¢ e[-2,2] tal que f(c)=0.

Esto implica que existe ¢ €[-2,2] tal que f(c)=c’-12c+2=0=c’-12c=-2

Ademas, esta solucion es tnica, ya que si hubiese otro valor d €[-2,2] tal que f(d)=0.
Podriamos aplicar el teorema de Rolle a la funcién  f (x) =x°—12x+2 en el intervalo [c,d],
pues la funcion es derivable en (c,d), continua en [c,d], ya que es una funcién polinémica.
El teorema de Rolle nos asegura la existencia de un valor ee(c,d) tal que f (e)=0.
Pero la derivada de la funcion es f “(x) =3x*—12, si la igualamos a cero obtenemos:
f(x)=0=3x*-12=0=> x> —4=0= x=+/4 =+2 y ninguno de estos valores
esta en el intervalo (—2,2). La contradiccion obtenida permite afirmar que la solucion de la
ecuacion inicial es unica.
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E7.- (Analisis)
a) Calcular limS—S%X~X " (1 punto)
x>0 @ +senx —1
2
b) Calcular I(senx+cos x)dx . (1 punto)
0
a)
X —_ p— —_— p—
lim & — S8 X=X _ 1-1-0 = 0 = Indeterminacion (aplico L"Hopital)=
x>0 g +senx—1 1+0-1 O
:"me +senx—1:1+0—l:@
x>0 @ 4+ C0S X 1+1
b)

O V[ N

(senx+cos x)dx =[—cos X + senx];% = [—cos % +sen %} —[-cos0+sen0] =

=1+1=|2]
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E8.- (Anélisis)
a) Calcule los puntos de corte de las graficas de las funciones f(x) = 2 y g(x)=3-x.
X

(0,5 puntos)
b) Sabiendo que en el intervalo [1, 2] se verifica que g(x) > f(x) calcular el area del recinto
limitado por la grafica de ambas funciones en dicho intervalo. (1,5 puntos)

a) Hallamos los puntos de corte de las dos funciones.

o_a 3—+1—2—x
f(X)Zg(X):E:3—x:>2:3x—x2:>x2—3x+2:0:>x:w: 2
’ 2 3-1
o X

Las graficas se cortanen x=2 yen x=1.

b) El area del recinto limitado por ambas gréficas es la integral definida entre 1 y 2 de una funcion
menos la otra, como sabemos que g(x) > f(x), entonces el integrando serd g(x)— f (x).

2 2 2 2 2
j3—x—3dx= ax- X x| =132-2 _2mn2|-|3-L _2imn1]|=
1 X 2 1 2 2

:6—2—2In2—3+%+0: g—2|n220,114u2

No piden dibujar el recinto pero lo hacemos para comprobar la solucion.

[S4]

(=

El area del recinto es muy pequefia. Mucho mas pequefio de 1 cuadradito.
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E9- (Probabilidad y estadistica)

El peso de los alumnos de 2° de bachillerato de un instituto de Ledn, sigue una distribucion normal, de
media 75 kg y de desviacion tipica 5. Si se elige al azar un alumno, calcular la probabilidad de que:

a) Tenga un peso entre 70 y 80 kg. (1 punto)

b) Tenga un peso superior a 85 kg. (1 punto)

X = Peso de un estudiante de 2° de bachillerato. X = N(75, 5).

a) Nos piden hallar P(70 < X <80).

P(70 < X <80) = {Tipificamos} = P(?O;?S <Z< 80;75j=

=P(-1<Z <1)=P(Z<1)-P(Z <-1)=
=P(z<1)-(P(Z>1))=

=P(Z<1)-(1-P(Z <1))=
=2P(Z <1)-1={Buscamos en la tabla N(0,1)} =
=2-0,8413-1=1,6826-1=1|0,6826

b) Nos piden hallar P(X >85).

P(X >85)={Tipificamos} = P(Z > 85;75j =P(z2>2)=

=1-P(Z <2)=1-0,9772=[0,0228
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E10.- (Probabilidad y estadistica)

La probabilidad de que a un puerto llegue un barco de tonelaje bajo, medio o alto es 0,6, 0,3 y 0,1,
respectivamente. La probabilidad de que necesite mantenimiento en el puerto es 0,25 para los barcos de
bajo tonelaje, 0,4 para los de tonelaje medio y 0,6 para los de tonelaje alto.

a) Si llega un barco a puerto, calcule la probabilidad de que necesite mantenimiento. (1 punto)
b) Si un barco ha necesitado mantenimiento, calcule la probabilidad de que sea de tonelaje medio.
(1 punto)

Construimos un diagrama de arbol.

Necesita
mantenimiento

Tonelaje bajo

Necesita
mantenimiento

Llega un barco y
vemos si necesita
mantenimiento

Tonelaje medio

Necesita
mantenimiento

Tonelaje alto

Con los datos que nos proporciona el diagrama respondemos a las preguntas.

a) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P (Necesita mantenimiento) =0,6-0,25+0,3-0,4+0,1-0,6 =
b) Aplicamos el teorema de Bayes.

P (Tonelaje medio / Ha necesitado mantenimiento) =

B P(Tonelaje medio N Necesite mantenimiento) - 0,3-0,4 12 0.3636
- P (Necesite mantenimiento) © 0,33 33
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EBAU Extraordinaria 2019

g EJERCICIO
=z Pruebas de acceso a enseflanzas
= .
7 universitarias oficiales de grado MATEMATICAS Il
=}
7} - -
g Castillay Leén Ne Paginas: 3

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger una de las dos opciones, pudiendo
desarrollar los cinco ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no admitan memoria
para texto ni representaciones gréaficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un maximo de 2

puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos,
definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver.
Justificaciones teoricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la
exposicion. Precision en los calculos y en las notaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no
triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion légicay los calculos.

OPCION A

E1.- a) Discutir segun los valores del parametro el sistema de ecuaciones lineales m
X+y-z=1
2X+y+mz= 4}
(1 punto)
b) Resolverlo para m=1. (1 punto)

E2.- a) Consideremos los vectores u= (1, 1, a) y V= (1, -1, a) . Calcular a para que sean perpendiculares.
(0,5 puntos)
b) Calcular un vector unitario perpendicular a los vectores B = (1, 2,3) y a = (l, -2, —3)
(1,5 puntos)

—x>=2x six<0

E3.- Dada la funcion f(x)= _
x> —4x six>0

a) Probar que posee un maximo relativo en —1 y un minimo relativo en 2. (1,4 puntos)
b) Probar que no posee extremo relativo en 0. (0,6 puntos)
E4.- a) Calcular IimXSi : (1 punto)
x>0 % —COS X
b) Calcular a, siendo a > 1, para que el area de la region del plano comprendida entre las graficas de
las funciones f (x)=x, g(x)=ax yx=1seal. (1 punto)

ES5.- La temperatura del cuerpo humano sigue una distribucion normal de media 37°C y desviacion
tipica 0,5°C.
a) Calcular la probabilidad de que la temperatura de una persona esté comprendida entre 36°C y

38°C (1 punto)
b) Calcular la probabilidad de que la temperatura de una persona sea menor que 36,5°C.
(1 punto)
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OPCION B
x 0
_ 1 01 1 -1
El.- Dadas las matrices A= 11 o) M=y 1|yN= 1 o) calcular los valores de
X-y 1
x ey, para que el producto 4M sea igual a la inversa de la matriz N. (2 puntos)

E2.- Hallar a y b para que los vectores (a, —1, 2) y (1, b, —2) sean perpendiculares y las dos
primeras coordenadas de su producto vectorial sean iguales. (2 puntos)

E3.- @) Enunciar el teorema de Rolle. (1 punto)
b) Indicar un punto en el que la funcion f(x)=2x—senx tome el valor 0, y demostrar (o bien usando
el teorema del apartado previo o bien con algin otro razonamiento) que esta funcién solo se
anula en ese punto. (1 punto)

E4.- Determinense los valores de a y de b para los cuales la funcién definida por:
a+cosx si x<0
f(x)=

X2 —2bx+1 si x>0

1
es continua y verifica que J' f (x)dx =% . (2 puntos)
0

E5.- En una empresa de alquiler de vehiculos con conductor:
* Trabajan 50 conductores de menos de 45 afios, de los cuales 15 hablan inglés.
* Trabajan 30 conductores de entre 45 y 55 afios, de los cuales 6 hablan inglés.
* Trabajan 20 conductores de mas de 55 afios, de los cuales 3 hablan inglés.
Considerando los sucesos: A= “tener menos de 45 afios”, B= “tener entre 45 y 55 afios”,
C = “tener mas de 55 afios” e I = “hablar inglés”:

a) Calcular P(/14), P(/18)y A/ (). (0,9 puntos)
b) Si se elige al azar un conductor, y éste habla inglés, ¢ cual es la probabilidad de que tenga
menos de 45 afios? (1,1 puntos)
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SOLUCIONES

OPCION A

E1.- a) Discutir segun los valores del parametro el sistema de ecuaciones lineales m

X+y-z=1
Ty (1 punto)
2X+y+mz=4
b) Resolverlo param = 1. (1 punto)

a) El sistema tiene mas incognitas que ecuaciones por lo que no es compatible determinado,
despejemos y discutamos el sistema.

X+y-z=1 X+y=2+1
=
2X+y+mz=4 2X+y=4—-mz

11 1
La matriz de los coeficientes A= (2 J tiene rango 2, ya que |A| =15 j:' =1-2=-1+#0.

El sistema es compatible indeterminado siempre. No depende del valor de m.

. X+y-z=1
b) Param = 1 el sistema queda . Lo resolvemos.
2X+y+z2=4

X+y—-z=1 X+y=1+z X=1+z-y
= = =
2X+y+z2=4 2X+y=4-12 2X+y=4-12

:>2+22—2y+y:4—z:>—y:2—323

x:1+z+2—3z:>

La soluciones x=3-2t, y=—2+3t, z=t .
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E2.- a) Consideremos los vectores u =(1,1,a) y v=(1,-1a). Calcular a para que sean
perpendiculares. (0,5 puntos)
b) Calcular un vector unitario perpendicular a los vectores p = (1, 2,3) yqg= (1, -2, —3)

(1,5 puntos)

a) Para que sean perpendiculares su producto escalar debe ser 0.

|

-v=(Lla)(l-La)=1-1+a’=a’

v=0=a’=0=[a=0]

|

b) Un vector r perpendicular a los vectores p=(1,2,3) y q=(1,—2,~3)es su producto vectorial.

i j ok
Pxq=[l -2 —3=—6i—3j+2k+2k—3j+6i=—6]+4k =(0,-6,4)
1 2 3

Hay muchos vectores perpendiculares, pero todos son de coordenadas multiplo de las obtenidas.
r=c(0,-6,4)=(0,-6c,4c)

Como ademaés debe ser unitario, es decir, de modulo 1, se debe cumplir:

r|=[(0.~6c,4c) = J(=6c)” +(4c)’ =/36¢” +16¢” = /52C?

- 1 1
rl=1=+52c* =1=52c’=1=>c’=—=|c= —
rj=1=+ RN
El vector es F:(O,_—G,ij
52 /52
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2 -
L, —X°=2Xx six<0
E3.- Dada la funcion f(x) = ) .
x> —4x six>0
a) Probar que posee un maximo relativo en —1 y un minimo relativo en 2. (1,4 puntos)
b) Probar que no posee extremo relativo en 0. (0,6 puntos)

a) Enx =1 la funcién es f(x)=—x*—2x. Esta funcion tiene derivada f "(x) =-2x-2,
sustituyendo el valor x = -1 se tiene f "(-1)=-2(-1)-2=2-2=0 yademés f “(x)=-2<0.
Luego en x = -1 la funcion tiene un maximo relativo.

Enx =2 la funcién es f(x)=x*—4x. Esta funcion tiene derivada f "(x) =2x -4, sustituyendo
el valor x =2 setiene f (2)=22-4=0 yademas f “"(x)=2>0.
Luego en x = 2 la funcién tiene un minimo relativo.

b) Veamos el signo de la derivada antes de 0 (x < 0) y después de 0 (x > 0).

Para x <0 la funcion es f(x) =—x*—2x la derivada es f "(x) =—-2x—2 y si tomamos un valor
muy proximo a 0, por ejemplo —0,01 la derivada es
f ’(-0,01) =-2(-0,01)-2=0,02-2=-1,98<0

Para x > 0 la funcion es f(x) =x*—4x la derivada es f "(x)=2x—-4 y si tomamos un valor
muy préximo a 0, por ejemplo 0,01 la derivada es f "(0,01) =2(0,01)—-4=0,02—4=-3,98<0
—2x—-2 six<0
2Xx—4 six>0

—x>=2x six<0
, ) es f'(x):{
X°—4x six=0

de signo en un entorno de x = 0, es negativa y por tanto es decreciente en x = 0.

La derivada de la funcién f (x) :{ y no cambia
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Senx

E4.- a) Calcular lim———— . (1 punto)
x>0 ¥ —COS X
b) Calcular a, siendo a > 1, para que el area de la region del plano comprendida entre las graficas
de las funciones f(x)=x, g(x)=ax yx=1seal. (1 punto)
senx 0 O

a) lim— E
x->0e" —cosx 1-1

. . . COS X 1
=—={Aplico L'Hopital! = lim———===|1
0 { P P } x-0e*+senx 1

b) Veamos primero si las dos funciones se cortan.

f(x)=g(x)=>x=ax=x—ax=0=x(1-a)=0=x=0

El &rea de la region del plano es el valor absoluto de la integral definida entre 0 y 1 de la diferencia
de las dos funciones.

teon | T x ax | [22 a]l [o> o] |1 a
Area=j(x—ax)dx= AT A ) U e el ) R =‘___
0 2 2 2 2 2 2 2 2

a 1 a 1
Yaquea>1yportanto —>— ortanto ———=>0.
q yp 5 Zyp 5 5

Como el area debe ser 1, entonces %—%=1:>a7_1:1:> a-1=2=[a=3
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E5.- La temperatura del cuerpo humano sigue una distribucion normal de media 37°C y desviacion

tipica 0,5°C.

a) Calcular la probabilidad de que la temperatura de una persona esté comprendida entre 36°C y
38°C (1 punto)

b) Calcular la probabilidad de que la temperatura de una persona sea menor que 36,5°C. (1 punto)

Sea X = Temperatura del cuerpo humano. X = N(37, 0.5). Nos piden:

a) Nos piden hallar el valor de P(36 < X <38).

P(36 < X <38)={Tipificamos} = P(36_37 X=36 38_37j:

05 05 05
=P(-2<Z<2)=P(Z<2)-P(Z2<-2)=
=P(Z <2)-(1-P(Z<2))=0,9772-(1-0,9772) =

b) Nos piden hallar el valor de P(X <36,5).

P(X <36,5) = {Tipificamos} = P(

X —37 _36,5-37)_
0,5 0,5

=P(Z <-1)=1-P(Z <1)=1-0,843=[0,157
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OPCION B
x 0
_ 1 01 1 -1
E1l.- Dadas las matrices A= 11 o) M=y 1|yN= 1 o) calcular los valores de
Xx-y 1
x ey, para que el producto 4#M sea igual a la inversa de la matriz N. (2 puntos)

Calculemos primero la inversa de la matriz N, comprobando previamente si existe.
1 -1 . .
IN| :‘ L 5 ‘ =2-1=1#0 Existe la inversa y la calculamos.
-1

N_ledj(Nt)_Adj(—ll zj:( 2 _(_1)]2[2 1)

IN| 1 (-1 1

Averigiiemos ahora el valor de x para que se cumpla AM =N .

0

X
o 1 01 2 1 X+x-y 1} (2 1

AM =N"= 1y 1= = = =
-1 10 x—y 1 11 -x+y 1) (11

2x-y 1 2 1 2X—y=2 2X—y=2
N - = = =2x—(1+x)=2=
-X+y 1 11 -X+y=1 y=1+X

= 2x-1-x=2=|x=3|= |y =1+x=1+3=4]

Lasolucionesx=3ey=4.
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E2.- Hallar a y b para que los vectores (a, —1,2) y (1, b, —2) sean perpendiculares y las dos
primeras coordenadas de su producto vectorial sean iguales. (2 puntos)

Para que los vectores (a, —1,2) y (1, b, —2) sean perpendiculares su producto escalar debe ser 0.
(a,-12) - (Lb,—2)=a-b-4=0=a-b=4

Ademas, su producto vectorial es:

ik
(a,-12) x Lb—2)=la -1 2|=2i+2j+abk+k +2aj—2bi=
1 b -2

=(2-2b)i+(2a+2) j+(ab+1)k =(2—2b,2a+2,ab+1)
Como debe tener las dos primeras coordenadas iguales, debe cumplirse:
2-2b=2a+2=-2b=2a=a=-b

Juntando las dos condiciones tenemos un sistema de ecuaciones que resolvemos.

a-b=4
a=-b

}:—b—b=4:>—2b=4:>|b=—2|=>|a=2|

Lasolucibnesa=2yb=-2.
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E3.- @) Enunciar el teorema de Rolle. (1 punto)
b) Indicar un punto en el que la funcion f (x) =2x—senx tome el valor 0, y demostrar (o bien

usando el teorema del apartado previo o bien con algun otro razonamiento) que esta funcion sélo
se anula en ese punto. (1 punto)

a) Disponible en cualquier libro de texto.
b) La funcion toma el valor 0 para x = 0.

f(0)=2-0-sen0=0

La derivada de la funciénes f (x)=2-cosx.
Esta expresion de la derivada es positiva para cualquier valor de x.

—1<cosX<1=>-1<-c0sX<1=2-1<2-c0sX<2+1=1<2-c0osX<3=1<f"(x)<3

La funcidn siempre es creciente.

Tenemos una solucion para x = 0.
La solucion es Unica, ya que si hubiese otro valor d tal que f(d)=0.

Podriamos aplicar el teorema de Rolle a la funcion f(x) =2x—senx en el intervalo [O, d] , pues
la funcion es derivable en (0,d), continua en [0,d], ya que es una funcién polinémica.

El teorema de Rolle nos asegura la existencia de un valor e<(0,d) tal que f (e)=0.

Pero la derivada de la funcién es f“(x) =2—cosx, que no se anula en ningin momento.
La contradiccion obtenida permite afirmar que la solucién es Unica.
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E4.- Determinense los valores de a y de b para los cuales la funcion definida por:
a+cosx si x<0
f(x)=

X2 —2bx+1 si x>0

1
es continua y verifica que J' f (x)dx :% . (2 puntos)
0

a+cosx si x<0

Paraque f(x)=q , ] sea continua debe cumplir:
X“—2bx+1 si x>0

f(0) existe y vale f(0)=a+cosO=a+1
lim f(x) = lim (x* - 20x+1) =1 existe.

x—0" x—0"

lim f(x) = lim (a+cosx)=a+1 existe.
x—0" x—0*"

Los tres valores soniguales.a+1=1->a=0
La segunda condicion implica que:

1 1 3 1
If(x)dx:l:sz—be+1dx:1:> X bx? 4 x 1
) 34 373 3

0
3 3
Y prsr|-| L oporio|=d
3 3 3

1—b+l=1
3 3
-b+1=0
b=1

Los valores pedidossona=0y b = 1.
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E5.- En una empresa de alquiler de vehiculos con conductor:

* Trabajan 50 conductores de menos de 45 afios, de los cuales 15 hablan inglés.

* Trabajan 30 conductores de entre 45 y 55 afios, de los cuales 6 hablan inglés.

* Trabajan 20 conductores de mas de 55 afios, de 1os cuales 3 hablan inglés.
Considerando los sucesos: A= “tener menos de 45 afos”, B= “tener entre 45 y 55 afios”, C = “tener
mas de 55 afos” e I = “hablar inglés”:

a) Calcular P(Z1A), P(/1B)y A/ C). (0,9 puntos)
b) Si se elige al azar un conductor, y éste habla inglés, ¢ cual es la probabilidad de que tenga menos
de 45 afios? (1,1 puntos)

a) Calculamos las probabilidades pedidas usando el teorema de Bayes.

15
P(1nA) 100 15
P(1/A)= (P(A))=150§=%=0,30

100
(108) 1o
P(1NnB) 100 6
P(1/B)= 0 :1??(?:%:0,20
100
(100) 1o
P(1NC) 100 3
P(1/C)= 5 C) :1208:%:0,15
100

b) UNA FORMA DE HACERLO

P(1NA) P(1NA)
P(A/1)= P (1) = P(A)-P(1nA)+P(B)-P(1nB)+P(C)-P(l mc):

15 15

_ 100 _100 _15 _
“5015 30 6 20 3 24 g4 0%

+ +
10050 10030 10020 100

OTRA FORMA DE HACERLDO.
Por pura logica.
Si sabemos que habla inglés es uno de los 15 + 6 +3 = 24 que hablan inglés.

Como de todos estos solo 15 son menores de 45 afios, la probabilidad pedida es g =10,625
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EBAU Ordinaria 2019

Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO
universitarias oficiales de grado MATEMATICAS Il
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Castillay Ledén N2 Paginas: 3

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger una de las dos opciones, pudiendo
desarrollar los cinco ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no admitan memoria
para texto ni representaciones graficas). )

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Cada uno de los ejercicios se puntuara sobre un maximo
de 2 puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos,
definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver.
Justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la
exposicion. Precision en los calculos y en las notaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no
triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion ldgica y los calculos.

OPCION A

1 1 m)(x 4
E1l.- Dado el sistema de ecuaciones: |2 1 0| y|=|3
2 2 2)\z 6

a) Estudie la existencia y unicidad de soluciones segun los valores del parametro m. (1 punto)
b) Resuelva el sistema de ecuaciones anterior para el caso m=2. (1 punto)

x-1 y-1 z-1
32
el punto A=(1,2,1). (1 punto)
b) Calcule la ecuacion de la recta r que pasa por el punto B=(2,1,2) y es perpendicular a las rectas
s = x—l= y—l= z-1 s = x—2=y_—1= z

R —. 1 punto
=TT Ty YR ET TS (1 punto)

E2.- a) Calcular la ecuacion del plano @ que contiene a larecta r = y pasa por

E3.- Dada la funcion f(x)=2x>+3x*—12x , para x € R.
a) Calcule sus maximos y minimos relativos y sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(1 punto)

b) Calcule el maximo y minimo absolutos en el intervalo [—2,2]. (1 punto)
. cos(x)-1

E4.- a) Calcular ImL : (1 punto)

x>0 xsen(x)

b) Calcular el area encerrada por las graficas de (x)=4x y de (x)=x3en el intervalo [0,2], probando
anteriormente que en dicho intervalo f>g. (1 punto)

E5.- Las notas de Matematicas Il de 500 alumnos presentados al examen de EBAU tienen una
distribucion normal con media 6,5 y desviacion tipica 2.

a) Calcule la probabilidad de que un alumno haya obtenido méas de 8 puntos. (1 punto)
b) ¢ Cuéntos alumnos obtuvieron notas menores de 5 puntos? (1 punto)
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OPCIONB
k-1 2 =2
E1.- a) Encontrar los valores de k para que la matriz A=| 0 k-2 1 |seainvertible.
1 0 1
(1 punto)
b) Encontrar la inversa de A para k=2. (1 punto)
x-1 y-1 z-
E2.- Sean larecta r = == yelplano z7=x+y+kz=0 .
m
Encontrar m y k para que:
a) La recta r sea perpendicular al plano . (1 punto)
b) La recta r esté contenida en el plano . (1 punto)

E3.- Sea el polinomio f(x)=ax®+bx*+cx+d del cual sabemos que f(0)=1, f(1)=0 y que tiene

extremos relativos en x=0 y x=1. Calcular a, b, c y d. (2 puntos)
2x+3 . . - - .
E4.-a) Sea f(x)= Tiail Hallar el area del recinto limitado por la grafica de f(x), el eje OXy
+3x+
las rectas x=0 y x= 2 (1 punto)
xsen(x)

b) Calcular I|m (1 punto)

03cos(x)—-3

E5.-En una competicion de tiro olimpico hay 10 rifles, 4 con visor telescopico y 6 sin el. La
probabilidad de que un tirador haga blanco con un rifle con visor telescopico es 0,95 y sin él es de
0,65.

a) Halla la probabilidad de hacer blanco escogiendo un rifle al azar. (1 punto)
b) Si el tirador hace blanco. ¢Es mas probable que haya disparado con un rifle con visor
telescopico o sin él? (1 punto)
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SOLUCIONES

OPCION A

1 1 mYx) (4

El.- Dado el sistema de ecuaciones: |2 1 0| y|=|3
2 2 2)\z 6

a) Estudie la existencia y unicidad de soluciones segun los valores del parametro m.

b) Resuelva el sistema de ecuaciones anterior para el caso m=2.

(1 punto)
(1 punto)

1 1 m
a) Estudiemos el rango de la matriz A={ 2 1 0 | con determinante
2 2 2
1 1 m
A=2 1 0|=2+4m-2m-4=2m-2.
2 2 2

Lo igualamos a cero para ver los distintos casos (dependiendo del valor de m).
|Al=0=2m-2=0=2m=2=m=1

Hay 2 casos distintos: m=1y m=1

CASO 1. m=1.
Aqui la matriz A tiene inversa y la solucion seria
x) (1 1 m\ (4
yl=2 1 0] -3
z 2 2 2 6

El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO. Tiene una Unica solucion.

CASO 2. m=1

El determinante de A es 0, por lo que el rango no es 3. Como tiene un menor de orden 2 no

1
nulo,
2

t‘ =1-2=-1+#0, el rango de la matriz A es 2.

Veamos la matriz ampliada
11 1|4

2 1 0]3
2 2 2|6
1 1 4

. Tomamos el menor de orden 3 con las tres Gltimas columnas y vemos si €s

nulo|1 0 3=6+8-6-6=2=0.Elrango de laampliada es 3 distinto al de la matriz de

2 2 6
los coeficientes. El sistema es INCOMPATIBLE. No tiene solucién.

1

X 11 2) (4
b) Para m = 2 el sistema tiene como soluciéon |y |=|2 1 0| -| 3].
z 2 2 2 6
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Hallamos la inversa de la matriz A.

12 2 N

Adj||1 1 2 0

A_l:Adj(At): 2 0 2 =£_2

A 22-2 2| o

2

It
1 1 -1
Al=l-2 -1 2
1 0 -1/2

x) (11 2Y'(4) (1 1

yl=[2 1 0| |3]|=|-2 1

z) \2 2 2) \6) (1 0

1
Lasoluciones |y [=|1
Z 1

N N DD DN DNNDN

2 2 -2
==|-4 -2 4

2
2 0 -1
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x-1 y-1 z-1
3 2
el punto A=(1,2,1). (1 punto)
b) Calcule la ecuacion de la recta  que pasa por el punto B=(2,1,2) y es perpendicular a las rectas
s = x—1: y—1: z-1 s = x—2:y_—1: z

— —. 1 punto
= s Ty YRS =S (1 punto)

E2.- a) Calcular la ecuacion del plano © que contiene a larecta r = y pasa por

a) Para definir el plano necesitamos un punto A=(1,2,1) y dos vectores directores. Tenemos el
director de larecta v, = (2,3, 2), el otro vector podemos obtenerlo como el que une el punto A

con el punto de la recta B(1,1,1), es decir, AB = (111)—(1,2,1)=(0,-1,0).
La ecuacion del plano es:

v =(232) x-1 y-2 z-
AB=(0,-10) t=z=[2 3 2|=0=>-2z+2+2x-2=0=
Pasa por A(1,2,1) 0 -1 0

=2x-22=0=[zr=x-2=0)

b) Una recta perpendicular a otras dos (s1 y s2) tiene la direccion del producto vectorial de los
vectores directores de ambas rectas.

i j ok
}:\Trv:xv: 2 2 2[=4i-2j+6k+2k-4j-6i=
-1 3 2

-(222)
(-13,2)

V52

=-2i-6j+8k =V, =(~-2,-6,8)
Y pasa por el punto B=(2,1,2), por lo que su ecuacién es

s IS

Pasa por el punto B(2,1,2)

x-2 y-1 z-2

q
Il
|
|

248 de 316 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Ordinaria 2019 Matemdticas Il en Castilla y Ledn

E3.- Dada la funcion f(x) =2x*+3x* —12x , para x € R.
a) Calcule sus maximos y minimos relativos y sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
(1 punto)
b) Calcule el maximo y minimo absolutos en el intervalo [—2,2]. (1 punto)

a) Calculemos la derivada de la funcion f(x) =2x® +3x* —12x.
f(x) =2x° +3x* —12x = f (X) =6x° +6x—12

Averiguamos sus puntos criticos igualando la derivada a cero.
f'(X)=0=6x*+6x-12=0=x*+x-2=0

X_—1+3_1
X_—1J_r\/1+8_—113_ 2
2

Hay un punto critico en x = -2 y otro en x = 1. La recta real se divide en 3 partes, veamos que
ocurre con el signo de la derivada en cada una de ellas.
e En (—o0,—2) tomamos x = -3 y la derivada vale
f'(-3)=6(-3)" +6(-3)-12=54-18-12 =24 >0 La funcién crece.
e En (-2,1) tomamos x = 0 y la derivada vale f '(0)=6(0)"+6(0)-12=-12<0 La

funcion decrece.
e En (1,+0) tomamos x = 2 y la derivada vale

f'(2)=6(2)"+6(2)-12=24+12-12=24>0 La funcién crece.

El esquema de como evoluciona la funcion quedaria

—

45 8
La funcion tiene un méximo local en x = -2 y un minimo local en x = 1.
Crece en (—o0,—2)U(1,+0)y decrece en (-2,1).

=

b) Para calcular los maximos y minimos absolutos en el intervalo [-2,2], restringimos el dibujo a la

zona a estudiar.
\ .

2 -1 o 1 2

El minimo absoluto estd en x = 1 como se aprecia en el esquema.
El maximo absoluto esta en uno de los extremos: en X = -2 0 en X = 2. Veamos donde toma el
valor mas alto la funcién.

f(-2)=2(-2)" +3(-2)" ~12(-2) = —16+12+24 = 20
f(2)=2(2)' +3(2)" ~12(2) =16 +12-24 =4

El méximo absoluto se alcanza en x = —2.
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E4.- a) Calcular IimM .
x>0 xsen(x)

(1 punto)

b) Calcular el area encerrada por las graficas de f (x)=4xyde g(x)=x* enel intervalo [0, 2],

probando anteriormente que en dicho intervalo f>g.

(1 punto)

a)

lim cos(x)—1 _1-1

—sen(x)

0

oo

={L"Hopital! =i
x>0 xsen(x) 0 {L'Hopital} = lim

~ {L'Hopital} = lim —cos(x) S

x>0 sen(X) + x cos(X) 0

%0 c0s (X ) +cos(x) —xsen(x) 1+1-0

-1
2

b) Hallemos los puntos de interseccion de las gréficas de las funciones dadas.

f(x)=g(x):>4x=x3:>4x—x3=O:>x(4—x2)=0:>{

x=0
4-2=0=x2=4=x=4=+2

Como pide el recinto en el intervalo [0, 2] no incluimos el valor —2.
Las funciones no se cortan en dicho intervalo, solo en los extremos. Veamos cual es mayor

viéndoloen x = 1.
f(1) =4 y g(1)=1% =1. Luego f(x) > g(X).

2
Area = _f4x —x%dx =
0

—_ZXZ—X—“T

L 4 0

i 2 , 0

=1 2(2) == -] 2(0) == | =
22 -2 |- 20~
—8-4=|412

E__
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E5.- Las notas de Matematicas Il de 500 alumnos presentados al examen de EBAU tienen una
distribucion normal con media 6,5 y desviacion tipica 2.

a) Calcule la probabilidad de que un alumno haya obtenido més de 8 puntos. (1 punto)

b) ¢ Cuantos alumnos obtuvieron notas menores de 5 puntos? (1 punto)

X = Puntuacion en Matematicas I1. X = N(6.5, 2)

a) Nos piden calcular P(X >8).

P(X >8)={Tipificamos} = P( X _26'5 > 8_26'5j= P(Z>0,75)=
=1-P(Z <0,75)=1-0,7734=|0,2266
b) Calculamos P(X <5).
P(X <5) = {Tipificamos} = P(X ‘26’5 < 5‘26’5)= P(Z<-0,75)=

=1-P(Z < 0,75) =1-0,7734=0,2266

Como son 500 alumnos 0,2266 - 500 = 113,3. Aproximadamente 113 alumnos.
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OPCION B
k-1 2 -2
E1.- a) Encontrar los valores de k para que lamatriz A= 0 k-2 1 |seainvertible. (1 punto)
1 0 1
b) Encontrar la inversa de A para k=2. (1 punto)
a) Para que una matriz sea invertible debe tener determinante no nulo.
k-1 2 -2
Ennuestro caso |A|=| 0 k-2 1|=k®-2k-k+2+2+2k-4=k*—k
1 0 1
Si igualamos a cero
k=0
|A|:0:>kz—k:0:>k(k—1):0:>{k_l
La matriz es invertible cuando k #0y k =1
1 2 =2
b) Parak =2 lamatriz A= 0 0 1 |tiene inversa pues su determinante es
10 1
1 2 -2
|Al=l0 0 1{=2#0
1 0 1
N ] . Adj(A)
Utilizamos la formula A™ = |A| .
1 2 -2) 00 |20 |20
. - - -
Adj 0 1 11 -2 1 -2 1
10 1 PO ey 1 0
AT = =ZAdjl| 2 0 0||==] - + -
2 2 11 1 -2 -2 1
-2 11
01 11 1 0
+ = +
00 2 0 -2 0
0 -2 2 0o -1 1
Alzé 1 3 -1|=(1/2 3/2 -1/2

0 2 0 o 1 0
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E2.- Sean la recta r = X—% = y2—1= 21 yel plano z=x+y+kz=0 .
m
Encontrar my k para que:
a) La recta r sea perpendicular al plano . (1 punto)
b) La recta r esté contenida en el plano . (1 punto)

a) Larecta r es perpendicular al plano it cuando el vector director de recta y normal del plano son
paralelos (coordenadas proporcionales).

Vr:(m,2,4) - m 2 4 T_Ej

~ (11k) :>Vr//n:>T:I:E:> 9 4

n=(11 22 k=2
= = k=2

b) Para que la recta r esté contenida en el plano r deben de ser el vector director de la recta y normal
del plano perpendiculares (su producto escalar debe valer 0) y ademas el punto P(1,1,1) de la recta
debe estar en el plano (debe cumplir su ecuacion).

v,=(m24)] . . _ .
. =V, Ln=v,-n=(m,2,4)(LLk)=0=m+2+4k=0
n=(L1k)

Y ademas
=X+y+kz=0
FEXty }:1+1+k=0:>

P(1,1,1) esta en el plano

Sustituyendo en la igualdad anterior:

m+2+4k =0
et }:>m+2—8:0:>

k=-2

La recta r esté contenida enel planom sik =-2y m =6.
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E3.- Sea el polinomio f(x)=ax®+bx*+cx+d del cual sabemos que f(0)=1, f(1)=0y que tiene

extremos relativos en x=0 y x=1. Calcular a, b, c y d. (2 puntos)
—Aayd 2
f(x)=ax’+bx“+cx+d a(0)3+b(0)2+c(0)+d:1
f(0)=1 = ; ) =
f(l):O a(l) +b(l) +C 1)+d :O
= d=1 —=a+b+c+1=0
a+b+c+d=0

Ademas, como son extremos relativos su derivada debe ser ceroenx=0yenx = 1.
f(x)=ax’ +bx® +cx+d = f () =3ax® + 2bx+¢

f "(x) =3ax® + 2bx +¢C

f(0)=0=3a(0)’ +2b(0)+c=0
Extremoen x=0 = © ( ) ( ) }:

- 2
Extremo en x =1 f'(1)=0=3a(1) +2b(1)+c=0

c=0
=

=3a+2b=0
3a+2b+0=0

Resolvamos el sistema formado por las dos ecuaciones que quedan.

a+b+c+1=0

3a+2b=0 a+b+1=0] a=-b-1

= = =3(-b-1)+2b=0=
c=0 3a+2b=0 3a+2b=0
d=1

—=-3b-3+2b=0=-b-3=0=|b=-3|=[a=3-1=2]

Lasolucionesa=2,b=-3,c=0yd=1
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E4.-a) Sea f(x)= ZZXTJral . Hallar el &rea del recinto limitado por la grafica de f(.x), el eje OX y
X°+3x+
lasrectasx =0y x=2. (1 punto)
. Xxsen(x
b) Calcular Ilm#. (1punto)
x>03c0s(x)—3

a) Hallemos los puntos de corte de la grafica con el eje OX.

F()=0= —2F3 0o 2x43=0mx=-2=-15
X +3x+1 2

Este valor esta fuera del recinto, ya que —1,5 < 0.

2X+3

2
rea = oot

0

dx :[In(x2 +3x +1)}z =

=[In(22+32 +1)J—[In(02 +3-0+1)} —In11-In1=In11=12,39 u?

A1

[R

38

b) Calculamos el valor del limite.

sen(x)+ xcos(x) _0_

Iim—zg:{Re gla de L’H()pital}:lxiirg “3sen(x) 5

cos(x)+cos(x) —xsen(x) 2
—3c0s(x) -3

={Regla de L"Hopital } = lim
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E5.-En una competicion de tiro olimpico hay 10 rifles, 4 con visor telescopico y 6 sin él. La
probabilidad de que un tirador haga blanco con un rifle con visor telescopico es 0,95 y sin él es de
0,65.

a) Halla la probabilidad de hacer blanco escogiendo un rifle al azar. (1 punto)
b) Si el tirador hace blanco. ¢ Es méas probable que haya disparado con un rifle con visor telescopico
o sin él? (1 punto)

Realizamos un diagrama de arbol para aclarar la situacion planteada.

Elegimos un rifle <

a) P(Dar en el blanco) = P(Coger rifle con visor y dar en el blanco o Coger rifle sin visor y dar en el
blanco) = P(Coger rifle con visor y dar en el blanco) + P(Coger rifle sin visor y dar en el blanco)
= P(Coger rifle con visor) - P(Dar en el blanco con rifle con visor) + P(Coger rifle sin visor) -
P(Dar en el blanco con rifle con visor) =0,4 -0,95+0,6 - 0,65 =0,77

Da en el blanco

Rifle con visor
telescépico

< No da en el blanco
Da en el blanco
Rifle sin visor <

telescépico

No da en el blanco

b) No esta claro porque con visor se acierta mas pero hay menos rifles con visor. Calculemos la
probabilidad de que lo haya hecho con rifle con visor.

. . P (Coger rifle con visor ~ Da en el blanco
P (Coger rifle con visor / Da en el blanco) = (Cog )_

P( Daen el blanco)

04085 10 4o,
0,77

Hay un 49 % de probabilidades de haber utilizado rifle con visor y 51 % de haber utilizado rifle
sin visor.

Si el tirador ha hecho blanco es més probable que haya disparado con un rifle sin visor.
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EBAU Extraordinaria 2018

= Evaluacion de Bachillerato para EJERCICIO
; acceder a estudios universitarios | nATEMATICAS I
% Castillay Leon N2 Paginas: 2

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger una de las dos opciones, pudiendo
desarrollar los cinco ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no admitan memoria
para texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Cada uno de los ejercicios se puntuara sobre un maximo
de 2 puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos,
definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver.
Justificaciones teoricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la
exposicion. Precision en los célculos y en las notaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no
triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion légica y los célculos.

OPCION A

El.- Tres numeros x, y, z cumplen lo siguiente:
« El primero de ellos, x, es la suma de los otros dos.

« El segundo, y, es la mitad del primero mas el triple del tercero.
a) Demostrar que hay infinitos nimeros que cumplen estas condiciones, encontrando una expresion

general de la solucion. (1,5 puntos)
b) Encontrar tres nimeros concretos que cumplan estas condiciones. (0,5 puntos)
X+y+z=0
E2.- Dados el plano 7 =2x+y+z—-3=0ylarecta r =
X—-y+2=2
a) Calcular el punto de interseccion del plano 7 y de la recta r. (1 punto)
b) Encontrar la ecuacion de la recta s contenida en el plano & y que corta perpendicularmente a .
(1 punto)

. 1
E3.- Sea la funcion f (x)= ;+ax+b

a) Encontrar a 'y b para que la funcion tenga un minimo relativo en el punto (%6) . (1 punto)

b) Suponiendo que a =4y b = 2, estudia su continuidad y, en el caso de tenerlas, sus asintotas.
(1 punto)

E4.- Seala funcién f (x)=senx
a) Encontrar las rectas tangentes a la gréafica de la funcion f(x) en los puntos x =0y x = .

Encontrar el punto en que se cortan ambas rectas tangentes. (1 punto)
b) Hallar el a&rea comprendida entre la grafica de f(x) y las rectas de ecuaciones:
y=XeYy=—X+rx. (1 punto)

E5.- Se lanzan tres monedas al aire:
a) Halla el espacio muestral. (1 punto)
b) Halla la probabilidad de:
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i) Obtener mas caras que cruces. ii) Obtener las mismas caras que cruces. (1 punto)
OPCION B
1 01 1 00
E1l.- Dadas las matrices: A=|0 1 0| B=|0 1 2
1 0 k 11 2
a) Discutir, segun los valores de k, cuando A tiene inversa y calcularla para k=2. (1 punto)
b) Para k=2, resolver la siguiente ecuacion matricial: AX +B = AB. (1 punto)

x-1 y-2 z-3

E2.- Dados el plano 7 =ax+y—z+b=0ylarecta r=

-1 1
a) Encontrar a y b para que la recta este contenida en el plano. (1 punto)
b) ¢Existen valores a y b para que la recta sea perpendicular al plano? Razonar la posible respuesta
negativa o encontrarlos en su caso. (1 punto)

E3.- De todos los rectangulos de perimetro 40 cm encontrar el que tiene la diagonal de menor
longitud. (2 puntos)

. 3" —senx
E4.- a) Calcular lim ———.
X—>+0 e +X

b) Encontrar el area del recinto limitado por las funciones f (x)=|x|-1y g(x)=1-x*. (1 punto)

(1 punto)

ES5.- El didmetro interior de un anillo se distribuye normalmente con una media de 10 cmy una
desviacidn tipica de 0,03.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que un anillo tenga un diametro mayor de 10,075? (1 punto)

b) ¢Cuél es la probabilidad de que un anillo tenga un didmetro entre 9,97 y 10,03? (1 punto)
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SOLUCIONES
OPCION A

E1.- Tres numeros x, y, z cumplen lo siguiente:
« El primero de ellos, x, es la suma de los otros dos.

* El segundo, y, es la mitad del primero mas el triple del tercero.

a) Demostrar que hay infinitos nimeros que cumplen estas condiciones, encontrando una expresion
general de la solucion. (1,5 puntos)

b) Encontrar tres nimeros concretos que cumplan estas condiciones. (0,5 puntos)

a) Por la informacion proporcionada los tres nimeros pedidos deben cumplir el sistema de
ecuaciones:

X=y+2

X=y+12
X =

y:§+32 2y:x+62}

Podemos resolver el sistema y hallar sus soluciones.

X=Yy+12

=2y=Y+2+62=|y=72|=|Xx=72+2=82
2y:x+6z} Y=y y | |
Las soluciones del problema son x=8t; y=7t; z=t. SiendoteR.

Los valores que podemos darle a “t” son infinitos y por tanto las soluciones del problema
planteado son infinitas.

b) Le damos a “t” un valor concreto y obtenemos una de las infinitas soluciones:
t=1=x=8:1=8; y=7-1=7; z=1.Unasolucibnes x=8,y=7;z=1

Un ejemplo de niumeros que cumplen lo pedido son 1, 7 y 8.

259 de 316 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Extraordinaria 2018 Matemdticas Il en Castilla y Ledn

X+y+z=0
E2.- Dados el plano 7 =2x+y+z—-3=0ylarecta r=

X—y+z2=2
a) Calcular el punto de interseccion del plano m y de la recta r. (1 punto)
b) Encontrar la ecuacion de la recta s contenida en el plano « y que corta perpendicularmente a .

(1 punto)

a) Expresamos la recta r en forma paramétrica:

X+y+z=0 X=—y—-12
rz{ :>{ 2:>(—y—z)—y+z:2:>—2y:2:>:>

X—-y+z2=2 X—-y+z=

Xx=1-t
=|x=—(-1)-z=1-z|=>r=qy=-1
z=t

La interseccion de la recta r con el plano  se deduce al sustituir las ecuaciones paramétricas de
r en la ecuacion de m:

r=2X+y+2-3=0
Xx=1-t
r=sy=-1
z=t

=2(1-t)+(-1)+t-3=0=>2-2t-1+t-3=0=-t-2=0=

S>t=-2=.y=-1 =|P(3,-1,-2)

El punto de interseccion tiene coordenadas P(3, -1, —2).
OTRA FORMA DE RESOLVERLO

Podria haberse determinado las coordenadas (x,y,z) del punto P resolviendo el sistema formado
por la ecuacion general del plano y las ecuaciones implicitas de la recta:

2X+y+2-3=0 2X+y+2-3=0

X+y+z=0;= X=-y—-7:= (-y-2)+y+z }: y-12 }:

X—y+z=2 X—y+z=2 y-z-y+z=2 y

-y-z-3=0
=
y=-1

}:>+1—z—3=0:> =|x=-(-1)-(-2)=3|=|P(3,-1,-2)
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b) La recta s esta contenida en el plano m, luego su vector director, \75 , es perpendicular al vector
normal al plano, n=(2,1,1). También es perpendicular a la recta r, por lo que \TS es, a su vez,

perpendicular al vector director de r, v, = (-1,01).

Por todo lo anterior nos sirve como vector director de la recta s el producto vectorial de n = (2,1, 1)
y v, =(-1-11).

i j ok
v,xn=[2 1 1=i-j+k-2j=i-3j+k=(1-31)
-1 01

Como larecta s corta a la recta r el punto P debe pertenecer a la recta s.

- - X=3+1

Vv, =V, xn=(1,-31) )
=|[s=<y=-1-3t SiendoteR

P(3,—l,—2)es st
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E3.- Seala funcién f(x)= 1+ax+b
X

a) Encontrar a 'y b para que la funcién tenga un minimo relativo en el punto (%6) : (1 punto)

b) Suponiendo que a =4y b = 2, estudia su continuidad y, en el caso de tenerlas, sus asintotas.
(1 punto)

a) La funcion presenta un minimo relativo cuando x = 1/2, por lo que ha de cumplirse que la derivada
se anule en dicho valor = f'(1/2) = 0:

f(x):§+ax+b:> f '(x)=—%+a

X = - 1 +a=0:>—4+a:0:>

B

Teniendo en cuenta que la grafica de la funcidn pasa por el punto (%6) :

f(x):£+4x+b L1
X :>—+4E+b=6:>2+2+b=6:>

1 1
f@‘ﬁ 2

Los valores buscadossona=4yb = 2.

Se comprueba que en x = 1/2 hay, efectivamente, un minimo, evaluando el signo de f"'(1/2):

f'(x):—i+4:—x’2+4:> f(x)=+2x" :%

x? X
f "(%: 2 _1650
2 1
z)

. 1
b) La funcion queda f(x)= o 4x+2.
El dominio de la funcion es R—{0}, ya que en x = 0 la funcion no esta definida.
En consecuencia: f(x) es continua en R—{0}

Asintota vertical. x=a
Evaluamos el limite de la funcién cuando x — 0:
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lim f(x)=lim 1+4x+2:i_+0+2:—oo

lim f (X)= x—0" x—=>0" X

x—0 B . l 1
lim f(x): lim=+4x+2=—"—+0+2=+w
x—0" x—0" X

La funcion presenta una asintota vertical en x = 0.

Asintota horizontal. y=b
Evaluamos los limites infinitos de la funcion:

. 1
lim=+4x+2=—+0+2=0+00+2 =+
X—>+00 X +w
. 1
lim =+4x+2=—"-0+2=0-0+2=-0
X—>—00 X —00

No presenta asintotas horizontales.

Asintota oblicua. y=mx+n

1+4x+2
o f(x Ly .
mzllmﬁzI|mX—:Ilm%+4+z:i2+4+3:0+4+0:4
x—>®o X X—>+00 X X—® ¥ X o0 0

X—00 o0

n=lm(f(x)—mx)=1ﬂ((§+%+2)—%j=Iim(%+2)=i+2=0+2=2

La asintota oblicua tiene ecuacion y =4x+2
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E4.- Seala funcién f (x)=senx
a) Encontrar las rectas tangentes a la grafica de la funcion f(x) en los puntos x =0y x = .
Encontrar el punto en que se cortan ambas rectas tangentes. (1 punto)
b) Hallar el &rea comprendida entre la grafica de f(x) y las rectas de ecuaciones:

y=Xe y=—X+r. (1 punto)

a) Larectatangente a la grafica de una funcion f(x) en un punto (xo, yo) viene dada por la
expresion y—y, = f (%,)(x—%,)-
Como f (x) = senx, entonces f '(x) = cosx. La recta tangente a la grafica de f cuando x =0 es:

Y=Yo=T(%)(x=%)

X, =0

Yo =f(0)=sen0=0
f(%)=f"(0)=cos0=1

= y-0=1(x-0)=|y=x

Y la recta tangente a la gréafica de f cuando x = es:
Y=Y = f ,(Xo)(x_xo)

X, =
oo 0= t(x-r) = oA

Yo = f(7)=senz=0
f(x)=f"(r)=cosz=-1

Las rectas y = x (tangente a la gréfica de f en x =0) e y = —x + m (tangente a la gréfica de f en
X =) se cortan en:
y=X

VA
SX=X+T>2X=T=>X=—
y=—X+7m 2

b) Averiguamos donde corta la grafica de f (x)=senx el eje OX.

f(x):senx} {x
=senx=0=>
y=0 X

Se trata de calcular el &rea del recinto que aparece de color verde y naranja en la siguiente
representacion: \

T

8y

[STET SO

N
AN
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Las rectas y = x (tangente a la grafica de f en x =0) e y = —x + m (tangente a la grafica de f en

VA
X =) se cortan en x:?

El area pedida se calcula como la suma de dos integrales definidas:

V4

. 2 7 X2 2 NG 7
Area:Ix—senxdx+j—x+z—senxdx: ?-FCOSX + —?+7zx+cosx =
0 T

z 0
2

2 2
n n
(2) (ﬂ'j 0 n’ (2) T T
=22 4 cos| = ||—| =—+c0SO |+| ——+7-7+COST || —~L+ 7| = |+cos| = | |=
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
T T

=2 10-0-1-Z 471+ -2 0=
8 2 8 2

2 T T n’ 2
LI S - -2=|—-2%~046u
8 8 ~ 722/ 722/ 4
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E5.- Se lanzan tres monedas al aire:

a) Halla el espacio muestral. (1 punto)
b) Halla la probabilidad de:
i) Obtener mas caras que cruces. ii) Obtener las mismas caras que cruces. (1 punto)

a) Llamamos C = {Sacar cara al lanzar una moneda} y X = {Sacar cruz al lanzar una moneda}.
E ={CCC, CCX, CXC, XCC, CXX, XCX, XXC, XXX}

b)
i. Obtenemos mas caras que cruces en los 4 sucesos elementales: CCC, CCX, CXC, XCC.

Teniendo en cuenta la Ley de Laplace:

P (M3 _ N°de casos en los que salen mas caras que cruces 4
( s caras gLe cruces) - N° de casos posibles 8

=05

N

ii. No hay ningan suceso elemental en el que salga el mismo nimero de caras que cruces, por lo
que este es un suceso imposible y su probabilidad es cero.

P (Mismas caras que cruces) = [0]
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OPCION B
1 01 1 00
El.- Dadas las matrices: A=/0 1 0|B=(0 1 2
1 0 k 1 1 2
a) Discutir, segun los valores de k, cuando A tiene inversa y calcularla para k=2. (1 punto)
b) Para k=2, resolver la siguiente ecuacion matricial: AX +B = AB. (1 punto)

a) Para que una matriz A tenga inversa, debe cumplirse que |A| # 0. Asi que evaluamos el valor de
|A| en funcion del pardmetro k:

1 0 1
|Al=[0 1 0[=k+0+0-1-0-0=k-1
1 0 k
|Al=0=k-1=0=k=1

Por lo que la matriz A tiene inversa cuando k es cualquier valor distinto de 1.

Para k = 2 existe la inversa y la calculamos.

101 101
A=|0 1 0|=A"=/0 1 0
102 102
1 0 1 10 00 01
+ - +
Adjl0 1 0 0 2 1 2 10
o 2 0 -1
L Adi(AT) 102\ oy p1 pol_|l,
A 2-1 | o2 L2 pof|
10 1
o1 11 o
+ — +
10 Joo o1

b) Despejamos X en la ecuacion matricial AX +B = AB
AX +B=AB=AX=AB-B=A'AX=A"AB-A'B=>X=B-A"'B

Sustituimos los valores de cada matriz y resolvemos.

100 2 0 -1)(1 0 O
X=B-AB=X={0 1 2|-|0 1 0|0 1 2
112)\-10 1)1 12
100 2-1 -1 2 100) (1 -1 -2
X=01 2|-] 0 2 21|=|01 2(-j0 2 2
11 2)\-1+1 1 2 112)10 1 2

0 1 2

X = -1 0

1 0 O
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E2.- Dados el plano z=ax+y—z+b=0ylarecta r= x-1_y-2_z-3

-1 1
a) Encontrar a y b para que la recta este contenida en el plano. (1 punto)
b) ¢Existen valores a y b para que la recta sea perpendicular al plano? Razonar la posible respuesta
negativa o encontrarlos en su caso. (1 punto)

a) La recta r pasa por el punto P(1, 2, 3) y su vector director es VT :(1, —1,1). Para que r esté

contenida en el plano m, el vector \7r debe ser perpendicular al vector normal al plano, n= (a,l, -1)
y por ello su producto escalar debe ser nulo:

v, -n=0=(1-11)(al-1)=0=a-1-1=0=[a=2]
Ademas, también ha de cumplirse que el punto P de r pertenezca al plano r:

r=2X+y—-z+b=0
P(l, 2, 3)e7r

}:>2+2—3+b=0:>

OTRA FORMA DE RESOLVERLO
Expresamos r en forma paramétrica:
x=1+1
r=qy=2-1
z2=3+1

Si hacemos 4 = 1, obtenemos otro punto Q de la recta: Q(2, 1, 4).
Para que r pertenezca al plano 7z =ax+y—z+b=0 los puntos P y Q deben pertenecer a dicho

plano y satisfacer su ecuacion:

rT=ax+y—-z+b=0

}:>a+2—3+b:0:

P(1,2,3)e7z'

= ax —z+b=0

FEATYTIY . 2a+1-4+b=0=[2a+b=3]
Q(2L4)ex

Resolvemos el sistema formado por ambas ecuaciones:

a+b=1 } b=1-a

= —2a+l-a=3=a=2|=|b=1-2=-1]
2a+b=3 2a+b=3

b) Si larectar fuese perpendicular al plano m, el vector director de r, \7, = (1, —1,1) , Seria proporcional

al vector normal de 7, n=(a,1,-1). Para ello:

1 -1 1
—:—:—:>-a:—1
a 1 1

Es decir, cualquier plano de la forma 7 =—-x+y—z+b =0 seré perpendicular a la recta r, sea cual

sea el valor de b (hay infinitos planos, paralelos entre si, dependiendo del valor que demos a b,
que seran perpendiculares a r).
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E3. De todos los rectangulos de perimetro 40 cm encontrar el que tiene la diagonal de menor
longitud. (2 puntos)

X

X

Sea “x” la base del rectangulo, “y” su alturay “d” la longitud de su diagonal (todas en cm). Aplicando
el teorema de Pitagoras:

d2=x2+y’ =>d =X’ +y’
Teniendo en cuenta que el perimetro del rectangulo debe ser 40 cm:
2X+2y=40=>x+y=20=y=20—x

Sustituyendo en la expresion de la diagonal, se obtiene una expresion que solo es funcién de x:

d (x):\/xz +(20—x)2 =\/x2 +(400—4Ox+x2) — \2x2 — 40x + 400

Como queremos calcular las dimensiones del rectdngulo que hacen que su diagonal sea minima,
debemos minimizar la funcién d(x), para lo cual se deriva e iguala a cero:

~ 4x —40 3 2x-20
242x% —40x+400  +/2X% —40x + 400

d’(x)=0 X209 2x-20-0=[x=10]

=
J2X% — 40X + 400

d(x)=2x* —40x+400 = d "(x)

Siendo la longitud de la base del rectangulo de 10 cm, la altura debe ser:

x=20=y=20-10=10

Conviene comprobar que en .x = 10, efectivamente, aparece un minimo relativo en la funcién «(x).
Para ello, evaluamos el signo de &'(x) antes y después de x = 10.

e En (0,10) tomamos x =5y la derivada vale d "(5) = 10-20 - o.La
J2-5?-40-5+400 250
funcion decrece en (0,10)
e En (10,+x) tomamos x = 15y la derivada vale d "(15) = 30-20 90 .o

= = >
J2-157~40-15+400 /250
La funcion crece en (10, +wx)

La funcion presenta un minimo en x = 10.

La diagonal tiene longitud minima en un rectangulo de base y altura de 10 cm (un cuadrado).

269 de 316 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU Extraordinaria 2018 Matemdticas Il en Castilla y Ledn

E4. a) Calcular lim w. (1 punto)

o @X X
b) Encontrar el area del recinto limitado por las funciones f (x)=|x|-1y g(x)=1-x*. (1 punto)

a) Calculamos el limite pedido.

. 3e*—senx 3" —sen(+o) +oo N
lim — = — (+) = — = Indeterminacion(L"Hopital) =
Xx—>+0  @% 4 ¥ e’ 4+ +00

X _ 3e™ —cos(+oo AR A L ARG
3e” —Ccosx _ _ (+0) = +io:lndetermmamon(L Hopital) =
+1 e +1 +00

= lim

X—>+o0 e

X

X X
i SO 3" se g senx o sen(ie) g sen(n) o g g

X—>+00 e x—+0 @% e X—>-+0 e e +00

Hemos utilizado que la funcién seno es una funcion que toma valores entre —1 y 1, mientras que
la funcion exponencial crece cuando x =2 +oo.

-1<senx<1 __senx sen(+w) acotado
. X 400 : Ilm X = = -
lime*=e*™ =400 X+ @ +00 +00

X—>+00

0

—x-1 six<0

b) Redefinimos la funcion f(x) como f(x)=|x|-1 {x—l Gix>0
La grafica de f(x) esta formada por dos rectas: la primera, cuando x es negativa, que es decreciente;
la segunda, cuando x es positiva, que es creciente. Ambas se cortan en el punto (0,—1).

Por su parte, la funcion g(x) es una parébola, cuyo vértice es un maximo, en el punto (0,1), y que
corta al eje de las x en los puntos (—1, 0) y (1, 0).

Con esta informacién podemos esbozar sus graficas e identificar el recinto cuya area hay que
calcular:

a(x) =l—x

Recinto 2

Flx)=-x-1 Sx)=x-1
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El area pedida es la suma de las areas del recinto 1 y 2 de la figura. Como ambos recintos tienen
el mismo valor de area calculamos la del recinto 1 y el area pedida es el doble de la obtenida.

Area recinto1= T(l—xz)—(—x—l)dx = Tl— X% + X+1dx = jl—xz +X+2dx =
e ! |

3 2 0 3 2 I A
Y D SOV, S o) B DAY —ﬂ+ﬂ+2(—l) E N S LA
3 EE 3 2 |6

2 2 3 2

El 4rea pedida es |Area=2-—=—~2.33u°
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ES5.- El didmetro interior de un anillo se distribuye normalmente con una media de 10 cm y una
desviacidn tipica de 0,03.

a) ¢Cuadl es la probabilidad de que un anillo tenga un diametro mayor de 10,075? (1 punto)

b) ¢Cual es la probabilidad de que un anillo tenga un didmetro entre 9,97 y 10,03? (1 punto)

a) El diametro interior de un anillo es una variable aleatoria X que sigue una distribucién normal de
media u = 10 cm y desviacion tipica o = 0.03 cm: X ~ N(10; 0.03)
Se nos pide la probabilidad P(X > 10.075).

X - _10.075-10

P(X >10.075) = {Tipificamos} = P( j: P(Z>25)=..

o 0.03
_ . _ m [
=1- P(Z < 2.5) =1-0.9938 =|0.0062 .
0.1 1] xUE] 0.5433
02 1] 74k 0.5332
03 og17a 06217
04 0554 0,651
0.3 (1] Lhkad 10,6950
0.8 04257 0,720
0.7 0530 0.7811
0.8 ngaal 0,7910
03 nR159 0.8188
b) En este caso, se nos pide la probabilidad P(9,97 < X < 10,03). Tipificando :‘1’ E ‘;E Ez::i
de nuevo la variable: 2| ohoee  osse
13 ﬂ,ﬂ:ﬂ 0,0043
— — — 1.4 oj1az2 0,0207
P(9.97 <X <10.03) = {Tipificamos} = P(glg? 10 < X—u < 10.03 1Oj = T3 | ofEEz oo
0.03 (o} 0.03 16| ofles2  opee
1.7 0.g554 0.0584
1.8 0, 1 0,0843
=P(—1<Z<l)=P(Z <1)—P(Z <—1)=P(Z <1)—P(Z >l)= 19 | offr13 oeT19
20 0wT2 08773
24 0.8 0,082a
_ _ _ _ _ _ _ 22 03881 0,0384
=P(z<1) (1 P(z <1)) =0.8413—(1-0.8413) =(0.6826 e o
-1 /] = /] 1 =
— 0 B ] 1
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EBAU Ordinaria 2018

= Evaluacion de Bachillerato para EJERCICIO
% acceder a estudios universitarios | \aATEMATICAS Il
% Castillay Ledén N2 P4ginas: 2

&

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger una de las dos opciones, pudiendo
desarrollar los cinco ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no admitan memoria
para texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 4 primeros ejercicios se puntuaran sobre un maximo
de 2,25 puntos, y el quinto ejercicio sobre un maximo de 1 punto. Se observaran fundamentalmente los
siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propiedades relacionadas con la
naturaleza de la situacién que se trata de resolver. Justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de
las respuestas. Claridad y coherencia en la exposicion. Precision en los calculos y en las notaciones. Deben
figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion
I6gica y los calculos.

OPCION A

E1.- a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales segun los valores del pardmetro A:

AX+z=1
X+y+Az=1 (1,2 puntos)
X-y+z=1

b) Resolverlo para A =1. (0,8 puntos)

E2.- Determinar la recta s que es simétricade r=x+2=y=2z-2, respecto del plano
r=Xx-2+2=0. (2 puntos)

E3. Dada la funcion f (x) =3x* +x* -1, determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento,
sus extremos relativos y el nimero total de puntos en los que f(x) se anula. (2 puntos)

E4. Calcular el area del recinto limitado por la grafica de la funcidon f (x) =xcosx vy el eje de las x,

cuando x pertenece al intervalo [O, %} . (2 puntos)

E5.- @) Se tira una moneda tres veces. Calcular la probabilidad de que, sin tener en cuenta el orden,

salgan una cara y dos cruces. (1 punto)
b) Una persona elige al azar, sin verlas, dos cartas de una baraja espafiola (de 40 cartas, de las cuales
10 son de cada uno de los 4 palos: oros, copas, espadas y bastos). Calcular la probabilidad de que
ninguna de las dos cartas elegidas sea de copas. (1 punto)
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OPCION B

: 1 2 10 11 ,
E1.- Dadas las matrices A= 5 , B= yM = b’ calcilense a y b para que se
a

5 11
verifiquen [MA|=2 y [M+B|=3, donde se esta usando la notacién habitual (con barras verticales) para
denotar al determinante de una matriz. (2 puntos)
y+1 .
E2.- Dada larecta r = x—lzT: z-1lyel plano 7 =x-y+2z=0, se pide:
a) Determinar la posicion relativa de r y m. (0,8 puntos)
b) Hallar el plano paralelo a m situado a la misma distancia de r que . (1,2 puntos)

E3. Dada la funcion f (x)= x-e™*, determinese su dominio de definicién, asintotas, intervalos de
crecimiento y decrecimiento, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexidad y puntos de

inflexion. Esbdcese también su gréfica. (2 puntos)
. e*—cosx
E4. a) Calcular lim—. 1 punto
) 0 T (1+ x) (1 punto)
(In x)2
b) Calcular Ide (1 punto)

E5.- La variable aleatoria IMC (indice de masa corporal, de modo abreviado) de las personas adultas
de un determinado pais sigue una distribucion normal de media 26 y desviacion tipica de 6. Si tener
un IMC superior a 35 significa ser obeso, encontrar la proporcion de personas adultas obesas de ese
pais. (2 puntos)
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SOLUCIONES
OPCION A

E1.- a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales segun los valores del parametro A:

AX+z2=1
X+y+Az=1 (1,2 puntos)
X—-y+z=1

b) Resolverlo para A =1. (0,8 puntos)

a) Recurriremos al teorema de Rouché—Frobenius para discutir el nimero de soluciones de este
sistema. Asi que comenzaremos por definir la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada con
los términos independientes:

A 0 1

Matriz de los coeficientes > A=|1 1 A
1 -1 1

A 0 1|1

Matrizampliada> A/B=|1 1 A 1]
1 -1 1|1

A continuacion, evaluamos el rango de A, en funcién de los valores de A para los que |A| = 0:

A 0 1
=1 1 A|=A-1-1+ 2= 4>+ 1-2
1 -1 1
: “1412 48 | 1;3:1:}“
S||A|:0:>ﬂ,2+/1—2:0:>/1:#: s
i
2

Caso 1. Si A#1y A =-2 el determinante de A es distinto de cero y su rango es 3, por lo que el

rango de la matriz ampliada A/B también es 3, al igual que el nimero de incognitas. El sistema
tiene una unica solucién (Sistema Compatible Determinado).

Caso 2. Si A =1 el determinante de A es cero por lo que su rango no es 3. Averiguamos el
rango de A 'y de A/B en este valor concreto del pardmetro. Utilizamos el método de Gauss para
obtener una matriz triangular equivalente.

Lo 1l Fila 3 ~ Fila 12
/ 1 -1 1]1
AIB=[1 1 1|14 o |

1 -1 11

0 -1 0 \ 0 — Nueva Fila 32
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Fila2® — Fila 12

11 111 1 0 1|1

10 -114 -0 1 0|0|—>

0 1 0 | 0->NuevaFila2? -1 010

Fila 32 + Fila 22

0 -1 0l0 1 0 11 Rango de A/B es 2
- 0 1 olo -0 1 0|0|=
0 0 0|0 Rango de Aes 2

0O O O/|0— NuevaFila3®?

En este caso el rango de A = Rango de A/B = 2 < 3 = Numero de incognitas, por lo que el
sistema tiene infinitas soluciones (Sistema Compatible Indeterminado)

Caso 3. Si A =-2 el determinante de A es cero por lo que su rango no es 3. Averiguamos el rango
de Ay de A/B en este valor concreto del parametro. Utilizamos el método de Gauss para obtener
una matriz triangular equivalente.

2-Fila 22 + Fila 12

-2 0 1|1
A/IB={1 1 -2|1|->
1 -1 11

2-Fila 32 + Fila 12

2 -2 2|2 1 0 111
0 -2 3|3- NuevaFilaze| 0 2 313
Fila 32 + Fila 28
0 2 -313 1 0 1|1 Rango de A es 2

- -0 2 -3|3|=>

0 -2 3|3
0 0 0 |6->NuevaFilag:| 0 9 01° Rango de A/B es 3

En este caso el rango de A =2 # 3 = Rango de A/B, por lo que el sistema no tiene solucion
(Sistema Incompatible).

b) Para A =1 el sistema es compatible indeterminado, por lo que debemos hallar la expresién de sus

infinitas soluciones.
Como hemos visto en el caso 2 estudiado en el apartado anterior tenemos que la matriz ampliada

1 0 1|1 1 0 1|1
del sistema A/B=|1 1 1|1|esequivalentea|0 1 0|0]|.
1 -1 1)1 0 0 0O
Resolvemos el sistema a partir de esta matriz.
Xx=1-t
X+z=1 X=1-2 .
= =|y=0 ¢,siendoteR
y=0 y=0 -
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E2.- Determinar la recta s que es simétricade r=x+2=y=z-2, respecto del plano
rT=X—2+2=0. (2 puntos)

Estudiamos la posicion relativa de la recta r y el plano .
X+2 y-0 1z
1

De la ecuacién de r =

12 deducimos que pasa por el punto P, :(—2,0,2)y su

vector director es v, =(1,1,1).

De la ecuaci6n de 7 =x—2z+2=0 obtenemos su vector normal n=(1,0,~1). Es facil comprobar
que el vector director de la recta y el normal del plano son perpendiculares:

v, -n=(111)(10,-1)=1+0-1=0

Por lo que recta y plano son paralelos o la recta esta contenida en el plano.
Averiguamos si el punto P, =(-2,0,2) de la recta pertenece al plano.

(P =(—2,0,2)e;z"?

= i—2-2+2=0?=jFalso!
7=X—-2+2=0

La recta no estd contenida en el plano. Recta y plano son paralelos.
La recta s buscada es la del dibujo.

r F,
"r—."
v,
-
n y
M ’
T/
4
T
s
»—eeety.
P Vs

La recta s buscada es paralela a la recta r y por tanto debe tener el mismo vector director.
v, =V, =(111)

Solo nos falta conocer el punto Ps por el que debe pasar la recta s buscada.
Para ello hallamos la recta t perpendicular al plano m que pasa por el punto P. = (—2,0, 2), luego

hallamos el punto M de corte de recta t y plano m. Y por ultimo el punto Ps es el punto simétrico de
Pr respecto del punto M (el punto M es el punto medio del segmento que une los puntos Pry Ps).

Ecuacién de la recta t:
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Punto de corte de recta ty plano

T=X-2+2=0
X==2+4

t=qy=0
2=2-1

X=-2+1=-1

=41y=0
z=2-1=1

= M (-1,0,1)

Hallo Ps como el punto simétrico de Py respecto de M:

M -

r

(-1,0,1)~(-2,0,2) =(1,0,-1)

:>—2+/1—(2—l)+2:0:>—2+21:O:l:1:>

P.=M+PM =(-10,1)+(1,0,-1)=(0,0,0)

La ecuacion de la recta s es:

o
Il

—_<
o -

= (111)
,0,0)es

X=«a

=|s=qy=«a,siendo ¢ e R

I=x
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E3. Dada la funcion f (x) =3x" + x> -1, determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento,
sus extremos relativos y el nimero total de puntos en los que f(x) se anula. (2 puntos)

Comenzamos calculando la derivada de la funcién f(x):
f'(x)=12x% +3x*

Obtenemos los valores de x para los cuales f '(x) = O:

f'(x)=0=12x°+3x* =0=3x*(4x+1)=0=40

4x+1:0:>x:—%

Determinamos los intervalos de crecimiento y decrecimiento evaluando el signo de f '(x) antes,
entre y después de estos valores de x:

e En (—oo,—%) tomamos x = -1y la derivada vale
f/(-1) =12(-1)’ +3(-1)" =-12+3=-9<0. La funcién decrece en (—oo, —%)

3 2
e En —E,O tomamos x:—l y la derivada vale f'[—llez[—lj +3[—lj >0.La
4 8 8 8 8

funcién crece en (—%,Oj

e En (0,+0) tomamosx = 1y la derivada vale f '(1)=12-1°+3-1* =15>0. La funcién

crece en (0, +o)

Resumiendo: La funcién decrece en (—oo,—%j y crece en (—%,+oo).

La funcion se comporta como indica el gréafico:

: : —
-2 -1 - //-J 0 1

Por la evolucion del crecimiento y decrecimiento de la funcion se deduce que presenta un minimo

1 . . .,
en x= 7 En x = 0 presentara un punto de inflexion.

Para determinar el nimero de puntos en los que f(x) se anula recurriremos al teorema de Bolzano.
En primer lugar, tendremos en cuenta que la funcion decrece hasta alcanzar el minimo cuando

1 1

1 1 ! 3 .
X=—-= e f|-=|=3|-= —=—| =1=-1.003< 0 (negativo).
PR (4j (4j+(4j <0 (negativo)
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Ademas, comprobamos que: lim f (x)= lim 3x* +x° —1= lim 3x* =+o0 (positivo)

X—>—00 X—>—0 X—>—00
Como f(x) es siempre continua y cambia de signo entre —oo y —1/4, entonces podemos asegurar que
existe un valor x = a para el cual f(a) = 0.

Ademas, sabemos que en el intervalo (—oo, 2 la funcion es siempre decreciente, lo cual nos permite

garantizar que a es el Unico valor de x, perteneciente a dicho intervalo, en el cual la funcion se anula.

De la misma manera, razonaremos lo que ocurre cuando x > —1/4. Se comprueba que:
lim f(x)= lim 3x*+x*—1= lim 3x" =+ (positivo)
X—>+00

X—>+0 X—>+0
Asi que f(x) cambia de signo entre —1/4 y +oo, por lo que existe un valor x = b para el cual
f(b) = 0. Como en el intervalo (—1/4, +o0) la funcidn es siempre creciente, no existe otro valor de x
en dicho intervalo, en el cual la funcion sea nula.

. . . 1
Resumiendo: La funcion se anula Unicamente para dos valores de x: un valor a € (—oo,—zj y otro

valor b € (—l,—i-ooj
4
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E4. Calcular el &rea del recinto limitado por la gréfica de la funcion f(x) =xcosx Yy el eje de las x,

cuando x pertenece al intervalo [O, %} : (2 puntos)

Encontremos los puntos donde la grafica de la funcién corta el eje de las x.
f (x) = X cOS X x=0

. = Xc0sX=0=>
EjeOX —>y:0}

T
cosx=0—>x=§

, g . . T .
La gréfica solo corta el eje de las x en los extremos del intervalo {0, E} , por lo que el &rea del

recinto pedido se calcula con la integral definida de la funcién entre 0 y %

Area =|| f (x)dx|=|| x cos xdx

O N [N
O v | N

Resolvemos primero la integral indefinida.

Integracién por partes
J.xcos XdX=<U=X—du=dx = XSenx —.[senxdx = xsenx—(—cos x)

dv=cosxdx »>v= .[cos Xdx = senx

Ixcos Xdx = xsenx +cos X + K

Aplicandolo al calculo del &rea:

T

z
2

2
Area = J' X c0s xdx = [ xsenx +cos x]0
0

| ZsenZ +cosZ —[0-sen0+cos0] = % _1~057u?
2 2 2 2

No es necesario dibujar la grafica de la funcion y la region, pero lo hacemos para comprobar el
resultado obtenido.
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E5.- @) Se tira una moneda tres veces. Calcular la probabilidad de que, sin tener en cuenta el orden,
salgan una cara y dos cruces. (1 punto)

b) Una persona elige al azar, sin verlas, dos cartas de una baraja espafiola (de 40 cartas, de las cuales
10 son de cada uno de los 4 palos: oros, copas, espadas y bastos). Calcular la probabilidad de que
ninguna de las dos cartas elegidas sea de copas. (1 punto)

a) Hacemos un diagrama de arbol.

Cara

Cruz

Cara
1/2

Lanzamos 3
veces una

moneda

<

Una cara y dos cruces se obtiene con los resultados C++, +C+ y ++C, por lo que la probabilidad

pedidaes = 1.1, 1.1, 111 )3

2 22 222 222 |8

b) Realizamos un diagrama de arbol, teniendo en cuenta que elegir las dos cartas es como elegir una
primera carta y luego una segunda sin devolver la primera al mazo de cartas.

<

22 no es de copas

22no es de copas

P(Ninguna de las dos cartas de copas) = P(12no copas y 2% no copas) =

<

30 29 |29
40 39 |52
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OPCION B

. 1 2 10 11 i
E1.- Dadas las matrices A= ) , B= yM = 4 b , calctlense a 'y b para que se

5 11
verifiquen [MA|=2 y |M+B|=3, donde se est4 usando la notacion habitual (con barras verticales) para
denotar al determinante de una matriz. (2 puntos)

En primer lugar, calculamos las matrices M-Ay M+B:
MA—ll 12\ (1+2 245 ) ( 3 7
“la bjl2 5) la+2b 2a+5b) (a+2b 2a+5b

1 1) (10 2 1
M+B= + =
(a bj [1 1} (1+a 1+b]

Teniendo en cuenta que [MA|=2y |M+B|=3:

3
MA| = =6a+15b—-7a-14b=-a+b
IMAI=]a 4 20 2a+5b‘ e B YT
IMA| =2
M +B|= =2+2b-1-a=1+2b-a
M+B[=| o =2t vhal . b_a-3— b ac?]

M +B|=3

Resolvemos el sistema de dos ecuaciones y dos incognitas que se ha obtenido:

—a+b:2} b=2+a

= =2(2+a)-a=2=4+2a-a=2=]a=-2|=|b=2-2=0
2b—-a=2 2b—a=2

Los valores buscados sona=-2y b =0.
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E2.- Dada larecta r = x—1=yT+1= z-1lyelplano z7=x-y+z=0, se pide:
a) Determinar la posicion relativa de r y . (0,8 puntos)
b) Hallar el plano paralelo a 7 situado a la misma distancia de r que 7. (1,2 puntos)

a)Larecta r=x-1= y+i z—1 pasa por el punto P (1,—1,1) y su vector director es VT =(121).

El plano 7z =x—y+z =0 tiene como vector normal n=(1,-11).

Para determinar la posicion relativa de r y m, calculamos el producto escalar de vfy n:
v, n=(121)(1-11)=1-2+1=0

Como el producto escalar es cero, necesariamente debe cumplirse que estos vectores son
perpendiculares, lo que significa que r y  pueden ser paralelos o coincidentes.
Comprobamos si el punto P (1,—1,1) de la recta pertenece al plano:

r=X-y+z=0 .
= ¢1-(-1)+1=0?= ¢1+1+1=0?=No es cierto!
¢ P(l, —1,1) en?

Por lo tanto, P & m y podemos asegurar que r y it son paralelos.

b) Un plano paralelo a mr, que llamaremos ', debe tener el mismo vector normal que , por lo que
su ecuacion general serd de la forma 7'=x—y+z+D=0.
Para determinar el término D desconocido, debemos conocer un punto del plano n’. Este punto
puede ser el punto simétrico de cualquier punto del plano r respecto del punto P, que pertenece a
T

=L

Obtenemosun punto A€ #=x—y+2z=0, por ejemplo (x =0 e y =0, entonces z = 0): A(0,0, 0)
Hallamos el punto B € «’, teniendo en cuenta que P (1,—1,1) es el punto medio entre A(0, 0,0) y
B(x, y, z):

=l=>x=2

2=[B(2,-2,2)

I|I
1
N

(1-11)= (¥, Z);(O’O'O) = (1,-11)= (g%%}:

Il
[EN
U
N

I
N

NIN N|[< N X
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Por lo que el punto B tiene coordenadas B(2, -2, 2).

El punto B debe pertenecer al plano nt’, por lo que sustituimos sus coordenadas en la ecuacion
del plano r":

'=X-y+z+D=0
S }:2—(—2)+2+D:O:2+2+2+D:0:>

B(2,—2, 2) ern

Por tanto, la ecuacion del plano 7’ buscado es 7' =x—y+z—-6=0.
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E3. Dada la funcion f (x): x-e7*, determinese su dominio de definicion, asintotas, intervalos de

crecimiento y decrecimiento, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexidad y puntos de
inflexion. Esbdcese también su grafica. (2 puntos)

. X
Tenemos que nuestra funcion se puede expresar como f (x)=x-e™ =—

eX
Dominio.

Como e >0 para todo x € Rel dominio es Dom f =R

Asintotas.

Asintotas verticales. x=a.
Como el dominio de la funcién es R: No posee asintotas verticales

Asintotas horizontales. y=b.
Comprobamos si tiene asintotas horizontales:

lim f(x)=lim x-e™ = lim X ® _®_ Indeterminacién (L Hopital)=

X—>+0 X—>+0 x40 @ @™ o
.1 1 1
= ||m ~ = o == 0
X—>+00 e e +w

Asintota horizontal y = 0 cuando x — +oo

lim f(x)= lim x-e™ =(—o0)e ™ = 0. =00+ (+00) = —o0

X—>—00 X—>—00
No hay asintota horizontal cuando x — —oo

Asintota oblicua. y=mx+n.
Consideramos la posibilidad de que exista una asintota oblicua y = mx + n cuando x — —
f(x) X-e*

m= lim —~2 = lim — lime* =g
X—>—00 X X—>—00 ){ X—>—00

~+00

—0)

No hay asintota oblicua.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Para determinarlos, evaluamos el signo de la primera derivada de la funcién a lo largo de su dominio.
Averiguamos donde se anula la derivada:

f(x)=x-e" = f ’(x):e’*+x-(—e’x):e’*—x-e’x:e’x(l—x)

f(x)=0=e”(1-x)=0=1-x=0=>x=1
Estudiemos el signo de la derivada antes y después de x = 1.

e En (—0,1) tomamos x =0y la derivada vale f (0)=e™(1-0)=1>0. La funcion crece en

(—oo,l).
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e En (1+o0) tomamos x = 2 y la derivada vale f '(2)=e?(1-2)=-e? <0. La funcion
decrece en (1,+0).

La funcion crece en (—,1) y decrece en (1,+0).

Extremos relativos.

El Unico candidato a extremo relativo es .+ =1, ya que /(1) = 0. Después de estudiar el crecimiento
y el decrecimiento de la funcidn, queda claro que para ese valor de x la funcion presenta un maximo.

Concavidad y convexidad.

Evaluamos el signo de la segunda derivada, para ello vemos donde se anula.

f(x)=x-e*=f(x)=e™(1- ):>f (x)=—e(1-x)+e™(-1)=e(-1+x-1)
f(x)=e"(x-2)
f(x)=0=e*(x-2)=0=x-2=0=[x=2]

Estudiamos el signo de la derivada segunda antes y después de x = 2

e En (—,2) tomamos x =0y la derivada segunda vale f “(0)=e®(0-2)=-2<0.La
funcion es concava (N) en (—OO, 2) :
e En (2,+0) tomamos x = 3y la derivada segunda vale f “(3)=e*(3-2)=e”>0.La

funcion es convexa (U) en (2,+).

Por lo tanto: f(x) es concava (N) en (—x, 2) y convexa (U) en (2, +w)

Puntos de inflexion.

Hay un cambio de curvatura cuando x = 2, luego este el punto de inflexion es [2%)
e

Gréfica.

A partir del estudio de la funcion:

[4,]
o 4
|
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E4. a) Calcular lim &—2X
-0 In(1+x)

(In x)2
b) Calcular dex

(1 punto)

(1 punto)

a)
X _ 0_ _
jm & —cosx € —c0s0_171 0\ eterminacion (L Hopital) =
0 In(1+x) In(1+0) In1 0

. e*+senx e’+sen0
x—0 1 1

1+Xx 1+0
b) Usamos el cambio de variable t =Inx para el calculo de la integral.

Cambio de variable

t3

~

Inx)

X 3 3

jde= Inx=t—>§dx=dt :I%thzftzdtz—: LK

dx = xdt
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E5.- La variable aleatoria IMC (indice de masa corporal, de modo abreviado) de las personas adultas
de un determinado pais sigue una distribucion normal de media 26 y desviacidn tipica de 6. Si tener
un IMC superior a 35 significa ser obeso, encontrar la proporcion de personas adultas obesas de ese
pais. (2 puntos)

La variable aleatoria IMC sigue una distribucion normal de media u = 26 y desviacion tipica
o=6 > IMC ~N(26, 6)

Para calcular la probabilidad P(IMC > 35), tipificamos la variable:

IMC—u _ 35-26

P(IMC >35):P( sz(Z >15)=1-P(Z <1.5)

(o3

Consultando la tabla de la N(0, 1)

]

0.,5040
0.5433
05832
06217
0.6581

0.6950
072
0,781
0. 7910
08138
0.8433
0.8885
0.,6388
0,0048
0,0207
08345
0,0483
0.,0584

P(IMC >35)=1-P(Z <1.5)=1-0.9332 =0.0668

La proporcion de obesos en la poblacion es de 6.68 %.
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EBAU Septiembre 2017

Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO

universitarias oficiales de grado MATEMATICAS Il
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N2 Paginas: 2

S

Castillay Leén

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger una de las dos opciones, pudiendo
desarrollar los cinco ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no admitan memoria
para texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un maximo de 2
puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos,
definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver.
Justificaciones teoricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la
exposicion. Precision en los célculos y en las notaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no
triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion légicay los calculos.

OPCION A

1 2
El.-a) Sea M = (3 j . Estudiar, en funcion del parametro a, cuando M posee inversa.
a

(0,5 puntos)
1 2
b) Siendo A= (3 7}, calcular A> y A™ . (1,75 puntos)

E2.- a) Consideremos los puntos P(-1,—4,0),Q(0,1,3), R(1,0,3). Hallar el plano & que contiene a

los puntos P, Q y R. (1,25 puntos)
b) Calcular a para que el punto S (3, a, 2) , pertenezca al plano 7=x+y—-2z+5=0.
(1 punto)

X si x<0
E3.- a) Dada la funcion f(x) :{ , calcular a para que f sea derivable en x = 0.

x*+ax si x>0

(1 punto)
b) Hallar a, b y ¢ para que la funcién f (x) =ax* +bsenx+c verifique f(0)=0, f (0)=1y
f7(0)=2. (1,25 puntos)
ex _ e(XZ)
E4.- a) Calcular lerrgT (1 punto)
b) Hallar el area de la region del plano comprendida entre las gréaficas de las funciones
f(x)=—x*, g(xX)=x*-2. (1,25 puntos)

E5.- De una bolsa con 2 bolas blancas, 2 negras y 2 amarillas se extraen dos sin devolucion (es
decir, una vez extraida una bola no se vuelve a poner en la bolsa). Calcular la probabilidad de
que las dos sean blancas. (1 punto)
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OPCION B
E1.- a) Discutir segun los valores del parametro m el sistema de ecuaciones lineales
mx+y+z=1
y (1,25 puntos)
X+y+2z=1
b) Resolverlo para m=1. (1 punto)

E2.- a) Calcular la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(2,3,4) y es perpendicular al plano

T=X+y+2z+4=0. (1,25 puntos)
b) Calcular a para que las rectas r=x—1=y—2= z;Z , S= X;1: y;2 =222 gean
perpendiculares. (1 punto)
E3.- Consideremos la funcién f(x) = ))((j +; . Calcular el dominio, asintotas, intervalos de
crecimiento y decrecimiento, extremos+relativos. Esbozar su grafica. (2,25 puntos)
E4.- a) Calcular Ixiig@. (1,25 puntos)
b) Calcular Iln(x)dx : (1 punto)

E5.- Setiran al aire, simultaneamente, un dado (con forma ctbica) y una moneda. Teniendo en cuenta
que los sucesos son independientes. ¢ Cual es la probabilidad de que en el dado salga un 5y de que
en la moneda salga cara? (1 punto)
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SOLUCIONES

OPCION A

1 2
El.-a)Sea M = (3 ) . Estudiar, en funcién del parametro a, cuando M posee inversa.
a

(0,5 puntos)
1 2
b) Siendo A= (3 7], calcular Ay A™ . (1,75 puntos)

a) Para que tenga inversa tiene que tener determinante no nulo.
1 2

Mi-}

=a—-6

a
Igualamos a cero.
IM|=0=a-6=0=a=6

Para cualquier valor de a distinto de 6 existe la inversa de la matriz M.
b)
) 1 2)1 2 1+6 2+14 7 16
3 7T)\3 7 3+21 6+49 24 55
Para calcular la inversa comprobamos primero que el determinante de A es no nulo.

1 2
|A|:‘ ‘:7—6:17&0
3 7

agil T3
L Adi(A) o 7 (7 -2
|A 1 -3 1
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E2.- a) Consideremos los puntos P(—1,-4,0),Q(0,1,3), R(1,0,3). Hallar el plano T que contiene a

los puntos P, Q y R. (1,25 puntos)
b) Calcular a para que el punto S (3, a, 2), pertenezca al plano 7=x+y—-2z+5=0. (1 punto)

a) Los vectores directores del plano pueden ser:
PQ=(0,1,3)-(-1-4,0)=(15,3) y PR=(1,0,3)-(-1,-4,0)=(2,4,3) .
Hallamos la ecuacion del plano.

PasaporQ(0.13)| |x y-1 z-3
PQ=(15,3) =/l 5 3|=0=>
PR=(2,4,3) 2 4 3

=15X+6y—-6+4z-12-102+30-3y+3-12x=0=>

= 3Xx+3y-6z+15=0=(r=x+y—-22+5=0

b) Las coordenadas del punto S deben cumplir la ecuacién del plano.

T=X+y-22+5=0
S(3a2)ex

}:3+a—4+5:0:>a+4:0:>
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X si x<0
E3.- a) Dada la funcion f(x) ={ ) ) , calcular a para que f sea derivable en x = 0.
X“+ax si x>0
(1 punto)
b) Hallar a, b y ¢ para que la funcién f (x) =ax® +bsenx+c verifique f(0)=0, f '(0)=1y

f7(0)=2. (1,25 puntos)

a) Hallamos la derivada de la funcién en R —{0}.

X si x<0 1 si x<0
f(x)= ) = f(x)= .
x*+ax si x>0 2x+a si x>0

Para que sea derivable en x = 0 deben coincidir las derivadas laterales.

£7(07) = lim £"(x)=lim1=1

x—0" x—0"
f (0 ):JLrElf (X)=X'Lfgl(2><+a):a =a=1
£707) = f (0"

b) Calculamos la derivada primera y segunda de la funcion y aplicamos las condiciones que debe
cumplir la funcién y sus derivadas.

f(x) = ax® +bsenx+c = f (x) = 2ax+bcosx = f “(x) = 2a—bsenx =

f(0)=0=0+0+c=0=[c=0]
={f(0)=1=0+b=1=[b=1]
f’(0)=2=2a=2=[a=1]

Debe ser a=1, b=1 c¢=0
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x_ o)
E4.- a) Calcular Iing ¢ (1 punto)
X—> X

b) Hallar el area de la regién del plano comprendida entre las gréaficas de las funciones
f(X)=—x*, g(X)=x"-2. (1,25 puntos)
a) Calculamos el valor del limite pedido.

e et 1-1 0 I . .

Img =% ~ o0 "o Indeterminacion={ Aplicamos L"Hopital} =

X—> X

=lim 1

x—0 1 1 1

e 2% _e°-20€" 1-0

b) Averigliemos los puntos de corte de las gréaficas de ambas funciones.
fX)=g(X)=>—X=xX-2=-2x=2=x=1=x=1=+1

Las dos funciones coinciden en x = -1y x = 1. El &rea de la region entre ellas valdra el valor
absoluto de la integral definida entre —1 y 1 de la diferencia de las dos funciones.

1

1
X2 —2—(=x? dx:12x2—2dx: 2X—3—2x =
-1 -1

-1

3 1) _
:{21__2.1}_{2(_1)_2(_1)}:3_2+g_2:f_ :_8
3 3 3 3 3 3

El area de la region del plano comprendida entre las graficas de las funciones f(x)=—-x*y

g(x) = x* —2tiene un valor de guz :
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E5.- De una bolsa con 2 bolas blancas, 2 negras y 2 amarillas se extraen dos sin devolucion (es decir,
una vez extraida una bola no se vuelve a poner en la bolsa). Calcular la probabilidad de que las dos
sean blancas. (1 punto)

Llamamos B1, B2, N1, N2, Al y A2 a los sucesos sacar blanca, negra o amarilla en 12 o 2@
extraccion.

Nos piden calcular P(B1nB2).

P(B1nB2)=P(B1)P(B2/B1) _21i 1. 0.0667
65 15
La probabilidad de sacar dos bolas blancas en dos extracciones sin reemplazamiento es de
L. 0.0667 .
15
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OPCION B
E1.- a) Discutir segun los valores del parametro m el sistema de ecuaciones lineales
mx+y+z=1
(1,25 puntos)
X+y+2z=1
b) Resolverlo para m=1. (1 punto)

a) Como tiene mas incognitas que ecuaciones este sistema nunca va a ser compatible determinado,

solo puede ser compatible indeterminado o incompatible.
Pasamos la incognita x al segundo miembro de la igualdad.

Ecuacién 22 - Ecuacion 12

{mx+y+z=1 {y+z:1—mx y +2z =1-x
—

=
X+y+2z=1 y+2z=1-x -y -z =-1+mx

z =MmMxX—X

= Yy+mMX—X=1-mx=|y=1-2mx+Xx

{y+z:1—mx
=

Este sistema equivalente tiene siempre solucion, no depende del valor de m. Es compatible
indeterminado. Tiene infinitas soluciones.
Las solucionesson x=t, y=1-2mt+t, z=mt-t

b) Para m=1 el sistema tiene la solucion x=t, y=1-2t+t=1-t, z=t-t=0.
Las solucionesson x=t, y=1-t, z=0
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E2.- a) Calcular la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(2,3,4) y es perpendicular al plano

T=X+Yy+22+4=0. (1,25 puntos)
b) Calcular a para que las rectas r = x—1= y—Z:% , S= x=1_ y;2 ~222 sean
a
perpendiculares. (1 punto)

a) Si la recta es perpendicular al plano 7 =x+y+2z+4 =0 el vector director de la recta es el
normal del plano v, =n=(1,1,2) y la recta tiene ecuacion:

\Z:(l,l,Z) } X=2+t

=>r=:¢y=3+t
Pasa por P(2,3,4) a0t

b) Para que sean perpendiculares el producto escalar de sus respectivos vectores directores debe ser
cero.

(112)
(a,2,3)

}:VT-\73=O:>(1,l,2)(a,2,3):0:>a+2+6=0:>

v, =
v, =
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2

E3.- Consideremos la funcion f(x) = X+l

rl Calcular el dominio, asintotas, intervalos de
X"+

crecimiento y decrecimiento, extremos relativos. Esbozar su grafica. (2,25 puntos)

El dominio de la funcion es R, ya que el denominador no se anula.
x?+2=0=>x?=—2 = x=/—2 Esto es imposible.

Asintota vertical. x=a

No hay ningun valor excluido del dominio, luego no hay asintotas verticales.

Asintota horizontal. y=b

2 2
.OoX+1 . X
b=Ilim——=Ilim— =1
X0 X +2 X0 X

La asintota horizontal es y =1

Asintota oblicua. y=mx+n
Al existir asintota horizontal no hay asintota oblicua.

Para estudiar crecimiento o decrecimiento calculamos la derivada.

241 ) 2X(X2+2)=2x(x*+1) 23 4ax—_2x3_2 5
(0= = 100 | (x2)+2)2( - +(x)2(+2))(2 X:(x2+xz)2

Igualamos a cero la derivada en busca de los puntos criticos de la funcion.
, 2X
f'(X)=0=———=5=0=x=0
(x2 + 2)
Veamos si crece o decrece la funcion antes de 0 y después de 0.

e En (—oo,O) tomamos el valor x = -1 la derivada vale f '(-1)=

funcion decrece.

e En (0,+) tomamos el valor x = 1 la derivada vale f (1) :L)Z:E>O. La funcién
(@) +2) °

crece.
La funcion sigue el esquema siguiente.

2 1
La funcion presenta un minimo relativo en x = 0.
Es decreciente en (—,0) y creciente en (0,+x).

Obtenemos una serie de puntos y dibujamos su grafica
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XA+l
x+2

-2 5/6

-1 2/3

1/2

1 2/3

y=1

B L R R R R R R R R R T Y

’ P42
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xe* —senx

XZ

b) Calcular J'In(x)dx . (1 punto)

E4.- a) Calcular Iirrg (1,25 puntos)

a)

xe* —senx _0€°—sen0 0

lim = Indeterminacion={ Aplico L "Hépital! =
x—0 X2 O O { p p }
X X 0 . 0_ _
— |im & FX€ ZCOSX_¢€ +0e —cos0 _1 1:9:Indeterminacic’>n={Aplico L"Hopital | =
x—0 2X 0 0O O
X X X 0 0 0
:Iirrge +e +>;e +senx:e +e +029 +senO:§:

b) Usamos el método de integracion por partes.

Integracion por partes

_[In(x)dx: u:lnx—>du:ldx :xlnx—jxldx:xlnx—jdx:
X

X
dv=dx >v=xX
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E5.- Setiran al aire, simultaneamente, un dado (con forma ctbica) y una moneda. Teniendo en cuenta
que los sucesos son independientes. ¢Cual es la probabilidad de que en el dado salga un 5y de que
en la moneda salga cara? (1 punto)

Al ser independientes los experimentos lanzar una moneda y un dado la probabilidad de “sacar 5y
cara” es el producto de la probabilidad de los sucesos “sacar 5 y “sacar cara”.

P(Salga un 5 en dado y cara en la moneda) = P(Salga un 5 en dado) - P(Salga cara en la moneda) =

S
6 2
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EBAU Junio 2017

Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO
universitarias oficiales de grado MATEMATICAS Il
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Castillay Ledén N2 Paginas: 2

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger una de las dos opciones, pudiendo
desarrollar los cinco ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no admitan memoria
para texto ni representaciones graficas). )

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un maximo de 2
puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos,
definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver.
Justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la
exposicion. Precision en los calculos y en las notaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no
triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion ldgica y los calculos.

OPCION A
1 4 1 -1
El.-Sean A= y B= :
-1 3 -1 1
a) Estudiar si Ay B tienen inversa y calcularla cuando sea posible. (1 punto)
10
b) Determinar X tal que AX =2B~+1 siendo | :(0 J (1,25 puntos)

E2.- Determinar la recta r que es paralela al plano 7 =x—-y—z=0 y que corta perpendicularmente
x-1 y+3 z-2

alarecta s= 5 2 en el punto P(2,-1,-2). (2,25 puntos)
E3.- a) Enunciar el teorema de Bolzano e interpretarlo geométricamente. (1 puntos)
b) Encontrar un intervalo en el que P(x) = x® +x* —1 tenga al menos una raiz. (1,25 puntos)
E4.- a) Calcular la recta tangente a la curva f (x) =4e** en el punto (1, f(l)) . (1 punto)
b) Calcular el area de la regidn delimitada en el primer cuadrante por la grafica de la funcién
g(x)=x%y larecta y=4x . (1,25 puntos)

E5.- Se lanzan dos dados (con forma cubica) al aire. ¢Cual es la probabilidad de que la suma de los
puntos sea 8? (1 punto)
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OPCION B

E1.- a) Discutir el sistema de ecuaciones segun los valores del pardmetro A :
X+Ay+Az=1

X+y+z=1 (1,25 puntos)
X+2y+4z=2
b) Resolverlo para A=1. (1 punto)

E2.- Dado el plano 7 =3x+y+z-2=0y los puntos P(0,1,1), Q(2,-1,—3) que pertenecen al plano
©, determinar la recta del plano m que pasa por el punto medio entre P y Q y es perpendicular a la

recta que une estos puntos. (2,25 puntos)
3 2

E3.- a) Dado el polinomio P(x) = Xg—%+ 2X+C , hallar C para que el valor de P(x) en su

minimo relativo sea 1. (1,25 puntos)

b) Calcular lim xInx. (1 punto)

x—0"

(x—l)2 si x<1

E4.- Sea f(x)=
a+Inx si x>1

a) Encontrar a para que la funcion sea continua. (1,25 puntos)
b) Hallar el area de la region delimitada por la grafica de f(x) y lasrectas x=1, y=1. (1 punto)

ES5.- La probabilidad de obtener cara al lanzar una moneda es % . ¢Cudl es la probabilidad de sacar

3 caras en tres lanzamientos? (1 punto)
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SOLUCIONES
OPCION A

1 -4 1 -1
El.-Sean A= y B= .

-1 3 -1 1
a) Estudiar si A'y B tienen inversa y calcularla cuando sea posible. (1 punto)

10

b) Determinar X tal que AX =2B+1 siendo | :[0 1] (1,25 puntos)

1 —
a) |A :‘ L 3 ‘ =3-4=-1%0 La matriz Atiene inversa. La calculamos.

oA (A) Ad (—14 _e,lj _ G 3 :[—3 —4}

A -1 -1 (-1 -1

1

B[,

_l ‘:1—1: 0 La matriz B no tiene inversa.

b) Despejamos X en la ecuacion matricial.
AX =2B+1 = A AX =A7(2B+1)=> X =A"(2B+1)

Obtenemos la expresion de la matriz X.
-3 4 1 -1) (1 0 -3 -4\ 3 =2
X = 2 + = =
S By [ B B
_(-9+8 6-12) (-1 -6
(3+2 2-3) (-1

-1 -6
La matriz X tiene la expresion X :( ! J.
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E2.- Determinar la recta r que es paralela al plano 7 =x—y—z=0 y que corta perpendicularmente
x-1 y+3 z-2
2 -4

alarecta s= en el punto P(2,-1,-2). (2,25 puntos)

El vector director de larecta r es VT =(a,b,c) que debe ser perpendicular al normal del plano
n= (1,-1,-1) y al vector director de s es v, = (1,2,—-4). Por lo que nos sirve como vector director

de r el producto vectorial de n y \TS

i j K
V,=[l -1 -1=4i—j+2k+k+4j+2i=6i+3j+3k=(6,33)
1 2 -4

Tomemos como vector director el anterior, pero dividido por 3. Jr =(2,11)
La recta r tiene ecuacion:
. X=2+2t
u =(2,11) }

=>r=y=-1+t
P(2,-1-2) s o4t

OTRA FORMA DE RESOLVERLO
Se puede hallar la recta como interseccion de dos planos.
Un plano w1 paralelo a r que pase por el punto P:

Plano paralelo a n=x—y—z=0 — nl=x—y—z+D=0
Si pasa por (2,-1,-2) — 2—(—-1)—(-2)+D=0 — D=-5

£ 7

Por tanto mrl=x—y—z—5=0

Un plano 2 perpendicular a s que pase por el punto P:
112
e

Si m, es perpendiculara s — n—2 = \TS = (1, 2,—4) . La ecuacién del plano 2 es de la forma
n2=x+2y—4z+D=0.

Si pasa por (2,-1,-2) — 2+2-(—1)-4-(-2)+D=0 — D=-8

X-y-2-5=0 }

Por tanto m2=x+2y—42z—8=0 y la recta buscada es r =
X+2y—-4z2-8=0
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E3.- a) Enunciar el teorema de Bolzano e interpretarlo geométricamente. (1 punto)
b) Encontrar un intervalo en el que P(x) = x® +x* —1 tenga al menos una raiz. (1,25 puntos)

a) Teorema de Bolzano:
Si (x) es continua en [a,b] y el signo de f(a) es distinto del signo de f(b), entonces existe un
namero c€(a,b) tal que f(c)=0.
f(x) es continua en [a,b]signo f(a)#signo f(b)}—3 c€(a,b) tal que f(c)=0

I

b) Vamos a probar con distintos valores de x hasta encontrar dos valores con signo distinto de P(x).
P(-1) = -1+1-1=-1
P(0)=-1
P(1)=1+1-1=1.

Nos sirve el intervalo (0,1), pues P(0)=-1<0yP(1) =1>0.Y la funcién es continua en dicho
intervalo, por el teorema de Bolzano existe un valor ¢ entre 0 y 1 para el que P(x) = x®+x* —1se
anula.
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E4.-  a) Calcular larecta tangente a la curva f(x)=4e** en el punto (1, f(1)) . (1 punto)
b) Calcular el area de la region delimitada en el primer cuadrante por la grafica de la funcién
g(x)=x>ylarecta y=4x . (1,25 puntos)

a) Geomeétricamente, la derivada de una funcion en un punto determinado representa la pendiente
de la recta tangente a la gréfica de la funcion en dicho punto. Asi pues, comenzaremos por
derivar f(x):

f(X)=4e""= f (X) =4

La recta tangente viene dada por la expresion y— f(x,) = f "(X,){x—%,)

Tenemos que f(1) =4y f'(1)=4
Paraxo=1-> y—(1)=f'(1)(x—1)

Por tanto, la recta buscada es: y—4 = 4-(x—1) =

b) En primer lugar, calculamos los puntos de corte entre ambas
gréficas.

g(x)=x’

A }:x3=4x:>x3—4x=0:>x(x2—4):0:>
y=4ax

x=0
=
X —4=0=>x2=4=x=4=+2

Realizamos un esbozo de la grafica, para visualizar la region
comprendida entre la curva y la recta:

Como se pide el area comprendida entre la recta y =4x y la A4
grafica de (x)=x2 Gnicamente en el primer cuadrante:

) 2 Xt 2 T
Area = J'4x —x%dx = {sz —Z} = o
0

g(x) =+

{2(2)2—g]{z(o)z—q}&h4u2 1]
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E5.- Se lanzan dos dados (con forma cubica) al aire. ¢ Cudl es la probabilidad de que la suma de los
puntos sea 8? (1 punto)

Las posibles combinaciones en las tiradas de los dos dados se recogen en la siguiente tabla:

+ | [ R

e ((1,1) (1,2) (1,3)(1.4) (1,5) (1.6)

(2,1) |(2,2) (2,3)| (2,4)| (2,5) (2,6)

e (1(3,1)(3,2) (3,3) (3,4)(3,5) (3,6)

(4.1)|(4,2) | (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)

(5.1) |(5.2) |(5,3) | (5.4) (5,5) (5,6)

(6,1) |(6.2) (6,3) | (6,4) (6,5) (6,6)

Existen un total de 36 resultados posibles, de los cuales sélo son favorables 5 (aquellos que suman
ocho):

(2,6), (3,5), (4,4), (5,3), (6,2)

Por lo tanto, segun la regla de Laplace, la probabilidad buscada es:

P(Sumar 8) _ NUmero de casos favorables _ i

Numero de casos posibles |36
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OPCION B

E1.- a) Discutir el sistema de ecuaciones segun los valores del parametro A :
X+Ay+4Az=1

X+y+z=1 (1,25 puntos)
X+2y+4z2=2
b) Resolverlo para A=1. (1 punto)

a) Recurriremos al teorema de Rouché—Frobenius para discutir el nimero de soluciones de este
sistema.
Para ello, comenzamos por definir la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada con los
términos independientes:

1 1 A
La matriz de los coeficienteses A={1 1 1
1 2 4

1 12 41
La matrizampliadaes A/B={1 1 1 1
1 2 4 2
A continuacion, evaluamos el rango de A, en funcidn de los valores de A para los que |M|=0.

1 4 2
A=l 1 1|=4+2+24-A-41-2=-22+2
12 4

Si|A|]=0 —>2-21=0—1=1

Asi pues, si A#1, el rango de M es 3. Si A =1, el rango de M es 2, pues siempre existe al menos
un determinante de orden 2 no nulo en ella.

e SiA#l, ran(A) = ran(A/B) = 3, que coincide con el nimero n de incognitas:

SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO

e Sid=1,
111
La matriz de los coeficienteses A=|1 1 1
1 2 4
Quito la 12 filay la 12 columna y el menor que resulta tiene determinante
11
=4-2=2=0.
2 4

El rango de Aes?2
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1111
La matrizampliadaes A/B=|1 1 1 1| quetienela1?y 22fila iguales, por lo que
12 4 2
rango de A/B no es 3y por tanto, es 2.
ran(A) = ran(A/B) = 2, menor que el nimero de incognitas (3).

SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO

X+y+z=1
b) Si A=1elsistemaqueda s x+y+z=1 .Por lo visto en el apartado anterior sabemos que es
X+2y+4z=2
compatible indeterminado. Lo resolvemos.
X+y+z=1
X+y+z=1 X+y=1-z
X+y+z=1 = =
X+2y+4z=2 X+2y=2-4z
X+2y+4z=2

Ecuacién 22 - Ecuacion 12

X 42y =2-4z X+y=1-z
- -
-X -y =-1+z y=1-3z
y =1-3z

= x+1-3z=1-7=|x=22

Las solucionesson x=2t; y=1-3t; z=t.
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E2.- Dado el plano 7 =3x+y+z-2=0 Yy los puntos P(0,1,1), Q(2,-1,-3) que pertenecen al plano

n, determinar la recta del plano m que pasa por el punto medio entre P y Q y es perpendicular a la
recta que une estos puntos. (2,25 puntos)

El punto medio M del segmento PQ es

v (o,1,1)+(22, -1-3) _ (2,02—2) _(10,-1)

n=(A458C)

El vector director de la recta r es perpendicular al normal del plano y a @ . Nos sirve como vector
director el producto vectorial de ambos vectores.

n=(311) } Lk

. =v =nxPQ=3 1 1|=
PQ=(2,-1-3)-(0,11)=(2,-2,4) s o 4

= —4i+2j-6k-2k+12j+2i =—2i+14] -8k =V, =(-2,14,-8) = u, =(1,-7,4)

La ecuacioén de la recta es:

— X=1+t
u, =(1,-7,4)

=>|r=<y=-7t ;telR
Pasa por M (1,0,-1) ;= 144t
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3 2
E3.- a) Dado el polinomio P(x) = %—%4— 2x+C, hallar C para que el valor de P(x) en su
minimo relativo sea 1. (1,25 puntos)
b) Calcular lim xInx. (1 punto)

x—0*

X3 2

- . . 3X
a) Hallamos el minimo relativo de la funcion P(x) =§—7+2x+c .
Calculamos su derivada.

2
P'(x):%—G—ZX+2:x2—3x+2

Igualamos a cero la derivada y averiguamos cuando se anula.

3+4/9-8 3+1 =Ty 2
2 2 -1

P(X)=0=x*-3x+2=0=x=

Calculamos su derivada segunda.
P'(X)=x*-3x+2=>P"(x)=2x-3
Veamos cual es el minimo.
Xx=2-> P7(2)=4-3=1>0.En x =2 hay un minimo relativo.
Xx=1>P7(1)=2-3=-1<0.Enx =1 hay un maximo relativo.

En x = 2 la funcién debe valer 1 > P(2)=1.

3 92
3 2 3 37 (=5+C=1=(C=3
P(2)=1
b)
: . Inx - L S
lim xIn x = lim —— =— = Indeterminacién={ Aplico L"Hopital} =
x—0" x—0* 4 400
X
T S
~fim = fim == fim-x-ld

XZ
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_ 2 . <
E4-Sea f(x) =) (X1 st x<1
a+Inx si x>1

a) Encontrar a para que la funcion sea continua. (1,25 puntos)

b) Hallar el area de la region delimitada por la grafica de f(x) y las rectas x=1, y=1.

(1 punto)

a) El unico posible punto de discontinuidad lo podemos encontrar en x = 1, por lo que para
garantizar la continuidad de la funcién en este punto, debe cumplirse que los limites laterales

coincidanen x =1.

lim f(x) = lim (x—1)° =0
X1 X—>17( ) = lim f(x) = lim f(x) :>
x—1"

lim f(x)=lima+Inx=a oL

x—1" x—1"

x=1)" si x<1
b) Encontremos los puntos de corte de f(x) = ( ) _ ylarecta y=1.
Inx si x>1

) x—1=1= x=2. No es valido, pues es mayor que 1
Parax<1—(x-1) =1=
X-1=-1=x=0
Parax>1—>Inx=1=x=e.

Los puntos de corte sonenx =0y enx =e. )
NO TENGO MUY CLARO CUAL ES LA REGION.
Siesel area

0 1 2

| _
se calcula como una integral definida entre 0 y 1 de la diferencia de las funciones

£(x) = {(x ~1)° si x<1Solo se tiene en cuenta esta rama.

_ e y=1.
Inx si x>1

1

1
(x—l)2 —1dx :Ix2 —2Xx+1-1dx :sz —2xdx =

0 0

A

3 =0.6667 unidades cuadradas.

O ey

El area tiene un valor de

Si es el area
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0 T 2
se calcula como una integral definida entre 1 y e de la diferencia de las funciones

f(X):{(x—l)z si x<1 ey-1.

Inx si x>1 Solo se tiene en cuenta esta rama
Calculemos primero la integral indefinida.

Il—lnxdx=x—jlnxdx
Integramos por partes
1 1
Ilnxdx: U=Inx—>du==dx :xlnx—jx—dx:xInx—Idx:xInx—x
X X
dv=dx > v=xX

jl—lnxdx:x—xlnx+x=2x—xlnx

Retomamos la integral definida.
jl—ln xdx =[2x—xInx]. =[2e—eIne]-[2-In1]=2e-e-2=e-2
1

El 4rea seria e—2 =0.7183 unidades cuadradas.
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ES5.- La probabilidad de obtener cara al lanzar una moneda es % . ¢Cual es la probabilidad de sacar

3 caras en tres lanzamientos? (1 punto)

Cada uno de los lanzamientos es independiente de los otros.

P(Sacar tres caras en tres lanzamientos) = P(Sacar cara en lanzamiento 1 y sacar cara en
lanzamiento 2 y sacar cara en lanzamiento 3) = P(Sacar cara en lanzamiento 1) - P(sacar cara en

111 |1

OTRA FORMA DE HACERLO

Al lanzar 3 monedas puede salir los siguientes resultados, todos ellos igual de probables.
CCC, CC+, C+C, C++, +++,++C, +CC, +C+.

Son 8 resultados posibles y solo 1 de ellos es favorable.
Aplicamos la ley de Laplace.

P(CCC)= NUmero de casos favorables _ |1
Numero de casos posibles |8
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