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Introduccién

En este cuaderno de ejercicios se recopilan los enunciados de los exdmenes de matematicas Il
propuestos en las pruebas de acceso a la universidad de Madrid desde el afio 2017 al 2026. Los
examenes estan resueltos por Juan Antonio Martinez Garcia que ha sido profesor de matematicas
de educacion secundaria.

Espero que todo lo que aqui aparece os sea Util para preparar el examen de matematicas Il en las
pruebas PAU de 2027 y os ayude a conseguir buenos resultados.

En la web www.ebaumatematicas.com hay un banco de ejercicios de matematicas 11 resueltos de
otras comunidades autdnomas de Espafia, asi como distintas formas de recopilar los ejercicios
que aparecen en todas las pruebas.
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PAU 2026 Extraordinaria Matematicas Il

ucom UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID

- PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Universidad Curso 2025-2026 E
Carlos|ll MATERIA: MATEMATICAS II

de Madrid

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente a cinco preguntas, tres de ellas
obligatorias y dos de ellas a escoger entre dos opciones. Todas las respuestas deberan estar
debidamente justificadas.

CALIFICACION: Cada pregunta se calificara sobre 2 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

Responda a las tres preguntas siguientes (calificacion maxima por pregunta: 2 puntos):

Pregunta 1. El 85 % de los alumnos de un instituto viven en la misma localidad en la que se
sitUa el centro educativo y el resto en pueblos de alrededor. EI 75 % de los alumnos que acuden
al instituto desde fuera de la localidad llegan puntuales a clase por la mafiana y el 5 % de los
alumnos que viven en la misma localidad que el centro llegan tarde a primera hora.
a) (1 punto) Calcule el porcentaje de alumnos del instituto que llegan tarde a primera hora.
b) (1 punto) Se elige un alumno del centro al azar. Halle la probabilidad de que sea de un
pueblo de alrededor si se sabe que ha llegado puntual a clase por la mafiana.

Pregunta 2. (2 puntos) Un disefiador grafico propone una bandera usando los colores verde,
blanco y rojo. Para ello considera un rectangulo de base 8 y altura 2, toma como origen de
coordenadas el extremo inferior izquierdo del rectangulo y los lados izquierdo e inferior estan
sobre los ejes coordenados OY e OX, respectivamente. En el rectangulo descrito traza la curva
de ecuacion y = 2-3/x que va del vértice superior izquierdo del rectangulo al vértice inferior
derecho. El disefiador quiere que la parte del rectangulo que queda por encima de la curva dada
sea blanca. Para la parte que queda por debajo de la curva, toma un nuevo rectangulo con el
veértice inferior izquierdo en el origen de coordenadas y el superior derecho en la curva. Ese
rectangulo seria verde y lo que queda seria rojo.

Calcule el area que ocupa cada color en esta bandera si el disefiador quiere que el area roja sea
la menor posible.

Pregunta 3. Se consideran las matrices:

1 01 2 -1 1 0 O
A=0 1 0,B=|1 O0[C=-1 1 O
0 21 -1 -2 0 -11

a) (1 punto) Resuelva la ecuacion matricial: AX + X = B.
b) (1 punto) Responda solo a uno de los dos apartados siguientes:

b1) Calcule el determinante de la matriz (2C)1°0 aplicando propiedades de los

determinantes.
b2) Justifique si las matrices Ay AB son invertibles.
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Responda a una de las dos preguntas siguientes (calificacion maxima: 2 puntos):
Pregunta 4.1. Sean las rectas I, =(X,y,z)=(1+t,1,0) y r, =(X,y,z)=(1+5,5,0), t,s e R.
a) (1 punto) Estudie la posicion relativa de lasrectas r, y r,.
b) (1 punto) Halle una recta r, tal que las intersecciones de r,, r, y r, formen un triangulo

rectangulo, cuya hipotenusa esté contenida en r, y tenga longitud J2.

Pregunta 4.2. Se consideran el punto P(1, 2, 1) y el plano de ecuacion 2x—2y+z=1. Se traza

un cubo con una cara en el plano y un vértice en el punto P.
a) (1 punto) Determine la longitud del lado de dicho cubo y su volumen.
b) (1 punto) Halle otro vértice del cubo.

Responda a una de las dos preguntas siguientes (calificacion maxima: 2 puntos) :
Pregunta 5.1. (2 puntos) Sea la funcion
X

f(x)= )
( ) In(x)
Halle el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos con sus
correspondientes valores.

Pregunta 5.2. (2 puntos) Halle el valor real a tal que

T

3 2z
jo (x—a)sen(3x)dx—?
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SOLUCIONES

Pregunta 1. El 85 % de los alumnos de un instituto viven en la misma localidad en la que se

sitGa el centro educativo y el resto en pueblos de alrededor. EI 75 % de los alumnos que acuden

al instituto desde fuera de la localidad llegan puntuales a clase por la mafiana y el 5 % de los

alumnos que viven en la misma localidad que el centro llegan tarde a primera hora.

a) (1 punto) Calcule el porcentaje de alumnos del instituto que llegan tarde a primera hora.

b) (1 punto) Se elige un alumno del centro al azar. Halle la probabilidad de que sea de un pueblo
de alrededor si se sabe que ha llegado puntual a clase por la mafana.

a) El 100 — 75 = 25 % de los alumnos que acuden al instituto desde fuera de la localidad llegan
tarde por la mafnana y el 5 % de los alumnos que viven en la misma localidad que el centro
Ilegan tarde a primera hora.

El 15% de los alumnos viven fuera de la localidad y el 100 — 75 = 25% de ellos llegan tarde,
es decir, el 0.15 - 0.25 =0.0375 = 3.75 % del total.

El 85% de los alumnos viven en la misma localidad y el 5% de ellos llegan tarde, es decir, el
0.05 - 0.85=0.0425 = 4.25 % del total.

El porcentaje de alumnos del instituto que llegan tarde a primera hora es 3.75 + 4.25 = 8%.

b) Llamamos L al suceso “el alumno vive en la misma localidad en la que se sitda el centro
educativo” y T a “el alumno llega tarde a clase por la mafiana”.

Por los datos proporcionados sabemos que P(L) =0.85; P([):1—0.85; P('I_'/[):0.75 y
por lo obtenido en el apartado anterior tenemos que P(T) =0.08.

Nos piden calcular P([/'F). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de
Bayes.

p(T/T)= P(LAT) P(L)P(T/L) (1-0.85)-0.75 [45
(LrT)- P(T)  1-P(T)  1-008  |368

=0.1223

La probabilidad de que unalumno elegido al azar sea de un pueblo de alrededor si se sabe que

ha llegado puntual a clase por la mafiana tiene un valor de % =0.1223.
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Pregunta 2. (2 puntos) Un disefiador grafico propone una bandera usando los colores verde,
blanco y rojo. Para ello considera un rectangulo de base 8 y altura 2, toma como origen de
coordenadas el extremo inferior izquierdo del rectangulo y los lados izquierdo e inferior estan
sobre los ejes coordenados OY e OX, respectivamente. En el rectangulo descrito traza la curva
de ecuacion y= 2-3[x que va del vértice superior izquierdo del rectangulo al vértice inferior
derecho. El disefiador quiere que la parte del rectangulo que queda por encima de la curva dada
sea blanca. Para la parte que queda por debajo de la curva, toma un nuevo rectangulo con el
vértice inferior izquierdo en el origen de coordenadas y el superior derecho en la curva. Ese
rectangulo seria verde y lo que queda seria rojo.

Calcule el area que ocupa cada color en esta bandera si el disefiador quiere que el area roja sea
la menor posible.

Hacemos un dibujo de la situacién planteada.

Para que el area roja sea lo menor posible el rectangulo verde debe tener la mayor area posible.
Hallamos la expresion del area del rectdngulo de base x y altura 2-3x.

A(x)= x(2—§/§):2x—x-x1’3 =2x—x"?

Derivamos la funcién y averiguamos cuando se anula.

U3 3
A(X)ZZX—X4/3:A’(X):z_%xm1:2_4)( :6 g\/;

3

_43 3
A'(x):O:#:O:m—M/;:O:6:4%33/_:2:23 x=(§j _2r

., .. 27 . . .
La funcidn presenta un punto critico en x = 5 Averiguamos el signo de la segunda derivada

en dicho valor.

V3 —41X1/3_1
A](X)zﬁ—iﬂ'(x)zs_zﬁx-m=—_4:A"(21j=—_4<0
3 3 9 93/x? 8

27 2
3( )
8
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27 . : . . L
Para x = 5 la primera derivada se anula y la segunda es negativa. La funcidn tiene un maximo

: 27 . . . 27
relativo para x = e El area roja es la menor posible para x = 'S

El area del rectangulo que es la bandera tiene un valor de 8 - 2 = 16 unidades cuadradas.
El &rea del trozo de bandera situada por debajo de la graficade y = 2—3[x esel valor de la
integral definida de la funcion de 0 a 8.

8
jsz—xl’?’dx: 2X ——— x| = 2x—§x4’3 = 2-8—§8“’3 - 2-0—§o4’3 =16-12=4
0 4 4 4

El &rea de color blanco vale 16 -4 =12 unidades cuadradas.

El &rea del rectangulo verde es A(zj = 27 2-3 2! = 2rl = 27 =1.6875 u°.
8 8 8 8 2 16

El &rea de la region de color rojo vale 4—1.6875=2.3125 unidades cuadradas.

7 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2026 Extraordinaria Matemdticas Il en Madrid

Pregunta 3. Se consideran las matrices:

1 01 2 -1 1 0 O
A=0 1 0|,B={1 0|,C=|-1 1 0
0 21 -1 -2 0 -11

a) (1 punto) Resuelva la ecuacion matricial: AX + X = B.
b) (1 punto) Responda solo a uno de los dos apartados siguientes:

bl) Calcule el determinante de la matriz (2C )100 aplicando propiedades de los determinantes.
b2) Justifique si las matrices A y AB son invertibles.

a) Despejamos X en la ecuacion matricial.
AX +X =B=(A+1)X=B=X =(A+1) "B
Hallamos la inversa de la matriz A + 1.

1 01)(100) (201
A+1=/0 1 0|+{0 1 0|=/0 2 O
021100 1) (0 2 2
2 0 1
|A+1|=|0 2 0/=8+0+0-0-0-0=8%0
02 2
2 00 2 2 0 2 0 2
+ - +
Adjl0 2 2 02 12 10
L Adj(A+1) 10 2 00 |20 |20
(A+1)" = i ) _ L + —~
|A+1] 8 8l 02 12 |10
00 [20 20
+ - +
2 20 o2 o2
l4 2 -2\ (1/2 1/4 -1/4
(A+|)’1=§o 4 0|={ 0 1/2 0
0 -4 4 0 -1/2 1/2
Determinamos la expresion de la matriz X.
2 11 1
—+=4+= —=+=
1/2 1/4 -1/4)(2 -1) |?2 ‘1‘ 4 2 3/2 0
X=(A+1)"B=| 0 1/2 0 |1 0= > 0 |[=[1/2 0
0 -1/2 1/2 \-1 -2 a1 2 1 -1
2 2 2
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3/2 0
La matriz solucién de la ecuacién matriciales X =|1/2 0
-1 -1

b1) Calculamos primero el determinante de la matriz C.

1 00
IC|=]-1 1 0]=1
0 -11

Calculamos el valor del determinante de (2C)1°°.

‘(Zc)loo

e |100 _ C es una matriz cuat;irada de orden 3 _ (23 |C|)1oo _
[2¢|=2%[c|

= {Sabemos que |C|=1} =(2° _1)100 _

El determinante vale 23,

b2) Para que una matriz sea invertible su determinante debe ser distinto de cero.

1 0 1
|A|:O 1 0/=1+0+0-0-0-0=1=0
0 2 1

La matriz A tiene determinante no nulo y es invertible.
Obtenemos la expresion de la matriz AB.

1 0 1)y2 -1 2+0-1 -1+0-2 1 -3
AB=0 1 0|1 O |=/0+1+0 0+40+0 |=/1 O
0 2 1){-1 -2 0+2-1 0+0-2 1 -2

3xx2—)3><2

Esta matriz no es cuadrada y por tanto no tiene matriz inversa.
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Pregunta 4.1. Sean las rectas I, =(x,y,z)=(1+t,1,0) y r, =(X,y,2)=(1+5,5,0), t,s e R.
a) (1 punto) Estudie la posicion relativa de lasrectas r, y r,.
b) (1 punto) Halle una recta r, tal que las intersecciones de r,, r, y r, formen un triangulo

rectangulo, cuya hipotenusa esté contenida en r, y tenga longitud V2.

a) Hallamos un punto y un vector director de cada recta.

R(11.0)

r=(x y,z):(1+t,1,0):{_,

U, =(1,0,0)

2.(100)
v =(110)

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales. Las rectas no son ni paralelas
ni coincidentes.

r,=(x y,2)=(1+s,s,0):{

Las rectas se cortan o se cruzan. Obtenemos el valor del producto mixto [ul,vz, PlQZ} .

R(210) PQ, =(1,0,0)—-(1,1,0)=(0,-1,0
o.(t0g)| = T ~(:00)-(110)=(0.-10)
1, =(10,0) 1

v, =(110) t=|uv,RQ,|=[t 1 0[=0
PQ, =(0,-10) 0 -1 0

Al ser nulo el producto mixto lasrectas r, y r, se cortan.

b) Dibujamos la situacion planteada.
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Hallamos el vértice A del triangulo rectangulo. Este punto es la interseccion de las rectas r,

yr,.
X=1+t
n=<y=1
' Z—o l+t=1+s x=1+1=2
=q1=5s =>s=t=1=<y=1 =|A(2,1,0)
X=1+s
0=0 z=0
L={y=s
z=0

El punto B pertenece a la recta r, y sus coordenadas son B(1+t,1,0) :
El punto C pertenece a la recta r, y sus coordenadas son C (1+ S, S, O) :

Para que el triangulo ABC sea rectangulo el vector BC debe ser perpendicular al vector BA
y su producto escalar debe ser nulo.

BC =(1+5,5,0)-(1+1,1,0) = (s —t,s-1,0)

BA=(2,1,0)-(1+t,1,0)=(1-t,0,0) = (s-t,5-1,0)-(1-1,0,0)=0=
BC-BA=0

—t= =t
L (s-t)(1-t) =0 | =0 1=t
1—t:0—>

Tenemos dos opciones para formar un tridngulo rectangulo. Averiguamos cuando se cumple
que la hipotenusa tenga longitud J2.

A(2,1,0)
t=1={B(1+110)=(2,10)= A=B
C(1+s,s,0)

Para t =1 los puntos A y B son el mismo y no existe el triingulo ABC.
Para t =s hallamos la longitud de los catetos.

C(1+s:s:,0) BC =(1+5,5,0)=(1+5,1,0)=(0,5-10)

[AB| = \(s-1) +0%+ 07 =[s -1

[BC|= /07 +(s-1) +0° =[s~1

Aplicamos el teorema de Pitagoras.
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6|l
BC|=ls—1} = (V2) =[s—1f +[s -1 = 2[s -1 =2=
=

A(2,1,0)
s-1=1->s=2-{B(3,10)
C(3,2,0)

A(2,1,0)

s-1=-1-5s=0—> BllO
C(1,0,0)

:>|s—]42 =l=s-1=1=

Existen dos soluciones posibles. Hallamos la recta r, que contiene los puntos By C.

B(3L0)er, }2\73=ﬁ=(3,2,o)—(3,1,o):(0,1,0)}: | x=3

rL.iy=2+A
C(3,20)er,] C(320)er, 3 Z:o

B(11,0)es, }ijﬁ:(1,0,0)—(1,1,0)=(o,—1,o)}j =t

S, =-A
C(l,O,O)eS3 C(l,0,0)eS 7=0
X=3 x=1
Las rectas solucion del problemason r,:<y=2+4y s;:<y=4.
z=0 z2=0
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Pregunta 4.2. Se consideran el punto P(1, 2, 1) y el plano de ecuacion 2x—2y+z=1. Se traza
un cubo con una cara en el plano y un vértice en el punto P.

a) (1 punto) Determine la longitud del lado de dicho cubo y su volumen.
b) (1 punto) Halle otro vértice del cubo.

P

a) La longitud del lado del cubo es la distancia del punto P al plano 7 :2x—-2y+z=1.

m2X-2y+2-1=0

}:a d(P.r)- [21-22+1-9 |2 _[2
P(L2,1) [ —+12 Jo (3

La longitud el lado del cubo es % unidades.

3
El volumen del cubo es (%j = % unidades cubicas.

b) Hallamos el veértice del cubo que es la proyeccidn ortogonal del punto P en el plano. Para ello
primero hallamos la recta perpendicular al plano que pasa por el punto P. Esta recta tiene
como vector director el vector normal del plano.

7:2x-2y+2-1=0=>n=(2,-2,1)

o Xx=1+21

vr=n=(2,—271) —rdy=2-21: 1R
Ny = A€

P(L21)er z=1+21

El punto Q que buscamos es el punto de corte de la recta r y el plano.

Xx=14+21
r.ay=2-24

z=1+1
mri2X—2y+z=1

=2(1+21)-2(2-22)+1+A1=1=2+41 -4+ 4 +1+ 1 =1>
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>N =2=2A=-= y:2—23:E:> Q(

©|&
©_|'E
ol
N

Otro vértice del cubo es el punto Q(g 3413]
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Pregunta 5.1. (2 puntos) Sea la funcion
X

f(X):In(x)'

Halle el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos con sus
correspondientes valores.

Para que exista el logaritmo neperiano debe ser x > 0. Ademas, el denominador no se debe
anular, por lo que x 1. El dominio de la funcién es (0,1)\U(1,+).
Obtenemos la expresion de la derivada y averiguamos cuando se anula (puntos criticos).
1
LIn(x)=x-=
n(x)-1
f(X)=——= f(x)= x_In(x)

In(x) () (in(x))’

In(x)-1

>=0=1n 1= 0:>In =1=
(in(x) (x)- [x=¢]

Tenemos un punto critico en x =e. Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después
de x=1y x=e.

f(x)=0=

e Enelintervalo (0 1) tomamos X=0.1 vy la derivada vale f~ ( ) (E) ))) =-0.6<0
0.1

. La funcion decrece en (0,1).

e Enelintervalo (1,e) tomamos x =2y la derivada vale f’(2)=

funcion decrece en (Le).

e Enelintervalo (e,+o) tomamos x =€’ y la derivada vale f (e

La funcién crece en (e, +o).
La funcion decrece en (0,1)u(Le) y crece en (e, +o0).

Como la funcion decrece antes de x=e y crece después podemos afirmar que la funcion
presenta un minimo relativoen x=e.

€ - .
Tenemos que f (e) =——=¢, por lo que las coordenadas del minimo relativo son (e,e)

In(e)
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'S
~
—_
=
—
Il
g
—_
"
S

————

Minimo relativo
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Pregunta 5.2. (2 puntos) Halle el valor real a tal que

3

3 2z
IO (x—a)sen(3x)dx—?

Resolvemos primero la integral indefinida utilizando el método de integracion por partes

Integracion por partes
I(x—a)sen(Bx)dx: U=x—a—du=dx

dv =sen(3x)dx > v = Isen(3x)dx = %(—cos(Bx))

:(X_a)—cos(3x)_J—cos(3x) dX:—(x—a)cos(3x

)1 _
3 3 3 + 3J'cos(Sx)dx =

_ (a—x)cos(3x) +1_ sen(3x) _ (a—x)cos(3x) . sen(3x) LK
3 3 3 3 9

Resolvemos la integral definida planteada.

_l_
3 9

[ c-apsn(og | (20250 Sen(3x)f

_ (a—g)cos(3§j+sen(3zJ {(a—O)cos(&O) sen(3.0)}

+
3 9

:(a_zjcos(”)Jrsen(rr)_acos(o) sen(0) —(a—z) 0 a 0

— = +_ =
3 9 3 9 3

T
_§_a_§_7z—3a a rn-3a-3a |7—6a
3 3 9 3 9 9

Utilizamos el resultado obtenido para resolver la igualdad.

s

F(x—a)sen(?’x)dx:z—”: 708 _27_ . Ga=27— ba=r=|a= =
0 9 9 9

. T
El valor que cumple la igualdad es a =—.

17 de 489

www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2026 Extraordinaria (coincidencias) Matemdticas Il en Madrid

PAU 2026 Extraordinaria (coincidencias) Matematicas Il

ucom UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID

- PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Universidad Curso 2025-2026 B
Carlos|ll MATERIA: MATEMATICAS II

de Madrid

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente a cinco preguntas, tres de ellas
obligatorias y dos de ellas a escoger entre dos opciones. Todas las respuestas deberan estar
debidamente justificadas.

CALIFICACION: Cada pregunta se calificara sobre 2 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

Responda a las tres preguntas siguientes (calificacion maxima por pregunta: 2 puntos):

Pregunta 1. Un virus estomacal presenta como sintomas diarreas y fiebres en un 95% de los
infectados. En un momento de presion asistencial en la Comunidad de Madrid, 40 de cada mil
habitantes estan infectados por dicho virus. Por otro lado, un 0.5% de la poblacion no infectada
por el virus presenta los mismos sintomas por otras causas.
a) (1 punto) Una persona tiene los sintomas. ¢Cual es la probabilidad de que esté infectado
por el virus estomacal?
b) (1 punto) Dadas dos personas que tienen los sintomas, ¢cual es la probabilidad de que al
menos una de ellas tenga el virus?

Pregunta 2. La potencia instantanea en el momento t, P(t), es la derivada de la energia producida
hasta el momento t. Una instalacion fotovoltaica doméstica en un dia despejado genera una
potencia en kilowatios (kW) que se modeliza por la siguiente funcion con respecto a la hora del
diat € [0, 24):

0 si0<t<8

P(t)={3+3sen| Z(t-12)| si8<t<20
8

0 si 20<t<24

a) (1 punto) Determine cuando esa potencia aumenta y cuando disminuye. ¢Cual es el
momento del dia en que la instalacion entrega su potencia maxima?
b) (1 punto) Halle la energia producida a lo largo del dia en kilowatios hora (kWh).
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Pregunta 3. Sea S el conjunto formado por todas las matrices reales 2x2 triangulares superiores
para las que el elemento que ocupa el lugar (2, 2) de la matriz es la suma de los elementos de su

primera fila, es decir,
a b
S= cona,beR
0 a+b

a) (1 punto) Pruebe que si Ay B son dos matrices cualesquiera del conjunto S, AB esta
ensS.
b) (1 punto) Responda solo a uno de los dos apartados siguientes:
b1) Determine para qué valores de a y b las matrices de S son invertibles. Pruebe que
si una matriz de S tiene inversa, esta es también una matriz de S.

b2) Calcule todas las matrices A de S tales que A? = A.

Responda a una de las dos preguntas siguientes (calificacion maxima: 2 puntos):

Pregunta 4.1. Sean larecta r=(x,y,z)=(1+t,1+t,1+t),teR yel plano z7=x+y+z=0.

a) (1 punto) Determine la posicion relativa de la recta r y el plano 7.
b) (1 punto) Halle los puntos de la recta r que se encuentran a distancia J3 del plano 7.

Pregunta 4.2. Sea larecta r=(x,y,z)=(t,1t), teR. Se pide:

a) (1 punto) Hallar dos planos que se corten en la recta r, que formen entre si un angulo de
90°y uno de ellos pase por el punto (0, 0, 1).

b) (1 punto) Justificar que todas las rectas contenidas en los dos planos obtenidos en el
apartado anterior que no tienen puntos en comun con la recta r son necesariamente paralelas
entre si.

Responda a una de las dos preguntas siguientes (calificacion maxima: 2 puntos):

2

Pregunta 5.1. Sea la funcion f (x)= ?):
X—a

a) (1 punto) Halle el valor de a para que la grafica de f(x) presente una asintota vertical en
X = 2. Para dicho valor, estudie el resto de asintotas de la gréafica.

b) (1 punto) Obtenga los valores de a para los cuales la grafica de la funcién no presenta
asintotas verticales.

, donde a es un parametro real.

Pregunta 5.2. (2 puntos) Para la funcién f (x)= sen(;r‘x2 —1‘) , calcule

Jj xf (x)dx
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SOLUCIONES

Pregunta 1. Un virus estomacal presenta como sintomas diarreas y fiebres en un 95% de los

infectados. En un momento de presion asistencial en la Comunidad de Madrid, 40 de cada mil

habitantes estan infectados por dicho virus. Por otro lado, un 0.5% de la poblacién no infectada

por el virus presenta los mismos sintomas por otras causas.

a) (1 punto) Una persona tiene los sintomas. ¢Cual es la probabilidad de que esté infectado por
el virus estomacal?

b) (1 punto) Dadas dos personas que tienen los sintomas, ¢ cual es la probabilidad de que al menos
una de ellas tenga el virus?

a) Llamamos V a ”la persona esta infectada con un virus estomacal” y DF a “la persona presenta
diarreas y fiebres”.
Obtenemos las probabilidades asociadas a la informacion proporcionada.
Un virus estomacal presenta como sintomas diarreas y fiebres en un 95% de los infectados
> P(DF /V)=0.95

En un momento de presion asistencial en la Comunidad de Madrid, 40 de cada mil

habitantes estan infectados por dicho virus > P (V)= % =0.04;

Un 0.5% de la poblacion no infectada por el virus presenta los mismos sintomas por otras
causas > P(DF /\7) =0.005.

Nos piden calcular P(V / DF) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

_P(VADF) P(V)P(DF/V) _
P(V/DF)= P(DF)  P(V)P(DF/V)+P(V)P(DF/V)
0.04-0.95 95

=0.8879

T 0.04.0.95+0.96-0.005 |107

b) Utilizamos el suceso contrario a “al menos una de las dos personas con sintomas tiene el virus”
que es “ninguna de las dos personas con sintomas tiene el virus”.
La probabilidad de que ninguna de las dos personas con sintomas tiene el virus es el producto
de la probabilidad de que una no lo tenga por la probabilidad de que la otra no lo tenga.

P(al menos una de las dos personas con sintomas tiene el virus) =

=1- P(ninguna de las dos personas con sintomas tiene el virus) =

—1- P(\7/ DF)P(\7/ DF):l—(l—g—Sj(l—Ej: 0.9874
107 )\" 107
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Pregunta 2. La potencia instantanea en el momento t, P(t), es la derivada de la energia producida
hasta el momento t. Una instalacion fotovoltaica doméstica en un dia despejado genera una
potencia en kilowatios (kW) que se modeliza por la siguiente funcion con respecto a la hora del
diat € [0, 24):

0 si0<t<8

P(t)= 3+35en(%(t—12)j si 8<t<20

0 si20<t<24

a) (1 punto) Determine cuando esa potencia aumenta y cuando disminuye. ;Cual es el momento
del dia en que la instalacion entrega su potencia maxima?
b) (1 punto) Halle la energia producida a lo largo del dia en kilowatios hora (kWh).

a) Hallamos cuando se anula la derivada.

P’(t):3%cos(%(t‘12)j

P(t)=0 :>3%cos(%(t—12)j=O:>cos(%(t—12)j:oj

%(t—lZ):%—>t—12:—12—>t:O¢[8,20]

%(t—12)=%—>t—12=—4—>t=8e[8,20]

%(t—12)=%—>t—12=4—>t:166[8,20]

(t—12)=37”—>t—12=12—>t:24¢[8,20]

T

8

Tenemos dos puntos criticos: t=8 y t =16.
Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos valores.

e Enelintervalo (8,16) tomamos t =12 y la derivada vale

P (12)= 3% cos Z(12—12) _3 >0. La funcion crece en (8,16).
8 8 8

e Enelintervalo (16,20] tomamos t =18 y la derivada vale
P’(18)= 3%cos(§(l8—12)j = %cos[%j <0. La funcion decrece en (16,20].

La potencia aumenta en el intervalo [8,16) y disminuye en (16,20].
La potencia maxima se entrega a las 16 horas. Siendo esta potencia maxima de

3+3sen (%(16—12)) =3+3sen% —6 kW.

b) La energia producida hasta el momento t es la integral definida de 0 a t de la potencia.
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0

|

si0<t<8

3+3sen(%(x—12))dx si 8<t<20

20
j 3+3sen(%(x—12)jdx si 20 <t < 24
8

Empezamos calculando la integral indefinida.

J 3+3sen[%(x—12))dx = 3x+3jsen[%(x—12))dx =

24

=3x+3§(—cos(%(x—12)n :3x——cos£%(x—12)j+ K

T

T

Obtenemos la expresion de las integrales definidas.

La funcion queda E(t)=

£3+33en(%(x—12)jdx =[

24

= [3t —;cos(g(t —12))} —{3-8—ﬁcos(%(8—12)

24

=3t ——cos(z(t —12))— 24+Ecos(ij =|-24+3t ——cos(z(t —12)}
8 T 2 s 8

v

8

=t
BX—Ecos(%(x—u)] =

4 s

T

24

24
V2

20
J 3+3sen(%(x—12)jdx - —24+3-20——cos(%(20—12)] -

=—24+60—ﬁCOS(ﬂ')=
T

36+

24

0

36+

T

24

si0<t<8

T

—24+3t—ﬁcos(g(t—12)J si 8<t<20

si 20<t<24
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Pregunta 3. Sea S el conjunto formado por todas las matrices reales 2x2 triangulares superiores
para las que el elemento que ocupa el lugar (2, 2) de la matriz es la suma de los elementos de su

primera fila, es decir,
a b
S = cona,beR
0 a+b

a) (1 punto) Pruebe que si Ay B son dos matrices cualesquiera del conjunto S, AB esta en S.
b) (1 punto) Responda solo a uno de los dos apartados siguientes:
b1) Determine para qué valores de a y b las matrices de S son invertibles. Pruebe que si una
matriz de S tiene inversa, esta es también una matriz de S.

b2) Calcule todas las matrices A de S tales que A” =A.

, a b
a) Consideramos A:[O ] y B:[

c d .
j . Obtenemos la expresion de AB.
a+b

0 c+d

ap_[? Po)c d)_[ec ad+b(c+d)) (ac  ad-+bc+bd
{0 a+b)l0 c+d) (0 (a+b)(c+d)) ac+ad +bc+bd
La matriz AB es triangular superior y el elemento que ocupa el lugar (2, 2) de la matriz es la
suma de los elementos de su primera fila. La matriz AB esta en S.

. a . . . .
bl) La matriz A= (O j es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

a+b

=a(a+h) |Al=0=a(a+b)=0=+0

a

|A|= 0 a+b

a
Las matrices A:( ] de S son invertibles cuando a0y a+b=0.

a+b

a b
Si A= (0 bj es una matriz de S invertible entonces a=0 y a+b=0. Hallamos su
a+

inversa.
[a 0 1 -b
. Ad =
Afl_AdJ(AT)_ J(b a+bj_ 1 (a+b -b) |a a(a+h)
~ |A a(a+b) a(a+b)l 0 a _O 1
a+b

La matriz A" es triangular superior. Comprobamos que la suma de los elementos de la
primera fila nos da como resultado el elemento que ocupa la 22 fila y 22 columna.

1. b a+b-b_ a1
a a(a+b) a(a+b) a(a+b) a+b

Se cumple la igualdad y la matriz A™ es una matriz de S.
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b2) Si A= 2 vemos cuando A% =A.
0 a+b
, a b Ya b a b a’ ab+b(a+h) a b
0 a+b/\0 a+b 0 a+b 0 (a+b) 0 a+b
a’=a a’=a—a’-a=0—a(a-1)=0
= ab+b(a+b)=b=<b(2a+b)=b—>b(2a+b-1)=0 =

(a+b)2:a+b (a+b)2—(a+b):0—>(a+b)(a+b—l):0

—a=0
b=0
—40
b1
a=0 Sia=0—> —><0
b=0
—40 a=0b=1
—40
a=1
b=1
b=0
—=><s—>40 = 1
2a+b=1 —a=
b=0
a+b=0
o —\° a=1b=0
) b=-1
a+b=1 Sia=1—> ] —<0
- a=1b=-1
—40
b=0

Las matrices de S que cumplen A? = A son cuatro:

I S b P
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Pregunta 4.1. Sean larecta r =(x,y,z)=(1+t,1+t,1+t), teR yelplano 7=x+y+z=0.
a) (1 punto) Determine la posicion relativa de la recta r y el plano .
b) (1 punto) Halle los puntos de la recta r que se encuentran a distancia J3 del plano =.

a) Obtenemos un vector director de la recta y un vector normal del plano.

r=(xy,z)=(1+t1+t1+t)=u, =(111)

T=x+y+z=0=n=(111)

El vector director de la recta y el normal del plano son el mismo. La recta corta
perpendicularmente el plano.

n

n— i

&1

b) Determinamos la expresion de la distancia de un punto de la recta al plano.

= =0
T=EX+Y+12 } d(F>,,7r)—|l+t+l+t+1+t|—|3+3t|

= = =
r=(xy,z)=(1+t1+t1+t) V12 +12 +1 J3
Averiguamos el valor de t para que la distancia valga J3.

3+3t|

d(Pr,zr):x/§:> \/5

J§:|3+3t|=(J§)2=3:>

3+3t=3->3t=0->t=0—-|P,(111)

=

3+3t=-3-3t=-6>t=-2—|Q,(-1-1-1)

En la recta r hay dos puntos a una distancia /3 de: P, (111) y Q, (-1-1-1).
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Pregunta 4.2. Sea larecta r=(x,y,z)=(t,Lt), teR. Se pide:
a) (1 punto) Hallar dos planos que se corten en la recta r, que formen entre si un angulo de 90°
y uno de ellos pase por el punto (0, 0, 1).

b) (1 punto) Justificar que todas las rectas contenidas en los dos planos obtenidos en el apartado
anterior que no tienen puntos en comun con la recta r son necesariamente paralelas entre si.

a) La situacion planteada es la del dibujo.

w2

Hallamos la ecuacion del plano 7, que contiene la recta r y pasa por el punto P(0,0,1).

Este plano tiene como uno de sus vectores directores el vector director de la recta. Otro
vector director del plano es el vector que une el punto P con un punto Q; de la recta.

. 0 =(1.0)
r=(x,y,z)_(t,l,t):{Qr(Ql,O)

v="PQ, =(0,1,0)-(0,0,1)=(0,1,-1) y 72—
u=u,=(101) =7:0 1 -1|=0=
P(0,0,1)e 7, 10 1

=>X-y+0-z2+1-0-0=0= |7, :X-y-z+1=0

El plano de ecuacion z, : Xx—y—z+1=0 contiene a la recta r y pasa por el punto (0,0,1).
Hallamos el segundo plano 7z, que contiene la recta r y debe ser perpendicular al plano 7.

Este plano tiene el vector director de la recta como un vector director del plano y otro vector
director del plano es el vector normal del plano 7z,.

mix—y-z+1=0=n =(L-1-1)

V=n=(1-1-1) x y-1 z
u'= J=(101) >l -1 -Y=0=
Q(O ) 1 0 1
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= —X—y+1+0+2-y+1-0=0=>-X-2y+2+2=0= |7, : X+2y—-2-2=0

Los planos que se cortan en la recta r, que formen entre si un angulo de 90° y uno de ellos
pasa por el punto (0,0, 1) son 7, : x—y—z+1=0Yy 7z, :x+2y—-z—-2=0.

b) Una recta s, contenida en el plano 7, que no corte la recta r debe ser paralela a dicha recta,
por lo que un vector director de larecta s, es u, =(1,0,1).
Una recta s, contenida en el plano 7, que no corte la recta r debe ser paralela a dicha recta,
por lo que un vector director de la recta s, es u, =(1,0,1).

Lasrectas s, y s, tienen el mismo vector director Jr = (1,0,1), por lo que son paralelas.
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2

- X .
Pregunta 5.1. Sea la funcion f (x) = , donde a es un parametro real.

3x—a

a) (1 punto) Halle el valor de a para que la grafica de f(x) presente una asintota vertical en
X = 2. Para dicho valor, estudie el resto de asintotas de la gréafica.

b) (1 punto) Obtenga los valores de a para los cuales la grafica de la funcién no presenta
asintotas verticales.

a) Para que la gréafica de f(x) presente una asintota vertical en x =2 el denominador de la
funcion debe anularse para este valor.

32-a=0=6-a=0=[a=6]

2

Para a =6 se cumple lo pedido. La funcién queda f (x)= ;(
X_

(15 . Comprobamos que la

recta X =23 es asintota vertical y estudiamos el resto de asintotas.

Asintota vertical. x=a

¢, X=2 es asintota vertical?

2 2
lim f (x)=lim > —+_2 -1 _3
X2 x>23x—6 3:2-6 0

X =2 es asintota vertical

Asintota horizontal. y=b

NG 1 1
b tim f (x)=lim =2 — fim XX _jj e 1,
_x—>oo _x—>co3x_ _x—>oo37X_£_x—>oo§_£_i_§_o_
x?  x? X X2 0
La funcion no tiene asintota horizontal.
Asintota oblicua y=mx-+n
x> -1 x* 1 1 1 N 1
(X)) . av_@ L. 2_ 2 2 IV R
m:|lmﬁz|lmuz|lmxz—l=|lmxz—xz|l X __ o _1
x—>o X X—>00 X x—o 3K —BX xaw%_% X—>00 3_9 S—E 3
N G X 00

n=lim(f(x)-mx)=lim

X—>00 X—>00

x?-1 X X2 -1-x%+2x .m2x—1
3x-6 3

n atat

= lim =lim =—% ==

X—>00 %_E xaoog_ﬁ 3_E 3
X X X 00

1 2 . . .
Larecta y =§x+§ es asintota oblicua de la funcién.

b) Para que la funcién no tenga asintota vertical debe poder simplificarse la expresion racional.
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X -1 (x=1)(x+1)
~3x-a  3x-a

f(x)
Para poder simplificarse debe anularse el denominador para x=1 o para x=-1.

x=-1=3(-1)-a=0=-3-a=0=[a=—3

x=1=31-a=0=3-a=0=[a=3]

Para a=-3 0 a=3 la funcién no tiene asintota vertical.

= -1 1
Si a=-3 la funcién queda f(x):;(X-l-;:(Xs()zE—Xl; ):%(x—l).Esta funcion es una

recta y no tiene asintota vertical.

2_ ~1)(x+1
Si a=3 la funcién queda f(x):;(x ;=(X3(3(X1J)r )=%(x+1).Esta funcion es una

recta y no tiene asintota vertical.
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Pregunta 5.2. (2 puntos) Para la funcién f (x)= sen(;r‘x2 —1‘) , calcule

Ioz xf (x)dx

Obtenemos la expresion como funcion a trozos de la funcién f (x) = sen(;z‘x2 —ﬂ) .

X2—1=0=>x2=1=x=+1=4+1

Si tomamos un valor menor que —1, por ejemplo X =—2 tenemos que (—2)2 -1>0.
Si tomamos un valor entre —1 y 1, por ejemplo x =0 tenemos que 0° -1<0.

Si tomamos un valor mayor que 1, por ejemplo X =2 tenemos que 2°—1>0.

sen(7r(x2 —1))si x<—1
La funcién quedaria f (x)= Sen(ﬂ'(l—Xz))Si -1<x<1.

sen(n(x2 —1))si x>1

Resolvemos primero la integral indefinida utilizando un cambio de variable.

Cambio de variable
_[xf (x) dx =IXS€I’](7Z’<X2 —1))dx =Ix?—1=t=2xdx=dt}= J xsen(;;t)% =
dt

dx=—
2X

:%jsen(ﬂt)dt :%'%(—Cos(m)): —COS(ZEIXZ _1))+ K

Al intervalo [0, 2] pertenece X =1, que es un punto donde se produce un cambio de definicion

de la funcién, por lo que calculamos la integral definida como la suma de la integral definida de
0 a 1 més la integral definida de 1 a 2.
Resolvemos la integral definida planteada.

Jj xf (x)dx :j:xf (x)dx+J'l2 xf (x)dx = I:xsen(n(l—xz))dx+jlz Xsen(7z(x2 —1))dx =
= —I:xsen(yz(x2 —1))dx+‘|'l2 xsen(yz(x2 —1))dx -

1

cos(yr(x2 —1))
- 2 " 2 B
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[cos@r(f1>>]_ros<ﬁ<oz1>>]+[cos<ﬂ<zz1>>]_[cos<n<m>q

B 27 27 27 27

i_cos(—z)+—cos(37z) 11,11 1 _4 |2
T

27 27 27 _EZZE 2r 2w Zﬂ:g:
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PAU 2026 Ordinaria Matematicas II

Sty UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
. ;:: 5 PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD
© Curso 2025-2026
MATERIA: MATEMATICAS i

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente a cinco preguntas, tres de ellas
obligatorias y dos de ellas a escoger entre dos opciones. Todas las respuestas deberan estar
debidamente justificadas.

CALIFICACION: Cada pregunta se calificara sobre 2 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

Responda a las tres preguntas siguientes (calificacion maxima por pregunta: 2 puntos):
1 1-2 A

Pregunta 1. Dada la matrizreal A=|0 1  A-1}, sepide:
1 0 1

a) (1 punto) Discutir el rango de A en funcion del parametro A.

b) (1 punto) Para el caso A =2, resolver la ecuacion matricial A>—AX =1, donde | es la matriz
identidad de orden 3.

Pregunta 2. (2 puntos) Se quiere enlosar un jardin con forma de triangulo rectangulo de catetos
42 my 56 m. Dentro del jardin se va a diferenciar un espacio rectangular techado de forma que
dos de sus lados sean paralelos a los catetos del tridngulo, un vértice coincida con el vértice del
angulo recto del triangulo y el vértice opuesto esté sobre su hipotenusa.

Alicatar la parte cubierta cuesta 30 €/m? y la parte no techada, 50 €/m? pues las baldosas llevan
un tratamiento especial resistente al agua. Calcule las dimensiones de la parte techada que hacen
que el coste de instalar el suelo en el jardin sea minimo.

Pregunta 3. Dados el plano 7 :2x+2y—z=13 y larecta
P X"2_y_ 2
1 1 4
a) (1 punto) Halle el punto simétrico del punto P(2, 0, 0) respecto al plano x.
b) (1 punto) Responda solo a uno de los dos apartados siguientes:
bl) Halle la distancia entre el plano n y la recta r.
b2) Halle una ecuacién del plano que contiene a la recta r y es ortogonal al plano .

Responda a una de las dos preguntas siguientes (calificacion maxima: 2 puntos):

Pregunta 4.1. El proveedor de una fabrica de moviles proporciona baterias cuya duracién sigue
una distribucion normal con media p = 24 horas y desviacion tipica ¢ = 3 horas. A efectos de
control de calidad, se considera que una bateria es defectuosa si su duracion es inferior a 21 horas.
a) (1 punto) Se elige un teléfono al azar de la linea de produccion. Calcule la probabilidad de
que su bateria sea considerada defectuosa.
b) (1 punto) Un distribuidor recibe un lote de 10 teléfonos. Suponiendo independencia entre
ellos, ¢cudl es la probabilidad de que en ese lote haya al menos 9 teléfonos con la bateria
no defectuosa?
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Pregunta 4.2. Sabiendo que P(B) = 0.4, P(Au B) =0.4 y P(B|A) = 0.2, calcule las siguientes

probabilidades:
a) (1 punto) P(Z\) y P(ANB).

b) (1 punto) P((ANB)|(AUB)).
Responda a una de las dos preguntas siguientes (calificacion maxima: 2 puntos):

Pregunta 5.1. (2 puntos) Sea f(x)=In(x). Halle el area de la region acotada por la gréfica de
f(x), el eje de abscisas y larecta x=e.

Pregunta 5.2. Sea la funcion

3x* —sen(ax)+b Si x<0
f(x): _2ex Si x>0'
1+ x? B

a) (1 punto) Calcule los valores de a y b para que la funcion sea continua y derivable en x=0
b) (1 punto) Halle la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcion en el punto de
abscisa x=2.

DISTRIBUCION NORMAL

Ejemplo: si Z tiene distibucion N(0, 1), P(£ < 0,45) = 0,6736.

z 000 001 002 008 004 005 006 007 0,08 0,00
0.0 | 05000 0,500 05080 05120 05160 05100 0,5230 05270 05310 0,5350
0,1|05308 05438 05478 05517 05557 05506 0,5636 05675 05714 0,5753
02| 05703 05832 05871 05010 05048 05087 0,6026 06064 06103 06141
03| 06170 06217 06255 06203 06331 06368 06406 0,6443 06480 06517
04| 06554 06501 06628 06664 06700 06736 06772 0,688 06844 0,6870
05| 06015 06050 06085 07019 07054 07082 0,7123 07157 07100 0,7224

06| 07257 07201 07324 07357 07380 07422 0,7454 07486 07517 0,7549
0,7 | 0,7580 07611 07642 0,7673 07704 07734 07764 0,7704 07823 0,7852
08| 07881 07010 07030 0,7967 0,7995 08023 08051 082078 08106 08133
09| 08150 08186 08212 08238 08264 08280 08315 08340 08365 0,8380
10 | 0,8413 08438 08461 08485 08508 08531 08554 08577 0,8500 08621

1| 08643 08665 08686 08708 08720 08749 08770 08790 088310 0,8830
1,2 | 0,8840 0,8860 08888 0,8007 0,80925 08044 08062 08080 08007 09015
1,3 | 00032 00040 09066 009082 00000 00115 09131 009147 09162 09177
14 | 00192 00207 09222 009236 00251 09265 09279 00202 09306 09310
1,5 | 0,0332 00345 09357 09370 00382 00304 09406 00418 09420 0,9441

16 | 00452 00463 09474 00484 00405 09505 09515 00525 09535 0,9545
1,7 | 09554 00564 09573 09582 09501 09500 09608 09616 09625 0,0633
1,8 | 09641 00640 09656 009664 09671 09678 09686 009603 09600 0,0706
1,0 | 09713 00710 09726 09732 09738 00744 09750 09756 09761 09767
2,0 | 09772 09778 09783 00788 00703 09708 00803 00808 09812 09817

0,0821 00826 009830 00834 009838 00842 09846 09850 09854 0,9857
0,081 00864 00868 00871 09875 009878 009831 09884 09887 0,0800
00808 09901 00904 00006 00009 00011 09913 00016
0,0018 00020 00022 00925 00027 009920 09931 00932 09934 0,0036
0,0038 00040 00041 00043 00045 009046 00048 0,0040 009051 0,0052

N ]
[
=
2
3
=
[
=
[=)

g

0,0053 00055 09956 00957 09050 009960 09961 09962 0,9963 0,0064
0,0965 00066 0,90967 00968 09960 09970 09971 09972 09973 0,9074
0,0076 09977 09977 00978 0,0070 00079 00080 0,0081
0,0081 00082 00082 00083 00084 00084 00085 00085 09086 0,0086
0,0087 00087 00087 00088 00088 00080 00080 0,0080 0,9000 0,9000

Lo b3 bS BD b
o w o -1
2.
=
5
I
=
[*=]
=]
=
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SOLUCIONES
1 A1-2 4
Pregunta 1. Dada la matrizreal A={0 1  A-1|, sepide:
1 0 1
a) (1 punto) Discutir el rango de A en funcion del parametro A.
b) (1 punto) Para el caso A = 2, resolver la ecuacion matricial A?—AX =1, donde | es la matriz

identidad de orden 3.

a) La matriz A es una matriz cuadrada de orden 3 y su rango puede ser 3, 2 0 1.
Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

1 2-2 2
A=0 1  A-1=1+(A1-2)(A-1)+0-2-0-0=
1 0 1

=1+ AP - A-2A+2-2=2*-42+3

7 2 _[3=2
4+,/(-4) -4-1-3 + =
Al=0= 17 —44+3=0= 1= (=4) _4x2_| 2
21 2 4-2
I 2_l1=2
2
Analizamos tres situaciones diferentes.
CASO 1. A#3yA=#1
En este caso el determinante de A es distinto de cero y el rango de A es 3.
CASO 2. 1=3
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
11 3
La matrizqueda A={0 1 2 |.Siconsideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar
1 01

la fila y columna terceras tenemos que su determinante vale

i':l—O:l;tO. El rango de

Aes?2.

CASO3. 41=1

En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
1 -11

La matrizqueda A={0 1 0. Siconsideramos el menor de orden 2 que resulta de
1 0 1

quitar la fila y columna terceras tenemos que su determinante vale

_W=1—0=1¢o. El
1

rango de A es 2.

34 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2026 Ordinaria Matemadticas Il en Madrid

Conclusion: Para 2 #3y A=1elrangode Aes3ypara A=10 A=3elrango es 2.

b) Para A = 2 sabemos que el determinante de A es distinto de cero y por tanto la matriz A tiene
inversa. Despejamos X de la ecuacion matricial.

AN-AX=l=>A-1=AX=>A"AA-A"I=A'AX =

S 1A-At=1-X >[A-A=X]

Hallamos la inversa de la matriz A.

1 2-2 2 102
A=|0 1 2-1|=[0 1 1
1 0 1 101
102
|Al=0 1 1]=1+0+0-2-0-0=-1=0
101
101 10 oo o1
Adjl0 1 0 11 21 21
L Ad(A) 21y oy iy ool
A -1 R 21 2 1|
oy [ty |to
10 00 01
1 0 -2 (10 2
=—|1 1-2 -1|=|11 1
-1 0 1 1 0 -1
Hallamos la expresién de la matriz X.
102)(-10 2) (200
X=A-A"=|0 1 1|-|-1 1 1|=/1 00
101)(1 0 -1) 0 0 2

2 00
La matriz X solucidn de la ecuaciéon matriciales X ={1 0 0.
0 0 2
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Pregunta 2. (2 puntos) Se quiere enlosar un jardin con forma de triangulo rectangulo de catetos
42 my 56 m. Dentro del jardin se va a diferenciar un espacio rectangular techado de forma que
dos de sus lados sean paralelos a los catetos del tridngulo, un vértice coincida con el vértice del
angulo recto del triangulo y el veértice opuesto esté sobre su hipotenusa.

Alicatar la parte cubierta cuesta 30 €/m? y la parte no techada, 50 €/m? pues las baldosas llevan
un tratamiento especial resistente al agua. Calcule las dimensiones de la parte techada que hacen
que el coste de instalar el suelo en el jardin sea minimo.

Dibujamos la situacion planteada.

42 m

S6m

El area del rectangulo techado es x-y metros cuadrados y el coste de su alicatado es 30x-y
euros.

El resto tiene un area de

— Xy =1176— xy metros cuadrados y el coste de su alicatado es

50-1176 —50xy = 58800 —50xy euros.
El coste total del alicatado es C(x, y) = 30xy +58800—50xy =58800— 20Xy euros.
Buscamos la relacion entre x e y. Los triangulos rectangulos pequefios son semejantes.

42 m

S56m

Se cumple que los catetos tienen longitudes proporcionales.

42y_y = 56X - = (42-y)(56—x) =Xy = 235256y + yf —42x = yf =

= 56y =42x—-2352 = y:@—ﬂx: y:42—§x
56 56 4

Obtenemos la expresion del coste total del alicatado del jardin.
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y=42—§x 3 )
4 = C(x) =58800—20x 42_ZX =58800—840x +15x

C(x,y)=58800-20xy

El coste del alicatado es C (x) =15x* —840x + 58800 euros.
Calculamos su derivada y averiguamos cuando se anula (puntos criticos).

C(x) =15x> —840x+58800 = C"(x)=30x -840

840

=——=28
30

C'(X)=0:>30X—840=0:>30X=840:> X

Sustituimos x =28 en la segunda derivada.
C’(x)=30x—840=C"(x)=30=C""(28)=30>0

Para x =28 se anula la primera derivada y la segunda derivada es positiva, por lo que la
funcion presenta un valor minimo para X =28.

Para este valor el otro lado de la zona techada vale y =42 —%-28 =21.

Las dimensiones de la parte techada que hacen que el coste de instalar el suelo en el jardin sea
minimo son 28 metros en el lado largo y 21 en el lado corto, es decir, a la mitad de cada lado.
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Pregunta 3. Dados el plano 7 :2x+2y—z=13y larecta
pX-2_y_z
1 1 4
a) (1 punto) Halle el punto simétrico del punto P(2, 0, 0) respecto al plano 7.
b) (1 punto) Responda solo a uno de los dos apartados siguientes:
bl) Halle la distancia entre el plano t y la recta .
b2) Halle una ecuacion del plano que contiene a la recta r y es ortogonal al plano .

a) Hallamos el punto simétrico P” del punto P respecto del plano determinando primero la recta
s perpendicular al plano que pasa por P.

P

Q

5

|

!

\

l T
i

? P’

7r:2x+2y—z:13:ﬁ:(2,2,—1)

P(2,0,0)es x=2+24
- - =s:9y=24 ;1eR
v,=n=(2,2,-1) -

Hallamos el punto Q de corte de la recta s y el plano .

X=2+24
Hy=21
> Z_ 4 :>2(2+2/1)+2-2/1—(—ﬂ):13:>

i2X+2y—-2=13

X=2+21=4
=4+421+42+4=13=291=9=>1=1=:y=21=2 =|Q(4,2,-1)
z=-1

El punto P” es el resultado de sumarle al punto Q el vector PQ.
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PQ=(4,2,-1)-(2,0,0)=(2,2,-1)

P'=Q+PQ=(4,2-1)+(2,2,-1)=(6,4,-2)
El punto simétrico del punto P(2, 0, 0) respecto al plano w tiene coordenadas P*(6,4,-2).

b1) Determinamos la posicion relativa de la recta r y el plano .

==V, =(114)

r—-=

X—2 y
1 1

NN

72X+2y-2=13=n=(2,2,-1)

V,-n=(11,4)(2,2,-1)=2+2-4=0

Al ser nulo el producto escalar del vector normal del plano y el director de la recta podemos

afirmar que la recta es paralela o esta contenida en el plano.
La distancia de la recta al plano es la distancia de un punto cualquiera de la recta al plano.

X=2_y_z il
AT ToR@OO| L g 2202070 13|:

7:2X+2y—2z-13=0 22+22+(—1)2

La distancia tiene un valor de 3 unidades.

b2) El plano " que contiene a la recta r y es ortogonal al plano © tiene como vectores directores
el vector director de la recta y el vector normal del plano. También contiene al punto

P (2,0,0) delarectar.

P(2,0,0)ex x—2 y-0 z-0
u=v,=(114) =731 1 4 |=0=
v=n=(2,2,-1) 2 2 A

= —(x-2)+8y+2z-2z+y-8(x-2)=0=

= —X+2+8y+27-272+y-8x+16=0=-9x+9y+18=0=|7:x—-y-2=0

La ecuacion del plano buscado es 7: x—y—-2=0.
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Pregunta 4.1. El proveedor de una fabrica de moviles proporciona baterias cuya duracion sigue

una distribucién normal con media p = 24 horas y desviacién tipica o = 3 horas. A efectos de

control de calidad, se considera que una bateria es defectuosa si su duracion es inferior a 21 horas.

a) (1 punto) Se elige un teléfono al azar de la linea de produccion. Calcule la probabilidad de
que su bateria sea considerada defectuosa.

b) (1 punto) Un distribuidor recibe un lote de 10 teléfonos. Suponiendo independencia entre ellos,
¢cudl es la probabilidad de que en ese lote haya al menos 9 teléfonos con la bateria no
defectuosa?

a) X = Duracion en horas de una bateria. X = N(24, 3).
La bateria es defectuosa si X <21. Nos piden calcular P(X <21).

Tipificamos 21-24 'ij_';
P(X<21)={  x-24 :p(2< - j:P(Z<—1):P(Z>1): 03
I as |
Miramosenla iy
=1—P(Z Sl): =1-0.8413=|0.1587 Y :
tablaN(0,1) [10]

11 i QT A n

La probabilidad de que una bateria sea defectuosa es de 0.1587.

b) La probabilidad de que un teléfono tenga una bateria no defectuosa vale 1—0.1587 =0.8413.
Consideramos la variable aleatoria Y que cuenta el numero de teléfonos con la bateria no
defectuosa de un grupo de 10. Esta variable es una binomial de pardmetros n = nimero de
repeticiones = 10 y p = probabilidad de que un teléfono tenga una bateria no defectuosa =
0.8413.Y =B(10, 0.8413)

Nos piden calcular P(Y >9).

P(Y 29)=P(Y =9)+P(Y :10):(;())0.84139 -o.15871+ﬁgjo.84131°-o.1587° _

=10-0.8413°-0.1587 +0.8413'° ={0.5127

La probabilidad de que en ese lote haya al menos 9 teléfonos con la bateria no defectuosa
tiene un valor de 0.5127.
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Pregunta 4.2. Sabiendo que P(B) = 0.4, P(Au B) =0.4 y P(B|A) = 0.2, calcule las siguientes

probabilidades:
a) (1 punto) P(K) y P(ANB).

b) (1 punto) P((ANB)|(AUB)).

a) Obtenemos las probabilidades pedidas.

P(ANB)

P(A)

P(B|A)=02= =02=P(ANB)=02-P(A)

P(Au B)=0.4:> P(AUB)=1-0.4=06

=0.6=P(A)+04-02-P(A)=

P(Z):l—P(A)=o.75

=08-P(A)=06-04=02= P(A):%:

=0.25=>

N o

P(ANB)=0.2-P(A)=0.05

b) Aplicamos el teorema de Bayes.

_P((AnB)n(AUB)) P(AnB) 005 |1 _
P((ANB)I(AVB))= P(AUB) ~P(AUB) 06 12_0'0833

Hemos utilizado que A~ B esta contenidoen AUB y por tanto (ANB)N(AUB)=ANB

A B A B

Suceso ANB Suceso AUB
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Pregunta 5.1. (2 puntos) Sea f (x)=In(x). Halle el &rea de la regién acotada por la grafica de
f(x), el eje de abscisas y larecta x=e.

Hallamos los posibles puntos de corte de la grafica de la funcidn con el eje de abscisas.

Ejeabscisas > y=0

f(x)=In(x) }:In(x):O:

El area de la region acotada por la grafica de f(x), el eje de abscisas y la recta x =€ es el valor
de la integral definidade Lae de f(x)=In(x).

Area =

he—
—h
—~
x
—
o
X
I
—
>
—~
x
—
o
X
I

Integracion por partes

Iln(x)dx: u=|n(x)—>du=§dx :xln(x)—fxédx:xIn(x)—Idx=xIn(x)—x+K

dv:dx—>v:jdx:x

...:[xln(x)—x](la =[e-In(e)-e]-[LIn(1)-1]=e1-e-1.0+1=[10’

Dibujamos la region del plano de la que hemos hallado el area.

Sx)=In(x)

42 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2026 Ordinaria Matemadticas Il en Madrid

Pregunta 5.2. Sea la funcion

3x* —sen(ax)+b si

f(x)= X .

(=1 2 > si x>0
1+x

a) (1 punto) Calcule los valores de a y b para que la funcidn sea continua y derivable en x=0
b) (1 punto) Halle la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto de abscisa

X=2.
a) Para que la funcién sea continua deben coincidir el valor de la funcion con los limites laterales

2¢°
f(0)= =
(0) 1+0?
lim f (x) = lim 22— =2
x—0" x=0" 14+ X2 =b=2
i —h 2_ — 2_ . —
XILrg!f(x)_XILrgﬁx sen(ax)+b=3-0°-sen(a-0)+b=b
i 1) =i 1(x)=1(0)
3x* —sen(ax)+2 Si x<0
La funcion queda f(x)=< o9ax . Esta funcion es derivable en
Si x>0

1+ x?
6x—a-cos(ax) Si X <0

2" (1+x*)-2x-2¢" 2" (1-2x+X°) .
5 = > si x>0
(1+ x2) (1+ x2)

Para que la funcion sea derivable en x =0 deben coincidir sus derivadas laterales.

R—{0} siendo su derivada f"(x)=

f'(O‘)z lim f"(x)= lim 6x—a-cos(ax)=6-0—a-cos(a-0)=-a

x—0" x—0"
x(1_ 2 0(1_». 2
£7(07)=lim f(x) = lim 21 ZXEX )=Ze (1 202+o )=2 —-a=2=[a=-2]
x—0" x—0" (1+ Xz) (l+ 02)

fr(07)=1f(0")

Los valores buscadosson a=-2 y b=2.

b) La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcidn en el punto de abscisa X =2 es
y—f(2)=1"(2)(x-2).

2e2 2
f(2)=2 = Z¢?
(2) 1+ 22 se
2e°(1-2.2+ 22 2 2
f'(2)= ( - ):Zi :y—gezzzi(x—Z):
(1+2) 25 5 25
y-f(2)=17(2)(x-2)

www.ebaumatematicas.com
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2 , 28  4e? 2e*  4e® 2,
Sy = X—— o y=—X——+-e’>
5 25 25 25 25 5
2e*  4e* 10¢° 2e*  6e?
= y="—X——o- =y =" X+ —

25 25 25 25 25

La recta tangente a la grafica de la funcion en el punto de abscisa X =2 tiene ecuacion
2¢°  6e’

= X+—.
y 25 25
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e UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
EL -2 s PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

< Curso 2025-2026
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente a cinco preguntas, tres de ellas
obligatorias y dos de ellas a escoger entre dos opciones. Todas las respuestas deberan estar
debidamente justificadas.

CALIFICACION: Cada pregunta se calificara sobre 2 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

Responda a las tres preguntas siguientes (calificacion maxima por pregunta: 2 puntos):

Pregunta 1. (2 puntos) La NFL esla principal liga profesional de fatbol americano de los Estados
Unidos. En un partido de la NFL se pueden anotar puntos de diversas formas, siendo las mas
comunes las siguientes: touchdown, field goal y extra point al que solo se puede optar despues
de anotar un touchdown. Segun la normativa de la liga, un touchdown vale 6 puntos, un field
goal 3 puntos y un extra point 1 punto.
De uno de los dos equipos de un partido finalizado de la NFL se sabe que solo ha conseguido
puntos mediante touchdown, field goal y extra point. Ademas se sabe que:

e Ha anotado 63 puntos.

e El doble de field goals anotados coincidié con el nimero de touchdowns conseguidos.

e Lasuma del nimero de touchdowns y field goals anotados fue cuatro veces el nimero de

extra points conseguidos.

Halle el nimero de touchdowns, field goals y extra points anotados por el equipo.

Pregunta 2. Dada la funcion real de variable real f (x)= ‘xz —6x+5‘ , S€ pide:

a) (1 punto) Hallar donde se alcanzan los maximos y minimos relativos de f(x), asi como sus
correspondientes valores.

b) (1 punto) Calcular el area del recinto delimitado por la grafica de la funcion, el eje de
abscisas y lasrectas x=3y x=6.

Pregunta 3. Sea r la recta que pasa por A(l, 2,-5) y B(2, 4,—11), sea s la recta dada por la
interseccion de los planosx—2y+3z=3, x—y=0, y sea t la recta paralela a s que pasa por
C(1,0, 0).
a) (1 punto) Determine la posicion relativa de r y s.
b) (1 punto) Responda solo a uno de los dos apartados siguientes:
b1) Halle la distancia entre s y t.
b2) Halle el coseno del angulo que forman r y s.
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Responda a una de las dos preguntas siguientes (calificacion maxima: 2 puntos):

Pregunta 4.1. Se consideran los sucesos A y B de un experimento aleatorio que verifican
P(A)=06, P(AUB)=075y P(B/A)=0.375. Se pide:

a) (1 punto) Calcular P(B).
b) (1 punto) Calcular P(ﬂ/ B).

Pregunta 4.2. En los barrios de Tokio se considera el reciclaje y la clasificacion de la basura una
obligacion ciudadana. Si no se clasifican los residuos de forma correcta para que sean retirados
por la empresa de recogida de basuras, estos no son recogidos y el barrio puede ser penalizado
por el ayuntamiento. En el barrio de Ueno, el 82.5% de los hogares realizan esta tarea de forma
adecuada.
a) (1 punto) Se analizan los residuos de diez hogares de este barrio. Calcule la probabilidad
de que a lo sumo uno de ellos no clasifique correctamente sus residuos.
b) (1 punto) El ayuntamiento selecciona una muestra aleatoria de 200 hogares en este barrio
y si el porcentaje de familias que comete errores en la clasificacion de sus residuos es
superior o igual al 10%, el barrio es penalizado. Calcule, aproximando por una distribucion
normal adecuada, la probabilidad de que los vecinos de Ueno no sean sancionados.

Responda a una de las dos preguntas siguientes (calificacion maxima: 2 puntos):

Pregunta 5.1. Sea la funcion f (x)=x*+bx.

a) (1 punto) Determine los valores de b para que larecta y = x—1 sea tangente a la gréafica
de la funcién f(x).

b) (1 punto) ¢Es cierto que para cualquier valor de b existe una recta tangente a la grafica de
la funcion f(x) que sea paralela a la recta y = x—1? Justifique la respuesta.

Pregunta 5.2. Calcule los siguientes limites:

a) (1 punto) lim (\/x2 +3X —x)

3x

) e
b) (1 to) lim——.
) (1 punto) -0 In(1+2x)
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DISTRIBUCION NORMAL

Ejemplo: si Z tiene distribucién N{0,1), P(Z < 0,45) = 0,6736.

z 000 001 002 003 004 005 006 007 008 0,00
U0 | 05000 05040 05080 05120 05160 05100 05230 05270 05310 0,5350
01| 05308 05438 05478 0,5517 05557 05506 05636 05675 05714 0,5753
02| 05703 05832 05871 05010 05048 035987 06026 06064 06103 06141
03| 06170 06217 06255 06203 06331 06362 06406 06443 06480 06517
04| 06554 06501 06628 06664 06700 06736 06772 06808 06844 06870
05| 06015 06050 06085 07010 07054 07082 07123 07157 07100 0,7224

06| 07257 0,7201 07324 07357 0,7380 07422 0,7454 07486 07517 0,7540
0,7 | 07580 07611 0,7642 07673 07704 07734 07764 07794 0,7823 07852
08| 07881 07010 07030 07967 0,905 08023 08051 08078 0,8106 0,8133
00| 08150 08186 08212 08238 08264 08280 08315 08340 08365 0,8380

1,0 [ 0.8413 08438 0,2461 08485 02508 08531 08554 08577 08509 0,8621

1,1 | 0,8643 08665 08686 08708 08720 08740 08770 08790 08810 0,8830
1,2 | 0,8840 08860 0,8888 08007 08025 08944 0,8962 08080 08007 0,0015
13| 00032 00040 00066 00082 00090 00115 09131 009147 09162 00177
14 | 00102 09207 09222 09236 00251 09265 09270 09292 09306 0,0310
15| 00332 09345 00357 00370 00322 00394 09406 09418 00420 00,0441

1,6 | 00452 09463 00474 09484 00495 09505 09515 09525 09535 00545
1,7 | 00554 09564 00573 00582 00591 00500 09608 09616 09625 0,0633
0,0641 00640 00656 00664 09671 00678 00686 00693 00600 0,9706
0,0713 00710 00726 00732 009738 00744 00750 00756 00761 09767
0,0772 00778 00783 00788 09793 00798 00803 00808 00812 09817

_.
(=]

b =

=

09821 09826 09830 09334 09838 09842 09346 09850 09854 09857
0.9861 09864 09868 09871 09875 09878 00881 09834 09887 0,95890
0.9803 09296 09808 09901 09904 09006 09909 09911 09913 09016
0.9918 09920 09922 09925 09927 09929 09931 09932 09934 09936
0.9938 09940 09041 09943 09945 09946 00948 09949 09951 09952

e e
[ R R

2,6 | 0,0053 009955 00056 00057 00050 00060 09961 009062 00063 0,0064
7| 09065 00966 09967 09968 09960 09070 00971 09972 09973 0,0974
28 | 00974 09975 00076 009077 00077 00978 09970 09070 09980 0,0081

20 099581 09952 090582 09983 09934 09984 09985 09935 D:.QDEE 0,9936
3,0 [ 09987 089987 090957 09988 09988 00989 09980 09939 00000 0,99050)

47 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2026 Ordinaria (coincidencias) Matemdticas Il en Madrid

SOLUCIONES

Pregunta 1. (2 puntos) La NFL esla principal liga profesional de fatbol americano de los Estados

Unidos. En un partido de la NFL se pueden anotar puntos de diversas formas, siendo las mas

comunes las siguientes: touchdown, field goal y extra point al que solo se puede optar después

de anotar un touchdown. Segun la normativa de la liga, un touchdown vale 6 puntos, un field

goal 3 puntos y un extra point 1 punto.

De uno de los dos equipos de un partido finalizado de la NFL se sabe que solo ha conseguido

puntos mediante touchdown, field goal y extra point. Ademas se sabe que:

¢ Ha anotado 63 puntos.

e El doble de field goals anotados coincidio con el numero de touchdowns conseguidos.

e Lasuma del nimero de touchdowns y field goals anotados fue cuatro veces el nimero de
extra points conseguidos.

Halle el nimero de touchdowns, field goals y extra points anotados por el equipo.

(Y=L

Llamamos “x” al nimero de touchdowns anotados, “y” al nimero de field goals y “z” al nimero
de extra points. Obtenemos las ecuaciones asociadas a la informacion proporcionada.

Un touchdown vale 6 puntos, un field goal 3 puntos y un extra point 1 punto. Ha anotado 63
puntos 2> 6x+3y+z=63.

El doble de field goals anotados coincidié con el nimero de touchdowns conseguidos 2> 2y = x

La suma del nimero de touchdowns y field goals anotados fue cuatro veces el nUmero de extra
points conseguidos 2 x+Yy=4x.

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

6X+3y+2=63
6-2y+3y+2=063 15y+2z=63
2y =X =
2y+y=4z 3y=4z
X+y=4z
z=63-15y
= :>3y=4(63—15y):>3y:252—60y:>
3y=4z
z=63-15-4=3
=63y =252= y=E:4:> | |
63

El equipo ha anotado 8 touchdowns, 4 field goals y 3 extra points.
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Pregunta 2. Dada la funcion real de variable real f (x)=|x*—6x-+5|, se pide:

a) (1 punto) Hallar donde se alcanzan los maximos y minimos relativos de f(x), asi como sus
correspondientes valores.

b) (1 punto) Calcular el area del recinto delimitado por la grafica de la funcion, el eje de abscisas
ylasrectas x=3y X=6.

a) Obtenemos la expresion de la funcion valor absoluto como una funcién a trozos.

- 6+4 5_x
61«} -6)" -4-1.5 =
X?—6Xx+5=0=x= (-6) _64_) 2
21 2 6-4
2
Xx=0=0"-6-0+5=5>0 xe(—01)—> f(x)>0
x=2=2"-6-2+5=-3<0=xe(15)—> f(x)<0
X=6=6"-6:6+5=5>0 x&(5,+0)—> f(x)>0
X —6x+5si x<1
f(x):‘x2—6x+5‘: —Xx*+6x-5si1<x<5
X —6X+5si Xx>5
Calculamos su derivada y averiguamos cuando se anula (puntos criticos).
2x—6si x<1 2x—6=0—>x=3¢(—x,1)
f’(x)=1-2x+6sil<x<5 f’(x)=0={-2x+6=0—>x=3¢(15)
2x—6si x>5 2x—6=0—>x=3¢(5+»)

El Gnico punto critico se obtiene para x =3. Sustituimos este valor en la segunda derivada.

25l x<1
f7(x)=1-2sil<x<5= f"(3)=-2<0
2si x>5

Para X =3 se anula la primera derivada y la segunda derivada toma valor negativo. La funcion
presenta un maximo relativo para X=3.

Para x=23 la funcion vale f(3)=‘32—6-3+5‘=|—4|=4.
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\ /

Mdximo relativo /

\ f(r,;w/
1\ / \ /

=N

[35]

/

b) Como x=5 pertenece al intervalo (3,6) la funcion cambia de definicién en este intervalo.

Hallamos el area del recinto delimitado por la grafica de la funcién, el eje de abscisas y las
rectas Xx=3 y X=6 como la suma de la integral definidade3a5de f (x) =—Xx*+6x-5y

la integral definida de 5a 6 de f(Xx)=x*—6x+5.

3 5 3 6
Area:jSS—x2+6x—5dx+I56x2—6x+5dx:[%+3x2—5x} +{%—3x2+5x} =

3 5

_53 _23 3 53
={?+3-52 —5-5}{?%32 —5-3}[3—3-62 +5-6}—{€—3-52 +5-5} -

=—_125+75—25+9—27+15+72—108+30—12?5+75—25=?+91: §=7.66u2

El area tiene un valor de % =7.66 unidades cuadradas.
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\ /

N

'-.,5

(x]:‘x3—6x+5|

[£5)

=

.
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Pregunta 3. Sea r la recta que pasa por A(l, 2,-5) y B(2, 4,—11), sea s la recta dada por la
interseccion de los planosx—2y+3z=3, x—y=0, y sea t la recta paralela a s que pasa por
C(1,0,0).
a) (1 punto) Determine la posicidn relativa der y s.
b) (1 punto) Responda solo a uno de los dos apartados siguientes:

b1) Halle la distancia entre s y t.

b2) Halle el coseno del angulo que formanry s.

a) Obtenemos un punto y un vector director de cada una de las rectas.

=>Yy-2y+31=3=-y+321=3=

{x—2y+32=3 {x—2y+3z:3
—_

Xx—y=0 X=y
X=-3+31 P.(-3,-3,0)
=>Yy=-3+37=>5S:{y=-3+31=>1_
v, =(3,31)
2=A4

r{A(l, 2,-5)er D{A(l, 2,-5)er

|B(2 4,-11)er  |u, =AB=(2,4,-11)-(1,2,-5)=(1,2.-6)

Los vectores directores de las rectas no tienen coordenadas proporcionales. Las rectas no
son paralelas ni coincidentes.

Las rectas se cortan o cruzan. Hallamos el valor del producto mixto [vs,u,, APS] :

A(L,2,-5) .
AP, =(-3,-3,0)—(1,2,-5)=(~4,-5,5
=R (320025 (45
v.=(331) 3 3 1
U =(L2.-6) t=[v,u AR |=|1 2 -6/=30+72-5+8-15-90=0
AP, =(~4,-5,5) -4 5 5

Como el producto mixto es nulo las rectas r y s se cortan (coinciden en un punto).

}A
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b1) Hallamos la ecuacién de la recta t. Esta recta es paralela a la recta s por lo que tiene como
vector director v, =(3,3,1).

- — Xx=1+31
u =v, =(3,31) o _
=>t:sy=314 ;4eR

=1

Las rectas s y t son paralelas. Hallamos la ecuacion del plano m perpendicular a la recta t que
pasa por el punto C. Luego hallamos el punto D de corte de la recta s con el plano . La

distancia entre las rectas es el médulo del vector CD.
s t

7%.&_
H '
T : '

Hallamos la ecuacion del plano m perpendicular a la recta t que pasa por el punto C. Este
plano tiene como vector normal el vector director de la recta.

}:3+O+O+K:O:>

=u,=(331)] 7:3x+3y+z+K=0
=
C(l,0,0)e;z

= K=-3=|7:3x+3y+2-3=0)|

Hallamos el punto D de corte de la recta s con el plano .

7:3x+3y+2-3=0

Xx=-3+31
:>3(—3+3/1)+3(—3+3ﬂ)+/1—3=0:>
S:qy=-3+31
=41

=-9+91-9+914+1-3=0=191=21=>

x:—3+32—1=E
19 19
:;t:é: y:—3+32—1:£: D EEE
19 19 19 1919 19
21
1=—
19
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Calculamos la distancia entre las rectas s y t.

D(Egz—lj 6 6 21 13 6 21
19'19'19 :@{E’E’Ej_(l’o’o):(_l_g'ﬁ’ﬁ]
C(1,0,0)
2 2 2
d(s,t)=\03\= (_—BJ +(£j +(2—1j _| Y548 1 33774
19 19) \19 19

La distancia entre las rectas s y t vale =1.3377 unidades.

\/646
19

b2) Las rectas r y s se cortan. Utilizamos el producto escalar de sus vectores directores para
determinar el coseno del &ngulo que forman.

v, =(3,31 o vu

= (333 :>cos(r,s):cos(vs, Ur)= >

u, =(1,2.-6) v, |u,

) (3,3.1)(1,2.-6) | 316-6 3J779
JELF AL P 422 4 (-6) V1941 779

El coseno del angulo que formanry s vale =0.1075.

3779
779
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Pregunta 4.1. Se consideran los sucesos A y B de un experimento aleatorio que verifican
P(A)=06, P(AUB)=0.75y P(B/A)=0.375. Se pide:

a) (1 punto) Calcular P(B).
b) (1 punto) Calcular P(K/ B).

a) Como P(z\) =0.6 entonces P(A)=1- P(z\) =1-0.6=04.
Utilizamos el teorema de Bayes.

P(B/A):mzoms P(ANB)

P(A) =

=0.375=> P(Am B) =0.4-0.375=0.15

=0.75=0.4+ P(B)—O.15:>

= P(B)=0.75-0.4+0.15=|P(B)=0.5

b) Aplicamos el teorema de Bayes.

— . _P(AnB) Pp(B)-P(AnB) 05-0.5
P(AlB)- P(B) P(B) 05 =lo7]
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Pregunta 4.2. En los barrios de Tokio se considera el reciclaje y la clasificacion de la basura una

obligacién ciudadana. Si no se clasifican los residuos de forma correcta para que sean retirados

por la empresa de recogida de basuras, estos no son recogidos y el barrio puede ser penalizado
por el ayuntamiento. En el barrio de Ueno, el 82.5% de los hogares realizan esta tarea de forma
adecuada.

a) (1 punto) Se analizan los residuos de diez hogares de este barrio. Calcule la probabilidad de
que a lo sumo uno de ellos no clasifique correctamente sus residuos.

b) (1 punto) El ayuntamiento selecciona una muestra aleatoria de 200 hogares en este barrio y si
el porcentaje de familias que comete errores en la clasificacion de sus residuos es superior 0
igual al 10%, el barrio es penalizado. Calcule, aproximando por una distribucién normal
adecuada, la probabilidad de que los vecinos de Ueno no sean sancionados.

a) X = Numero de hogares que no clasifican los residuos en un grupo de 10. Esta variable es una
binomial donde n = nimero de repeticiones = 10 y p = probabilidad de que un hogar no
clasifique bien los residuos = 1 — 0.825 = 0.175. X = B(10, 0.175).

Nos piden calcular P(X <1).

P(X <1)=P(X =0)+P(X :1):@0]0.1750.0.82510+Gojo.1751.o.8259 _

=0.825" +10-0.175-0.825° ={0.4559

La probabilidad de que a lo sumo uno de los 10 hogares no clasifique correctamente sus
residuos tiene un valor aproximado de 0.4559.

b) X = Numero de hogares que no clasifican los residuos en un grupo de 200. Esta variable es
una binomial donde n = nimero de repeticiones = 200 y p = probabilidad de que un hogar no
clasifique bien los residuos = 0.175. X = B(200, 0.175).

Para que no sean sancionados el numero de errores debe ser menor del 10% de hogares, es

decir, menor de 0.1 - 200 = 20 hogares. Nos piden calcular P(X <20). Como el niimero de
repeticiones es muy alto aproximamos esta binomial por una normal Y de media

\462

np =200-0.175 =35 y desviacion tipica o =/npq = /200-0.175-0.825 = — = 5.3735.

Y =N [35,@].

Esta aproximacion es buena pues np=35>5 y nq=200-0.825=165>5.

Tipificamos
P(X <20)={Correccion de Yates} = P(Y <19.5)= ;X85 (=

T 46274

19.5-35

—p|z<—2—=>
( J462 /3

j: P(Z <2.88)= P(Z22.88)=1-P(Z <2.88) =
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Miramos en la
tabla N(O, 1)

=1-0.998 =|0.002

06| 07257
0,7 | 0,7580
0,8 | 0,7881
09| 08159
1,0 | 08413

P [§

0 (

0, (

0, (

0, (

0, (
07486 0, (
074 0 (
08078 0, (
08340 0 (
08577 0§ (

cooco
NN ™ NN Ll B

~ s~

La probabilidad de que los vecinos de Ueno no sean sancionados tiene un valor de 0.002.
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Pregunta 5.1. Sea la funcion f (x)=x*+bx.

a) (1 punto) Determine los valores de b para que la recta y = x—1 sea tangente a la gréfica de la
funcion f(x).

b) (1 punto) ¢Es cierto que para cualquier valor de b existe una recta tangente a la grafica de la
funcion f(x) que sea paralela a la recta y = x—1? Justifique la respuesta.

a) Larecta y=x-—1 tiene pendiente m=1. Para que la recta sea tangente a la funcionen x=a
debe cumplirse que f“(a)=1yque f(a)=a-1.

f(x)=2x+b

] =2a+b=1=b=1-2a
f (a):l

f(a)=a-1

(a) —a-1=a’+ba

f (x)=x*+bx

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

a-l1=a’+ba

—a-l=a’+(1-2a)a=> d-1=a*+ 4 -2a° =
b=1-2a } ( ) A A

a=-1-[b=1-2(-1)=3

S-l=-a’=a’=1=a=\l1=+1|>

a=1-|b=1-2.1=-1

Existen dos soluciones posibles.
Para b =3 la funcién queda f(x)= x*+3x y larecta y = x—1 es tangente a la gréfica de la

funcion f(x) en x=-1.

L1

\

(3% [¥5]

=

............... f(x)=x"+3x

(3%

[#5)
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Para b =-1 la funcion queda f (x) =x*—x ylarecta y=x—1 es tangente a la grafica de la
funcion f(x) en x=1.

[3¥]

1
P y=x-1

b) Una recta paralelaa y = x—1 tiene su misma pendiente y por tanto tiene ecuacion y =X+cC .

Con el mismo razonamiento del apartado anterior: Para que la recta sea tangente a la funcion
en x =a debe cumplirse que f'(a)=1yque f(a)=a+c.

f’(x)=2x+b

f(a)=1

}:2a+b=1:>b=1—2a

f(a)=a+c
f (x)=x*+bx
Reunimos las dos ecuaciones en un sistema e intentamos resolverlo.

}:a+c=a2+ba

a 2
1-b :c:(%j +(b—1)%:>

a+c=a’+ba c=a’+ba-a
f— =
b=1-2a 2a=1-b

2
Para cualquier valor de b larecta y = x _[Tj es una recta paralelaa y = x—1 siendo

tangente a la grafica de la funcion f(x).
Si b=-10 b=3 larecta tangente es la propia recta y=x-1.Y si b=-1y b=#3 larecta

tangente a la grafica de la funcion es paralelaa y =x-1.
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Pregunta 5.2. Calcule los siguientes limites:
a) (1 punto) lim (\/x2 +3X — x)

e -1
b) (1 punto) lim————.
)(dp )HOIn(1+2x)

a) Calculamos el valor del limite multiplicando y dividiendo por el conjugado de la expresion.

im (V+3x x| = lim [ 30 1) v o] _

X—>+00 X—>+00 \/X2+3X+X

— 2
— lim ( X2+3X) X — lim M: lim 3% _

=|lim ————=1im 3 = 3 = 3 —
X—>+0 X—>+0 »\’ 2
X o /1+§ +1 /1+i +1 1+0+1
x> X X X +00

b) Calculamos el valor del limite utilizando la regla de L"Hopital.

3x
X
P

e*-1 e’'-1
In

lim = 0 Indeterminacion (L"Hopital) =
~0In(1+2x) In(1) 0

3™ 3e¥(1+2x) 3e*°(1+2:.0) 31 |3

=lim =[im = - _|=

x—>0 2 x—0 2 2 2 2
1+2X

60 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Extraordinaria Matemdticas Il en Madrid

PAU 2025 Extraordinaria Matematicas Il

e ) UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
,.r;i .3: PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

< Curso 2024-2025
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente a una pregunta en cada uno de
los cuatro bloques, tres de ellos con optatividad y uno sin optatividad. Todas las respuestas
deberan estar debidamente justificadas.

CALIFICACION: Cada bloque se calificara sobre 2.5 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

Bloque 1. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:

Pregunta 1.1. Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real k:

k 1 1) x 0 0
k+1 1 -kl y|-| k |=]|0].Sepide:
1 k+1 0 )z 2k 0

a) (1.5 puntos) Discutir el sistema en funcién de los valores de k.
b) (1 punto) Resolver el sistema para k =0.

1 5
Pregunta 1.2. Dada la matriz A:( 3} , Se pide:

a) (1.5 puntos) Hallar las matrices simétricas B que verifiquen BA= (A+ AZ) B.
b) (1 punto) Con la matriz A = A, se consideran las matrices A, = A*+A, A =A’+A,
A, = A/ + A yasi sucesivamente. Hallar A, .

Bloque 2. (Calificacién: 2.5 puntos) Responda a la pregunta siguiente:

Pregunta 2. Un agricultor dispone de 120 metros de valla para delimitar una parcela con forma
de pentagono. Los vértices del pentdgono se nombraran consecutivamente como A, B, C, Dy E.
Se sabe que A, B, D y E forman un rectangulo, y que el punto C se encuentra en el exterior de
este rectangulo, formando un triangulo equilatero con los puntos B y D.

¢A qué distancia del vértice A el agricultor debe ubicar los vértices B y E si quiere que la parcela
tenga la mayor area posible?
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Bloque 3. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:

Pregunta 3.1. Sean los puntos A(1,1,2), B(2,-1,0), C(-2,0,3) y D(2,-3,-1) y larecta

x—1 z
== y+1 1
a) (0.5 puntos) Compruebe que los puntos no son coplanarios y calcule el volumen del

tetraedro determinado por ellos.

b) (1 punto) Calcule el area de la cara del tetraedro ABCD determinada por los puntos A, B 'y

Cy lalongitud de la altura del tetraedro que parte del vértice D.

¢) (1 punto) Calcule la distancia entre la recta r y la recta determinada por los puntos B y D.

Pregunta 3.2. Dados los puntos A(0,0,1) y B(1,0,1), se pide:
a) (1 punto) Hallar una ecuacion del plano paralelo al eje OZ y que pasa por los puntos A'y
B

b) (1.5 puntos) Hallar una ecuacién de una recta perpendicular al plano z =1 que diste una
unidad tanto del punto A como del punto B.

Bloque 4. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:

Pregunta4.1. En base a un estudio de los datos antropomeétricos de la poblaciéon laboral espafiola
en hombres se considera que la masa, en kilogramos, de un individuo de esta poblacion es una
variable normal de media 75.67 y desviacion tipica 11.05. Se pide:
a) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que un hombre de esta poblacion elegido al azar
tenga masa entre 60 y 80 kilogramos.
b) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que un hombre de esta poblacion elegido al azar
tenga masa superior a 100 kilogramos.
¢) (1 punto) Elegidos diez hombres distintos al azar en esta poblacidn calcular la probabilidad
de que no mas de uno supere los 100 kilogramos.

Pregunta 4.2. La probabilidad de que un corredor sufra una caida en un dia con lluvia es de 0.08
y en un dia seco es de 0.004. La probabilidad de que llueva y se caiga es de 0.032. Hoy un
corredor ha salido. Se pide:

a) (1.25 puntos) Calcular la probabilidad de que vuelva a casa sin haberse caido.

b) (1.25 puntos) Hallar la probabilidad de que, sabiendo que se ha caido, no esté lloviendo.
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DISTRIBUCION NORMAL

Ejemplo: s £ tiene distnbucion N(0, 1), P(Z < 0,45) = 0,6736.

z opo0 001 002 003 004 005 006 007 008 009
0.0 | 05000 05040 05080 05120 05160 05100 05230 05270 05310 05350
01| 05308 05438 05478 05517 05557 05506 0,5636 05675 05714 05753
02| 0,573 05832 05871 05010 05048 05087 0,6026 06064 06103 0,6141
03| 06179 06217 06255 06203 06331 06368 0,6406 06443 06480 0,6517
04| 06554 06501 06628 06664 06700 06736 06772 06808 06844 0,6870
05| 0,6015 06050 06085 07010 07054 07088 0,7123 07157 0,7100 0,7224

06| 07257 07201 07324 0,7357 0,7380 07422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549

0,7 | 0,7580 07611 0,7642 07673 0,7 0,7734 07764 07794 0,7823 (,7852

08| 07881 0,7010 0,7030 0,7967 0,7005 08023 08051 082078 08106 0,8133

0.9 | 0,8159 08186 08212 08238 03264 08280 08315 02340 08365 0,5320

10 | 0,8413 08438 02461 08485 02508 08531 08554 08577 08500 08621

1,1 | 08643 08665 082686 08708 082720 08740 08770 08700 08810 0,8830

1 t]

1,2 | 0,8840 08860 08888 08007 082025 08944 08062 08080 08997 0,0015
1,3 | 0,0032 00040 00066 00082 09000 00115 00131 09147 09162 09177
14| 00192 00207 00222 0923 09251 00265 00270 09202 09306 00319

15| 00332 00345 00357 009370 00382 09304 009406 09418 09420 00441

[y
=2}

0,0452 00463 00474 009484 09405 00505 09515 09525 00535 0,0545
0,0554 00564 00573 00582 09501 00500 00608 09616 09625 00633
00641 009640 00656 09664 09671 09678 00686 09603 09600 0,0706
0,0713 00719 009726 009732 09738 090744 09750 09756 09761 00767
00772 00778 00783 00788 00703 00708 00803 00808 00812 00817

(e

[ RSy,
0o =]

=

0,0821 00826 00830 009834 009838 00842 00846 00850 00854 00857
0,0861 00864 00868 00871 09875 00878 00881 00884 00887 0,0800
0,003 0,0806 00808 00001 00004 00006 00000 09911 00013 00016
0,0018 00020 00022 009025 09927 00920 00031 09932 09934 0,0036
0,0038 00040 00041 09043 09945 00046 00048 09940 09951 0,0052

e B bE

| gy Gy E g B ]

=

0,0053 00055 00056 00057 00050 00060 00061 09962 00063 0,0064
0,0065 00066 00067 00068 09960 00970 00071 09972 09973 00074
0,0074 00075 00076 009077 00977 09078 09970 09970 00080 00081
0,0081 00082 00082 00083 00984 00984 00085 09985 00986 0,0086
0,0087 00087 00087 00088 00088 00080 00080 00080 00000 0,0000

WLQ_I.QL\JL‘J
[= = e
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SOLUCIONES

Pregunta 1.1. Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real k:
k 1 1(x 0 0

k+1 1 —k| y|-| k |=]|0].Sepide:
1 k+1 0 )z 2k 0

a) (1.5 puntos) Discutir el sistema en funcién de los valores de k.
b) (1 punto) Resolver el sistema para k =0.

k 1 1) x

a) Elsistemaes | k+1 1 -k || y|=| k |.Lamatriz de coeficientes asociada al sistema es
1 k+1 0 )\z 2k
K 1 1 k 1 1 0
A=lk+1 1 -k |ylamatrizampliadaes A/B={k+1 1 -k K
1 k+1 O 1 k+1 0 2k
Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.
k 1 1
|A=k+1 1 —k|=0-k+(k+1)’~1-0+k*(k+1)=
1 k+1 O

=—k+kﬁuﬁzk—1+W+«2=k3+m8+k=k08+2k+g

k=0

A=0=k(k?*+2k+1)=0=
k?+2k+1=0—>|k=—"""= " =1

Establecemos tres situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO1. k#0 vy k=-1.

En este caso el determinante de A es distinto de cero y su rango es 3. Al igual que el rango
de A/B y el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una Unica

solucidn).
CASO 2. k=0
En este caso el determinante de A se anula y el rango de A es menor de 3. Estudiamos el
0110
rango de A y de A/B. La matrizampliada queda A/B={1 1 0 0].

1100

[EEN
o
o

A/B = {Fila 22 & Fila 19} =

o
[N

0=

Il
=)
N
o O -
o O O

[EEN
o
o
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Fila 32 — Fila 12 — NE
1o 1100
1100 =0 1 1 0
0 0 0 0 NuevaFilaze| |2 200

A

Elrango de Ay de A/B es 2, tienen el mismo rango y es menor que el namero de incognitas.
El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO 3. k=-1
En este caso el determinante de A se anula y el rango de A es menor de 3. Estudiamos el
-111 0
rango de Ay de A/B. La matrizampliada queda A/B=| 0 1 1 -1].
1 0 0 -2
Fila 32 +Fila 12
-111 0 1 00 -2 -1110
A/B=011—1:_1110 =0 11 -1|=>
1 00 = 0 1 1 —2— NuevaFila3? 0 11-=
Fila 3* — Fila 22 — B
01 1 =2 1110
0 -1 -1 1 =0 11 -1
0 0 0 -1-— NuevaFila3? w -1

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. Tienen rangos distintos y el sistema es incompatible
(sin solucién).

Resumiendo: Si k=0 y k = —1 el sistema es compatible determinado (una Gnica solucion),

si k=0 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) y si k =—1 el sistema
es incompatible (sin solucion).

b) Hemos visto en el apartado anterior que para k =0 el sistema tiene infinitas soluciones. Las
determinamos partiendo el sistema equivalente obtenido.

1100 X=-4
X+y=0 X=-Yy
0110|= }:> }: y=4 ,4eR
y+z=0 z=-Yy
0 00O z2=-1
X=-4
Las soluciones del sistemason sy=4 ,1€R.
z=-1
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. 1 5 :
Pregunta 1.2. Dada la matriz A:( 3} , Se pide:

a) (1.5 puntos) Hallar las matrices simétricas B que verifiqguen BA = (A+ AZ) B.
b) (1 punto) Con la matriz A = A, se consideran las matrices A, =A_12+Al, A =A*+A,
A, = A’ + A yasi sucesivamente. Hallar A, .

a) Calculamos la expresion de la matriz A+ A”.
) 1 5 1 5)1 5 1 5 1-5 5-15 -3 -5
A+ A = + = + =
-1 -3) (-1 -3){-1 -3 -1 -3) (-1+3 -5+9 1 1

. o a b i
Consideramos la matriz simétrica B = (b j Resolvemos la igualdad planteada.
C

R KUY R

a-b=-3a-5b
a-b 5a-3b -3a-5b -3b-5c¢ —M=-36 -
= - :>5a 36 =-36 -5¢ N
b-c 5b-3c a+b b+c b-c=a+b
5b-3c=b+c
4a+4b=0 b=-a
b=-a
5a=-5¢ a=-C a -a
= = =>-a=C;=>b=c=-a=> B:( )
—-Cc=a —-Cc=a boc -a -a

4b—-4¢c=0 b=c

a
Las matrices B que cumplen lo pedido son B :(

], siendo a cualquier nimero real.

1 5
b) Tenemos que Ale:[ ! 3).

1 1
s . (-3 -5)(-3 -5) (-3 -5
As_AZ+A2_[1 1](1 1){1 1)‘

[9—5 15—5} [—3 —5} (1 5)
-3+1 -5+1 1 1 -1 -3

A2=A12+A1:A2+A:(_3 _SJ
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o, (1 5)1 5) (1 5)
A=A +A3_[—1 4)(—1 —3]{—1 —3)‘

1-5 5-15 1 5 -3 -5
-1+3 -5+9) (-1 -3 1 1
La secuencia que hemos observado es la siguiente:

AR A=A A=A A=A A=A,

En las posiciones impares aparece A Y en las pares aparece A, .

1 5
Como 2025 es impar tenemos que A, = A =A =( L 3}.
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Pregunta 2. Un agricultor dispone de 120 metros de valla para delimitar una parcela con forma
de pentagono. Los vértices del pentdgono se nombraran consecutivamente como A, B, C, Dy E.
Se sabe que A, B, D y E forman un rectangulo, y que el punto C se encuentra en el exterior de
este rectangulo, formando un triangulo equilatero con los puntos B y D.

¢A qué distancia del vértice A el agricultor debe ubicar los vértices B y E si quiere que la parcela
tenga la mayor area posible?

a) Dibujamos la parcela.
A

E

El perimetro de la parcela es 3x+2y. Como debe tener 120 metros de longitud obtenemos

(13}

una igualdad de la que despejamos “y”.

3X+2y=120=2y=120-3x= y:60—gx

Los valores de x e y deben ser positivos - 60—%x20—>602§x:>%2 X=x<40.

El area de la parcela es el area del rectangulo mas el area del triangulo equilatero.

Hallamos el valor de la altura del tridngulo equilatero para poder hallar su area.

2 2 2 2
xt=a+| 2 :>x2=a2+x—:>a2=x2—x—=31:>a=£x
2 4 4 4 2
x—3x
AreaBCD=22__2 :ﬁx2
2 2 4

El area del rectangulo vale xy = X(GO—g xj =60x —g X’

El area total de la parcela es la suma de las dos areas obtenidas.
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x? +60x , siendo 0 < x <40

A(x):gx2 3 2=$

+60x——=X
2

Buscamos los puntos criticos de la funcion area.

J3-6

A(x)= 2 x2+60x:>A’(x):x/§2 X+60
A'(x)=0:>*/§2_6x+60=0:>(J§—6)x+120=0:>

—120 1204/3+720 4043 +240

X= = = 28.12 metros
J3-6 36-3 11

Comprobamos si para este valor la segunda derivada es negativa.

A ()= “/§2_6 X+60= A" (x)= @ = A”(28.12)= J§2—6 <0
La segunda derivada es negativa y el area es maxima para X = @ = 28.12 metros.

Para este valor determinamos el valor de y.

=17.83 metros.

y—60_3 4073+240)_ o 60v/3+360 _300-60v3
2 11 11

El area de la parcela es maxima cuando situamos el punto B a17.83 metros de Ay el E a
28.12 metros de A.
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Pregunta 3.1. Sean los puntos A(1,1,2), B(2,-1,0), C(-2,0,3) y D(2,-3,-1) y larecta

a) (0.5 puntos) Compruebe que los puntos no son coplanarios y calcule el volumen del tetraedro
determinado por ellos.

b) (1 punto) Calcule el area de la cara del tetraedro ABCD determinada por los puntos A, By C
y la longitud de la altura del tetraedro que parte del vértice D.

c) (1 punto) Calcule la distancia entre la recta r y la recta determinada por los puntos B y D.

a) Hallamos los vectores que definen el tetraedro ABCD. Si su volumen es nulo quiere decir que
los puntos son coplanarios y no definen un tetraedro. Si el volumen es distinto de cero es que
los puntos no son coplanarios y definen un tetraedro.

El volumen del tetraedro ABCD es la sexta parte del valor absoluto del producto mixto

| AB,AC,AD |.
2E12,1j)0) AB =(2,-1,0)—(11,2)=(1-2,-2)
C(—’z,o’,s) = AC=(-203)-(11,2)=(-3-11) =
D(2,-3,-1) AD=(2,-3,-1)-(1,1,2)=(1,-4,-3)
1 2 =2
=| AB,AC,AD |=|-3 -1 1(=3-2-24-2+18+4=-3%0
[ ]
1 -4 -3

El producto mixto es distinto de cero y los puntos A, B, C y D no son coplanarios.

El volumen del tetraedro definido por ellos vale g: 0.5 unidades cubicas.

D

b) La cara ABC es un triangulo hallamos su area como la mitad del modulo del producto
vectorial ABxAC.

AB=(1-2-2)] . . [/ “ . o
. = ABxAC=|1 -2 -2/=-2i+6j—-k-6k—j-2i=
AC =(-3,-11)

-3 -1 1
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— —4i+5] -7k =(4,5,-7)

E E _ 2 2 _ 2
AreaABC:‘ ) ‘:\/( 4) +: +(7) = 3\/21_0=4.74 u?

Si dividimos el volumen del paralelepipedo ABCD entre el area del rectangulo de la base
tendremos el valor de la altura del tetraedro que parte del vértice D.

_ Volumen paralelepipedo ABCD [AB’ AC, AD] 3 _ ‘/1_0 ~0.3162u

Area Base ABC ‘ﬁ x E‘ “3J10 | 10

Altura

c) Larecta r= XT_l =y+1= il tiene como vector director \7r = (2,1, —1).

La recta s determinada por los puntos B y D tiene como vector director ui =BD.
u, = BD =(2,-3,-1)—(2,-1,0)=(0,-2,-1)

Las rectas tienen vectores con coordenadas no proporcionales, por lo que se cortan o se
cruzan (no son ni paralelas ni coincidentes).

Calculamos el valor del producto mixto [\ZQ@]

=(2,1,-1)

x-1 \7,
r=—-=y+l=—=
2 {Pr(l,—l,o)

P(1-1 2)} = PB=(2,-10)-(1-10)=(10,0)

B(2,-1
2 1 -1

[V, u,PB|=[0 -2 -11=0-1+0-2-0-0=-30
1 0 0

Como el producto mixto es no nulo las rectas se cruzan y la distancia entre ellas se obtiene
‘[Vr ,Ug, PrB]

con la formula d (r,s)=

V, XU,
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G=(0-2-1)] _ _ [ 1 K

I =V, xu =0 -2 -1=3i-2j+4k=(3-24)

v, =(21,-1) } 2 1 -1

d(r,S)J[VfiJS,EB]L 3 _3 :3@=0.557unidades
V, XU \/32 +(—2)2 +4-2 @

La distancia entre la recta r y la recta determinada por los puntos B y D tiene un valor de

% =0.557 unidades.
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Pregunta 3.2. Dados los puntos A(0,0,1) y B(1,0,1), se pide:

a) (1 punto) Hallar una ecuacion del plano paralelo al eje OZ y que pasa por los puntos A 'y B.
b) (1.5 puntos) Hallar una ecuacién de una recta perpendicular al plano z =1 que diste una unidad
tanto del punto A como del punto B.

a) El eje OZ es una recta con vector director V= (0,0,1). El plano paralelo al eje OZ tiene como

uno de sus vectores directores el vector v =(0,0,1). Otro de sus vectores directores es el vector

AB.
u=AB=(10,1)-(0,0,1)=(10,0) y 72—
v=(0,0,1) =71 0 0|=y=0
A(0,0,1) ez 1

El plano paralelo al eje OZ y que pasa por los puntos Ay B tiene ecuacion z:y=0.

b) La recta perpendicular al plano z =1 tiene como vector director el vector normal del plano
n=(0,0,1). Para definir la recta solo falta un punto por el que pase. Este punto puede ser un

punto del plano z =1 que diste una unidad tanto del punto A como del punto B.
Determinamos las coordenadas de este punto o puntos.

1 C
A g 11

A0.01) AC =(a,b,1)-(0,0,1)=(a,b,0)
= ay I} - 1 Yy = a) y
B(10,1) :{_
Cezo1oC(ab) BC =(a,b,1)—(1,0,1)=(a-1b,0)
d(AC)=1 ‘E‘ﬂ a’+b’+0° =1 a’+b’=1
- = - = : =

d(B,C)=1 ‘BC‘=1 \/(a—l) +b?+0% =1| (a-1) +b*=1

b*>=1-a’ )
= , =(a-1) +1-a’=1=>a’+1-2a+l-a’=1=

(a-1) +b*=1

—=1-2a=0=|a==|=b? :1_(_

N
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Una de las rectas que cumple lo pedido tiene como vector director n= (0,0,1) y pasa por el

L 6,)

unto C,| —,—,
ot (1,3

1
. X=3
v, =n=(0,0,1
\/(' ) =|r y—ﬁ aeR
C{l,—‘g,l er 2
2 2 =1+«

La otra recta que cumple lo pedido tiene como vector director n= (0, 0,1) y pasa por el

punto C, 1,_—\/5,1
2 2
1
. X=3
.=n=(0,0,1
001 ’
1 -3 =|s:qy=——,1€R
C2 _,_,1 €S 2
2 2 2=1+1
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Pregunta 4.1. En base a un estudio de los datos antropométricos de la poblacién laboral espafiola

en hombres se considera que la masa, en kilogramos, de un individuo de esta poblacion es una

variable normal de media 75.67 y desviacion tipica 11.05. Se pide:

a) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que un hombre de esta poblacién elegido al azar
tenga masa entre 60 y 80 kilogramos.

b) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que un hombre de esta poblacion elegido al azar
tenga masa superior a 100 kilogramos.

c) (1 punto) Elegidos diez hombres distintos al azar en esta poblacion calcular la probabilidad de
que no mas de uno supere los 100 kilogramos.

Llamamos X a la variable aleatoria que da la masa, en kilogramos, de un individuo de esta
poblacién. X = N(75.67, 11.05)

a) Nos piden calcular P(60< X <80).

P(60 < X <80) = {Tipificamos} <Z<

11.05 11.05

I3(60—75.67 80—75.67)_

= P(-142<7<0.39)=P(Z<0.39)-P(Z<-142)=

=P(Z<0.39)-P(Z 21.42)=P(Z <0.39)-[1-P(Z <142)]=

{Miramos en la

=0.6517-1+0.9222 =|0.5739
tabla N(0, 1)

|

z 0,00 0.01 I 0._02' 0,03 0.04 0,05 0.06 0.07
0,0 | 0,5000 0,5040 7O 0,56120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279
0,1 0,5398 0,438 05478 0,517 0,5557 0,5596 0,5636 05675

2. 0,56793 05832 05871 05910 05948 0,5087 0,6026 0,6064
0,3 oL hooTT o0 00205 00551 00008 U,MJU U,Lﬂﬂlo

4 | 06554 0,6591 06428 0,6664 06700 0,6736 06772 0,6808

0,5 | 0,6915 0,6950 06985 0,7019 0,7054 0,708% 0,7123 0,7157

0,6 | 0,7257 0,7201 0,7324 0,7357 0,7380 0,7422 0,7454 0,7486
0,71 0,7580 0,7611 0,7¢42 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794
0,8 10,7881 0,7910 0,739 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078
0,9 | 0,8159 0,818 08312 0,8238 0,8264 0,8280 0,8315 0,8340
1,0 | 0,8413 0,8438 0 1 08485 08508 0,831 0,8554 0,8577

1,1 | 08643 08665 08486 08708 0,8729 0,8749 0,8770 08790 0,8810 0,8830
1,2 | 0,8849 0,8869 0,8888 0,8007 0,8925 0,8044 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
13 | 09032 09049 i, 09082 09099 09115 09131 09147 09162 09177

- : 09222 § 0,9236 09251 0,9265 09279 0,9292 09306 0,9319

n onaan nonnaE " nonaen nononon nonend nonAnG nna1o NAANN oA A

b) Nos piden calcular P(X >100).

100-75.67
> _—

P(X >100) = {Tipifi -P|Z
(X >100) = {Tipificamos} ( 1105

j:p(bz.z):

Miramos en la
=1- P(Z < 2.2) = =1-0.9861=0.0139
tabla N(0, 1)
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c) Consideramos la variable aleatoria Y que cuenta el nimero de hombres que superan los 100
kilogramos de un grupo de 10. Esta variable es una binomial de pardmetros n = 10 y
p=0.0139. Y = B(10, 0.0139).

Nos piden hallar P(Y <1).

1 1
P(Y <1)=P(Y =0)+P(Y =1) =( §J0.0139° .0.9861:° +( fj0.01391-0.98619 -

=0.9861° +10-0.0139-0.9861° ={0.9919
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Pregunta 4.2. La probabilidad de que un corredor sufra una caida en un dia con lluvia es de 0.08
y en un dia seco es de 0.004. La probabilidad de que llueva y se caiga es de 0.032. Hoy un
corredor ha salido. Se pide:

a) (1.25 puntos) Calcular la probabilidad de que vuelva a casa sin haberse caido.

b) (1.25 puntos) Hallar la probabilidad de que, sabiendo que se ha caido, no esté lloviendo.

Llamamos L al suceso “Llueve ese dia” y C a “el corredor sufre una caida”.
Nos dicen que P(C/L)=0.08, P(C/L)=0004 y P(LNC)=0.032.
Obtenemos la probabilidad de que llueva un dia cualquiera:

P(LNC) 00820032 P(L)- 0.082_,,
P(L) P(L) 0.08

P(C/L)=
a) Nos piden hallar el valor de P((_t) . Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(C)=P(L)P(C/L)+P(L)P(C/L)=

_ P(L)[l—P(C/L)]+[1—P(L)][1_P(C/[)}=

=0.4(1-0.08)+(1-0.4)(1-0.004) = |0.9656
La probabilidad de que vuelva a casa sin haberse caido es de 0.9656.

b) Nos piden calcular P([/C) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de
Bayes.

(/e P(LAC) P(L)P(C/L) (1-04)0.004 [3 - 0.0698
( )‘ P(C) 1_p(5) "~ 1-09656 |43

La probabilidad de que, sabiendo que se ha caido, no esté lloviendo vale 4% =0.0698.
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UCOM | UnIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID

— PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

T Curso 2024-2025 C
de Madrid MATERIA: MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente a una pregunta en cada uno de
los cuatro bloques, tres de ellos con optatividad y uno sin optatividad. Todas las respuestas
deberan estar debidamente justificadas.

CALIFICACION: Cada bloque se calificara sobre 2.5 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

Bloque 1. (Calificacion méaxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:

Pregunta 1.1. En una granja se crian conejos, gallinas y pavos. El coste diario de la comida por
animal es de 1.50 euros si es conejo, de 4 céntimos de euro si es gallina, y de 30 céntimos de
euro si se trata de un pavo. El coste diario en comida para estos animales en la granja asciende a
44 euros. Se sabe que hay tantas gallinas como cuatro veces el nimero de pavos mas la cuarta
parte de los conejos. Ademas, el doble del numero de gallinas es igual a la suma de conejos y
pavos mas diez veces el niUmero de conejos. Se pide averiguar el nimero de animales de cada
tipo en la granja.

01 2 1 30
Pregunta 1.2. Dadas las matricesreales A=|1 3 a|yB=ja 1 O0]/,sepide:
a 0o 0 01

a) (1.25 puntos) Estudiar para qué valores del parametro real a la matriz AB tiene rango 3.
b) (1.25 puntos) Calcular la inversa de B para los valores de a en los que sea posible.

Bloque 2. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:

-

Pregunta 2.1. Sean las funciones: f (x)= exe—e , 9(x)= -

a) (1 punto) Calcule el limite Ixirrll(f (x)-g(x)).

-

b) (0.75 puntos) Estudie el crecimiento y decrecimiento de f (x) en su dominio.

c) (0.75 puntos) Estudie las asintotas de la funcion g(x)+g(-x).

Pregunta 2.2. Sea la pardbola grafica de la funcion f (x)=-x*+4,
a) (1 punto) Halle el area de la region acotada delimitada por y =0 y la grafica de la funcion

f(x).

78 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Extraordinaria (coincidencias) Matemdticas Il en Madrid

b) (1.5 puntos) Halle las dimensiones del rectdngulo de mayor area apoyado sobre el eje OX
que se puede inscribir en la paradbola de manera que los lados sean paralelos dos a dos con
los ejes de coordenadas. ,Cual es el area de dicho rectangulo?

Bloque 3. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:

y z2-2
Z=——yelplano
0 1 yelp

Pregunta 3.1. Sea el punto A(1,2,3), larecta r= XT_l
miX+2y—2z=1.Se pide:
a) (0.75 puntos) Calcular la distancia de la recta r al plano .
b) (0.75 puntos) Hallar la proyeccion ortogonal del punto A sobre la recta r.
c) (1 punto) Calcular el volumen del tetraedro formado por el origen de coordenadas y los
puntos de corte con los ejes coordenados de un plano que pasa por Ay es paralelo a m.

Pregunta 3.2. Sea S el segmento de recta que une los puntos A(0,1,0) y B(1,0,1). Se pide:

a) (1.5 puntos) Hallar un punto sobre S que cumpla que su distancia al punto A sea el doble
que su distancia al punto B.

b) (1 punto) Hallar una ecuacion del plano perpendicular a S que pasa por el punto medio de
S.

Bloque 4. (Calificacion: 2.5 puntos) Responda a la pregunta siguiente:

Pregunta 4. Una compafiia ferroviaria tiene el siguiente compromiso de puntualidad en sus
trenes de larga distancia: si un tren llega a destino con un retraso de entre 30 y 60 minutos
devuelve la mitad del importe del billete a sus usuarios. Si el retraso es de mas de una hora,
devuelve el importe completo del billete. En los trayectos entre las ciudades A y B, segln la
compaiiia, el 80 por ciento de los trenes llegan puntuales o con retraso inferior a la media hora,
el 15 por ciento con retraso de entre 30 y 60 minutos y el resto con retraso superior a una hora.

a) (1 punto) Un usuario enfurecido escribe este post en una red social; ”De los cuarenta
trayectos que hice el afio pasado entre A 'y B, en diez trayectos llegué con retraso de mas
de una hora. Segun mis célculos, esto deberia haber ocurrido con una probabilidad menor
de una entre un millén.” {Ha hecho bien los calculos el usuario enfurecido?

b) (1.5 puntos) En enero de 2025 la compafiia ha realizado seis trayectos entre A y B cada dia.
Asumiendo la veracidad de los datos de la compafiia y aproximando por una normal,
calcular la probabilidad de que como mucho en una sexta parte de los trayectos la compafiia
ferroviaria haya tenido que devolver dinero a los usuarios.
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DISTRIBUCION NORMAL

Ejemplo: s £ tiene distnbucion N(0, 1), P(Z < 0,45) = 0,6736.

2 opo0 001 002 003 004 005 006 007 008 009
0.0 | 05000 05040 05080 05120 05160 05100 05230 05270 05310 05350
01| 05308 05438 05478 05517 05557 05506 0,5636 05675 05714 05753
02| 0,573 05832 05871 05010 05048 05087 0,6026 06064 06103 0,6141
03| 06179 06217 06255 06203 06331 06368 0,6406 06443 06480 0,6517
04| 06554 06501 06628 06664 06700 06736 06772 06808 06844 0,6870
05| 0,6015 06050 06085 07010 07054 07088 0,7123 07157 0,7100 0,7224

06| 07257 07201 07324 0,7357 0,7380 07422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549

0,7 | 0,7580 07611 0,7642 07673 0,7 0,7734 07764 07794 0,7823 (,7852

08| 07881 0,7010 0,7030 0,7967 0,7005 08023 08051 082078 08106 0,8133

0.9 | 0,8159 08186 08212 08238 03264 08280 08315 02340 08365 0,5320

10 | 0,8413 08438 02461 08485 02508 08531 08554 08577 08500 08621

1,1 | 08643 08665 082686 08708 082720 08740 08770 08700 08810 0,8830

1 t]

1,2 | 0,8840 08860 08888 08007 082025 08944 08062 08080 08997 0,0015
1,3 | 0,0032 00040 00066 00082 09000 00115 00131 09147 09162 09177
14| 00192 00207 00222 0923 09251 00265 00270 09202 09306 00319

15| 00332 00345 00357 009370 00382 09304 009406 09418 09420 00441

[y
=2}

0,0452 00463 00474 009484 09405 00505 09515 09525 00535 0,0545
0,0554 00564 00573 00582 09501 00500 00608 09616 09625 00633
00641 009640 00656 09664 09671 09678 00686 09603 09600 0,0706
0,0713 00719 009726 009732 09738 090744 09750 09756 09761 00767
00772 00778 00783 00788 00703 00708 00803 00808 00812 00817

(e

[ RSy,
0o =]

=

0,0821 00826 00830 009834 009838 00842 00846 00850 00854 00857
0,0861 00864 00868 00871 09875 00878 00881 00884 00887 0,0800
0,003 0,0806 00808 00001 00004 00006 00000 09911 00013 00016
0,0018 00020 00022 009025 09927 00920 00031 09932 09934 0,0036

0,0038 00040 00041 09043 09945 00046 00048 09940 09951 0,0052

e B bE

| gy Gy E g B ]

=

0,0053 00055 00056 00057 00050 00060 00061 09962 00063 0,0064
0,0065 00066 00067 00068 09960 00970 00071 09972 09973 00074
0,0074 00075 00076 009077 00977 09078 09970 09970 00080 00081
0,0081 00082 00082 00083 00984 00984 00085 09985 00986 0,0086
0,0087 00087 00087 00088 00088 00080 00080 00080 00000 0,0000

WLQ_I.QL\JL‘J
[= = e

80 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Extraordinaria (coincidencias) Matemdticas Il en Madrid

SOLUCIONES

Pregunta 1.1. En una granja se crian conejos, gallinas y pavos. El coste diario de la comida por
animal es de 1.50 euros si es conejo, de 4 céntimos de euro si es gallina, y de 30 céntimos de
euro si se trata de un pavo. El coste diario en comida para estos animales en la granja asciende a
44 euros. Se sabe que hay tantas gallinas como cuatro veces el nimero de pavos mas la cuarta
parte de los conejos. Ademas, el doble del nimero de gallinas es igual a la suma de conejos y
pavos mas diez veces el niUmero de conejos. Se pide averiguar el nimero de animales de cada
tipo en la granja.

Sea “x " el nimero de conejos, “y” el de gallinas y “z” el de pavos en la granja.

“El coste diario de la comida por animal es de 1.50 euros si es conejo, de 4 céntimos de euro
si es gallina, y de 30 céntimos de euro si se trata de un pavo. El coste diario en comida para
estos animales en la granja asciende a 44 euros” 2 1.5x+0.04y + 0.3z =44.

“Se sabe que hay tantas gallinas como cuatro veces el nimero de pavos mas la cuarta parte de

los conejos” - y=4z +§.

“El doble del nimero de gallinas es igual a la suma de conejos y pavos mas diez veces el
namero de conejos” = 2y = x+z+10x.

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

15x+0.04y+032 =44 150y 4y1302=4400]  75x+2y+152 = 2200
y:4z+§ =4y =162+Xx = 4y-16z=X =

2y = X+2+10X 2y =11x+z 2y =11x+z

N 75(4y-162)+2y+15z = 2200 _ 300y-12002 +2y +152 =2200] _
2y =11(4y-16z)+z2 2y =44y -1767 +1

302y —1185z = 2200

302y —-1185z = 2200 25
= = 25 = 302—12z-11852 =2200 =
—42y:—1752 y:€z 6

:%2222003 zZ= 2220200'3:30 = y=%30=125 = |X=4-125-16-30= 20

En la granja hay 20 conejos, 125 gallinas y 30 pavos.
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01 2 1 30
Pregunta 1.2. Dadas las matricesreales A=|1 3 a|yB=la 1 O0/,sepide
a 0o 0 01

a) (1.25 puntos) Estudiar para qué valores del parametro real a la matriz AB tiene rango 3.
b) (1.25 puntos) Calcular la inversa de B para los valores de a en los que sea posible.

a) Determinamos la expresion de la matriz AB .

01 21 3 0O 0+a+0 0+1+0 0+0+2 a 1 2
AB=|1 3 aljla 1 0|=|1+3a+0 3+3+0 O0+0+a|=|1+3a 6 a
a 0 0)l0O 0 1 a+0+0 3a+0+0 0+0+0 a 3a 0

Averiguamos cuando se anula el determinante de AB.

a 1 2
|AB|=1+3a 6 a|=0+a’+6a+18a"-12a—0-3a’=-3a’+19a’—6a
a 3a 0

|AB|=0=-3a’+19a’ -6a=0=>a(-3a’ +19a-6)=0=

~19417 _

1
= ~19+,19°-4(-3)(-6) -19+17 | — |3 °

-3a’°+19a-6=0—a= 5 5
- - ~19-17
=[6=4

—6

Si a=0;a#6ya ¢% el determinante de AB es distinto de cero y su rango es 3. Para

a=0;a=60 a =% el determinante de AB es nulo y su rango es menor de 3.

b) Para que la matriz B tenga inversa su determinante debe ser no nulo.

130
Bl=]a 1 0/=1+0+0-0-3a-0=1-3a
001

|B|=0=1-3a=0=1=3a=|a=

Wl

. L . - 1
La matriz B tiene inversa para cualquier valor de a distinto de 3

Calculamos su inversa para estos casos.
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1 a o0
+
Adj|3 1 0
B,ledj(BT): 001) 1|
|B| 1-3a 1-3a
+
1 -3 0
a 1
B~ = -a 1 0
1-3a
0 0 1-3a
1
Pmaa¢EMHwawdeMnHMZBesB4: -a
3 1-3a 0

R 22 O 9 O B

-3
1

0 30 _+3 1

1 0 1 00

0 10 1 a
+ —

1 0 1 00
0 10 1 a
- +
0 30 31

0
0
0 1-3a
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e
e —e’
a) (1 punto) Calcule el limite lem(f (x)-9(x)).

Pregunta 2.1. Sean las funciones: f (x)= g(x)= xil

b) (0.75 puntos) Estudie el crecimiento y decrecimiento de f (x) en su dominio.

c) (0.75 puntos) Estudie las asintotas de la funcion g(x)+g(-x).

a) Calculamos el limite pedido.

. . e 1 e 1 e 1
lim(f(x)—g(x))=Ilim - = - - T o=
Hl( ()-9( )) x>1g*—g x-1 e'-e 1-1 0 O
L _ ex—e—e"+e . ex —e* e—e'
= |ndeterminacion = lim =lim = =

ol (e"—e)(x-1) *L(e"-e)(x-1) (e'-e)(1-1)

0 PR : e—e : e—e"
= — = Indeterminacion(L"Hopital) = lim =lim————=
0 olet(x—1)+(e"—e) olxe*—e+e'—e

1 X 1
. e—e O e . —e —e -1
=lim = = —=Indeterminacion(L"Hopital) = lim — ===
-e e-e O x-le* +xe" e +e 2

b) El dominio de la funcion f (x) = —~—

Obtenemos los puntos criticos de la funcion.

es R—{1} . Para x=1 se anula el denominador.

X+1

0—e*-e —e

= f'(x) 7 = ;
-e (e*—e)” (e*-e)

f’(x)=0:>L:0:> —e*" = 0= jImposible!

(e

La funcidn no tiene puntos criticos. Estudiamos el signo de la derivada antes y después del
valor x=1 excluido del dominio.
e Enelintervalo (—o,1) tomamos x =0y la derivada vale
0+1

£/(0)=——— =——2_<0. La funcién decrece en (-o,1).

(e° - e)2 (1-e)

e Enelintervalo (1,+o) tomamos X =2y la derivada vale

_g2H _g?
f(2)= = >~ <0. La funcion decrece en (1,+).

EECES

La funcion decrece en todo su dominio R—{1} .
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c) Obtenemos la expresién de la funcion g(x)+g(—x).

1 1 —X=1+x-1 _ 2

90+ 0 (X = S e (x D) e (ke D)

El denominador se anula para x=1y x=-1.

Asintota vertical. x=a
¢ Xx=1 es asintota vertical?

. . 2 2
lem(g(x)+g(—x))=leglmmzazoo

Larecta X =1 esasintota vertical.

¢ X=-1 es asintota vertical?

. . 2
lim (g (x)+9(-x)) = M D(xe) 0 "

Larecta Xx=-1 es asintota vertical.
Asintota horizontal. y=b
b=lim f (x)—g(x)=lim—=—— 2 ¢ 1 _g 0-0

X—>00 x—0 g% _g@ X—l_OO OO_
Larecta y =0 es asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n
Al existir asintota horizontal no existe asintota oblicua.

FY
¥y

| \
2 g(x)+g(—x)

= (x—-1)(x+1)

/ N
__-____/ \____ ]
-4 - 2 d y=0
x=-1 x=1
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Pregunta 2.2. Sea la pardbola grafica de la funcién f (x) =—x"+4.
a) (1 punto) Halle el area de la region acotada delimitada por y=0 y la gréfica de la funcién

f(x).
b) (1.5 puntos) Halle las dimensiones del rectangulo de mayor &rea apoyado sobre el eje OX que
se puede inscribir en la pardbola de manera que los lados sean paralelos dos a dos con los ejes

de coordenadas. ;,Cual es el area de dicho rectangulo?

a) Hallamos los puntos de corte de la grafica de la funcion y el eje de abscisas.

f(X)=0=>-xX+4=0=>x"=4=|x=\4 =42

El area de la region acotada delimitada por y =0 y la grafica de la funcion f (x) es el valor

absoluto de la integral definida entre -2y 2 de f (x).

[ ()= [+ e = [‘Tﬁwxi {_72:4.2}{_(;2)3 +4(_2)} _

[

b) Hacemos un dibujo de la situacién planteada.
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____________________ (5 e4) . -

fla)=—"+4

(~x.0) (x.0) \

Como los Vértices del rectangulo deben apoyarse en la grafica las coordenadas de los
vértices son (x,0); (—x,0); (x,—x2 +4) y (—x,—x2 +4) .

El area del rectangulo es el producto de la base (2x) por la altura.

El area viene dada por la expresion A(x)=2x(—x*+4)=-2x°+8x.

Hallamos los puntos criticos de la funcion area.

A"(x)=-6x"+8
A'(x)=0

o |
wl s
x
I
[

I

}:—6x2+8:0:>6x2:8:>xzz

El valor positivo o negativo de la raiz nos lleva a la misma solucién.

243

Sustituimos el valor x = = en la segunda derivada.

A(x)=—6x"+8= A”(x) =-12x= A” [\D \f
2

Como la segunda derivada es negativa el area es maxima para x =

2
Para este valor tenemos que f (\E] = —(\Ej +4 = %4+ 4= 2 . El rectangulo buscado

2\3 4J'

tiene de base 2— =—— ydealtura §

8443 323

El &rea méaxima que se puede conseguir vale 33 9§ = = 6.16 unidades cuadradas.

87 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Extraordinaria (coincidencias) Matemdticas Il en Madrid

Pregunta 3.1. Sea el punto A(1,2,3), larecta r = XT_l =< = 2;12 yelplano 7:x+2y-2z=1

. Se pide:

a) (0.75 puntos) Calcular la distancia de la recta r al plano .

b) (0.75 puntos) Hallar la proyeccion ortogonal del punto A sobre la recta r.

c) (1 punto) Calcular el volumen del tetraedro formado por el origen de coordenadas y los puntos
de corte con los ejes coordenados de un plano que pasa por Ay es paralelo a .

a) Estudiamos la posicion relativa de recta y plano.

7z:x+2y—22=1:ﬁ=(l,2,—2)

x-1 y z-2 [P(02) t=v,-n=(201)(12-2)=2+0-2=0
r=——=>=——=+:_.
2 0 1 v, =(2,0,2)

Como el producto escalar del vector director de la recta y el normal del plano es nulo significa
que estos vectores son perpendiculares y por lo tanto la recta r y el plano m son paralelos.
La distancia de la recta al plano la podemos obtener como la distancia de un punto cualquiera

de la recta, por ejemplo P, (1,0,2) al plano .

R(l,O,Z)er
TiX+2y—-22-1=0

}:d(r,ﬂ):d(ﬁ,ﬁ): f+2-0-2-2-4 — % nidades

\/12 +22+(-2)°

La distancia de la recta al plano es de 4 unidades.

b) La proyeccion ortogonal del punto A en la recta es la interseccion de la recta r con el plano
perpendicular a ella que pasa por el punto A.

Hallamos el plano ©” perpendicular a la recta que pasa por A. Este plano tiene como vector
normal el vector director de la recta.

"=
AL

v, =(2,01)] 7:2x+z+D=0 i
= ] —243+D=0=>D=-5=|7:2x+2-5=0|
2,3)en A(L23)ex

Hallamos la interseccioén del plano 7”:2x+2z—-5=0 con la recta. Obtendremos el punto A’
proyeccion ortogonal de A sobre la recta r.

Xx=1+2cx
x-1 'y z-2 R(LQZ) ) )
r=—=="=——=14_. =r:iqy=0 ;aelR
2 0 1 T|v=(201)
1=2+a
7:2Xx+2-5=0
X=1+2ax
r.-qy=0
=2+«

:>2(1+2a)+2+a—5=0:>2+4a+2+a—5=0:>
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:>5a—1:0:>5a:1:a:%:>

La proyeccion ortogonal del punto A sobre la recta r tiene coordenadas A'[S

x:1+2%:%
y=0 = A(Zol—l)
1 5 5
1=24+—=—
5 5

7

o,l_lj.
5

c) Hallamos la ecuacién del plano ™" que pasa por Ay es paraleloa 7 :x+2y—2z=1.Como

es paralelo debe tener ecuacion 7z”": x

77 Xx+2y-2z+D=0
A(1,2,3)e7r"

=-1+4D=0=>D=1=>

Hallamos los puntos de corte con los ejes de coordenadas del plano 7" x+2y—-2z+1=0.

7 X+2y-22+1=0

) y=0 = Xx+0-0+1=0=x=-1=(B(-10,0)
EjeX —
z=0
7 Xx+2y-22+1=0
_ x=0 =0+2y-0+1=0=2y=-1=y=—=|C o,_—l,o
EjeY — 2 2
z=0
7 X+2y-22+1=0
. x=0 :>0+0—22+1:O:>22=1:>z=1:> D O,O,1
EjeZ —» y=0 2 2

Hallamos el volumen del tetraedro OBCD como la sexta parte del valor absoluto del

+2y—-2z+D=0.

77 x+2y-27+1=0

}:1+2-2—2-3+D=O:>1+4—6+D=O:>

producto mixto de los vectores que lo definen.
0=(0,0,0)
_ OB =(-10,0
B(-1,0,0) ( ! ) 1 0 o
c(o,‘—l,oj :&:(o,%,oj —[0B,0C,00]=(0 -1/2 0 |=
2 . 0 0 1/2
D(oolj @z(0,0,—j
L 12 2
S — 1
[0B.0C.0D] 4 7
VolumenOBCD = =5\ u’®
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Pregunta 3.2. Sea S el segmento de recta que une los puntos A(0,1,0) y B(1,0,1). Se pide:

a) (1.5 puntos) Hallar un punto sobre S que cumpla que su distancia al punto A sea el doble que
su distancia al punto B.
b) (1 punto) Hallar una ecuacion del plano perpendicular a S que pasa por el punto medio de S.

a) Dividimos el vector que une los puntos Ay B en tres partes.
AB=(1,01)-(0,1,0)=(,-11)=u= AB =(1,_—1,1j

El punto C que buscamos lo obtenemos sumando al punto A el doble del vector u.

C=A+2u=(0,10)+2 =S
3'3'3) \3'3'3

B

A

El punto buscado tiene coordenadas C = (%%%)

b) Hallamos las coordenadas del punto medio del segmento S.

(1,0,1)+(0,1,0)_[1 1 1)

2'2'2

2

El plano perpendicular al segmento S tiene como vector normal el vector AB . Hallamos su
ecuacion.

n=AB=(L-11)] 7z:x-y+z+D=0

1 1 1

111 = (111 >-——-——+—-+D=0=

P - —,— e P — =, |ETT 2 2 2
2’2’92 222

:1+D:0:D:_—1:> 7z:x—y+z—l:0
2 2 2

El plano perpendicular a S que pasa por el punto medio de S tiene ecuacion

1
X—y+z——=0.
T y >
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Pregunta 4. Una compaiiia ferroviaria tiene el siguiente compromiso de puntualidad en sus
trenes de larga distancia: si un tren llega a destino con un retraso de entre 30 y 60 minutos
devuelve la mitad del importe del billete a sus usuarios. Si el retraso es de mas de una hora,
devuelve el importe completo del billete. En los trayectos entre las ciudades A y B, segun la
compaiiia, el 80 por ciento de los trenes llegan puntuales o con retraso inferior a la media hora,
el 15 por ciento con retraso de entre 30 y 60 minutos y el resto con retraso superior a una hora.
a) (1 punto) Un usuario enfurecido escribe este post en una red social; ”De los cuarenta trayectos
que hice el afio pasado entre A y B, en diez trayectos llegué con retraso de mas de una hora.
Segun mis célculos, esto deberia haber ocurrido con una probabilidad menor de una entre un
millon.” ;Ha hecho bien los célculos el usuario enfurecido?

b) (1.5 puntos) En enero de 2025 la compaiiia ha realizado seis trayectos entre Ay B cada dia.
Asumiendo la veracidad de los datos de la compafiia y aproximando por una normal, calcular
la probabilidad de que como mucho en una sexta parte de los trayectos la compafiia ferroviaria
haya tenido que devolver dinero a los usuarios.

a) Con retraso inferior o igual a 1 hora llegan 80 + 15 = 95 % de los trenes. El 5% de los trenes
llegan con retraso superior a 1 hora.
Llamamos X a la variable aleatoria que da el nimero de viajes que llegan con retraso de un
grupo de 40. Esta variable aleatoria es una binomial. X = B(40, 0.05).

Calculamos la probabilidad de que de 40 viajes 10 lleguen con retraso: P(X :10).

17.8

_ _ 40 10 30 _ _
P(X —10)— 0.05™.0.95" =0.0000178 = —
10 1000000

La probabilidad de que ocurra lo que dice el usuario enfurecido es mayor de

.E
1000000
usuario no tiene razon.

b) Consideramos la variable aleatoria X = “Numero de trayectos en los que la compafiia devolvio
dinero en enero de 2025”.
La empresa realiza 6 viajes diarios durante el mes de enero de 2025, por lo que en total realiza
6 - 31 = 186 viajes en el mes. Esta variable es una binomial de pardmetros n =186y p =0.2
(el 80% llegan puntuales o con retraso inferior a 30 minutos y no debe devolver dinero).
X = B(186, 0.2).
Como np=186-0.2=37.2>5y nq=186-0.8=148.8 >5 la aproximacidn de esta variable
X por una normal Y de media np =37.2 y desviacion tipica

24/186

o= anq :\/186-0.2-0.8 == =546.Y =N (37.2, 5.46) .es buena. Y = N(37.2, 5.46)

La sexta parte de los trayectos significan % = 31 trayectos. Calculamos P(X < 31).

Correccion
P(X <31)= {

}z P(Y <31.5)={Tipificamos} = P(z < Mj _
de Yates

5.46

_P(Z<-104)=P(Z>1.04)=1-P(Z <1.04) = {g;irxze:)la} ~1-0.8508 =
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PAU 2025 Ordinaria Matematicas II

UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
o .3: PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD
< Curso 2024-2025
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente a una pregunta en cada uno de
los cuatro bloques, tres de ellos con optatividad y uno sin optatividad. Todas las respuestas
deberan estar debidamente justificadas.

CALIFICACION: Cada bloque se calificara sobre 2.5 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

Bloque 1. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:

Pregunta 1.1. (2.5 puntos) En el baloncesto existen canastas que valen un punto, otras que valen
dos y otras que valen tres puntos. Calcule el nimero de lanzamientos de uno, de dos y de tres
puntos que realizd un equipo en un partido sabiendo que:
e El equipo anot6 80 puntos con un acierto del 80% en tiros de uno, del 50% en tiros de dos
y del 40% en tiros de tres.
e Latercera parte del namero de lanzamientos de dos fue igual a la quinta parte del resto de
lanzamientos.
e EIl doble del nimero de lanzamientos de tres es menor en cinco unidades al resto de
lanzamientos.

4 1 0
Pregunta 1.2. Sean la matriz A={ 2 3 0| el la matriz identidad de orden 3. Se pide:
3 2 2
a) (1.25 puntos) Calcular el polinomio P(A)=det(A—A4l) y hallar las raices reales del

polinomio.
X

b) (1.25 puntos) Para A =5, calcular un vector no nulo V= y | que satisfaga que
z

(A-A1)v=0.

Bloque 2. (Calificacion: 2.5 puntos) Responda a la pregunta siguiente:

Pregunta 2. Un muro rectangular de la biblioteca publica del barrio se va a pintar con la ayuda
de unos grafiteros. La dimension del muro es de 3 metros de alto y 12 metros de largo. Colocando
la esquina inferior izquierda del muro en el origen de coordenadas, se va a utilizar la curva

X . : . A
f (x) = COS(?]-{‘Z para diferenciar dos regiones del muro que serdn pintadas con dos colores

distintos. Se sabe que con un bote de spray se pueden pintar 3 metros cuadrados de superficie.

92 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Ordinaria Matemdticas Il en Madrid

a) (0.75 puntos) Halle el valor maximo y el valor minimo de la funcion f(x) en el intervalo
[0,12]. ¢Esté la curva en este intervalo [0,12] contenida completamente en el muro?
b) (1.25 puntos) Halle el area que tienen que pintar de cada color.

c) (0.5 puntos) ¢ Cuéantos botes de spray se tienen que comprar como minimo para pintar
toda el area bajo la curva f(x)?

Bloque 3. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:

Pregunta 3.1. Dados larecta r = XT_l = % = 2—12 y el plano 7:x+2y—3z=1, se pide:
a) (0.75 puntos) Hallar una ecuacion del plano que contiene a r y es perpendicular a .
b) (0.75 puntos) Hallar una ecuacion de la recta contenida en  que corta
perpendicularmente ar.

¢) (1 punto) Calcular los puntos de la recta r cuya distancia al plano m es J14.

Pregunta 3.2. Sean el punto P(0,1,1) y el plano 7 :x+y=2. Se pide:

a) (0.5 puntos) Hallar la distancia del punto P al plano .

b) (1 punto) Determinar el punto Q del plano 1 cuya distancia a P es igual que la distancia
de Pam.

¢) (1 punto) Hallar el area del triAngulo formado por P y los puntos de corte del plano 1t con
los ejes coordenados.

Bloque 4. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:

Pregunta 4.1. Sea E:{2,3,5,7,11,13,17,19} un espacio muestral y P una medida de

probabilidad en E definida por: P(?):P(S):% y con el resto de sucesos elementales
equiprobables.
Se consideran los sucesos A={7,11,13,19}, B={2,5,7,1317} y C={3,5,7,11,13} . Se pide
calcular:

a) (1.25 puntos) P((A—C)m B).

b) (1.25 puntos) P((Am B)/E).

Pregunta 4.2. Entre los ciudadanos de 14 afios 0 méas de cierto pais, el 20% de la poblacidn tiene
entre 14 y 24 afios, el 50% entre 25y 64 y el resto mas de 64 afios. Segun datos recogidos por el
ministerio de cultura de ese pais, el 74% de sus ciudadanos de entre 14 y 24 es lector habitual,
mientras que el porcentaje decrece hasta el 65.8% entre los de 25 a 64 y al 53.7% entre los
mayores de 64. Elegido un ciudadano al azar del pais en cuestion de 14 afios 0 mas, se pide:

a) (1.25 puntos) Calcular la probabilidad de que sea lector habitual.

b) (1.25 puntos) Si no es lector habitual, calcular la probabilidad de que tenga entre 25y 64

anos.
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SOLUCIONES

Pregunta 1.1. (2.5 puntos) En el baloncesto existen canastas que valen un punto, otras que valen

dos y otras que valen tres puntos. Calcule el nimero de lanzamientos de uno, de dos y de tres

puntos que realizd un equipo en un partido sabiendo que:

e El equipo anot6 80 puntos con un acierto del 80% en tiros de uno, del 50% en tiros de dos y
del 40% en tiros de tres.

e La tercera parte del namero de lanzamientos de dos fue igual a la quinta parte del resto de
lanzamientos.

e E| doble del niumero de lanzamientos de tres es menor en cinco unidades al resto de
lanzamientos.

Llamamos x, y, z al nGmero de lanzamientos de uno, de dos y de tres puntos que realiz6 un equipo
en un partido.
Obtenemos las ecuaciones que surgen del enunciado.
e El equipo anotd 80 puntos con un acierto del 80% en tiros de uno, del 50% en tiros de dos
y del 40% en tiros de tres - 0.80x+0.50-2y+0.40-3z2 =80.

e Latercera parte del namero de lanzamientos de dos fue igual a la quinta parte del resto de

) X+2Z
lanzamientos = %: .

5

e El doble del niimero de lanzamientos de tres es menor en cinco unidades al resto de
lanzamientos > 2z =x+Yy-5.

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

0.80x+0.50-2y +0.40-3z =80
y X+12

3 5

27=X+Yy-5

0.8x+y+1.2z2=80 y=80-0.8x-1.2z
=5y =3x+3z =5y =3x+3z =
22=X+Yy-5 27=X+Yy-5

5(80—-0.8x—1.2z) =3x+3z _ 400-4x—62=3x+3z|
22=x+80-0.8x-1.2z-5 3.22=0.2x+75

400:7x+92} 400=7x+9z

= = :>400=7(162—375)+9z:>
16z =x+375 16z-375=x
3025
= 400=1127-2625+9z = 3025=1217 = |z :E: 25>

= [x=16-25-375=25|= |y =80-0.8-25-1.2:25=30

En el partido se realizaron 25 lanzamientos de 1 punto, 30 de 2 puntos y 25 de 3 puntos.
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4 1 0
Pregunta 1.2. Sean la matriz A= 2 3 0] el lamatriz identidad de orden 3. Se pide:
3 2 2
a) (1.25 puntos) Calcular el polinomio P(A)=det(A—Al) y hallar las raices reales del

polinomio.
X

b) (1.25 puntos) Para A =5, calcular un vector no nulo V= y | que satisfaga que (A— Al )\7 =0
z

a) Calculamos la expresion de la matriz A— Al y la de su determinante.

410 100) (4-2 1 0
A-Al=[2 3 0[-2/0 1 O|=] 2 3-2 0
322 (001 3 2 2-2
4-4 1 0
P(A)=|A-Al|=| 2 3-4 0 |=(4-2)(3-1)(2-4)-2(2-2)=
3 2 2-2
=(2-2)[(4- )-2]=(2-4)[12-44-34+1*-2]=

=(2-4)[ A" =72+10]=22" ~144+ 20~ 2° +TA* 104 =-2° +9A* — 241+ 20

Tenemos que el polinomio P(A)=det(A—A1)=-2°+94%-241+20.
Determinamos las raices de este polinomio.

P(4)=(2-4)[4*-74+10]

}:»(2—/1)[/12—M+1o]_0:>

P(1)=0
2-2=0-[1=2]
+3
= 7+\(=7) - 40 — k=4
A2—TA+10=0—> 4= (2) =7§3= 723
2=l

Las raices del polinomioson A=2 y A=5.
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-1 1 0
b) Para A =5 lamatriz A—Al queda A-51=| 2 -2 0 |.Hemos visto que tiene
3 2 -3

determinante nulo y la situacién planteada tiene infinitas soluciones.
Resolvemos la ecuacién matricial planteada.

-1 1 0)(x 0 —X+y=0
(A-51)v=0=|2 -2 0 |ly|=|0|=>2x-2y=0 (=

3 2 -3)\z 0 3x+2y—-3z=0
-X+y=0

., ., X—y=0
=Xx-y=0 = {Ecuacion 1% = Ecuacion 22} = =
3x+2y—-3z=0

3x+2y-3z=0

X=y

== =3y+2y-32=0=5y-3z=0=5y=371=>
3x+2y—3z=0} yrey y y

04
:z:gy:>\7= a |iaelR

5

-

3
3

Si tomamos a =3 tenemos el vector v=| 3 que cumple lo pedido.

5
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Pregunta 2. Un muro rectangular de la biblioteca publica del barrio se va a pintar con la ayuda
de unos grafiteros. La dimension del muro es de 3 metros de alto y 12 metros de largo. Colocando
la esquina inferior izquierda del muro en el origen de coordenadas, se va a utilizar la curva

X : : : —
f (x) = cos(%j+2 para diferenciar dos regiones del muro que seran pintadas con dos colores

distintos. Se sabe que con un bote de spray se pueden pintar 3 metros cuadrados de superficie.
a) (0.75 puntos) Halle el valor maximo y el valor minimo de la funcion f(x) en el intervalo [0,12]
. ¢Esté la curva en este intervalo [0,12] contenida completamente en el muro?

b) (1.25 puntos) Halle el area que tienen que pintar de cada color.
¢) (0.5 puntos) ¢ Cuantos botes de spray se tienen que comprar como minimo para pintar toda el
area bajo la curva f(x)?

a) Hallamos los puntos criticos de la funcion.

f(x)= cos(%xj+ 2= f7(x)= —sen(%xj%

&5 =0-k=g
k=g

%X=27r—>x:18§£[0,12]

f'(x)=0:>—%sen(%x]=0:>sen(%xj=0:>

Valoramos la funcidn en los extremos del intervalo [0,12] y en los puntos criticos obtenidos.

f(0)= cos(%oj+ 2 =3 Maximo

f(9)= COS(%)-FZ =1 Minimo

f(12) = cos[%}r 2=15

El valor maximo es 3 y se alcanza en x=0 y el valor minimo es 1 y se alcanzaen X=9.

Como el coseno de un angulo toma como valor minimo —1 y maximo 1 la funcién

X - o
f (x):cos(%j+2 toma como valor minimo -1 + 2 =1y como valor maximo 1 + 2 = 3.

Por lo que la curva esta contenida en el muro en el intervalo [0,12].

b) EI muro se divide en dos partes una por debajo de la curva y otra por encima de la curva.
Hallamos el area de la parte de muro situada por debajo de la curva como la integral definida
de la funcion entre 0 y 12.
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12

12
jlzf(x)dx:J cos(”—xj+2dx= gsen(”—X]+2x =
0 0 9 T 9 0

- F sen (%’}24}{3 sen (%Oj+ 2-0} 12442 sen (127”} =2152

T T T

La parte de muro situada por debajo de la curva tiene un area aproximada de 21.52 metros

cuadrados.
Como el muro tiene una superficie de 3 - 12 = 36 metros cuadrados la parte superior tiene

una superficie aproximada de 36 — 21.52 = 14.48 metros cuadrados.
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c) Debemos pintar 21.52 metros cuadrados de muro. Como con cada bote de pintura se pintan 3

metros cuadrados de muro, entonces 21:')’52 =7.17 . Para pintar toda el area bajo la curva f(x)

se necesitaran, por lo menos, 8 botes de pintura, con 7 nos faltaria un trocito de muro por
pintar y con 8 nos sobra un poco de pintura.
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X—_1=%=Z;l2 y el plano 7z :x+2y—3z =1, se pide:
a) (0.75 puntos) Hallar una ecuacion del plano que contiene a r y es perpendicular a .
b) (0.75 puntos) Hallar una ecuacién de la recta contenida en m que corta perpendicularmente a

r.
¢) (1 punto) Calcular los puntos de la recta r cuya distancia al plano m es V14 .

Pregunta 3.1. Dados larecta r =

a) El plano " que contiene a r y es perpendicular a 7 tiene como vectores directores el vector
director de la recta y el normal del plano. Ademas, contiene a todos los puntos de la recta.

_ _ v. =(2,01 _
rEX_lzlz_Z 2:> v =( ) mix+2y-3z=1=>n=(12,-3)
2 0 1 P (10,2)
a;2\7;:(2'0’1) x=1 'y z-2
V=n=(12-3)f=73 2 0 1 |=0=y+4(z-2)+6y-2(x-1)=0=
P.(10,2)ex 1 2 3

= yY+47-8+6y-2x+2=0=|7":-2X+7y+4z-6=0

El plano que contiene a r y es perpendicular a « tiene ecuacion z": —2x+7y+4z—-6=0.

b) Una recta s perpendicular a la recta r debe tener vector director perpendicular a VT = (2,0,1),

como ademas debe estar contenida en el plano z:x+2y-3z=1 también debe ser
perpendicular al vector normal del plano. Nos sirve como vector director de la recta s el
producto vectorial de los vectores v, =(2,0,1) y n=(1,2,-3).

i ] k
}m@ﬁxﬁl 2 -3=2i-6j-4k-j=2i-7j-4k=(2,-7,-4)
2 0 1

n=(12,-3)
v =(2,00)

Solo nos falta un punto por el que deba pasar la recta para cumplir lo pedido. Hallamos el
punto P de corte del planoty larectar.

X=1+241
x-1 vy z-2
2 0 1 :1+2/1+0—3(2+/‘t)=1:>
2=2+41
mriX+2y-3z=1
x:1+2(—6):—11
=1+21-6-31=1=2-1=6=2A1=-"06=7y=0 = P(—ll,O,—4)

7=2-6=—-4
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La recta s buscada contiene el punto P(—lLO,—4) y tiene como vector director
w, =(2,~7,-4)

w, =(2,~7,-4) Lo xF11_y _z+4
2 -1 -4

P(-11,0,-4)es -7

La recta contenida en 1 que corta perpendicularmenteares s: x+11_y _z+4

-7 4

c) Cualquier punto de la recta r tiene coordenadas Q(1+ 24,0, 2+/1). Determinamos la
expresion de la distancia de un punto de la recta al plano.

Q(1+24,0,2+4) }:d(Q,n): +22+20-3(2+4)-1 [1+24-6-34-1 |-6-]
mTX+2y-3z-1=0

12422 +(-3)° Vi4 Vi4
Averiguamos cuando esta expresion toma el valor J14.
—6-1| —6-1=14—-20=1
d(Q,7)=+v14 |—= 14 =|-6-4|=14
(Q7)=14= 2 Vid=[-6-1 :{—6—/1=—14—>8=ﬂ =

A=-20-Q,(1+2(-20),0,2-20) —|Q,(-39,0,-18)
=
A=8-0Q,(1+28,0,2+8) - |Q,(17,0,10)

Los dos puntos de la recta que cumplen lo pedido son Ql(—39,0, —18) y Q, (17,0,10).
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Pregunta 3.2. Sean el punto P(0,1,1) y el plano z:x+y=2. Se pide:

a) (0.5 puntos) Hallar la distancia del punto P al plano .

b) (1 punto) Determinar el punto Q del plano 1 cuya distancia a P es igual que la distancia de P
aT.

¢) (1 punto) Hallar el area del triAngulo formado por P y los puntos de corte del plano t con los
ejes coordenados.

a) Calculamos la distancia pedida.

‘X+y-2=0 0+1-2
7 y = |+ | 1 Qunidades

=>d(7,P)=—F—m——m=="F=

P(0,11) } (7.P) JEi2i0r V2 2
o . 2

La distancia del punto P al plano = tiene un valor de <> unidades.

b) Debemos hallar el punto Q del dibujo.

=1

Hallamos la recta perpendicular al plano que pasa por el punto P. Esta recta tiene como
vector director el vector normal del plano.

7:%X+y-2=0->n=(110)

uf:ﬁ:(1,1,o)}z>s: x=a

y=1l+a
P(0,11) -1

Este punto Q que buscamos pertenece al plano y pertenece a la recta s.

1
TIX+y=2 X=§
X=a
:>a+l+a:2:>2a:l:>a:1:> y:1+£=§:> Q(lﬁlj
s:yy=1l+a 2 2 2 22
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El punto Q del plano = cuya distancia a P es igual que la distancia de P a & tiene
coordenadas QGElj
2 2

c) Hallamos los puntos de corte del plano con los ejes coordenados.

TX+y=2
_ y=0r=x=2=A(2,0,0)
Eje OX —»
z=0
T X+y=2
. x=0r=y=2=B(0,2,0)
Eje OY —»
z=0
TIX+y=2
) x=0¢+=0=2= Nohay puntodecorteconOZ
Eje OZ —» 0
y:

Los vértices del triangulo son A(2,0,0), B(0,2,0) y P(0,1,1).

El area del triAngulo ABP es la mitad del modulo del producto vectorial de dos vectores que
unan dos de sus lados adyacentes.

A(20,0)]
B(0,2,0)} = {AB =(0,2,0)-(2,0,0)=(-2,2,0)

P(0.11) AP =(0,1,1)-(2,0,0)=(-2,1,2)
i j ok

ABxAP=|-2 2 0|=2i-2k+4k+2j=2i+2j+2k=(2,2,2)
211

EX@. '2 2 2
AreaABP:‘ ‘: 24242 :\/;_2:\/§u2

2 2

El area del triAngulo formado por P y los puntos de corte del plano 7 con los ejes
coordenados tiene un valor de \/§ unidades cuadradas.
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Pregunta 4.1. Sea E:{2,3,5,7,11,13,17,19} un espacio muestral y P una medida de

probabilidad en E definida por: P(?):P(S):% y con el resto de sucesos elementales
equiprobables.

Se consideran los sucesos A={7,11,13,19}, B={2,5,7,1317} y C={3,5,7,11,13} . Se pide
calcular:

a) (1.25 puntos) P((A—C)m B).

b) (1.25 puntos) P((Am B)/E).

Como P(7): P(3):% , P(E)zl y P(Z):P(S):P(ll)zP(lB)zP(l?)zP(lQ): p
1 1 1 1 1

entonces 6p+Z+Z_1:>6p+E_1:>6p_§:> p_E

Tenemos que P(2)=P(5)=P(11)=P(13)=P(17)=P(19)= é

a) Obtenemos el suceso (A-C)NB.

A={7,11,1319}
C={35,7,11,13}

}:A—Cz{lQ}:

= A-C

—{19}={2,3,5,7,11,13,17,19} - {19} = {2,3,5,7,11,13,17}

A-C={2,357,111317
{ }}:(A—C)mB:B:{2,5,7,l3,l7}

B={2,5,7,1317}
Hallamos la probabilidad pedida.

P((A—C)nB)=P(2)+P(5)+P(7)+ P(13)+ P(17)= —+ —+ T+ 4 7

12 12 4 12 12 12

b) Determinamos el suceso (AN B)/ C.
A={7,11,13,19}
B

ANnB=47,13
:{2,5,7,13,17}}: B =713

C={35,7,11,13)
E

= C=E-C={2,17,19}
={2,3,5,7,11,13,17,19}

ANB={7,13
C ={2,17,19}

}:(AmB)/E:Q

El suceso (AN B)/(_Z es un suceso imposible y su probabilidad es cero: P((Am B)/E) =0
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Pregunta 4.2. Entre los ciudadanos de 14 afios 0 mas de cierto pais, el 20% de la poblacion tiene
entre 14 y 24 afios, el 50% entre 25y 64 y el resto mas de 64 afios. Segln datos recogidos por el
ministerio de cultura de ese pais, el 74% de sus ciudadanos de entre 14 y 24 es lector habitual,
mientras que el porcentaje decrece hasta el 65.8% entre los de 25 a 64 y al 53.7% entre los
mayores de 64. Elegido un ciudadano al azar del pais en cuestion de 14 afios 0 mas, se pide:

a) (1.25 puntos) Calcular la probabilidad de que sea lector habitual.

b) (1.25 puntos) Si no es lector habitual, calcular la probabilidad de que tenga entre 25 y 64

anos.

Realizamos un diagrama de arbol para ordenar toda la informacion. Llamamos A, By C a los
sucesos “edad entre 14 y 24 anos”, “edad entre 25 y 64” y “mayor de 64 afios”,
respectivamente. También llamamos L a “’ser lector habitual”.

Lector
P(L/A)=0.74
Entre 14y 24 afios
P(A)=0.20
No lector
P(L¢/A)=0.26
Lector
P(L/B)=0.658
Entre 25y 64 afios
Edad y lectura
P(B)=0.50
No lector

P(L¢/B) = 0.342

Lector
P(L/C)=0.537

Mas de 64 anos
P(C)=0.30

ZANVANVAN

No lector
P(L¢/C)=0.463

a) Nos piden calcular P(L). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(L): P(A)P(L/A)+ P(B)P(L/B)+ P(C)P(L/C):
=0.2-0.74+0.5-0.658+0.3-0.537 =|0.6381

b) Nos piden calcular P(B/ LC) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de
Bayes.

P(BNL°) P(B)P(L°/B) 05.0.342 [1710

C\_
P(B/L)‘ p(LC) B 1_P(|_) ©1-0.6381 |3619

=0.4725
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PAU 2025 Ordinaria (coincidencias) Matematicas Il

ucom UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
I PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Universidad Curso 2024-2025 F
Carloslll MATERIA: MATEMATICAS II

de Madrid

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente a una pregunta en cada uno de
los cuatro bloques, tres de ellos con optatividad y uno sin optatividad. Todas las respuestas
deberan estar debidamente justificadas.

CALIFICACION: Cada bloque se calificara sobre 2.5 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

Bloque 1. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:

Pregunta 1.1. Sea el siguiente sistema de ecuaciones:
AX—y+3z2=2
3x-2y—-z=9
5x-3y+4z=11
a) (1.5 puntos) Decida en funcion de los valores del parametro real A en qué casos el sistema es

compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible.
b) (1 punto) Resuelva el sistema en el caso A =2.

Pregunta 1.2. Una matriz cuadrada se dice estocastica si todos sus elementos son no negativos
y la suma de los elementos de cada columna de la matriz es igual a 1.

1/3 0 1/2
a) (1.5 puntos) Consideremos la matriz estocastica A=|1/3 1/2 1/4|. Calcule todas las
1/3 1/2 1/4
x 0 O
matrices diagonales, D=| 0 y 0 |, tales que DA sea una matriz estocastica.
0 0 z

b) (1 punto) Sea B una matriz estocastica de orden 3. ;Existe alguna matriz diagonal D, distinta
de la identidad, de tal forma que BD sea estocéastica?

Bloque 2. (Calificacion: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas siguientes:

Pregunta 2.1. Para la funcion f (x)=+/x*+3x, se pide:
a) (0.75 puntos) Determinar su dominio y estudiar su paridad.

b) (1 punto) Calcular los limites: lim ) y lim (f(x)+x).

X—>—0 X X—>—00

c) (0.75 puntos) Determinar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) para x=1,
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Pregunta 2.2. (2.5 puntos) Se considera la funcion
x® —x
f(x)=
() x*+9
Calcule la primitiva F(x) de f(x) tal que F(0)=In3.

2

Bloque 3. (Calificacion méaxima: 2.5 puntos) Responda a la pregunta siguiente:

Pregunta 3. Sara esta revisando una estructura de vigas metélicas. Para ello, utiliza un programa

de calculo estructural que lleva integrado un modulo de disefio asistido por ordenador. El

programa trata las vigas como segmentos entre dos puntos. Cuando dos segmentos comparten
algin punto, se fijan simulando una soldadura. Para introducir un segmento basta indicar las
coordenadas de los extremos del mismo.

Sara se ha dado cuenta de que una parte de la estructura no es lo suficientemente resistente. En

concreto, ha encontrado dos vigas, no soldadas entre si, que deben reforzarse, por lo que decide

afiadir otra viga que, soldandola a ambas, solucione el problema. Las dos vigas en cuestidn son

V1 cuyos extremos son los puntos A(1, 2,-3) y B(1, 6, 1) y V2 cuyos extremos son los puntos

C(-2,-8,7)yD(10,-4, 7).

a) (1.25 puntos) Como primera solucion, Sara decide que la viga afiadida esté soldada a los puntos
medios de V1y V2. Calcule las coordenadas de los extremos de la viga afiadida y los cosenos
de los &ngulos que forman dicha viga con V1y con V2.

b) (1.25 puntos) Haciendo un anélisis mas detallado, Sara encuentra que la resistencia es mayor
si la viga afiadida es perpendicular tanto a V1 como a V2. Calcule, en el caso de que sea
posible, las coordenadas de los extremos de la viga afiadida si se adopta esta solucion.

Bloque 4. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:

Pregunta 4.1. En una empresa tecnolégica internacional el 70% de los empleados son europeos,

una tercera parte de los empleados no europeos se dedica al desarrollo de software, labor a la que

se dedican también tres de cada siete de los empleados europeos. Por el cincuenta aniversario la
empresa elige al azar un empleado que sera agraciado con un importante paquete de acciones de
la empresa. Con estos datos se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que el empleado agraciado sea uno de los europeos que
no realiza desarrollo de software en la empresa.

b) (1.5 puntos) En un segundo sorteo se toman al azar 10 empleados distintos y recibiran el
mismo paquete de acciones, a repartir, si como mucho 2 de ellos desarrollan software para la
empresa. Calcular la probabilidad de que la empresa tenga que dar este segundo paquete de
acciones.

Pregunta 4.2. Sean A y B dos sucesos en un espacio muestral, A y B los correspondientes
sucesos complementarios. Se sabe que P(A) =0.7, P(B) =02y P(Am B) =0.1

a) (0.5 puntos) Razone si A y B son dos sucesos independientes.
b) (1 punto) Calcule P(ANB).

b) (1.25 puntos) Calcule P(Z\/ B).
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SOLUCIONES
Bloque 1. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas
siguientes:
Pregunta 1.1. Sea el siguiente sistema de ecuaciones:
AX—y+3z2=2
3Xx-2y—-z=9
5x-3y+4z=11

a) (1.5 puntos) Decida en funcion de los valores del parametro real A en qué casos el sistema es
compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible.
b) (1 punto) Resuelva el sistema en el caso A =2.

A -1 3
a) Este sistema tiene asociada la matriz de coeficientes A=| 3 -2 -1y la matrizampliada
5 -3 1
A -1 3 2
A/B=|3 -2 -1 9
5 3 12 1

Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

A -1 3
|A=|3 -2 -1=-24"+5-27+30+34 - 34 =-24*+8
5 -3 1

|A=0=-217+8= 1" -4=0=> 1" =4=[1=/4=42

Estudiamos tres casos diferentes.

CASO1. A#2y A#-2
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la
matriz ampliada y el nGmero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una
Unica solucion).

CASO 2. 4=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss para obtener un sistema
triangular equivalente mas facil de analizar.

2-Fila3* - 5-Fila1?

AlB 2 1.3 2 10 -6 4 22
=13 2 1 91=949 5 _15 _10
5 -3 2 11

0 -1 -11 12 — NuevaFila3?
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2-Fila22 — 3-Filal?

6 -4 -2 18 21 3 2
5 3 9 6 =0 -1 -11 12|>
0 -1 -11 12> NuevaFila22 0 -1 -1 12
Fila 32 — Fila 22 5 nB >
0 -1 -11 12 -1 3
=1 1 11 1 =0 -1 -11 12
0 0 0 0 NuevaFilaz2| |2 % 0 0O

A

El rango de la matriz A es 2 al igual que el de la matriz A/B, menor que el nimero de
incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO 3. 41=-2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos el rango de Ay A/B usando el método de Gauss.

2-Fila3®+5 - Fila1?

A/B _32 _; 31 ; 10 -6 -4 2
= I 1210 -5 15 10
5 -3 -2 11

0 -11 11 32— NuevaFila3?

2-Fila22+3-Filal?

6 -4 -2 18 2 -1 32
6 3 9 6 =0 -7 7 24|=>
0 -7 7 24— NuevaFila2? 0 -1 11 %
7-Fila3® -11 - Fila 22 ~e

0 -77 77 224 2 b8 e
0 77 -77 -168 =0 T A
0 O 0 56 — Nueva Fila 32 L,O_/O 56

A

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A/B es 3. Los rangos son distintos y el
sistema es incompatible (sin solucion).

Resumiendo: Para A #2y A#—2 el sistema es compatible determinado, para A =2 el
sistema es compatible indeterminado y para 4 =-2 el sistema es incompatible.

a) Si A =2 el sistema es compatible indeterminado.
Buscamos las soluciones a partir del sistema equivalente obtenido en el apartado anterior.
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2 -1 3

2X—y+32=2 2X—y+32=2
0 -1 -11 12 |=

-y-11z=12 -12-11z=y
0O 0 0 O

= 2X+12+112+32=2=2x+142=-10= x+7z2=-5=>

X=-5-71
=>Xx=-5-72=|1y=-12-111,1€R
z2=1

Las soluciones del sistema son x=-5-74; y=-12-114; z= A, siendo 1 € R.
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Pregunta 1.2. Una matriz cuadrada se dice estocastica si todos sus elementos son no negativos
y la suma de los elementos de cada columna de la matriz es igual a 1.
1/3 0 1/2
a) (1.5 puntos) Consideremos la matriz estocastica A=|1/3 1/2 1/4|. Calcule todas las
1/3 1/2 1/4
x 0 O
matrices diagonales, D=| 0 y 0 [, tales que DA sea una matriz estocastica.
0 0 z
b) (1 punto) Sea B una matriz estocéastica de orden 3. ;Existe alguna matriz diagonal D, distinta
de la identidad, de tal forma que BD sea estocastica?

a) Determinamos la expresion de la matriz DA.

x 0 0\(1/3 0 1/2) (x/3 0 x/2
DA=|0 y 0/1/3 1/2 1/4|=|y/3 y/2 yl4
0 0 z)\1/3 1/2 1/4) \z/3 z/2 z/4

Para ser una matriz estocastica deben sumar las diagonales 1.

§+X+£:1
3 33 X+y+z=3 X+y+z=3
y z X+2-2+2=3
=+—-=1 =>y+z=2 =>y=2-12
2 2 2X+2-72+2=4
2X+y+z2=4 2X+y+z2=4
X y z
—+=+-=1
2 4 4
x=1 x=1
:>2X__2}:>:> y=2—q;siendo ¢ >0;2—a>0=
B Z=a
x=1
=Jy=2—qa;siendo 0<a <2
=«
1 0 O
Las matrices diagonales D=0 2-z 0|, siendo 26[0,2] cumplen que DA es una
0 0 z

matriz estocastica.
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a b c x 0 O
bySiB=|d e f|yD= [O y 0| esuna matriz diagonal la matriz BD queda
g h i 0 0 z
a b c)yx 00 ax by cz
BD=|d e 0y O :(dx ey fz
g h 1)l0 0 z gx hy iz

Sabemos que la matriz B es estocasticas por lo que todos sus elementos son no negativos y la

suma de los elementos de cada columna vale 1.
Para que la matriz BD sea una matriz estocastica deben ser todos los elementos positivos o

cero, por loque x>0, y>0, z>0. También deben sumar 1 los elementos de cada columna.

ax+dx+gx=1=(a+d+g)x=1={a+d+g :1}:>
by+ey+hy:1:>(b+e+h)y:1:{b+e+h:1}:>

cz+fz+iz:1:>(c+f+i)z:1:>{c+f+i:1}:>

o - O

1
La unica matriz diagonal que cumple lo pedidoes D=| 0
0
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Bloque 2. (Calificacion: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas siguientes:

Pregunta 2.1. Para la funcion f (x)=+/x*+3x, se pide:
a) (0.75 puntos) Determinar su dominio y estudiar su paridad.

b) (1 punto) Calcular los limites: lim Fx )y lim (f (x)+X).

X—>—o0 X—>—0

¢) (0.75 puntos) Determinar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) para x=1,

a) El dominio de la funcién son todos los nameros reales que hacen positivo o cero el

radicando.
x>0 x>0
—>x20
X+3>0 X>-3
X*+3x>0= x(x+3)>0= = X € (—o0,-3]U[0,+x)
Xx<0 Xx<0
- —>X<-3
X+3<0 Xx<-3

El dominio de la funcion es (—o0,—-3][0,+).
Estudiamos la paridad de la funcion. Obtenemos la expresion de f(—x).

= (%) +3(=x) =i =3x

Esta expresion de f(—x) no es igual ni a f(x) ni a—f(x). La funcidn no es par ni impar.
b) Calculamos el primer limite.

2 2
jim ) i X0 s 0) = fim T3

X—>—0 X X—>—0 X X—>—0 _X

= lim X—2 —)2(—I|m /1+— - 1+—: —J1+0 .

X—>—00 X—)—OO X—>—0

Comprobamos el resultado obtenido dando un valor muy pequefio x =-1000 y valoramos la
cercaniaa —1.

. ~1000)° +3(-1
f (~1000) _|/(~1000)" +3( 00) _ 59085
-1000 -1000

El resultado obtenido parece correcto.

Calculamos el segundo limite.

lim (f (x)+x)= lim (\/x2 +3X + x) = o0 —oo = Indeter min acién(Conjugado) =

X—>—00 X—>—00

2
(»\/x2+3x+x)(»\/x2+3x—x) (\/X2+3X) —x? W2 43X — %2
= lim = lim = |lim Q—— =

Xe X2 +3x —x o (x243x—x X2 43X — X
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3x

=Iim3—x_lim X _(x<0--x>0=lim——> -

-= B
X X —X
: 3 : 3 : 3
= lim - = lim = lim —3:
I S _ ’LZ X —/1+f—1
(50" () KX *
~ 3 38 3 |3
- -1 -1-1 [ 2
_\/1+3_1 V1+0-1
o0

Comprobamos el resultado obtenido dando un valor muy pequefio X =-1000 y valoramos la
cercaniaa—1.5.

f (~1000)~1000 = ,(~1000)’ +3(~1000) ~1000 = ~1.50113

El resultado obtenido parece correcto.

Tambien lo podemos resolver cambiando al principio para que x tienda a +oo y no tengamos
problemas al introducir x en la raiz.

Bim (1 ()= fim (1 (=) =) = im ()" =3x —x)= fim (635 —x) -

(’\/x2 —~3x - x)(\/x2 —-3X + x)
=o0—o0 = Indeter minacién(Conjugado) = lim =

VX2 =3x +x

2
(x/x2—3x) —X? W — 3y — 2

= lim = lim = lim
v X —3X + X = \X? —3X + X H+°°»\/x —3x+x
=3X
- -3 -3

= lim —=2——=Ilim -
X—>+00 X—>+00 2
/7_% /1—f+1 1—i p W 0+1

c) La ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) para X =1 tiene la expresion

y—f(1)=f(1)(x-1).

()= VX +3x = 7 (X)= e = (1) = =2

2% +3x 2431
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y-f(1)=f(1)(x-1)
f(1)= 51"'+3:2 :>y—2:%(x—1):> y:§x—%+2:> y:%x+%
f (1)=—
1)=3
5 3 -
Larecta y=—x+— eslarectatangente a la grafica de f(x) para x=1.
X . Py
\\ Y=y ///
\\ ,."//
5 "/

fx)= a3y
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Pregunta 2.2. (2.5 puntos) Se considera la funcion
X3 —x?
f(x)=
(%) x*+9
Calcule la primitiva F(x) de f(x) tal que F(0)=In3.

Para el calculo de la primitiva pedida primero realizamos la division y simplificamos la
expresion de la funcion.

X} —x? x> +9 .,
—x® -9x x—1 :>f(x):X2_X =x-1 _92X+9
X°+9 X°+9
—x*—9x
x? +9
-9x+9

Calculamos la primitiva.

X% — x? —9x+9
F(x):jf(x)dx:f I dx:Jx—1+ NI dx =

J— 2 J—
:Ix—ldx+J 9X+9dx:X——x—9J x-1 dx =...

x> +9 2 x> +9
J);_l dx=J X dx—f 21 dx:lj 22X dx—+ 21 dx =
X“+9 X“+9 X“+9 2) x°+9 91 X
—+1
9
1
=—|FI(X2+9)—1 L dx——In(x2+9)—— 3 =

2 2
=X xog 1In(x2+9)—1arctg(§j - X——x—gln(xz+9)+3arctg(§j+c
2 2 3 3 2 2 3

Determinamos el valor de C aplicando que F(0)=1In3.
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2
F(x):)(?—x—%ln(x2 +9)+3arctg(§j+c _

F(0)=In3

0? 9, 0 9
=In3=—-0-=In(0>+9)+3arctg| - |+C=In3=-=In9+C=
2 2 3 2

=C :In3+%ln9:In3+§ln32 :In3+%-2ln3zloln3:>

X2

= F(x):?—x—gln(xz+9)+3arctg (§J+10In3

2
La primitiva buscada es F(x)= X?— x—%ln(x2 +9)+3arctg (gjﬂOInB.
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Bloque 3. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a la pregunta siguiente:

Pregunta 3. Sara esta revisando una estructura de vigas metalicas. Para ello, utiliza un programa

de calculo estructural que lleva integrado un modulo de disefio asistido por ordenador. El

programa trata las vigas como segmentos entre dos puntos. Cuando dos segmentos comparten
algin punto, se fijan simulando una soldadura. Para introducir un segmento basta indicar las
coordenadas de los extremos del mismo.

Sara se ha dado cuenta de que una parte de la estructura no es lo suficientemente resistente. En

concreto, ha encontrado dos vigas, no soldadas entre si, que deben reforzarse, por lo que decide

afiadir otra viga que, soldandola a ambas, solucione el problema. Las dos vigas en cuestion son

V1 cuyos extremos son los puntos A(1, 2,-3) y B(1, 6, 1) y V2 cuyos extremos son los puntos

C(-2,-8,7)y D(10,-4, 7).

a) (1.25 puntos) Como primera solucion, Sara decide que la viga afiadida esté soldada a los puntos
medios de V1y V2. Calcule las coordenadas de los extremos de la viga afiadida y los cosenos
de los angulos que forman dicha viga con V1y con V2.

b) (1.25 puntos) Haciendo un anélisis mas detallado, Sara encuentra que la resistencia es mayor
si la viga afiadida es perpendicular tanto a V1 como a V2. Calcule, en el caso de que sea
posible, las coordenadas de los extremos de la viga afiadida si se adopta esta solucion.

a) Determinamos los puntos medios de las vigas V1y V2.

i Al 2,—3)}: o, 2L 6Dy,
B(L 6, 1) 2

VZ_)C(_z,—8,7) } - (2,-8,7)+(10,—4, 7) =(4,-6,7)
D(10,-4, 7) 2

Los extremos de la viga afladida V3 son PM, (1,4,-1) y PM,(4,-6,7).
Hallamos los vectores que define cada viga.

Al 2,-3)) -
7 B(L 6, 1)}:”1=AB=(1’ 6,1)=(1, 2,-3)=(0,4.4)
C2-87) ) —
Y27 b(10,-4, 7)}3"2 =CD =(10,-4, 7)-(-2,-8,7) =(12,4,0)
Ga PMAA) ]
o, (4,-6,7)] T MM = (14 ) ~(4.76.7)=(7310.7)

Hallamos los cosenos de los angulos que forman la viga V3 con V1 y con V2 usando el
producto escalar de los vectores que definen cada viga.

(0,4,4)(-3,10,-8) _40-32 2

MM Vo 44 (o) +10'+(-8) VAN 346

cos(vl,v )
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(12,4,0)(-3,10,-8) _ -36+40 1

v, \ M 127+ 4 07 (-3 +10° +(-8)° V160173 /1730

cos(vz,v)

: — — 2
El coseno del angulo que forman la viga V3 con V1 escos(V1V3)=cos(v,,V. y el
(VLV3)=cos(v,,v; )= N
coseno del angulo que forma V3 con V2 escos(V2,V3) = cos(v:,\TS) :ﬁ :
b) Analizamos la situacion de la viga V1 con respecto a la V2.
Las vigas no son paralelas pues los vectores que definen no tienen coordenadas
proporcionales.
v, =(0,4,4) 0 4 4
. = —_—F—
v,(12,40) | 12 4 0
Analizamos si las vigas estan en el mismo plano. Para ello los puntos A, B, Cy D deben ser
coplanarios.
A(l, 2,—3) — (0’414)
B(L 6, 1) —
= 1CD=(12,4,0)
C(_zv _89 7)

D(10,-4, 7) AC =(-2,-8,7)—(1, 2,-3) =(-3,-10,10)

0 4 4
12 4 0|=0+0-480+48-480-0=-912+0
-3 -10 10

Al ser el producto mixto distinto de cero las vigas no estan en el mismo plano y se cruzan.
Se pueden unir con una viga que sea perpendicular a ambas vigas V1y V2.

V3 V2

V1

™

=-FY

Para hallar los extremos E y F de la viga V3 determinamos el vector perpendicular a las
vigas V1y V2 que es el producto vectorial v, xVv, .
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z:<o.4,4>} i

- =V, xV,=[12 4 0|=16i+48k—48]=(16,-48,48)
v,(12,4,0) 0 4 4

Tomamos como vector perpendicular a las vigas el vector:
- 1—- — 1
W=-—v, xV, =—(16,-48,48)=(1,-3,3

Hallamos las ecuaciones de las rectas que definen cada una de las vigas.

1 =1
A, 2,-3) u1=1v1:3(0,4,4)=(o,1,1) _ "
_)B(l 6, 1) 4 =y =1+2a
n A(la 2,—3)er1 1=-3+«

- 1 X=-2+3

C(-2,-8,7) u2=1v2=1(12,4,o)=(3,1,o) _ +35

2—>D 10,4, 7) = 4 4 =|r:{y=-8+p
(10,4, C(-2,-8,7)er, 7=7

Hallamos las ecuaciones de los planos 7z, y z,. El plano 7z, contiene a la recta ry y tiene

como vector director w y el plano 7, contiene a la recta rz y tiene como vector director w.

w=(1-33) x-1 y-2 z+3
u,=(011) =r:1 -3 3|=0=>
Al 2,3)ern 0 1 1

= -3(x-1)+z+3-y+2-3(x-1)=0=>-3x+3+2+3-y+2-3x+3=0=

= |7, 1 —6X—y+2+11=0|

w=(1,-33) X+2 y+8 z-7
u, =(3,1,0) >zl -3 3|=0=
C(-2,-87)emn, 3 1 0

=9(y+8)+z-7+9(z-7)-3(x+2)=0=9y+72+2-7+927-63-3x-6=0=

= |7, :-3x+9y +102 -4 =0

El punto F es el punto de corte del plano 7z, con la recta r.
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i —6X—y+z+11=0

Xx=—2+3f3
= —6(-2+38)+8-f+7+11=0=
L y=-8+p
=7

=12-184+8-f+7+11=0=-194+38=0= f=2=

X=-2+32=4
=iy=-8+2=-6 = F(4,—6,7)
=7

El punto E es el punto de corte del plano 7, con la recta r;.

7, —3Xx+9y+10z2-4=0
x=1

= -3+9(1+20)+10(-3+)-4=0=

Lyy=1+2a

I=-3+a
= -3+9+180-30+100-4=0=>280-28=0=>a =1=
x=1

=y=1+2=3 =|E(13-2)
z2=-3+1=-2

Los puntos de apoyo de la viga V3 son E(1,3,-2)y F(4,-6,7).

Solo faltaria comprobar que el punto F esta situado entre C y D, por lo que se apoya en la viga
V2. También que el punto E esta situado entre Ay B y que la viga V3 se apoya en la viga V1.

Comprobamos que los vectores AE y EB tienen el mismo sentido

AQ, 2,-3)\ = — EB =3AE
B(L 6, 1)

EL3-2)) e (1L3,-2)-(12,-3)=(0,11) .
{EB ~(1,6,1)-(13,-2)=(0,3,3)

Comprobamos que los vectores CF y FD tienen el mismo sentido.

C(-2,-8,7)=>1__. = CF =FD
FD =(10,-4, 7)—-(4,-6,7)=(6,2,0)
D(10,-4, 7)

El punto F es el punto medio de la viga V2.

F(4-67) {CT:(4,—6,7)—(—2,—8,7)(6,2,0) .

120 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Ordinaria (coincidencias) Matemdticas Il en Madrid

Bloque 4. (Calificacion maxima: 2.5 puntos) Responda a una de las dos preguntas

siguientes:

Pregunta 4.1. En una empresa tecnoldgica internacional el 70% de los empleados son europeos,

una tercera parte de los empleados no europeos se dedica al desarrollo de software, labor a la que

se dedican también tres de cada siete de los empleados europeos. Por el cincuenta aniversario la
empresa elige al azar un empleado que sera agraciado con un importante paquete de acciones de
la empresa. Con estos datos se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que el empleado agraciado sea uno de los europeos que
no realiza desarrollo de software en la empresa.

b) (1.5 puntos) En un segundo sorteo se toman al azar 10 empleados distintos y recibiran el
mismo paquete de acciones, a repartir, si como mucho 2 de ellos desarrollan software para la
empresa. Calcular la probabilidad de que la empresa tenga que dar este segundo paquete de
acciones.

Pasamos estos valores porcentuales a valores absolutos para obtener toda la informacion sobre
el grupo de empleados. Podremos aplicar la regla de Laplace y responder a las cuestiones
planteadas.

Supongamos que hay 100 empleados. EI 70% de los empleados son europeos, es decir, hay
70 empleados que son europeos y por tanto hay 100 — 70 = 30 empleados que no son europeos.
Una tercera parte de los empleados no europeos (30) se dedica al desarrollo de software -
30/3 =10 empleados no europeos desarrollan software, labor a la que se dedican también tres

de cada siete de los empleados europeos > ;-70:30 empleados europeos desarrollan

software.
Colocamos estos datos en una tabla para tenerlos organizados y facilmente localizables.

Desarrollan Software | No desarrollan software
Europeos 30 70
No europeos 10 30
100

Completamos la tabla.

Desarrollan Software | No desarrollan software
Europeos 30 40 70
No europeos 10 20 30
40 60 100

a) De los 100 empleados solo 40 son europeos que no desarrollan software. La probabilidad de

que al elegir a un empleado sea europeo y no desarrolle software es % =04.

b) Sea X la variable aleatoria que cuenta el nimero de empleados que desarrollan software de un
grupo de 10 empleados elegidos al azar. Esta variable es binomial con pardmetros n =10y
p=0.4. X=B(10,0.4)

Nos piden calcular P(X <2).

P(X £2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)=G)0J0.4°-0.61°+Goj0,41-0.69+

10 .
+(2 JOA2 -0.6° =0.6"° +10-0.4-0.6° +%-0.42 -0.6° =|0.1673
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Pregunta 4.2. Sean A y B dos sucesos en un espacio muestral, A y B los correspondientes
sucesos complementarios. Se sabe que P(A) =0.7, P(E) =02y P(ng) =0.1

a) (0.5 puntos) Razone si A y B son dos sucesos independientes.
b) (1 punto) Calcule P(ANB).

b) (1.25 puntos) Calcule P(R/ B).

a) Para que dos sucesos sean independientes debe cumplirse que P(ng) = P(A) P(B)-

p(/i):1_p(A):1—o.7:o.3
P(B)=0.2 :P(Kmﬁ)zo.li 0.06:0.3-0.2=P(Z)P(§)
P(Kmﬁ)zo.l

Los sucesos A y B no son independientes.

b) Hallamos la probabilidad de la union de los sucesos A 'y B aplicando una de las leyes de
Morgan.

P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)
_ =0.1=1-P(AUB)= P(AUB)=1-0.1=0.9
P(AnB)=01

Utilizamos la formula de la probabilidad de la unién de dos sucesos.

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

P(AUB)=0.9

P(A)=0.7 =0.9=07+08-P(AnB)=
P(B)=1-P(B)=1-02=08

= P(Am B):O.7+O.8—0.9:0.6

c) Utilizamos el teorema de Bayes.

_ . _P(AnB) p(B)-P(AnB) 08-06
P(A/B)= B - P - 08 =[0.25
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UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS
UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO
Curso 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS II

a

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera
a elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente
justificadas.
CALIFICACION: Cada pregunta se calificara sobre 2.5 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

A.1. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.
Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro A,
0 1 1)(x 0
A-1 1 1|y|=|0
1 A1-1 1)\z 0
se pide:
a) (1.5 puntos) Discutir el sistema en funcion de los valores de A.

b) (1 punto) Resolver el sistema en el caso A = 1 y encontrar, si es posible, una solucion con
X=5.

A.2. Calificacidbn maxima: 2.5 puntos.
a) (1 punto) Proponga un ejemplo de funcién polinémica de grado 2 cuya grafica sea tangente
alarecta y=x en el punto (0, 0).
b) (1 punto) Proponga un ejemplo de funcion polindmica de grado 2 que tenga un maximo
relativo en el punto (1, 1).

c) (0.5 puntos) Justifique si una funcion polindmica de grado 2 puede tener dos extremos
relativosen R.

A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Sean los puntos P(1,-1, 3) y Q(2, 1,-1):
a) (1 punto) Determine una ecuacion del plano respecto del cual ambos puntos son
simétricos.
b) (1.5 puntos) El segmento PQ es uno de los tres lados del triangulo cuya suma de los
cuadrados de las longitudes de sus lados es 34 y el tercer vertice se encuentra en la recta
r=x-2=y=z. Calcule las coordenadas del tercer vértice sabiendo que ninguna de sus

coordenadas es nula.

A.4. Calificacidn maxima: 2.5 puntos.
En un espacio muestral se tienen dos sucesos incompatibles, A1 y A, de igual probabilidad 0.4

y se considera A, = A U A, (por tanto, la probabilidad de Az es 0.2). De cierto suceso B se sabe
que P(B|A)=P(B|A) Yy P(B|A)=2P(B|A) .Y deunsuceso C independiente de A; se sabe
que P(C|A)=0.3y P(C|A;)=0.6.Con estos datos se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de B si P(B| A) =0.25.

b) (1.5 puntos) Calcular la probabilidad de C y determinar si C es independiente de A.
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Como es bien sabido, la siguiente igualdad de determinantes
det(A+ B) = detA+ detB

no es cierta en general.
a) (0.75 puntos) Si Ay B son dos matrices para las que det(A+ B) =detA+ detB, pruebe

gue entonces
det((A+B)") = det(A®)+det(B°) +2det (AB).

b) (1 punto) Dadas las matrices

1 0 -1 1 01
C: o 1 O y D: 2 1 2 ’
2 -1 « -1 2 1

determine el Unico valor de o con el que si se cumple laigualdad det(C + D) = detC + detD

¢) (0.75 puntos) Para el valor a = —1, resuelva el sistema homogéneo de ecuaciones lineales
que tiene a C como matriz de coeficientes.

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dada la funcion f (x)=x°—3x, se pide:
a) (0.75 puntos) Estudiar si es par o impar y calcular sus intervalos de crecimiento y de

decrecimiento.
b) (1.75 puntos) Calcular el area de la region acotada delimitada por las graficas de f(x) y de

g(x)=x(x-3).

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dado el punto P(5,-1,2) y las rectas:

Xx-2 y+1 z-0 o= X—y=5
3 -1 1 C|x+2z=3

r

se pide:
a) (1 punto) Estudiar la posicion relativa de ambas rectas y hallar la distancia entre ellas.
b) (1.5 puntos) Determinar una ecuacion de la recta que pasa por Py corta perpendicularmente
alarectar.

B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Antonio y Benito, compafieros de piso, lanzan alternadamente un dardo cinco veces a una diana
para decidir quien friega. Friega quien menos veces acierte el centro de la diana. En caso de
empate, friegan juntos. Si Antonio acierta el centro de la diana en el 25% de sus lanzamientos y
Benito en el 30%, se pide:
a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que no haga falta llegar al cuarto lanzamiento para
decidir quién friega.
b) (1.5 puntos) Aproximando por una normal, calcular la probabilidad de que Antonio falle
el centro de la diana en al menos dos terceras partes de 60 lanzamientos.
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DisTRIBUCION NORMAL

Ejemplo: si ¥ tiene distribucién N(0,1), P(Z < 045) = 0,6736.

z 000 001 002 003 004 005 006 007 008 0,00
0.0 | 05000 05040 05080 05120 05160 05100 05230 05270 05310 0,5350
0, | 05308 05438 05478 05517 05557 05506 05636 05675 05714 0,5753
0,2 | 05793 05832 05871 05010 05048 05087 06026 06064 06103 06141
0,3 | 06170 06217 0,6255 06203 06331 06368 06406 06443 06480 06517
0.4 | 06554 06501 06628 06664 06700 06736 06772 06808 06844 0,6870
0,5 | 06015 06950 06085 07019 07054 O0,7088 0,7123 07157 07190 0,7224

0,6 | 07257 07201 0,7324 07357 0,7380 0,7422 0,7454 0,748 0,7517 0,7549
0,7 | 0,7580 07611 0,7642 07673 0,7704 0,7734 0,7764 07794 0,7823 0,7852
0,8 | 07881 07010 0,7030 07067 07005 08023 08051 08078 08106 0,8133
00| 08150 08186 08212 08238 08264 0,8280 08315 08340 02365 0,8380

£l

1,0 | 0,2413 08438 08461 02485 08508 08531 08554 08577 02500 08621

02643 08665 085686 02708 048720 08740 08770 08700 02810 0.8830
02840 08860 08888 02007 08925 085044 08962 02020 02007 09015
09049 09066 09052 0595099 09115 09131 09147 09162 09177
09192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09292 09306 09319
09332 09345 09357 09370 09382 09394 09406 09418 09429 09441

HHHHH
e e %o he
=
[ 2C]

[E~]

1,6 | 0,0452 09463 09474 09484 00495 09505 009515 09525 09535 09545
1,7 | 0,0554 009564 09573 09582 00501 00500 009608 00616 09625 00633
1,8 | 00641 009640 09656 09664 00671 00678 00686 00693 00609 0,9706

1,0 | 00713 09719 09726 09732 00738 00744 09750 00756 09761 09767
20| 00772 09778 00783 00788 00703 09708 00803 00808 09812 00817

21 |1 09821 00826 09330 09834 009838 00342 009846 09850 09854 09857
22109861 009864 09368 09871 009875 09378 098281 09884 09837 0.9200
23109893 00806 09308 09001 095904 09906 09909 09911 09913 09916
24 | 09918 09920 09922 09925 09927 09920 09931 09932 09934 0.9936
25 | 09938 09940 09941 09943 09945 09946 09948 09949 09951 09952

2,6 | 00053 09955 00056 00057 009050 09960 00961 00962 09963 00964
2,7 | 00065 00066 00067 00068 00060 09070 00971 00072 00973 00074
2.8 | 00074 00975 09076 09077 00077 00078 00970 00070 00080 0,0081
2.0 | 00081 00082 00082 00083 00084 00084 00085 00085 00986 0,0086
3.0 | 00087 00087 00087 00082 00088 00080 00080 00080 09900 0,0000
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SOLUCIONES

A.l. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.
Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro A,

0 1 1) x 1 0
A-1 1 1|yl|-l4]|=]0
1 A-1 1)\z 0 0
se pide:
a) (1.5 puntos) Discutir el sistema en funcion de los valores de A.

b) (1 punto) Resolver el sistema en el caso A = 1 y encontrar, si es posible, una solucion con
X=5.

b) El sistema queda

0 1 1Y) x 1 0 0 1 1YV x 1
A-1 1 1|ly|-|A|=|0|=|2A-1 1 1|y|=|4
1 1-1 1)\z 0 0 1 21-1 1)z 0
0 1 1
Este sistema tiene la matriz de coeficientes A=| A-1 1 1|y la matrizampliada
1 1-11
0 1 1
A/IB={1-1 1 2
1 41-1 0
Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.
0 1 1 0 1
A=|A-1 1 1|=|A=[2-1 1 1=0+1+(2-1)"-1-2+1+0=
1 A-11 1 A-1

=A*+1-21-A+1=2*-34+2

3+ .
|A=0=2*-32+2=0= 1= S

Estudiamos tres casos diferentes.

CASO1l. A#2y A#1
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la
matriz ampliada y el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una
Unica solucion).

CASO 2. 1=2
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En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.

0111 Fila 32 — Fila 22
A/B 1112 11 0
= . 1.1 -1 -1 -2 =
11l 0 0O O —-2—>NuevaFila3?
A/B
/—J%
01 1 1 1 11 2
=111 2 :>{Fi|a2a<—>FiIala}:> 011 1
0 0 0 =2 0 0 0 -2
N —

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A/B es 3. Los rangos son distintos y el
sistema es incompatible (sin solucion).

CASO 3. 1=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos el rango de Ay A/B usando el método de Gauss.

Fila22 — Fila1?
0111 001 1 1
A/B=0111:>O_1 4 1 =
1010 0 0 O O -—>NuevaFila2?
0111 0111
=0 0 0O :>{Fi|a2a<—>FiIa3a}:> 1010
1 010 0 00O
A/B
1 010
= {Fila2*- Filal*}=|{0 1 1 1
0 00O
N

A

El rango de la matriz A es 2 al igual que el de la matriz A/B, menor que el numero de
incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Para A =2y A#1 el sistema es compatible determinado, para A =1 el
sistema es compatible indeterminado y para A =2 el sistema es incompatible.

c) Si A=1 el sistema es compatible indeterminado.
Buscamos las soluciones a partir del sistema equivalente obtenido en el apartado anterior.
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1 010 X=-1
X+2=0 X=-Z

0111= = =iy=1-4,1eR
y+z=1 y=1-z

0 00O =1

Las soluciones del sistema son x=—-A4; y=1-1; z= A, siendo 1 eR.
Buscamos una posible solucion con x=5.
X=-A=5—>4=-5

=6
y=1-4 :>{y
z2=A4 2=

La solucidn del sistemaesx =5;y =6; z=-5.
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A.2. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

a) (1 punto) Proponga un ejemplo de funcion polindmica de grado 2 cuya grafica sea tangente a
larecta y=x en el punto (0, 0).

b) (1 punto) Proponga un ejemplo de funcion polinémica de grado 2 que tenga un maximo
relativo en el punto (1, 1).

¢) (0.5 puntos) Justifique si una funcién polindmica de grado 2 puede tener dos extremos relativos
en R.

a) La funcion pedida tiene la expresion f (x)=ax* +bx+c.
Silarecta y=x estangente a la gréafica de la funcion en el punto (0, 0) implica que la
funcion pasa por (0, 0), es decir, f(0)=0 y que la pendiente de la recta tangente vale 1, es

decir, f"(0)=1.

f(0)=0

f (x)=ax*+bx+c

}:O:a-02+b-0+c:>

f(x)=ax’+bx+c= f’(x)=2ax+b
f'(O):l

}:1=2a-0+b:>

La funcion polindmica que cumple lo pedido tiene la expresion f (x) —ax’ +X.
Tomamos a = 1y tenemos la funcion f (x) = x* +x como ejemplo de funcién polindmica
de grado 2 cuya gréfica sea tangente a la recta y =x en el punto (0, 0).

b) La funcion pedida tiene la expresion f (x)=ax”+bx+c.
Si la funcién tiene un maximo relativo en (1, 1) implica que la funcién pasa por (1, 1), es
decir, f(1)=1, que la derivada se anula en x =1, es decir, f"(1)=0.y que la segunda

derivada toma valor negativo en x = 1, es decir f (1) <O0.

f(1)=1
f (x)=ax* +bx+c

}:

f(x)=ax’*+bx+c= f’(x)=2ax+b
() =ax+hore= () }:m

(1) =0

f(x)=2ax+b= f"(x)=2a= f"(1)=2a<0=[a<0
Deben cumplirse las tres condiciones.

a+b+c=1 a+b+c=1
2a+b=0 }=>b=-2a —a-2a+c=1=>-a+c=1=c=1+a
a<0 a<0

129 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvaU 2024 Extraordinaria Matemdticas Il en Madrid

La funcion queda f (x) =ax’ —2ax+1+a. Tomamos a = —1 < 0 y tenemos a la funcién

f (x) = —x*+2x como ejemplo de funcién polinémica de grado 2 que tiene un maximo
relativo en el punto (1, 1).

c) Una funcion polindmica de grado 2 tiene la expresion f (x)=ax” +bx+c. Su derivada es

f (x) =2ax+b que se anula para un Gnico valor de x. Solo puede tener un punto critico y
por tanto un Unico maximo o minimo relativo.
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A.3. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

Sean los puntos P(1,-1, 3) y Q(2, 1,-1):

a) (1 punto) Determine una ecuacion del plano respecto del cual ambos puntos son simétricos.

b) (1.5 puntos) El segmento PQ es uno de los tres lados del triangulo cuya suma de los cuadrados
de las longitudes de sus lados es 34 y el tercer vertice se encuentraen larecta r=x—2=y=z

. Calcule las coordenadas del tercer vértice sabiendo que ninguna de sus coordenadas es nula.

a) El plano debe pasar por el punto medio M del segmento PQ.

1

i
_—

0

y_(L-13)+(21-1)

=(3/2,0,2)

El vector normal del plano es el vector PQ = (21,-1)-(1,-1,3)=(1,2,-4).
Hallamos la ecuacion del plano.

M(3/2,01)ex } M (3/2,01) ez
=

. :>§+0—4+D=0:>
n=PQ=(12-4) 2

T X+2y—-4z+D=0

:D:g:ﬂ:x+2y—4z+g:0:>|7r:2x+4y—82+5:0

La ecuacion del plano respecto del cual los puntos P y Q son simétricos es
m:2X+4y—-8z+5=0.

b) La situacion es la del dibujo.
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Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta r.

r

x=2_y_z_VW=BAYL L y=A4
I 1 1 Pp(200)

z=A1

El punto R pertenece a la recta y tiene coordenadas R(2 + 4,4, /1) :
Hallamos las longitudes de los lados del triangulo.

PG~ (L2 4)=[PQ 72+ (4] T

QR=(2+4,4,4)-(21-1)=(4,A-14+1) =|QR| = JA+(A-1) +(a+1) =

= A2 A2 24 41+ A%+ 24 +1=A327 +2

PR=(2+2,4,2)~(L-13)=(1+ 2,1+ 2, 2-3) = |PR| = (L+ )} +(1+ 2)" + (2 -3

A2 42041422+ 20 +14 22 —64+9 =~[312 24 +11

La suma de los cuadrados de las longitudes de sus lados es 34.
— — - 2 2
PQ[ +|QR| +[PR[ =34= (V21 +(\/3/12 N 2) +(\/3,12 vy +11) —34=
=21+31%+2+34°-2A+11=34=61*-21=0=>

A=0

=22(34-1)=0= 1
34-1=0=4=7

Tenemos dos puntos de la recta r que cumplen lo pedido.
. . 1 111 711
Si A=0=R(2,0,0) ysi A===R|2+>,=,> |=>R| =,=,= |.
3 333 333
Como el tercer vértice R no debe tener ninguna de sus coordenadas nula solo es valido el

punto R(lej
333
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A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.
En un espacio muestral se tienen dos sucesos incompatibles, A1 y A, de igual probabilidad 0.4

y se considera A, = m (por tanto, la probabilidad de Az es 0.2). De cierto suceso B se sabe
que P(B|A)=P(B|A) Yy P(B|A)=2P(B|A) .Y deunsuceso C independiente de A; se sabe
que P(C|A)=0.3y P(C|A)=0.6.Con estos datos se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de B si P(B| A)=0.25.

b) (1.5 puntos) Calcular la probabilidad de C y determinar si C es independiente de A.

Sabemos que P(A)=P(A,)=04.
Nos dicen que P(A)= P(A_LUA2)=O.2.

P(AUA)=02=1-P(AUA,)=02=P(AUA,)=08=

= P(A)+P(A)-P(ANA) =08

=04+04-P(ANA)=08=[P(ANA)=0

Los sucesos A1 y A, son incompatibles (A N A, =J).

Reflejamos en el diagrama de Venn que A UA, U A =E y ademas las intersecciones entre

ellos son vacias (sucesos incompatibles).
E

a) Sabemos que P(B|A)=P(B|A)=025y P(B|A)=2P(B|A) . Aplicamos el teorema de
Bayes.

P(B|A) 025 P(BOA) g5,

P(A)

P(E;—(;Al) =025=P(BNA)=04-025=01

P(B|A2)=o.25:>M:o.25:>P(E:)—wzo.25: P(BNA)=04:025=0.1

P(A)

P(B|A3)=2P(B|A):Z-O.ZS:O.S:M:O.S: P(BNA,)=0502=0.1

P(A)

Como P(B)=P(BNA)+P(BNA)+P(BNA)=0.1+0.1+0.1=03.
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b) Sabemos que C es independiente de A; por lo que P(CnA)=P(C)P(A)=0.4P(C)
También sabemos que P(C|A,)=0.3y P(C|A)=0.6.

P(CIA)=03= (COA) o4  P(COA)

P(R) 04

P A)=06= " (COA) s  P(COA)

P(A) ' 0.2

Como sabemos que P(C)=P(CnA)+P(CnA,)+P(CnA,) tenemos que:

=03=P(CNA,)=04-03=0.12

=06=P(CNA)=02-06=0.12

P(C)=0.4P(C)+0.12+0.12= P(C)-0.4P(C)=0.24=

—06P(C)=024= p(c):%:m

¢C es independiente de A2?
Para que lo sean debe cumplirse laigualdad P(A, nC)=P(A,)P(C).

P(A,NC)=0.12

P<A2>P<c)=o.4.o.4=o.16}3P<Azﬂ<>>=0-12¢0-16=P<A2>P<c>

No se cumple la igualdad y los sucesos C y Az no son independientes.
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Como es bien sabido, la siguiente igualdad de determinantes
det(A+ B) = detA+ detB

no es cierta en general.
a) (0.75 puntos) Si A'y B son dos matrices para las que det(A+ B) =detA+detB, pruebe que

entonces
det((A+B)") = det(A®)+det(B°)+2det (AB).

b) (1 punto) Dadas las matrices

1 0 -1 1 01
C=|la 1 0| D=2 1 2],
2 -1 « -1 2 1

determine el Unico valor de a con el que si se cumple la igualdad det(C + D) = detC + detD
c) (0.75 puntos) Para el valor a = —1, resuelva el sistema homogéneo de ecuaciones lineales que
tiene a C como matriz de coeficientes.

a) Aplicamos las propiedades de los determinantes.

det((A+B)’)=det((A+B)(A+B))=det(A+B)det(A+B)=

~ {Sabemos que

det(A+B) = detA+ detB} = (detA+ detB ) (detA+ detB) =

=det A-det A+det A-detB+detB-det A+detB-detB =

= (det A)® +2det A-det B+ (det B)’ = det(A?)+2det( AB)+det(B?)

b) Hallamos la expresién de C + D y su determinante.

1 0 -1 1 01 2 0 0
C+D=la 1 0|+ 2 1 2|=|a+2 2 2
2 -1 « -1 2 1 1 1 a+l
2 0 0
det(C+D)=a+2 2 2 =4(a+1)+0+0—0—0—4=4a+4—4=4a
1 1 a+

Hallamos la expresién de detC +detD.

1 0 -1 |1 0 1
detC+detD=|c 1 Of|+|2 1 2=(a+O+a+2—0—O)+(l+0+/4/+1—0—,4/)=
2 -1 af -1 2 1

=20+2+2=2a+4
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Buscamos cuando det(C + D) = detC + detD .

det(C + D) = detC + detD = 4a =20 +4 = 2a =4 = [a = 2

La igualdad det(C + D) = detC +detD se cumple cuando o =2.

1 0 -1
c) Paraelvalora =—1lamatrizCqueda C=|-1 1 O
2 -1 -1
1 0 -1)\x 0
Se nos pide resolver el sistema | -1 1 0 ||y |=|0].
2 -1 -1)\z 0

Obtenemos el sistema y lo resolvemos.

1 0 -1)\x
-1 1 0}|y|=|0|=-x+y=0 =-X+y=0 =
2 -1 -1)\z 0 2x-y—-z=0 2X-y—-2=0

0 Xx—2z=0 X=12

-z+y=0 } -z+y=0
=

= = {Ecuaciones proporcionales} = z-y=0=
22-y—-2=0

z—-y=0
X=A
=>2=y=>4y=4;1eR
Z=A

Las soluciones son x=A4, y=A4, z= A para cualquier valor L eR.
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B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dada la funcion f (x)=x°—3x, se pide:
a) (0.75 puntos) Estudiar si es par o impar y calcular sus intervalos de crecimiento y de

decrecimiento.
b) (1.75 puntos) Calcular el area de la region acotada delimitada por las graficas de f(x) y de

g(x)=x(x-3).

a) Obtenemos la expresion de f (—x) y la comparamos con f(x).
f(—x)= (—x)3 —3(—x)=—x*+3x= —(x3 —3x) =—f(x)

La funcion es impar.
Hallamos la derivada de la funcién y buscamos cuando se anula.

f(x)=x*-3x= f’(x)=3x*-3

f(x)=0=3x*-3=0=x*-1=0=x =1 x=1=+1
Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos dos valores.

e Enelintervalo (—o0,—1) tomamos x = -2y la derivada vale
f"(-2)=3(-2)"-3=12-3=9>0. La funcién crece en (—o0,~1).
e Enelintervalo (-11) tomamosx =0y la derivada vale f’(0)=3-0°-3=-3<0.La
funcion decrece en (-1,1).
e Enelintervalo (1,+c) tomamos x = 2 y la derivada vale
f’(2)=3-22-3=12-3=9>0. La funcion crece en (1,+»).

La funcion crece en (—o0,—1)U(1,+0) y decrece en (-1,1).

b) Averiguamos los puntos de corte de ambas graficas.
f (x)=x*—-3x
g(x)=x(x=3)=x"-3x;=>x-3x=x*-3x=x-x"=0=

F(x)=9(x)

x=0

:>x2(x—1):0:>{
Xx-1=0—->x=1

El rea de la region acotada delimitada por las graficas de f(x) y de g(x)=x(x—3)esel
valor de la integral definida entre 0 y 1 de la diferencia de las dos funciones.
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f (0.5)=0.5"~3-0.5=-1.375
9(0.5)=0.5(0.5-3)=-1.25

Como

}: g(0.5)> f(0.5)

Calculamos el valor del area.

Area:.f:g(x)— f (x)dx:J‘:x2 —3x—(x3—3x)dx:I:—x3+x2dx:

4 3t 4 43 4 3
B G SIS S A PR I Y- T
43| | 43 4 3| 3 4 |12

El 4rea de la region acotada delimitada por las graficas de f(x) y de g(x)=x(x—3)tiene un

valor de % =0.0833 unidades cuadradas.

ot
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B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dado el punto P(5,-1,2) y las rectas:

— — X—y=5
P X 2_y+1_z 0' SE{ y

3 -1 1 X+2=3
se pide:
a) (1 punto) Estudiar la posicion relativa de ambas rectas y hallar la distancia entre ellas.
b) (1.5 puntos) Determinar una ecuacion de la recta que pasa por Py corta perpendicularmente
alarectar.

a) Hallamos un vector director y un punto de cada recta.

_ _ u =(3,-11
X 2:y+1:z Oj{ur ( )

r
3 1 1 |p(2-10)

Xx—y=5 [y=—5+x |* " v, = (L1,-1)
SE{ y= j{y— {s— L

X+z2=3 2=3-X =py=orA=
+ = = — —
2=3-1 QS(O’ 5’3)

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales y las rectas no son paralelas ni
coincidentes.

u=(3-11)] 3 -1 1
. =—#
v,=(11-1)| 1

Las rectas se cortan o cruzan. Calculamos el producto mixto [ur,vs, P,QSJ Y vemos si es

nulo o no.

PQ, =(0,-5,3)-(2,-1,0) =(-2,-4,3)

U =(3-11) 3 -1 1
v, =(11-1) =>[u v PQ=[1 1 -1=9-2-442+3-12=-420
PQ, =(-2,-4,3) 2 -4 3

Al ser el producto mixto no nulo las rectas se cruzan (distinta direccion en planos paralelos).

[o.5:72]

Utilizamos la formula de la distancia d(r,s) =
U, xV,

Calculamos el producto vectorial u, xv; .

ul’

3-1y] . 1K o
. =uUxV,=3 -1 1|=i+j+3k+k+3j—i=4j+4k=(0,4,4)
v, =(11,-1) L1
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Calculamos la distancia entre las rectas.

[u.v.PQ] 4 4 2
d(r,s)= — = = =—=0.7unidades
(r:s) U, XV, 0’ +42+4 32 2 -

b) Seguimos los pasos indicados en el dibujo.

P

Hallamos el punto Q de la recta r tal que el vector PQ sea perpendicular al vector director
de la recta (producto escalar nulo).

G—(B 11) X=2+31
X2y 220 e Yo 1 = Q(2434-1-4,2)
3 -1 1 |p(2-10) .

PQ=(2+32,-1-2,4)—(5,-1,2)=(-3+34,-2,1-2)

PQLu, = PQ-U, =0=(-3+34,-14,4-2)(3,-11)=0=

x=2+3=5
= -9+91+1+1-2=0=>111=11=A1=1=y=-1-1=-2=Q(5-2,1)
z=1
Hallamos la recta s que pasa por Py Q.
v, = PQ=(5,-2.1)~(5-12)=(0,-1,-1) X=5
s - 1 ) ) y - y v }jSE y:_l_ﬁ;leR
P(5-12)es 7-2_)

La recta s que pasa por Py corta perpendicularmente a la recta r tiene ecuacion
X=5

s=qy=-1-4; 1eR.
1=2-1
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B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Antonio y Benito, compafieros de piso, lanzan alternadamente un dardo cinco veces a una diana
para decidir quién friega. Friega quien menos veces acierte el centro de la diana. En caso de
empate, friegan juntos. Si Antonio acierta el centro de la diana en el 25% de sus lanzamientos y
Benito en el 30%, se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que no haga falta llegar al cuarto lanzamiento para
decidir quién friega.

b) (1.5 puntos) Aproximando por una normal, calcular la probabilidad de que Antonio falle el
centro de la diana en al menos dos terceras partes de 60 lanzamientos.

Llamamos A a “Antonio acierta en un lanzamiento de dardo” y B a “Benito acierta en un
lanzamiento de dardo”.

a) Si hay 5 lanzamientos para que se decida quien friega antes del cuarto lanzamiento deben de
haber acertado uno de ellos 3 lanzamientos y el otro debe de fallar los tres lanzamientos.

Calculamos la probabilidad de que Antonio acierte 3 veces en 3 lanzamientos y Benito falle
los tres lanzamientos.

343

64000
Calculamos la probabilidad de que Benito acierte 3 veces en 3 lanzamientos y Antonio falle
en los tres lanzamientos.

P(AAABBB)=P(A)P(A)P(A)P(B)P(B)P(B)=025-0.7"=

—— N\ 729
P(AAABBB)=P(A)P(A)P(A)P(B)P(B)P(B)=0.75°-0.3 = ———
( )=P(A)P(A)P(A)P(B)P(B)P(E) 54000

La probabilidad de que no haga falta llegar al cuarto lanzamiento para decidir quién friega es

la suma de las dos probabilidades anteriores: 343 + 29 _ 61 _ 0.1675|.
64000 64000 4000

b) Llamamos X = “nimero de fallos de Antonio al lanzar 60 veces el dardo”.
Esta variable es una binomial de parametrosn=60y p = 0.75.
X =B(60, 0.75)
El nGmero de lanzamientos es alto aproximamos esta variable binomial a una normal Y de

35

media 4 =np =60-0.75=45 y desviacion tipica o = \/npg = ,/60-0.75-0.25 = 75 :

Y=N (45,%J
2

Fallar al menos las dos terceras partes de 60 lanzamientos es fallar al menos 40 lanzamientos.
Nos piden calcular P(X >40).

Tipificamos
X —45

35
2

P(X >40)={CorrecciéndeYates} = P(Y >39.5)=1Z =
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Miramos en la
tabla N(O, 1)

_p|zx392 %) P(z>-1.64)=P(Z 31.64):{

> —% =
2

}z 0.9495

z 0,00 001 0,02 003
0,0 | 0,5000 05040 00,5080 0,5120
0,1 | 05398 05438 05478 05517 05
0,2 | 05793 0582 05871 05010 0508
0,3 | 06179 06217 06255 06203 0681
04 | 06554 06501 06628 06664 0640
0,5 | 06015 06050 06985 0,7019

[ e I e e I e

0.6 7257 0,7201 0,7324
7580 0,7611 0,7642

1

-

0 0
T |0 \ 0,76
08 (0 0,7910 0,7939 0,79
0.9 ] 08159 08185 08212 0
1.0 | 08413 08438 08461 0

cooo o

02643 08665 08626 02702 08
02840 08860 08888 02007
0,9066

A

e e e e e

1 =

La probabilidad de que Antonio falle el centro de la diana en al menos dos terceras partes de
60 lanzamientos es de 0.9495.
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EvAU 2024 Extraordinaria (coincidencias) Matematicas II

UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
SR EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS
S UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO

Erat Curso 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a elegir
entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

CALIFICACION: Cada pregunta se calificara sobre 2.5 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

A.1. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.
Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes de un parametro real a:

2X—-y+az=-a
X+2y+3z=-2
ax+ay+2z=-8

a) (2 puntos) Discuta el sistema en funcion del parametro a.
b) (0.5 puntos) Resuelva el sistema para a = —10.

A.2. Calificaciébn maxima: 2.5 puntos.
Se considera la funcion
xe* si x<1
f(x)= xIn x
( ) e+—;
X +1

si x>1

y se pide:
a) (1 punto) Estudiar la continuidad y derivabilidad de fen x = 1.

b) (0.75 puntos) Calcular lim f (x).

X—>+0

1
¢) (0.75 puntos) Calcular _[0 f (x)dx.

A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Los vértices de un triangulo son A(-1,0, 1), B(0,1,0) y un punto C situado sobre la recta

[ 2x—y=0
| x+z=-1

a) (1.5 puntos) Calcule las posibles coordenadas de C sabiendo que el area del tridngulo es -

b) (1 punto) Determine una ecuacion de la recta que pasa por P(2,1,-1) y es paralela a la recta
dadar.
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A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.
En un espacio muestral se consideran tres sucesos A, B y C, tales que P(AuBuC)zl.

Sabiendo que los sucesos B y C son independientes y que P(A)=O.5, P(E)zo.

P(BuC)=0.73, P(AnC)=0.21y P(AnBNC)=0.06, se pide:
a) (1 punto) Estudiar si los sucesos Ay B C son independientes.
b) (1.5 puntos) Calcular P(B) y P(C(AUB)).

B.1. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.

Halle un nimero natural de tres cifras del que se conoce que: sus cifras suman 13; si al nimero
dado se le resta el doble del nimero que resulta de intercambiar las cifras de las centenas y de las
unidades, el resultado es 437; ademas, la cifra de las decenas excede en una unidad a la media
aritmética de las otras dos cifras.

B.2. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.

a) (0.5 puntos) Escriba un ejemplo de una funcién polindmica de grado 3 cuya gréafica corte al
eje de las abscisas en x = 0, x = 1 y x = 2. Escriba también un ejemplo de una funcion
polinébmica de grado 3 cuya grafica corte al eje de las abscisas solo en los puntosx=1y x=0

b) (1 punto) Escriba un ejemplo de una funcion polinémica de grado 3 que tenga un maximo
relativo en el punto (0, 0) y un minimo relativo en el punto (1,—1).

¢) (1 punto) Justifique si la grafica de una funcién polinémica de grado 3 puede no cortar al eje
de las abscisas.

B.3. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.
X+2y+z2=2

Sea larecta r =
X+y+22=2

a) (0.5 puntos) Calcule el angulo que forma la recta r con el vector normal al plano z=0.

b) (1.25 puntos) Sean 7, y x, dos planos que se cortan en la recta r. Calcule unas ecuaciones

de ambos planos sabiendo que 7, pasa por el punto P(1,1,3) y que 7, no corta el eje OZ.

c) (0.75 puntos) Estudie la posicion relativa de la recta r y la recta s de ecuacion
Xx+2 y-1 z-1
1 -2 3

B.4. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.

Entre los procesadores que utiliza cierta marca de ordenadores portatiles para un modelo, un 30%

son de una nueva tecnologia que promete una mayor efectividad. Se utilizan todos los

procesadores, se empaquetan los ordenadores fabricados en palés de 10 portatiles y se envian 20

palés a cada una de sus tiendas. Se pide:

a) (1.5 puntos) Determinar la distribucidn, la media y la desviacion tipica de la variable “nimero
de portatiles con los procesadores de la nueva tecnologia en un palé”. Calcular la
probabilidad de que en un palé haya exactamente dos portatiles con la nueva tecnologia.

b) (1 punto) Calcular, aproximando por la distribucion normal adecuada, la probabilidad de que
al menos el 75% de los portatiles recibidos en una tienda no lleven los procesadores de la
nueva tecnologia.
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DisTRIBUCION NORMAL

Ejemplo: si ¥ tiene distribucién N(0,1), P(Z < 045) = 0,6736.

z 000 001 002 003 004 005 006 007 008 0,00
0.0 | 05000 05040 05080 05120 05160 05100 05230 05270 05310 0,5350
0, | 05308 05438 05478 05517 05557 05506 05636 05675 05714 0,5753
0,2 | 05793 05832 05871 05010 05048 05087 06026 06064 06103 06141
0,3 | 06170 06217 0,6255 06203 06331 06368 06406 06443 06480 06517
0.4 | 06554 06501 06628 06664 06700 06736 06772 06808 06844 0,6870
0,5 | 06015 06950 06085 07019 07054 O0,7088 0,7123 07157 07190 0,7224

0,6 | 07257 07201 0,7324 07357 0,7380 0,7422 0,7454 0,748 0,7517 0,7549
0,7 | 0,7580 07611 0,7642 07673 0,7704 0,7734 0,7764 07794 0,7823 0,7852
0,8 | 07881 07010 0,7030 07067 07005 08023 08051 08078 08106 0,8133
00| 08150 08186 08212 08238 08264 0,8280 08315 08340 02365 0,8380

£l

1,0 | 0,2413 08438 08461 02485 08508 08531 08554 08577 02500 08621

02643 08665 085686 02708 048720 08740 08770 08700 02810 0.8830
02840 08860 08888 02007 08925 085044 08962 02020 02007 09015
09049 09066 09052 0595099 09115 09131 09147 09162 09177
09192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09292 09306 09319
09345 09357 09370 09382 09394 09406 09418 09420 09441

—
T e e he =
= =
L3 L3
[ [

1,6 | 0,0452 09463 09474 09484 00495 09505 009515 09525 09535 09545
1,7 | 0,0554 009564 09573 09582 00501 00500 009608 00616 09625 00633
1,8 | 00641 009640 09656 09664 00671 00678 00686 00693 00609 0,9706

1,0 | 00713 09719 09726 09732 00738 00744 09750 00756 09761 09767
20| 00772 09778 00783 00788 00703 09708 00803 00808 09812 00817

21 |1 09821 00826 09330 09834 009838 00342 009846 09850 09854 09857
22109861 009864 09368 09871 009875 09378 098281 09884 09837 0.9200
23109893 00806 09308 09001 095904 09906 09909 09911 09913 09916
24 | 09918 09920 09922 09925 09927 09920 09931 09932 09934 0.9936
25 | 09938 09940 09941 09943 09945 09946 09948 09949 09951 09952

2,6 | 00053 09955 00056 00057 009050 09960 00961 00962 09963 00964
2,7 | 00065 00066 00067 00068 00060 09070 00971 00072 00973 00074
2.8 | 00074 00975 09076 09077 00077 00078 00970 00070 00080 0,0081
2.0 | 00081 00082 00082 00083 00084 00084 00085 00085 00986 0,0086
3.0 | 00087 00087 00087 00082 00088 00080 00080 00080 09900 0,0000
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SOLUCIONES

A.l. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.
Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes de un parametro real a:

2X—-y+az=-a
X+2y+3z=-2
ax+ay+2z=-8

a) (2 puntos) Discuta el sistema en funcion del parametro a.
b) (0.5 puntos) Resuelva el sistema para a = -10.

2 -1 a
a) Este sistema tiene la matriz de coeficientes A=| 1 2 3|y la matrizampliada
a a 2
2 -1 a -a
A/B=l1 2 3 -2]|.
a a 2 -8

Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

2 -1 a
|Al=]1 2 3]=8-3a+a’-2a’+2-6a=-a"-9a+10
a a 2
9+11
—[C10=
|A|=0:>—a2—9a+10:0:>a=gi\/(_9)2_4'(‘1)(10):9i11: )
2(~1) 2 |9-11
T —a=2

Estudiamos tres casos diferentes.

CASO1. a=1ly a=-10

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la

matriz ampliada y el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una
Unica solucion).

CASO 2. a=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
2 -1 1 -1
La matrizampliada queda A/B=|1 2 3 -2]|.
1 1 2 -8
Estudiamos el rango de Ay A/B usando el método de Gauss.
Fila 3% —Fila 22
2 -1 1 -1 1 1 2 -8
A/B:123—2:_1_2_32 =
1 1 2 -8

0 -1 -1 —6-— NuevaFila3?
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Fila 12 —2- Fila 22

> 1 1 1 2 -1 1 -1
o 4 & 4 —|0 -5 -5 3
0 -5 -5 3 -—>NuevaFila22 0 -1 -1-6
Fila 22 —5- Fila 32 A8

0 5 5 3 2 -1 1 -1
0 5 &5 30 =0 -5 -5 3
0 0 O 33— NuevaFila3? u&_oz 33

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A/B es 3. Los rangos son distintos y el
sistema es incompatible (sin solucion).

CASO 3. a=-10
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
2 -1 -10 10
La matrizampliada queda A/B=| 1 2 3 2.
-10 -10 2 -8

Estudiamos el rango de Ay A/B usando el método de Gauss.

) 0 10 Fila 32 +5- Fila 12
-1 -0 -10 -10 2 -8

A/B=| 1 2 3 2= 10 -5 -50 50 =
-10 -10 2 -8

0 -15 -48 42— NuevaFila 3?

Fila 12 —2- Fila 22
2 -1 -10 10
-2 4 -6 4

2 -1 -10 10
=0 -5 -16 14

0 -5 -16 14— Nueva Fila 22 0 -15 —48 42
Fila 32 —3- Fila 22 5 1A/Blo m
0 -15 -48 42 i

0 15 48 42 =|0 -5 -16 14
0 0 0 0 —>NuevaFilaz| |20 0 0

A

El rango de la matriz A es 2 al igual que el de la matriz A/B, menor que el numero de
incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Para a=1y a=-10 el sistema es compatible determinado, para a=-10 el
sistema es compatible indeterminado y para a =1 el sistema es incompatible.
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b) Si a=-10 el sistema es compatible indeterminado (CASO 3).
Buscamos las soluciones a partir del sistema equivalente obtenido en el apartado anterior.

2 -1 -10 10 _y_10z=

2X—y-10z =10 2x—y—-10z=10
0 =5 -6 141= o ier=14 [~ _5y—14+16 14 16,17
00 0 0 y=ihe= Y EMEE Y=

= 2x+%+%z—102 =10=>10x+14+16z2-50z2=50=10x-34z=36 >

x:@+£/1
5 5
:>5x—17z:18:>5x:18+172:>x:g+£z:> y=_—14—EA,/1eR:>
5 5 5 5
=41
18 17
X=—+—
5 5 x=7 X=T7+17a
-14 16
> A=1= y:T—E: y=—6={1=5a}=y=-6-16a, acR
z7=1 z=1 z=1+5a

Las soluciones del sistema son x=7+17a; y=—6—-16«; z =1+5«; para cualquier « e R.
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A.2. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Se considera la funcién

si x<1
f(x)=
( ) o xInx

5 six>1
X°+1

y se pide:
a) (1 punto) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f en x = 1.
b) (0.75 puntos) Calcular lim f (x).

X—>+00

¢) (0.75 puntos) Calcular I: f (x)dx.

a) Para que la funcion sea continua en x = 1 deben coincidir el valor de la funcién con los
limites laterales.

1-In1
17 +1
e Existe lim f (x)=limxe*=1-e'=e
x—1" x—1"
o lim f(x)=lime+ "X _¢
x—-1" X1t X +1
e Lostres valores soniguales: f(1)=Ilim f(x)=Ilimf(x)=e

x—1" x—1"

o Existe f(1)=e+ =e.

La funcion es continua en x = 1.
Para que la funcion sea derivable en x = 1 deben coincidir las derivadas laterales.

La derivada de la funcién en R—{1} es

e’ +xe” si x<1
; 1
f(x)= (Inx+xx)(x2+1)—2x(xlnx) (1+Inx)(x2+1)—2x2 In x .
5 = > si x>1
(x2+1) (x2+1)

Calculamos las derivadas laterales.

f'(l’): lim f"(x)=lime* + xe* =" +e' =2e

x—1" x—1"

N e s _ (I+Inx)(¥*+1)-2x*Inx  (1+In1)(*+1)-2-LIn1 1
R e v

Tenemos que f'(17)=2e= % = £7(1"). La funcion no es derivable en x = 1.

b) Calculamos el limite pedido.

xInx TR
5 — e+ = Indeterminacién (L"Hépital) =

) . xIn x .
lim f(x)=lime+ =e+ lim =
X—>+00 X—>+0 X +1 x—+0 X< 41 o0
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1
InX+x=
. . Inx+1 e A
—e+ lim ——X =e+ lim = e+ — = Indeterminacion (L Hopital) =
X—>+0 X Xt 2X 00
1
. x .1 1
=e+ lim X =e+ lim —=e+—=[¢]

X+ 2 X+ 2K 0

X

c) La funcion en el intervalo (0, 1) tiene la expresién f (x)=xe*.
Calculamos primero la integral indefinida.

Integracion por partes
If(x)dx=jxexdx: U=Xx-—du=dx :xex—jexdx:xex—ex+c

dv:exdx—>v:J‘ede:ex
Aplicamos este resultado al calculo de la integral definida pedida.

Iol f (x)dx:J'leede:[xeX —eXJZ :[el—el]—[o-eo —eOle

1
Hemos obtenido que IO f(x)dx=1.
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A.3. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.
Los vértices de un tridngulo son A(-1,0, 1), B(0,1,0) y un punto C situado sobre la recta

e 2x—-y=0
Cx+z=-1

2

a) (1.5 puntos) Calcule las posibles coordenadas de C sabiendo que el area del triangulo es -

b) (1 punto) Determine una ecuacion de la recta que pasa por P(2,1,—1) y es paralela a la recta
dadar.

a) Lasituacion planteada es la del dibujo.

Obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta.

X=«a

2x—y=0 2X =
rz{ ! :{X ) =r=ly=2
X+z=-1

Z=-1-a
El punto C que pertenece a la recta r tendréa coordenadas C(«a,2a,-1-a).
El area del triAngulo ABC es la mitad del mddulo del producto vectorial ABxAC .
i j k
}: ABxAC=| 1 1 -1 |=

a+l 2a -2-«

AB=(0,1,0)-(-10,1)=(11,-1)
AC =(a,2a,-1-a)-(-1,0,1)=(a+12a,~2-a)

=i(—2—a+2a)+ j(2+a—a—1)+k(2a—a—l)=(a—2,1,a—1)

_ ‘EXE‘ _ \/(0(—2)2+12+(a—1)2 _ Vo +4-4a+1+a® +1-2a _
2 2

Area ABC

N2a? —6a +6

2

. 2
Como el &rea debe valer g hallamos el valor de a para que se cumpla.
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2
AreaABC:M m \/E
2 3%:73\/2a2—6a+6:\/§:
Area ABC:g

=20’ -6a+6=2=2a°-6a+4=0=a’-3a+2=0=

3+1

3 (-3 -4()(2) 3:1 |2

=Sa= = =12
2 2 3-
2

2=«

-
I
[
I
K

Existen dos puntos de la recta r que cumplen lo pedido.
Si a=1elpuntoes C(1,2,-2).

Si a=2 el puntoes C(2,4,-3).

b) La recta s paralela a la recta r tiene el mismo vector director.

X=«a
r=1y=2a =v,=(12-1)
Z=-1-«a

Hallamos la ecuacion de la recta s que pasa por P(2,1,—1) y es paralela a la recta dada r.

- X=2+4
u, =V, =(1,2,-1)

=s=1y=1+21; 1eR
P(2,1,—l)es s 1-2
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A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.
En un espacio muestral se consideran tres sucesos A, B y C, tales que P(AuBuC):

Sabiendo que los sucesos B y C son independientes y que P(A)=O.5, P(E)zo.
P(BuC)=0.73, P(AnC)=0.21y P(AnBNC)=0.06, se pide:

a) (1 punto) Estudiar si los sucesos Ay B C son independientes.
b) (1.5 puntos) Calcular P(B) y P(Cn(AUB)).

1.

a) Aplicamos la formula de la probabilidad de la unién de dos sucesos.

P(AUBUC)=1=P(AuU(BUC))=1=
= P(A)+P(BUC)-P(An(BUC))=1=

=0.5+0.73-P(An(BUC))=1=P(An(BUC))=1.23-1=0.23
Para que los sucesos Ay BuUC sean independientes se debe cumplir

P(An(BuC))=P(A)P(BUC).

P(A)P(BUC)=0.5-0.73=0.365

P(AN(BUC))=0.23 }3 P(A)P(BC)=0365+0.23=P(AN(BUC))

Los sucesos Ay BC no son independientes.

b) Sabemos que P(A)=0.5, P(C):l—P(E):l—O.S:OJ.
By C son independientes, lo que implica que P(BNC)=P(B)P(C)=0.7-P(B).
Como P(BuwC)=0.73 tenemos:

P(BUC)=0.73= P(B)+P(C)-P(BNC)=0.73=

= P(B)+0.7-0.7P(B)=0.73=0.3P(B)=0.03= |P(B)=——=0.1

Calculamos P(C(AUB)).

P(Cn(AUB))=P(CnA)+P(CNB)-P(CNANB)=

=0.21+0.7-0.1-0.06 =0.22

Hemos visto que P(B)=0.1y que P(Cn(AUB))=0.22.
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Halle un nimero natural de tres cifras del que se conoce que: sus cifras suman 13; si al namero
dado se le resta el doble del nimero que resulta de intercambiar las cifras de las centenas y de las
unidades, el resultado es 437; ademas, la cifra de las decenas excede en una unidad a la media
aritmética de las otras dos cifras.

(Y=}

Llamamos “x” a la cifra de las centenas, “y” a la cifra de las decenas y “z” a la cifra de las
unidades.

El namero es xyz, por lo que xyz=100x+10y+z.

Sus cifras suman 13 > x+y+z=13.

Si al nimero dado se le resta el doble del nimero que resulta de intercambiar las cifras de las
centenas y de las unidades, el resultado es 437 >

Xyz —2-2yx = 437 = (100x +10y + 2) —2(100z +10y + x ) = 437 .

La cifra de las decenas excede en una unidad a la media aritmética de las otras dos cifras =
X+2Z
y=——>+1.
2

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

X+y+2=13
(100x+10y +)—2(100z +10y + x) = 437 =
X+12
=——-++1
y 2
X+y+z=13 X=13-y-z
=100x+10y +2z—-200z - 20y —2x =437 ; = 98x-10y -1997 =437 } =
2y =X+12+2 2y =X+17+2

2y=13-y-z+12+2 3y =15

98(13— y— Z)—lOy—1992 = 437} 1274-98y -98z -10y —-199z7 = 437}
= = =
-108y —297z = -837

=[ _15_, — —108-5-2977 =837 = —297z=-297 = [z =1] =
y = —=
3

=|x=13-5-1=7]

El namero de tres cifras que cumple todo lo pedido es el 751.
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B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

a) (0.5 puntos) Escriba un ejemplo de una funcién polindmica de grado 3 cuya gréafica corte al
eje de las abscisas en x = 0, x = 1 y x = 2. Escriba también un ejemplo de una funcion
polindbmica de grado 3 cuya grafica corte al eje de las abscisas solo en los puntosx=1y x=0

b) (1 punto) Escriba un ejemplo de una funcién polindmica de grado 3 que tenga un maximo
relativo en el punto (0, 0) y un minimo relativo en el punto (1,—1).

¢) (1 punto) Justifique si la grafica de una funcién polinémica de grado 3 puede no cortar al eje
de las abscisas.

a) Una funcion polinémica cuya grafica corta al eje de las abscisasenx=0,x=1yx=2es la
funcion f (x)=(x-0)(x-1)(x-2)=x(x-1)(x-2)= x(x2 —2x—x+2)= x* —3x% +2x.

Un ejemplo de funcion polindmica de grado 3 cuya grafica corte al eje de las abscisas solo
enlospuntosx =1y x=0 puede ser f(x) =(x—0)2 (x-1)=x*(x-1)=x>-x>.

b) La funcion polinémica de grado 3 tiene la expresion f (x)=ax’+bx* +cx+d . Como tiene
un maximo relativo en el punto (0, 0) se cumple que f(0)=0, f*(0)=0yque f(0)<O0.

f (x)=ax’ +bx*+cx+d

f(O):O

f(x)=3ax*+2b

(x)=3ax* +2bx+c L [o=g
f'(O):O

f(x)=6ax+2b
f7(0)<0

}:>2b<0:>

La funcion queda f (x)=ax®+bx*. Como tiene un minimo relativo en el punto (1,—1) se
debe cumplir que f(1)=-1, f'(1)=0yque f”(1)>0.

f (x)=ax’+bx’
=a+b=-1
f(1)=-1
f7(x) =3ax* + 2bx
=3a+2b=0
f'(1)=0
f7(x)=6ax+2b
f,,El)) 0 }:6a+2b>0:>
>

Reunimos las dos ecuaciones en un sistemay lo resolvemos.
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a+b=-1 :>a=—1—b
3a+2b=0 3a+2b=0

}:3(—1—b)+2b:O:>—3—3b+2b:0:>

=lb=-3|=[a=-1+3=2

Se cumple que 3a+b=6-3=3>0.

La funcion buscada es f (x)= 2% —3x2.

c) Una funcion polindmica de grado 3 es del tipo f (x)=ax’+bx*+cx+d .
Supongamos a > 0, calculamos los limites de la funcién cuando x tiende a +co y cuando x

tiende a —oo.
lim f(x)=lim ax’ +bx* +cx+d = lim ax’ ={a> 0} =a-(—0) =—w
X—>—0 X—>—00 X—>—0
lim f(x)=lim ax’ +bx* +cx+d = lim ax’ ={a> 0} = a-(+0) =+
X—>+00 X—>+0 X—>+00

La funcidn es continua y por tanto debe cortar el eje de abscisas al menos en un punto de
dicho eje.

i

z/

Se puede razonar de forma similar si a < 0.

Conclusion: Toda funcién polinémica de grado 3 debe cortar el eje en 1, 2 0 3 puntos.
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B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
X+2y+2=2

Sea larecta r =
X+y+2z=2

a) (0.5 puntos) Calcule el &ngulo que forma la recta r con el vector normal al plano z=0.

b) (1.25 puntos) Sean 7, y 7, dos planos que se cortan en la recta r. Calcule unas ecuaciones de

ambos planos sabiendo que 7, pasa por el punto P(1,2,3) y que 7z, no corta el eje OZ.
c) (0.75 puntos) Estudie la posicion relativa de la recta r y la recta s de ecuacion
Xx+2 y-1 z-1
1 2 3

a) Hallamos un vector director de la recta y un vector normal al plano.

z=0=n=(0,0,1)

X+2y+2=2 X=2-2y-12
r= = =2-2y-1+y+21=2=

X+y+2z=2 X+y+2z=2

2_
A
=1

=>-y+71=0=27=y=>Xx=2-2y-y=2-3y=r=

” {@:(—am

P (2,0,0)

N < X
I

Hallamos el &ngulo formado entre estos vectores.

n=(0,0,1) . cos() = nv, (0,0,1)(-3,1,1) 1
v, =(-3,11) ] -

n|-

v

r

=
VO® +0% +17 \/(—3)2 IRCIRTRRN T

= (6\7,) =cos™ (%) = 72.4°

El angulo que forma la recta r con el vector normal al plano z =0 es de 72.4°.

b) El plano 7, contiene a la recta r y pasa por el punto P(1,2,3).

X=2-34 —
{vr =(-312)
r=sy=41 =
s P.(2,0,0)
u=v, =(-3,11) Xx-2 y z
v=PP=(123)-(2,00)=(-123);=7z=| -3 1 1|=0=
P(20,0)er, 123

:>3x—6—y—62+z+9y—2x+4:0:>|7zlzx+8y—52—2:0
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El plano 7, tiene ecuacion 7z, =x+8y—-5z—-2=0.

El plano 7, contiene a la recta r y no corta el eje OZ. Para no cortar el eje OZ debe ser
paralelo a él, por lo que el vector director del eje OZ es un vector director del plano.

Como el eje OZ es la recta con las ecuaciones implicitas } ningun punto del plano

debe tener de forma simultanea estas dos coordenadas nulas.

u=v, =(-3,11)
x=0 X-2 'y z
eje0Z »y=0r=v=(001);=7,=|-3 1 1=0=
z2=41 0 01
Pr(2,0,0)e7z2

= Xx-2+3y=0= |7, =x+3y-2=0

El plano 7, tiene ecuacion z, =x+3y—2=0.

c) Hallamos un punto y un vector director de la recta s.

]

x+2 _y-1_z-1_ u, =(1-2,3)
1 -2 3 Q. (-2,11)

Los vectores directores de ambas rectas no tienen coordenadas proporcionales y las rectas no
son paralelas ni coincidentes.

v=(-311)| 3 1 1
1 273

. = —F— %
u, =(1-2,3)

Las rectas se cortan o cruzan. Calculamos el producto mixto [vr ug, RQS] y vemos si es

nulo o no.

PQ, =(-2,,1)-(2,0,0)=(-4,1,1)

v, =(-311) 3 1 1
U =(L-23) =]V U, PQ|=|1 -2 3=6-12+1-8-149=-520
PO =(-411) 41t

Al ser el producto mixto no nulo las rectas se cruzan (distinta direccién en planos paralelos).
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B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Entre los procesadores que utiliza cierta marca de ordenadores portatiles para un modelo, un 30%
son de una nueva tecnologia que promete una mayor efectividad. Se utilizan todos los
procesadores, se empaquetan los ordenadores fabricados en palés de 10 portéatiles y se envian 20
palés a cada una de sus tiendas. Se pide:
a) (1.5 puntos) Determinar la distribucidn, la media y la desviacion tipica de la variable “nimero

de portatiles con los procesadores de la nueva tecnologia en un palé”. Calcular la
probabilidad de que en un palé haya exactamente dos portatiles con la nueva tecnologia.

b) (1 punto) Calcular, aproximando por la distribucion normal adecuada, la probabilidad de que

al menos el 75% de los portéatiles recibidos en una tienda no lleven los procesadores de la
nueva tecnologia.

Llamamos X a la variable aleatoria que cuenta el namero de portatiles con procesadores de
nueva tecnologia.

Esta variable es binomial pues el procesador que lleva cada portéatil es independiente del que
lleva otro portatil y solo hay dos posibilidades “lleva procesador de nueva tecnologia” o no
lo lleva. Los pardmetros de esta binomial es Nimero de repeticiones = n = 10y probabilidad
de que un portétil lleve un procesador de nueva tecnologia es p = 0.3. X = B(10, 0.3)

La media es np =10-0.3=3 portatiles.

La desviacion tipica es \/npq =/10-0.3-0.7 = % =1.45 portatiles.

Nos piden calcular P(X =2).

10 ! :
P(X=2)=|_ |0.3:0.7°= 20 5307 =1%% 307" = [0.2335
2 8!-2! 2

La probabilidad de que en un palé haya exactamente dos portéatiles con la nueva tecnologia
tiene un valor aproximado de 0.2335.

b) Cada tienda recibe 20 - 10 = 200 portatiles.

Llamamos X a la variable aleatoria que cuenta el namero de portatiles que no llevan
procesadores de nueva tecnologia. La probabilidad de no llevar un procesador de nueva
tecnologia esp = 0.7.

La nueva variable es X = B(200, 0.7).

Como el nimero de repeticiones es muy alto el calculo de la probabilidad pedida la hallamos
aproximando esta variable binomial a una normal Y de media g =np=200-0.7=140 y

desviacion tipica o =/npq =/200-0.7-0.3 = /42 = 6.48.

Nos piden calcular la probabilidad de que al menos el 75% de los portéatiles recibidos en una
tienda no lleven los procesadores de la nueva tecnologia, como 0.75 - 200 = 150, nos piden

calcular P(X >150).

P(X >150) = {CorrecciéndeYates} = P(Y >149.5) = {Tipificamos} =

149.5-140

12

La probabilidad de que al menos el 75% de los portatiles recibidos en una tienda no lleven
los procesadores de la nueva tecnologia es de 0.0708.

= P(Z > j: P(Z>147)=1-P(Z <1.47)=1-0.9292 =[0.0708

159 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU 2024 Ordinaria Matemdticas Il en Madrid

EvAU 2024 Ordinaria Matematicas II

ucom UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA
S COMUNIDAD DE MADRID
Universidad EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS
Carlos|ll ENSENANZAS
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Curso 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera

a elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente
justificadas.

CALIFICACION: Cada pregunta se calificara sobre 2.5 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

A.1l. Calificacion méxima: 2.5 puntos.

Se tienen listones de madera de tres longitudes diferentes: largos, intermedios y cortos. Puestos
uno tras otro, tanto con dos listones largos y cuatro intermedios como con tres intermedios y
quince cortos se consigue la misma longitud total. Un liston largo supera en 17 cm la medida de
uno intermedio mas uno corto. Y con nueve listones cortos hemos de afiadir 7 cm para igualar la
longitud de uno intermedio seguido por uno largo. Se pide calcular la longitud de cada tipo de
liston.

A.2. Calificacidn maxima: 2.5 puntos.

Para la funcion f(x) =x* +zx* +7°x* + 7°x+ ", se pide:

a) (0.5 puntos) Calcular la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de f(x) enx = z.

b) (1 punto) Probar que f(x) tiene, al menos, un punto con derivada nula en el intervalo (—7:,0)
utilizando justificadamente el teorema de Rolle. Probar de nuevo la misma afirmacion

utilizando adecuadamente, esta vez, el teorema de Bolzano.
¢) (1 punto) Si g(x) = f(—x), calcular el area entre las graficas de f(x) y g(x) en el intervalo

[0,7].

A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Dados los puntos A(0,0,1) y B(1,1,0), se pide:

a) (1 punto) Hallar una ecuacion del plano que pasa por los puntos Ay By es perpendicular al
plano z = 0.

b) (1.5 puntos) Hallar ecuaciones de dos rectas paralelas, r1 y rz2, que pasen por los puntos Ay B
respectivamente, estén en el plano x+z =1 y tales que la distancia entre ellas sea 1.

A.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sabiendo que P(Z\):%, P(A/B)—P(B/A):i y P(Amg):%,se pide:

a) (1.5 puntos) Calcular P(ANB)y P(B).

b) (1 punto) Calcular P(C), siendo C otro suceso del espacio muestral, independiente de Ay

que verifica que P(AUC)= % .
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B.1. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.

3 -11 b 2b b 2 00
Consideremos las matricesreales A=|{1 1 1|,B={2b 3 b|yC=|0 2 0}, con
1 -1 3 b b b 0 0 3

b=0. Se pide:
a) (1.25 puntos) Encontrar todos los valores de b para los que se verifica BCB™ = A.
b) (0.75 puntos) Calcular el determinante de AA'.

X 3
c) (0.5 puntos) Resolver el sistema B|y |=| -1 | parab =1.
z 1

B.2. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.
Calcule:

a) (1.25 puntos) j(x+ 2)In xdx.
1

=
COoSX

b) (1.25 puntos) lim (tg gj
x>2

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Al ordenador de una impresora 3D se le suministraron ayer las coordenadas de los cuatro vértices
P1, P2, P3 y P4 de un tetraedro sdlido, el cual construyé al momento. Se sabe que B, (111),

P,(210) y R(13,2), pero del cuarto punto P,(3, a,3) hoy no estamos seguros del valor de

su segunda coordenada.

a) (1.5 puntos) A partir de la cantidad de material utilizado por la impresora sabemos que el
volumen del tetraedro es V = 1. También sabemos que la longitud de ninguna de sus aristas
supera la altura de la impresora, que es de 10. Determine los posibles valores de a.

b) (1 punto) Dado el punto Q(3, 3, 3), se quiere imprimir ahora el paralelepipedo que tiene a los
segmentos P1P», P1P3 y P1Q como aristas. ¢ Cudles serian los valores de las coordenadas de los
ocho vértices del paralelepipedo que habria que suministrar al ordenador?

B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Tenemos dos dados no trucados de seis caras, uno azul y uno rojo. Las caras estan numeradas

del 1 al 6. En un determinado juego, lanzamos los dos dados. Para calcular la puntuacién

obtenida, se sigue el siguiente procedimiento: si el nimero obtenido en el dado azul es par, se le

suma el doble del nimero obtenido en el dado rojo; si el nimero obtenido en el dado azul es

impar, se le suma el nimero obtenido en el dado rojo. Se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de obtener una puntuacién de 10. Calcular la probabilidad
de obtener una puntuacion impar.

b) (1.5 puntos) Calcular la probabilidad de haber obtenido un nimero par en el dado azul
sabiendo que la puntuacién final ha sido 8. Calcular la probabilidad de haber obtenido un
namero impar en el dado rojo sabiendo que la puntuacion final ha sido un namero par.
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SOLUCIONES

A.l. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

Se tienen listones de madera de tres longitudes diferentes: largos, intermedios y cortos. Puestos
uno tras otro, tanto con dos listones largos y cuatro intermedios como con tres intermedios y
quince cortos se consigue la misma longitud total. Un liston largo supera en 17 cm la medida de
uno intermedio Mas uno corto. Y con nueve listones cortos hemos de afiadir 7 cm para igualar la
longitud de uno intermedio seguido por uno largo. Se pide calcular la longitud de cada tipo de
liston.

€, (13} [1=4]

Llamamos “x” a la longitud del liston largo, “y” a la del intermedio y “z” a la del corto.

Nos dicen “Puestos uno tras otro, tanto con dos listones largos y cuatro intermedios como con
tres intermedios y quince cortos se consigue la misma longitud total” - 2x+4y =3y +15z.

Nos dicen “Un liston largo supera en 17 cm la medida de uno intermedio mas uno corto” -
X=y+z+17.

Por ultimo, nos dicen “con nueve listones cortos hemos de afiadir 7 cm para igualar la longitud
de uno intermedio seguido por uno largo” - 9z+7 =y +X.

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

2X+4y =3y +15z 2X+y =152

2(y+z+17)+y =15z
X=y+z+17 = X=Yy+z+17 :>9 . 17 =
9z+7=y+X 9z+7=y+X pri=yryres
2y+27+34+y=152 3y+34=13z
= = =
8z=2y+10 4z=y+5—>y=47-5

—=3(42-5)+34=132 =127 -15+34 =137 = =

=|y=419-5=71|=[x=71+19+17 =107

El liston largo mide 107 cm, el intermedio 71 cmy el corto 19 cm.
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A.2. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Para la funcion f(x)=x*+zx*+7z°x* + 7°x+ 7", se pide:

a) (0.5 puntos) Calcular la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de f(x) en x = z.

b) (1 punto) Probar que f(x) tiene, al menos, un punto con derivada nula en el intervalo (—7:,0)
utilizando justificadamente el teorema de Rolle. Probar de nuevo la misma afirmacion

utilizando adecuadamente, esta vez, el teorema de Bolzano.
c) (1 punto) Si g(x)= f(—x), calcular el area entre las graficas de f(x) y g(x) en el intervalo

[0, 7[]

a) La recta tangente en x = r tiene ecuacion y— f (z)=f"(z)(x—7x).

b)

fX)=x'+2+ 72X+ %+ 1 = () =r"+n- 2 +n° -2+ 7w+ 71" =57°
f ' (X)=4x+3nx° +22°x+ 7’ = t ' (n)=4-72° +3n-7n° + 22% - w+ 7° =107°

f(r)=57"
f " (r)=107" :y—57r4=107z3(x—7r):

y—f(7)=1"(7)(x-7)

= y-57*=107°x-107" = |y =102°x - 57*

La recta tangente tiene ecuacion y =107°x—57".

La funcion f(x) es una funcion polindmica y por tanto es continua y derivable en el intervalo
(—,0). También se cumple que:

f(-x)=(-x) +x(-x) + 22 (~x) +7*(~n)+ 2t =2~z + 7' — '+t =7ty
f(0)=0"+7-0°+7*-0°+7°-0+x* =", por lo que f(-7)=f(0).

Se cumplen las hipotesis del teorema de Rolle y debe existir un valor c (—7z,0) donde
f’(c)=0.

La derivada de la funcién f(x) es una funcion polinémica y por tanto es continua y derivable
en el intervalo (—7,0). Tenemos que

f (~n)=4-(-7)° +37-(-7n) +27° () + B’ =4 +37° -2 + * =272 <0 y

f (0)=4-0°+37-0°+27°-0+7° =7 >0.

La funcion derivada es continua en el intervalo (—z,0) y toma valores de distinto signo en
cada extremo del intervalo por lo que segun el teorema de Bolzano debe existir ¢ (—zr,O)

donde la funcion derivada se anule, es decir, tal que f“(c)=0.

c) La funcion g(x) queda:

g(x) = f(=X) = (=X)* + 7(=X)® + 7° (-X)* + 2 (-X) + 7* = X* = X° + 2°X° = %+ 7
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Hallamos los posibles puntos de corte de las funciones f(x) y g(x).

f(X)=x+2x° + 1°X° + °x + 1
—
g(X)=x* —2x} + 22X - P+ 7'

= X 2+ B 4%+ A = X+ B i A =

x=0

=273 +27°%x=0= 27zx(x2 +7r2)203
x> + % =0 — jImposible!

Las funciones se cortan en x = 0, por lo que el recinto encerrado entre las dos graficas en el
intervalo [O, 7r] es el valor absoluto de la integral definida entre 0 y 1t de la diferencia de las

dos funciones.

T V3
If (x)—g(x)dx:J‘x“+7zx3+7z2x2 + 7%+ 7t = (X' =X+ % = i+ ) dx =
0 0

) - i
27%3 4+ 27°xdx = 2z x* +2i | = Extie x| =
4 2 "], L2 .

O t——y

B 5 5
= z-7z4+7r3-72'2 - z-O4+7z3-02 :ﬂ—+7r5:3iz459.03
2 2 2 2

El area tiene un valor aproximado de 459.03 unidades cuadradas.
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A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Dados los puntos A(0,0,1) y B(1,1,0), se pide:

a) (1 punto) Hallar una ecuacion del plano que pasa por los puntos Ay By es perpendicular al
plano z = 0.

b) (1.5 puntos) Hallar ecuaciones de dos rectas paralelas, r1 y r2, que pasen por los puntos Ay B
respectivamente, estén en el plano x+z =1 y tales que la distancia entre ellas sea 1.

a) Si el plano 1" es perpendicular al plano mt: z = 0 el vector normal de este plano es un vector
director del plano que buscamos. El otro vector director es el vector AB que une los puntos
A'y B pertenecientes al plano.

u=AB=(110)-(0,02) =(L1-1)

7:2=0=n=(0,0)

u=AB=(11-1) Xy z-1
v=n=(0,01) =71 1 -1|=0=[z:x-y=0|
A(0,01)er 00 1

El plano que cumple lo pedido tiene ecuacion z:x—y=0.

b) El plano x+z =1 tiene como vector normal n = (1,0,1). Las rectas por ser paralelas tienen

el mismo vector director y por pertenecer al plano sus vectores directores deben ser
perpendiculares a dicho vector normal.

v, =(a,b,c)

n=(10,1) =(a,b,c)(101)=0=a+c=0=c=-a

|

v Ln—>v:-n=0

A :\Z:\Tzz(a'b’_a)

La distancia entre las dos rectas paralelas es 1, por lo que la distancia del punto A de la recta
ry a larecta rp debe ser 1. Aplicamos la formula de la distancia de un punto A a una recta r».

‘ﬁxvj‘ A
d(Ar)="—=
2
L
_— — -
Hallamos el producto vectorial ABxVv, . Vv,
AB=(11-1)] . _ |' ! “ o _—
_ = ABxv,=|1 1 -l=-ai—aj+bk—-ak+aj+bi=
v, =(a,b,—a) 4 b -a
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=(-a+b)i+0j+(b—a)k = ABxv, =(b—a,0,b-a)

Su médulo es ‘Ava‘_\/b a) +0°+(b- a \/Zb a

Sustituimos en la expresion de la distancia.

d(Ar)- ‘ABxV ,/2(b—a)2 «] 2(b- a
‘Vz‘ \/a2+b2+(—a)z J2a? +b2

2
:>1/2(b—a)2: 2a2+b2:( 2(b—a)2) :(\/2a2+b2)2:>
=2(b-a) =2a’+b* = 2(b’ +a’ - 2ab)=2a" +b’ =
—2b% + 2e% —dab= 27 +b? = b’ —4ab=0=

=b(b-4a)=0=
( ) {b—4a:0:>

Existen dos posibles soluciones.
Si b = 0 entonces el vector director es v, =(a,0,—a). Podemos tomar a = 1 y el vector serfa

v, =(1,0,—1). Determinamos las ecuaciones de las dos rectas.

— X=A1
woe=(ol o ser
1YY= , LE
A(0,0,1)er, 14
21y A E
B(1L10)er, s

Si b = 4a entonces el vector director es v, =(a,4a,—a) . Podemos tomar a = 1 y el vector

serfav, = (1,4,~1) . Determinamos las ecuaciones de las dos rectas.

- X=A
v, =V, =(1,4,-1) o _
—r:ly=42 ;1eR

A(0,0,l)e r J—1-2
=1
=(14 1)} X +A
=>r,:qy=1+44; 1R
B(l,l,O)er 7= 2
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A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

Sabiendo que P(Z\):%, P(A/B)—P(B/A):i y P(Amg):%,se pide:

a) (1.5 puntos) Calcular P(ANB)y P(B).

b) (1 punto) Calcular P(C), siendo C otro suceso del espacio muestral, independiente de Ay

que verifica que P(AUC) = ;—g :

a) Sabemos que P(K):%e P(A):l—P(Z)zl_E:i

20 20
También que P(Amﬁ):% y que P(A)=P(ANB)+ P(Amg).

P(A)=P(ANB)+P(ANB)
P(A)=— =2 _P(ANB)+—=|P(ANB)=—
20 20 20 20
P(AmE):izi
10 20
Utilizamos el teorema de Bayes en la igualdad P(A/B)—P(B/A)= % :
3 3
P(A/B)—P(B/A):i:P(AmB)—P(BmA):i:A—&:i:
24 P(B) P(A) 24 P(B) g 24
20
= 3 _§=i:> 3 =i+1:i:§:>20P(B):8:> P(B)=£:g
20P(B) 9 24 20P(B) 24 3 24 8 20 5
b) Si Ay C son independientes se cumple que P(ANC)= P(A)P(C):%P(C).
Utilizamos la formula de la probabilidad de la unién de dos sucesos.
14
P(AUC)=—
9
P(ANC)=—P(C
(AnC)=5P(C) =25 P(C)-—P(C)=
9 25 20 20
P(A)=—
(A)=
P(AUC)=P(A)+P(C)-P(ANC)
11
14 9 9) 11 11 100
=2 op(C)1-= | ——==P(C)=|P(C)=10 0.2
725 20 ()( 20)3100 20 (€)= P(C) 11
20
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

3 -11 b 2b b 2 00
Consideremos las matricesreales A=|{1 1 1|,B={2b 3 b|yC=|0 2 0}, con
1 -1 3 b b b 0 0 3

b=0. Se pide:
a) (1.25 puntos) Encontrar todos los valores de b para los que se verifica BCB™ = A.
b) (0.75 puntos) Calcular el determinante de AA'.

X 3
c) (0.5 puntos) Resolver el sistema B|y |=| -1 | parab =1.
z 1

a) Si BCB™ = A entonces BCB™B = AB = BC = AB.
Sustituimos las matrices y resolvemos la ecuacion matricial.

b 2b b)2 0 O 3 -1 1)(b 2b b

BC=AB=|2b 3b b|0 2 0|=/1 1 1(2b 3b b|=
b b b)lO 0 3 1 -1 3){b b b
1 2 2 00 3 -1 1)1 2 1
=b|2 3 0 2 O|=bj1 1 1|2 3 1|=>
11 0 0 3 1 -1 3111

2 4 3 3-2+41 6-3+1 3-1+1
=bl4 3(=b|1+2+1 2+3+1 1+1+1
2 2 3 1-2+3 2-3+3 1-1+3

(o]

Esta igualdad se cumple para cualquier valor de b. La Gnica condicion es que b no puede ser

cero para que su determinante no se anule y exista su inversa B™.
Se cumple para cualquier valor de b distinto de cero.

b) Como el determinante de la matriz traspuesta At es igual al determinante de A tenemos que:

[ A=A = AL A =[ A

3 -11
A=l 1 1/=9-1-1-1+3+3=12=|AA|=12" =144
1 -1 3

El determinante de AA' vale 144.

c) Obtenemos la expresién del sistema y lo resolvemos.
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1 2 1) x 3 X+2y+2=3 X+2y+z=3
2 3 1||y|l=|-1|=2x+3y+z2=-1,=2x+3y+z=-1;=
1 1 1)\z 1 X+y+z=1 z=1-x-y
X+2y+1-x—-y=3 =2
= v y = y =>X+4=-2=
2X+3y+1-x-y=-1 X+2y=-2

= |x=-6|=|z=1+6-2=5

La solucidn del sistemaesx =-6,y =2,z =5.
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B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Calcule:

a) (1.25 puntos) j(x+ 2)In xdx .
1

=
COSX

b) (1.25 puntos) lim (tg gj

a) Calculamos primero la integral indefinida utilizando el método de integracion por partes.

Integracion por partes

X+2)In xdx = u:InX—>du=1dx =
_[( ) X
2

dv:(x+2)dx—>V:J.(x+2)dx:x?+2x
2 (" 2 2

= X—+2x Inx— X—+2x 1dx= X—+2x Inx—Jx(EJijldx:
2 JL2 X 2 2 X
2 s 2 2

= X—+2x Inx— (§+2jdx: X—+2x Inx—X——2x+C
2 J\2 2 4

Aplicamos este resultado al calculo de la integral definida pedida.

e 2 2 €
.[(x+2)ln xdx:KX—+2len X—X——ZX} =
1 2 4

1

2 2 2 2
—|| & r2e|ine-E —2e |- 1—+2 Inl—l——2 =
2 4 2 4

e’ e’ 1 e’ 9
=—+ 2 ——-2+—+2=|—+—
2 % 4 % 4 4 4

{ : }
T

COS— 1
2 —

[L) 7
lim (tg ij Y tg 2 = (tg Z]O =1" = Indeter minacién
2 2 4

b) Calculamos el limite pedido.
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1

Si llamamos L = Ilm(tg Ej tomamos logaritmos para resolver la indeterminacion.

s
X—>=
2

. X (ﬁ] . X (ﬁj . 1 X
Lzllm(tg—j :InL:hmIn(tg—j :Ilm—ln(tg—j:
P\ 2 xZ 2 x-Z COS X 2

X 7
In[tgzj In(tg(ﬂrjj Nl 0
=lim = = — = — = Indeterminacion (L "Hopital) =
% COSX V4 0 O
2 Cos—
2
1/2
o X
Cos 5 1/2
X X 2 X
2 tg—cos®| —

L P (2) . 1/2
=lim——~%—=lim——— < =1im =
oI —SINX of —sinX Hz—sinxtgxcosz(xj

2 2
_ 1/2 1
. T, T o 7T
—SIn—tg—cos”| —
2 4 (4)

Como hemos obtenidoque InL=-1=L=¢"=

3%
- g 2 e

@D |-

Tenemos que lim
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B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Al ordenador de una impresora 3D se le suministraron ayer las coordenadas de los cuatro vértices

P1, P2, P3 y P4 de un tetraedro sdlido, el cual construyé al momento. Se sabe que R, (1,11),
P,(2,1,0) y R(132), pero del cuarto punto P, (3, a,3) hoy no estamos seguros del valor de

su segunda coordenada.

a) (1.5 puntos) A partir de la cantidad de material utilizado por la impresora sabemos que el
volumen del tetraedro es VV = 1. También sabemos que la longitud de ninguna de sus aristas
supera la altura de la impresora, que es de 10. Determine los posibles valores de a.

b) (1 punto) Dado el punto Q(3, 3, 3), se quiere imprimir ahora el paralelepipedo que tiene a los
segmentos P1P2, P1P3 y P1Q como aristas. ¢ Cudles serian los valores de las coordenadas de los
ocho vértices del paralelepipedo que habria que suministrar al ordenador?

a) El volumen del tetraedro es la sexta parte del producto mixto de los vectores que unen un
punto del tetraedro con el resto.

P:

Ps

R@A1I) PP, =(210)-(111) =(10,-1)
P,(2,1,0 —
2 ) PRR=0132)-11)= (0,2,1)
R(13,2) -
P(3 a3 (RR=Ga3-1lh=(2a-12)
1 0 -
[@’,@,@}o 2 1|=4+0+0+4-0-a+1=9-a
2 a-1 2
[AP.RR.AR]
9-a 9-a=6—>3=a
Volumen = :u:1:>|9_a|:6:>
6 9-a=-6—>15=a
Volumen =1

Comprobamos que sus aristas no superan la longitud 10.
Si a = 3 entonces quedan B (1,11),R,(2,1,0),R 13 2),R,(3, 3,3), hallamos los vectores que

forman sus aristas y su longitud.
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AP =<1’3’2>—<11L1>=<o,2.1 _"PP‘:~/_<10
iSe cumple!
P2P :(1,3,2)—(2,1,0):(—1’212 _)‘PP‘:3<10

PP =(333)-(210)=(12,3) > |RR[=+14 <10

PP, =(3,3,3)- (132 =(2,0,1) —>‘P1P2‘: 5<10

Si a =15 entonces quedan B(1,11),R,(2,1,0),R(13,2),P,(3, 15,3), hallamos los vectores
que forman sus aristas y su longitud.

PP, =(2,1,0)-(L11) =(1,0,-1) e‘ﬁ‘=\/§<10
PP, =(13,2)-(111)=(0,2,1) —>‘PP‘ J5 <10
PP, =(315,3) - (1,1,1) = (2142)—>|PP| J204 >10
iNo se cumple!
=(1,3,2)—(2,1,0)=(—1,2,2 —>‘PP‘:3<10

PP, =(3,15,3)-(2,1,0) = (1143 —|P,P,| =+/206 >10

=(3,15,3)—(1,3,2)=( —>|PP| J149 > 10
El tnico valor que cumple lo pedido es a = 3.

b) Dibujamos el paralelepipedo para entender mejor la situacion planteada.

Hallamos las coordenadas de los vectores que definen las tres aristas basicas del
paralelepipedo.

P(1,11) =(21,00-(1,12) =(1,0,-1)
O IR =031 =(0,2)
P.(13,2) Lo e

0(333) (PR=(33-1n=(222)

Por tener caras paralelas podemos obtener los puntos A, B, C y D sumando a un vértice el
vector adecuado.
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A=P,+PQ=(210)+(222)=(432)
B=A+PP,=(4,32)+(0,21)=(45,3)
C=PR+PQ=(132)+(222)=(354)

D=P,+PP,=(132)+(10,-1)=(2,32)

Los cuatro vértices restantes del paralelepipedo son A(4,3,2), B(4,5,3), C(3,5,4) y D(2,3,1).
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B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Tenemos dos dados no trucados de seis caras, uno azul y uno rojo. Las caras estan numeradas

del 1 al 6. En un determinado juego, lanzamos los dos dados. Para calcular la puntuacion

obtenida, se sigue el siguiente procedimiento: si el nimero obtenido en el dado azul es par, se le

suma el doble del nimero obtenido en el dado rojo; si el numero obtenido en el dado azul es

impar, se le suma el nimero obtenido en el dado rojo. Se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de obtener una puntuacién de 10. Calcular la probabilidad
de obtener una puntuacion impar.

b) (1.5 puntos) Calcular la probabilidad de haber obtenido un nimero par en el dado azul
sabiendo que la puntuacién final ha sido 8. Calcular la probabilidad de haber obtenido un
namero impar en el dado rojo sabiendo que la puntuacion final ha sido un namero par.

a) Sisacamosun 2 (par) en el dado azul le sumamos el doble de lo que saquemos en el dado
rojo. Para sacar 10 debo sacar un 4.

Si sacamos un 4 (par) en el dado azul le sumamos el doble de lo que saguemos en el dado
rojo. Para sacar 10 debo sacar un 3.

Si sacamos un 6 (par) en el dado azul le sumamos el doble de lo que saquemos en el dado
rojo. Para sacar 10 debo sacar un 2.

Si sacamos un 1 (impar) en el dado azul le sumamos lo que saqguemos en el dado rojo. Para
sacar 10 debo sacar un 9. jImposiblel.

Si sacamos un 3 (impar) en el dado azul le sumamos lo que saqguemos en el dado rojo. Para
sacar 10 debo sacar un 7. jImposible!.

Si sacamos un 5 (impar) en el dado azul le sumamos lo que saquemos en el dado rojo. Para
sacar 10 debo sacar un 5.

Como hay 36 posibles resultados al lanzar dos dados y de ellos 4 resultados nos dan una
puntuacion de 10, aplicando la regla de Laplace tenemos que la probabilidad de sacar una
puntuacion de 10 es 4/36 =1/9.

Si sacamos un 2 (par) en el dado azul le sumamos el doble de lo que saquemos en el dado
rojo. La suma es par.
Si sacamos un 4 (par) en el dado azul le sumamaos el doble de lo que saguemos en el dado
rojo. La suma es par.
Si sacamos un 6 (par) en el dado azul le sumamos el doble de lo que saguemos en el dado
rojo. La suma es par.

Si sacamos un 1 (impar) en el dado azul le sumamos lo que saquemos en el dado rojo. Para
sacar suma impar debo sacar nimero par con el dado rojo (3 posibilidades).
Si sacamos un 3 (impar) en el dado azul le sumamos lo que saqguemos en el dado rojo. Para
sacar suma impar debo sacar namero par con el dado rojo (3 posibilidades)
Si sacamos un 5 (impar) en el dado azul le sumamos lo que saqguemos en el dado rojo. Para
sacar suma impar debo sacar nimero par con el dado rojo (3 posibilidades).

Como hay 36 posibles resultados al lanzar dos dados y 9 resultados nos permiten obtener
puntuacion impar, aplicando la regla de Laplace tenemos que la probabilidad de sacar una
puntuacion impar es 9/36 =1/4.

b) Si la puntuacion ha sido 8 esto ha podido ocurrir de una de las siguientes maneras:
(2,3), (4,2),(6,1) obien (3,5), (5, 3).
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Puede haber ocurrido de 5 formas distintas y de ellas solo hay 3 con el primer resultado
(dado azul) par. Aplicando la regla de Laplace tenemos que la probabilidad de haber
obtenido un niimero par en el dado azul sabiendo que la puntuacién final ha sido 8 es de
3/5.

Si la puntuacién final es par esto puede haber ocurrido de las siguientes formas:
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4) (2,5), (2,6)

Igual nimero de casos sacando 4 con el dado azul.

Igual nimero de casos sacando 6 con el dado azul.

(1,1),(1,3), (1,5)

Igual nimero de casos sacando 3 con el dado azul.

Igual nimero de casos sacando 5 con el dado azul.

Puede haber ocurrido de 6 +6 + 6 + 3 + 3 + 3 = 27 formas distintas. De todas ellas solo
tienen resultado impar en el segundo lanzamiento (dado rojo) en3+3+3+ 3 +3 + 3 =18.
La probabilidad de haber obtenido un nmero impar en el dado rojo sabiendo que la
puntuacion final ha sido un namero par es 18/27 = 2/3.
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ucom UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA
- COMUNIDAD DE MADRID ’
Universidad EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS
Carlos|ll ENSENANZAS
de Madrid UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO
Curso 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera
a elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente
justificadas.

CALIFICACION: Cada pregunta se calificara sobre 2.5 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

A.l. Calificacion méxima: 2.5 puntos.

Tras una gran cosecha de sandias en una comarca, la produccion se mete en cajas cubicas de 1m
de lado que se amontonan en una gran pila compacta en forma de ortoedro. Al doble del largo de
este ortoedro le faltan 2m para llegar a ser la suma del ancho y el alto. Pero el largo supera en
8m al ancho menos el alto. El perimetro de la base es 54m. ;Cuantas cajas de sandias ha
producido esta cosecha?

A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
3

Dada la funcion f(x) = X

, se pide:
x*—1 P

a) (1.25 puntos) Hallar su dominio y estudiar las asintotas de su gréafica.
b) (0.75 puntos) Calcular la recta tangente a la grafica de f en el punto (2, 7/3).
¢) (0.5 puntos) Encontrar, si es posible, algiin punto x, tal que la pendiente de la recta tangente

ala grafica de f en el punto (X,, f (X, )) sea 1.

A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

x+1 y-2 z-0,
1 -1

a) (1.5 puntos) Halle una ecuacion de la recta que pasa por P, es secante a s y paralela al plano 7.

b) (1 punto) Halle el simétrico del punto P respecto al plano x.

Dados el punto P(—1,2,6), el plano 7:3x—2y+z—-5=0 ylarecta s=

A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

Para conocer la opinion de los usuarios sobre su servicio, la empresa de transporte pablico de

una ciudad ha realizado una encuesta. De esa encuesta se desprende que la nota global otorgada

al servicio por sus usuarios se puede considerar una normal de media 6.7 y de desviacion tipica

1.25. Si un usuario da una nota menor que 5 se considera que ve como insatisfactorio el servicio;

si la nota esta entre 5y 7.5, que para el usuario el servicio es satisfactorio; y si la nota es mayor

que 7.5, que el servicio es excelente.

a) (0.75 puntos) Elegido un usuario al azar, ¢qué probabilidad hay de que crea que el servicio de
la empresa de transportes es excelente?

b) (1 punto) Elegido un usuario al azar, ¢qué probabilidad hay de que crea que el servicio de la
empresa de transportes es satisfactorio?
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c) (0.75 puntos) Para conocer de forma mas directa la opinion de sus usuarios, de entre todos
ellos la empresa convoca a 25 elegidos al azar. ¢Cudl es la probabilidad de que al menos dos
de entre los convocados consideren el servicio insatisfactorio?

B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sean X e Y dos matrices reales y cuadradas de orden dos tales que 5X -3Y = Ay 3X+6Y =B

0 -1 39 2 .
,con A= y B= . Se pide:
1 0 -15 13

a) (1.5 puntos) Hallar X, Y y X1,
b) (1 punto) Calcular A™’.

B.2. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.

X|

Sea f(x)= |— :

(%) x*+1

a) (1.5 puntos) Analice la monotonia y los extremos relativos de f(x).

b) (1 punto) Halle el &rea de la region acotada delimitada por la recta y =% y la gréfica de f(x).

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
En el punto A(1 0,-1) se encuentra un emisor laser que dispara un rayo de luz (unidimensional)

apuntando hacia el punto B(3,1,0) . Dicho rayo incide en un punto P del plano
X=2-«

r:3y=2+24 ,a,p €R. Llamamos al punto P el punto de incidencia del rayo de luz sobre el
I=a-2p

plano 7. Se pide:

a) (1.25 puntos) Calcular una ecuacion del plano de incidencia, es decir, el plano perpendicular

a 7 que contiene al rayo de luz.
b) (0.75 puntos) Calcular la distancia que recorre el rayo de luz desde el emisor hasta el punto P.

c) (0.5 puntos) Calcular el &ngulo que deberia girar el emisor para que la distancia entre €l y el
nuevo punto de incidencia sobre © sea minima.

B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

En la seccion de idiomas de una biblioteca municipal se tienen libros, en francés o inglés, de tres

categorias: el 50% son cuentos infantiles, el 30%, novelas historicas y el resto, manuales técnicos.

Uno de cada cinco de los cuentos esta en francés y una de cada tres de las novelas, en inglés. Por

otra parte, uno de cada siete de los libros en francés es un manual técnico. Se toma un libro al

azary se pide:

a) (1.25 puntos) Calcular la probabilidad de que esté en francés si no es un manual técnico.

b) (1.25 puntos) Calcular la probabilidad de que esté escrito en francés, y la probabilidad de que
si esta en inglés sea una novela historica.
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SOLUCIONES

A.l. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

Tras una gran cosecha de sandias en una comarca, la produccidn se mete en cajas cubicas de 1m
de lado que se amontonan en una gran pila compacta en forma de ortoedro. Al doble del largo de
este ortoedro le faltan 2m para llegar a ser la suma del ancho y el alto. Pero el largo supera en

8m al ancho menos el alto. El perimetro de la base es 54m. ;Cuantas cajas de sandias ha
producido esta cosecha?

Tenemos el ortoedro del dibujo.

X
El largo es “x”, el ancho “y” y el alto es “z”.

“Al doble del largo de este ortoedro le faltan 2m para llegar a ser la suma del ancho y el
alto” > 2x+2=y+z.

“El largo supera en 8m al ancho menos el alto” > x=y—-z+8.
“El perimetro de la base es 54m” 2> 2x+2y=54.

Reunimos las ecuaciones en un sistema que resolvemos.

2X+2=y+12 2X+2=y+12
2X+2=YyY+Yy—x+8
X=y-2+8 ' =>72=y-x+8 = =

X+y=27
2X+2y =54 X+y=27

3x—2y:6} 3x-2y=6
=

3(27-y)-2y=6
:x+y:27 x:27—y}:>( y)-2y=6=

=81-3y-2y=6=-5y=-75= y——5

15|=

= |x=27-15=12|=|z=15-12+8=11]

El ortoedro tiene 12 metros de largo, 15 metros de ancho y 11 metros de alto.
El volumen del ortoedro es 12 - 15 - 11 = 1980 m?. Se han producido 1980 cajas.
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A.2. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
3

Dada la funcion f(x)= X2
X

1 )
, se pide:
1 p

a) (1.25 puntos) Hallar su dominio y estudiar las asintotas de su gréafica.
b) (0.75 puntos) Calcular la recta tangente a la grafica de f en el punto (2, 7/3).
¢) (0.5 puntos) Encontrar, si es posible, algin punto x, tal que la pendiente de la recta tangente

ala grafica de f en el punto (x,, f (X, )) sea 1.

a) El dominio de la funcion son todos los niUmeros reales menos los que anulan el denominador.
x2-1=0=>x*=1=>x=~1=%1

El dominio de la funcién es R—{—l,l} .

Asintota vertical. x=a.
¢ Xx=-1 esasintota vertical?
-1 (-1)-1 -2

lim f(x) = lim = =— =
x—>-1 (x) x>-1 %2 -1 (_1)2_1 0 *

X =-1 es asintota vertical.

¢ Xx=1 es asintota vertical?

3 3
Iimf(x):limX 1:1 1:Q:Indeterminaci()nz...
x—>1 -1 x> -1 1°-1
100 -1
1 11 1=x-1=(x-1)(X" +x+1)
11100

M(X2+X+1) i x2+x+1:12+1+1=§

...=I- =
i (1] (x+1) ol x+l 1+l 2

X =1 no es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b

3
X 1 1
3 - 1-- 1-=
. .ox =1 . 3 3 3 1
b=lim f(x)=lim =limX X —|im—X - ®© _-_
X—>00 () x—oo X°—1 x> )(2 1 Xﬁml_i i_l 0 ®©
X X XX o o
No existe asintota horizontal.
Asintota oblicua. y=mx+n.
x3-1 X 1 1
CF) . wieg . K-l e e e
m=lim =lim =lim == =lim = =1
X—0o0 X X—0o0 X X—0 X3 — X X X X—0 1 1
AR -5 1-=
X} X X 0
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n:Iim(f(x)—x):Iim£X2—1 xj—llm% - X{”_| XL

X—00 X—00 X —

La asintota oblicua tiene ecuacion y =x.

b) La recta tangente a la grafica de f en el punto (2, 7/3) tiene ecuacion y—g = f7(2)(x-2).

Xt -1 (X—l)(X2+X+1)_x2+x+l
“1 (x—1)(x+1)  x+1

FO) ="z

~ (2X+1)(X+1)—1-(X2 +X+1) 22X+ 2x+x+1-x—x-1 X +2x

(x+1)° - (x+1) (x+1)
22.2.2 8
f(2)=(2+1)2=§ 7 8 7 8 16 8 5
SY-—=—(X-2)y-—=—X-"—"=|y=—X+=
7 3 9 3 97 9 9" 9
y—§:f (2)(x—2)

La recta tangente a la grafica de f en el punto (2, 7/3) tiene ecuacién y :§X+g )

c) Para que la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f en el punto (xo, f (xo)) sea 1 debe
ser f7(x,)=1.

2 _ %o 0 2 _ 2
X 42x = 1= = (X, +1) =X +2%, =

= X, +2X%, +1=X,* + 2%, =1=0 — jImposible!

No existe ningun valor x, tal que la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el
punto (X,, f (%)) sea 1.
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A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

x+1 y-2 z-0,
1 -1

a) (1.5 puntos) Halle una ecuacion de la recta que pasa por P, es secante a s y paralela al plano 7.

b) (1 punto) Halle el simétrico del punto P respecto al plano .

Dados el punto P(-1,2,6), el plano 7:3x—2y+z-5=0 ylarecta s=

a) Larecta r paralela al plano © debe tener un vector director perpendicular al vector normal
del plano.

7r:3x—2y+z—5:0:>ﬁ:(3,—2,1)
v, =(a,b,c) =(3,-2,1)(a,b,c)=3a-2b+c=0=

rlz—v,Ln—v,-n=0
=c=2b-3a=v, =(ab,2b-3a)
La recta r debe ser secante con la recta s por lo que los vectores directores no deben tener

coordenadas proporcionales y el producto mixto [v—rl P—QJ debe ser nulo.

S

_ _ u, =(2,1,-1
x+1:y 2:z O:{Us ( )

2 1 -1 Q.(-1,2,0)
v, =(a,b,2b—3a)
u_'S:(le’_l) a b 2b—3a
. =2 1 -1 |=0=>-6a+12b=0=>
PQ, =(-12,0)-(-12,6)=(0,0,-6) 00 -6
[v,0;,PQ; ] =0

—a-2b=0=a=2b=v, =(2b,b,2b—6b)=(2b,b,~4b)
Tomamos b =1y el vector director de la recta r es v, =(2,1,4).
Los vectores VT =(21-4)y u—S :(2,1, —1) no tienen coordenadas proporcionales.

v, =(2 1,—4)} 2 1 -4
- =>=Tx
uS: 2 1

(2’, 1,-1) -1

Determinamos la ecuacion de la recta r como la recta que pasa por P(—l, 2, 6) y con vector
director v, =(2,1,-4).

P(-12,6)er X+1 y-2 1-6
. =r: = =
v, =(2,1,-4) 2 1 —4

X+l y-2 7-6
2 1 —4

La recta r que pasa por P, es secante a s y paralela al planowes: r:
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b) Para obtener las coordenadas del punto P’ simétrico de P respecto de un plano © seguiremos
el procedimiento descrito en el dibujo.

e

Hallamos la recta r perpendicular al plano 7 :3x—2y+z—-5=0 y que pasa por P. Por ser
perpendicular el vector director de la recta es el vector normal del plano.

. Xx=-1+31
v, =n=(3-2,1)

=>r=y=2-21
P(—1,2,6)er 7 =641

Hallamos el punto M de corte de recta y plano.

mr:3X—-2y+2-5=0
X=-1+34

r=y=2-241
Z=6+41

=3(-1+31)-2(2-24)+6+1-5=0=

:>—3+91—4+4/1+6+l—5:0:>14l:6:Az%z%:

x:—1+3§:g

7 7
L ly2 23 8 (2845
77 7

s B

7

W=(3,§£j‘(—1,2,6)=[g+1f§—2£‘6j:(g’__6'§)
. AR 7777

77
o apyi (28 45),(9 -6 3)_(112 48
777 777 77 7
.o . (11 2 48
El punto P” simétrico del punto P respecto al plano « tiene coordenadas P — 77 )
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A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

Para conocer la opinion de los usuarios sobre su servicio, la empresa de transporte publico de

una ciudad ha realizado una encuesta. De esa encuesta se desprende que la nota global otorgada

al servicio por sus usuarios se puede considerar una normal de media 6.7 y de desviacion tipica

1.25. Si un usuario da una nota menor que 5 se considera que ve como insatisfactorio el servicio;

si la nota esta entre 5y 7.5, que para el usuario el servicio es satisfactorio; y si la nota es mayor

que 7.5, que el servicio es excelente.

a) (0.75 puntos) Elegido un usuario al azar, ;qué probabilidad hay de que crea que el servicio de
la empresa de transportes es excelente?

b) (1 punto) Elegido un usuario al azar, ¢qué probabilidad hay de que crea que el servicio de la
empresa de transportes es satisfactorio?

c) (0.75 puntos) Para conocer de forma mas directa la opinién de sus usuarios, de entre todos
ellos la empresa convoca a 25 elegidos al azar. ;Cuél es la probabilidad de que al menos dos
de entre los convocados consideren el servicio insatisfactorio?

X = La nota otorgada al servicio de transporte pablico por sus usuarios. X = N(6.7, 1.25)

a) Nos piden calcular P(X >7.5).

7.5-6.7

P(X >7.5)={Tipifi =P|zZ
(X >7.5) ={Tipificamos} ( >—Tor

J-p(z>080)-

Mi |
~1-P(2 go.64)={ ITamos en a}=1—0.7389=

tabla N(O, 1)

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.0
0.0 0.5000 0.5040 05080 0.5120 0.51
0.1 0.5398 0.5438 05478 0.5517 0.55
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.59
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.63
0.4 0.6554 0.6501 06628 0.6664 0.67
iy, 06915 0.6950 06985 0.7019 0.70:
0.6 e e — —r——— 0.74
- 0.7580 D.7611 0.7642 0.7673 077

La probabilidad de que un usuario elegido al azar crea que el servicio de la empresa de
transportes es excelente es de 0.2611.

b) Nos piden calcular P(5< X <7.5).

P(5< X <7.5)={Tipificamos} = P(5_6'7 <Z< 7'5_6'7] =P(-1.36<Z<0.64)=

1.25 1.25
—P(Z<064)-P(Z<-136)=P(Z<0.64)-P(Z>1.36)=

Miramos en la

=P(2<0.64)-[1-P(Z<1.36)]= {tabla N(0, 1)

} =0.7389-[1-0.9131] =|0.652
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z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

0.0 0.5000 | 05040 | 05080 | 05120 | 05160 | 0.5199 0
01 0.5398 | 05438 | 05478 | 0.5617 | 05857 | 0.5596 0
02 0.5793 | 05832 | 05871 05910 | 05948 | 0.5987 0
03 06179 | 06217 | 06255 | 0.6293 | 06331 | 0.6368 0
04 0.6554 | 0.6591 06628 | 06664 | 06700 | 0.6736 0
05 0.6915 | 06950 | 06985 | 07019 | 07054 | 0.7088 0
06 07257 | 07291 07324 | 07357 | 07389 | 07422 0
07 0.7580 | D0.7611 07642 | 07673 | 07704 | 0.7734 0
08 0.7881 07910 | 07939 | 07967 | 07995 | 0.8023 0
09 0.8159 | 0.8186 | 08212 | 0.238 | 0.8264 | 0.8289 0
1.0 0.8413 | 0.8438 | 0.8461 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 0
1.1 0.8643 | 0.8665 | 08686 | 0.8708 | 0.8729 | 0.8749 0
1.2 0.8849 | 0.8869 | 08888 | 0.8907 | 08925 | 0.8944 0
Ge0d o0 . 008 e = 0
14 0.9192 | 08207 | 09222 | 09236 | 09251 | 0.9265 0

La probabilidad de que un usuario elegido al azar crea que el servicio de la empresa de
transportes es satisfactorio es de 0.652.

c) Consideramos la variable aleatoria Y que cuenta el nimero de encuestados que considera el
servicio insatisfactorio de un grupo de 25.
Como la probabilidad de que sea satisfactorio es 0.652, de que sea excelente es 0.2611, la
probabilidad de que sea insatisfactorio es 1 — 0.652 — 0.2611 = 0.0869

Es una variable binomial de parametros n =25y p = 0.0869. Y = B(25, 0.0869).

Debemos calcular P(Y >2).

P(Y22)=1-P(Y<2)=1-[P(Y =0)+P(Y =1)|=

2 2
= 1{( 05)-0.08690 :0.9131” { 15)0.08691 -0.913124} =
=1-[0.0869°-0.9131" + 25.0.0869'-0.9131** | =[0.6518

La probabilidad de que al menos dos de entre los 25 convocados consideren el servicio
insatisfactorio es de 0.6518.
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sean X e Y dos matrices reales y cuadradas de orden dos tales que 5X —3Y = Ay 3X+6Y =B

0 -1 39 2 :
,con A= y B= . Se pide:
1 0 -15 13

a) (1.5 puntos) Hallar X, Y y X1,
b) (1 punto) Calcular A™’.

a) Resolvemos el sistema matricial.

5X —3Y = A}j(xZ)—)lOX —6Y = ZA}

3X+6Y =B 3X +6Y =B
1 2 1
13X  =2A+B=|X =—(2A+B)=—A+—B|=
13 13 13
=3 £A+i8 +6Y=B:£A+EB+6Y=B:>6Y=B—£A—EB:
13 13 13 13 13 13
:>6Y=QB—EA:>YziB—iAzi(SB—BA)
13 13 39 39 39

Hallamos las expresiones de las matrices X e Y.
39 2 0 -1 195 13 5 1/3
v=2(sB-3a)=1]5 -3 L -
39 39( \-15 13 1 0 39(-78 65 -2 5/3

1 1(,(0 -1} (39 2)) 1(39 0) (3 0
X ="(2A+B)=—|2 + == -
13 1371 0) (-15 13)) 13(-13 13) (-1 1

) ., ) .. 3 0 5 1/3
Las matrices solucion del sistema matricial son X = eY = )
-1 1 -2 5/3

Hallamos la inversa de la matriz X.

3 0
|X|=‘ ‘:3;&0
-11

X] 3 3

Xl_Adj(xT)_Adj[i _11j1(1 o]_[us o]

“3l1 3) l1/3 1

b) Calculamos las primeras potencias de la matriz A en busca de una regularidad.

S A P
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vl A
SRR M P

Hemos comprobado que A*=1.Como 127 =31 - 4 + 3 lo aplicamos al calculo de A™ .

ALZ7 _ A48 _ (A4 )31_A3 _ (I )31_A3 A3 :( 0 1j
-1 0
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B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

X

Sea f(x)= | .
(%) x*+1

a) (1.5 puntos) Analice la monotonia y los extremos relativos de f(x).

b) (1 punto) Halle el area de la regién acotada delimitada por la recta y :% y la gréfica de f(x).

a) Buscamos los puntos criticos de la funcion viendo donde se anula la derivada.

|X| Z_X si x<0
X 2X si x>0
X +1
(X% +1)=2x(=x) _y2_ 2 g2
( 2) ( ): X 21+2x :x2 1 si x<0
LN X“+1 X“+1 X +1
= f(x)= ,
1(X +1)—2X(X) X2+1-2x2  —x2+1 .
= = si x>0
x* +1 x*+1 x*+1
—=0->Xx"-1=0—>X :1:>x:ﬁ:—1e(—oo,0)
f'(x):O: X +1
—x%?+1
=05 #1205 X =12 x=V1=1¢(0,4%)
+

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de —1,0y 1.
e Enelintervalo (—o0,—1) tomamos x = -2y la derivada vale

—2)" -1

(2=

(-2)" +1

e Enelintervalo (—1,0) tomamos x=-0.5y la derivada vale

¢(_o5)_(08) -1 —075
(0%)= Cogya1 125

_3 >0. La funcion crece en (—o0,—1).

<0. La funcién decrece en (-1,0).

e Enelintervalo (0,1) tomamos x=0.5 y la derivada vale

_ 05°+1 0.75

f’(0.5)=—5—-=-——>0. La funcién creceen (0,1).
05°+1 125

pa— 2 p—
e Enelintervalo (1,+) tomamos x =2y la derivada vale f"(2)= 2+l _=3

2?41 5
La funcion decrece en (1,+0).

La funcion sigue el esquema siguiente.
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el Wt

La funcion crece en (—o0,—1)U(0,1) y decrece en (—1,0) (1, +o0).

La funcidn presenta un maximo relativo en x = -1y otro en x = 1. La funcidn presenta un
minimo relativo en x = 0.

b) Buscamos los puntos de corte de las gréficas.

1 Xl X412l
y== x +1 2
2 2
2+ _
—X . %szz—le(—ooﬂ)
sl x<0 2
X% +
f(x): =
2X si x>0 X 1
X +1 =25 2X=X"+1> X -2x+1—>
x +1 2
y= f(x) >
2+,/(-2)" -4
—>x=—2 =1e(0,+x)

La region del plano limitada por las dos graficas esta situada entre —1 y 1. Debido al cambio
de definicion de f(x) en x = 0 para el célculo del valor del area la dividimos en dos partes
que calculamos por separado.

Parte 1

0 o 0 0 0 0
f f(x)—%x:j X —ldx:—J dx— J 1dx=—1j dx —J Lox=
] 2 aX°+1 2 _1X +1 42 2 _1X +1 42

_ _?1[In(x2 +1)J: —B x}: = %[In (1)- In(2)]—{o—%(_1)} "‘72_% 015

In2 1‘ 1 In2

=Z_2-015.

El area de la parte 1 tiene un valor de >3

2

Parte 2

! 1 Loy
J f(x)——dx:f ——d f dx — d f dx —j Zdx =
0 2 x2+1 2 x2+1 02 x?+1

;[In(x +1)} {— } =—[In ]—[%—0}:”]72—%:—0-15

El area de la parte 2 tiene un valor de InTZ_E‘ = 1_In2 =0.15.

21 2 2
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El area de la region acotada delimitada por la recta y =% y la gréfica de f(x) es la suma de

las dos areas obtenidas: 2 %_InTZ =1—In2=0.31 unidades cuadradas.

(=

]
]
iy
i
]
]
]
]
]
]
]
3
]
]
]

i

R
ﬁf

"

o

]
]

atets

D

Iyt
R
it

"
M

— e ———— ]
g

R

o
e
By

s

e
R
R
&qg’ -

o
o

o
ol

s

Sofesels
b

e

i
L

190 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EVAU 2024 Ordinaria (coincidencias) Matemadticas Il en Madrid

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
En el punto A(Z,0,-1) se encuentra un emisor laser que dispara un rayo de luz (unidimensional)

apuntando hacia el punto B(3,1,0). Dicho rayo incide en un punto P del plano
X=2-«a

r:3y=2+2p ,a,p €R. Llamamos al punto P el punto de incidencia del rayo de luz sobre el
Z=a-2p0

plano . Se pide:

a) (1.25 puntos) Calcular una ecuacion del plano de incidencia, es decir, el plano perpendicular
a  que contiene al rayo de luz.

b) (0.75 puntos) Calcular la distancia que recorre el rayo de luz desde el emisor hasta el punto P.

c) (0.5 puntos) Calcular el &ngulo que deberia girar el emisor para que la distancia entre €l y el
nuevo punto de incidencia sobre m sea minima.

a) El plano de incidencia " tiene como uno de sus vectores directores el vector que une los
puntos Ay B, pues los contiene. El otro vector director es el vector normal del plano .
Hallamos la ecuacion implicita del plano 1t y su vector normal.

X=2-« a=2-X
TYy=2+2p= —2ﬂz2—y:>2:2—x+2—y:>7r:x+y+z—4:0:>ﬁ:(1,1,1)
I=a-2p0 I=a-2p

Hallamos las coordenadas del vector AB

AB=(3,10)-(10,-1)=(211)

Hallamos la ecuacion del plano de incidencia .

u=AB=(211) x-3 y-1 z
v=n=(111) (=72 1 1=0=
B(3,1,0)e;r' 1 1 1

:>);/§+y—1+22—z—2(y—1)—M:0:> y-1+27-7-2y+2=0=

=|7i-y+z+1=0|

El plano de incidencia tiene ecuacion z:—y+z+1=0.

b) Hallamos el punto P de incidencia del rayo laser que sera el punto de corte de la recta que
une los puntos Ay B con el plano =.

qy=1+4 ;1€eR

- X=3+24
v, = AB =(2,1,1)}: r
z=4
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Xx=3+24
x=3
r.-ay=1+4
- =3+24+1+ A1+ 1-4=0=241=0=1=0=> y:1:>P(3,1,0)
z=0

T X+y+z-4=0
El punto P de incidencia del rayo en el plano m es el punto B, es decir, el punto B pertenece

al plano .
Como el punto P es el punto B la distancia que recorre el rayo es la distancia entre Ay B, es

decir, el modulo del vector AB=(2,1,1).
d (A B)=|AB|=2* +1* +1* = /6 = 2.45u
El rayo laser recorre una distancia aproximada de 2.45 unidades.

c) Debemos hallar la proyeccion ortogonal del punto A, que es el punto del plano T mas

cercano al punto A.
A/

Hallamos la ecuacion de la recta r perpendicular al plano que pasa por A. El vector director
de la recta es el vector normal del plano.

- - X=1+1
vV, =n =(1,1,1)

=>riiy=41
AL O0,-Der )

Hallamos el punto B” de corte entre la recta r y el plano .
X=1+1
r.-ay=4
z=-1+1
T X+y+z-4=0

=21+A+4-1+1-4=0=>31=4=

x:1+£:Z
3 3
3 3 333
z:—1+£:1
3 3
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Hallamos el 4ngulo a que debe girar el rayo laser como el angulo entre los vectores AB y
AB’.

AB=(2,11
fras e} 4]
ﬁ:[—,—,—j :cos(ﬂé,ﬁ): 333 =
3'3'3 AV (4 (4Y
- EAE 22 +12 417 (3) +(3) +(3)
COS(AB,AB’)=:
‘ABHAB"
8,44 16
_3 3 3_ 3__2\/5305 cosl[zfj 19.47°
\/6 l: 442

El rayo laser deberia girar 19.47°.
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B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
En la seccion de idiomas de una biblioteca municipal se tienen libros, en francés o inglés, de tres

categorias: el 50% son cuentos infantiles, el 30%, novelas historicas y el resto, manuales técnicos.
Uno de cada cinco de los cuentos esta en francés y una de cada tres de las novelas, en inglés. Por
otra parte, uno de cada siete de los libros en francés es un manual técnico. Se toma un libro al
azary se pide:

a) (1.25 puntos) Calcular la probabilidad de que esté en francés si no es un manual técnico.

b) (1.25 puntos) Calcular la probabilidad de que esté escrito en francés, y la probabilidad de que

si esta en inglés sea una novela historica.

Llamamos F al suceso “Libro escrito en francés”, F¢ = “Libro escrito en inglés”, I a “el libro
es infantil”, H a “el libro es una novela histérica” y T a “el libro es un manual técnico”.
Realizamos un diagrama de arbol para organizar todas las probabilidades.

Francés
Libro infantil P(F/1) =1/5
P(l)=0.5
Francés
Libros y las Libro histérico P(F/H) =2/3
categorias P(H)=0.3 Inglés

P(F¢/H)=1/3

Francés
P(F/T) =X

Libro técnico
P(T) =0.2

Nos dicen que uno de cada siete de los libros en francés es un manual técnico, lo que implica

que P(T/F) :% . Aplicamos el teorema de Bayes para hallar P(F/T).

P(F)= P(I)P(F/I)+P(H)P(F/H)+P(T)P(F/T)=0.5-%+0.3-§+0.2-x

P(F)=0.3+0.2x

0.2-x 1

1
P(F) 77 P(F) “7703+02x 1

P(T/F):%:M 1 P(T)P(FIT)

APk

:>1.4x:0.3+0.2x:>1.2x:0.3:>x:g:%: P(F/T):
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Tenemos que P(F/T)=% y que P(F)=O.3+O.2%=O.35.

Completamos el diagrama de arbol.

Francés
P(F/1)=1/5

Libro infantil
P(l)=0.5

Inglés
P(F¢/1)=4/5

Francés

Libros y las Libro histérico P(F/H) =2/3
categorias P(H) = 0.3 Inglés

P(F¢/H) =1/3

Francés
P(F/T) =1/4

Libro técnico
P(T) =0.2

Inglés
P(F/T) = 3/4

a) Nos piden calcular P(F /TC). Aplicamos el teorema de Bayes.

P(FAT®) P(F)-P(FAT) P(F)-P(T)P(F/T)
1—

P(FIT®)= P(T°) P(T) 1-P(T)
0.35-02.1 3
=P(F/T®)= o3 4=§=0375

La probabilidad de que un libro esté en francés si no es un manual técnico es de 0.375.

b) Nos piden calcular P(F), calculado previamente y tiene un valor P(F)=0.35.

También nos piden calcular P(H | F°© )

P(HAF®) P(H)P(F°/H) 0-3'; 2 iea

P(H/F®)= P(F®) ~ 1-P(F)  1-035 |13

La probabilidad de que un libro si esta en inglés sea una novela histérica es de 0.1538.

OTRA FORMA DE RESOLVERLO
Pasamos los datos proporcionados a valores absolutos. Consideramos que en la biblioteca

hay 3-2-5-7-10 =2100 libros. Consideramos esta cifra para que los célculos a realizar den

un valor exacto.
Realizamos una tabla de contingencia.

www.ebaumatematicas.com

195 de 489


http://www.ebaumatematicas.com/

EVAU 2024 Ordinaria (coincidencias) Matemadticas Il en Madrid

Infantiles Novelas Manuales
Francés 1050 210 X “
5 7
Inglés 630
g == =210 2100 — X
&200 =1050 2100-0.30 =630 2100

De las 630 novelas 210 estan en inglés, por lo que 630 — 210 = 420 estan escritas en francés.
Resolvemos la ecuacidn que se nos plantea en la linea de la fila de francés.

210+420+;=x:>1470+2940+x:7x:>4410=6x:> x=%}0=735

Hay 735 libros escritos en frances.

Completamos la tabla.

Infantiles Novelas Manuales
Franceés 735
210 420 — =105 735
Inglés 840 210 315 1365
1050 630 420 2100

Respondemos a las preguntas del ejercicio aplicando la regla de Laplace.

a) Hay 1050 + 630 = 1680 libros que no son manuales técnicos.
De ellos hay 210 + 420 = 630 en francés.

P(F /T°)=@=§= 0.375
1680 8
b) Hay 735 libros en francés de un total de 2100 libros.
(F)="2 | _035
2100 |20

Hay 1365 libros en inglés, de los cuales 210 son novela historica.

_ A0 3:0.1538

P(H/FC)_@_B
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ch m UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS

UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO

Universidad Curso 2022-2023
Carlos Il | MATERIA: MATEMATICAS Il

de Madrid

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a
elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

CALIFICACION: Cada pregunta se calificara sobre 2.5 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

A.1. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

. 2 10 b 0 .
Dadas las matrices A= y B= , Se pide:
-1 0 2 1 b
a) (0.5 puntos) Calcular el determinante de A'A.
b) (0.5 puntos) Calcular el rango de BA en funcion de b.
¢) (0.75 puntos) Calcular B™ parab = 2.
d) (0.75 puntos) Para b = 1, calcular B®.

A.2. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Un equipo de ingenieros realiza pruebas de consumo de un nuevo vehiculo hibrido. El gasto en
litros de combustible por cada 100 kilometros en funcidn de la velocidad, medida en decenas de
kilometros por hora, es
Sv
3

C(V): 2

14—4v+V€ si v>3

Si 0<v<3

a) (1 punto) Si en una primera prueba el vehiculo tiene que circular a mas de 3 decenas de
kilometros por hora, ¢a qué velocidad debe ir el vehiculo para obtener un consumo
minimo?

b) (1.5 puntos) Si en otra prueba el vehiculo debe circular a una velocidad v tal que 1<v<8
, ¢cuales serdn el maximo y el minimo consumo posibles del vehiculo?

A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Sean el plano 7:z=1, los puntos P(Ll,l) y Q(O, 0,1) y la recta r que pasa por los puntos P y

Q

a) (0.25 puntos) Verifique que los puntos Py Q pertenecen al plano .
b) (1 punto) Halle una recta paralela a r contenida en el plano z= 0.
¢) (1.25 puntos) Halle una recta que pase por Py tal que su proyeccion ortogonal sobre el

. T .
plano & sea la recta r, con la cual forme un angulo de 2 radianes.

A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.
Sabiendo que P(A)=0.5, P(A/B)=0.625y P(AUB)=0.65, se pide calcular:

a) (1.5 puntos) P(B) y P(ANB).
b) (1 punto) P(A/AUB) y P(ANB/AUB)
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
-2X+y+kz=1
Dado el sistema <kx—y—-z=0 . se pide:
—-y+(k-1)z=3
a) (1.25 puntos) Discutirlo en funcion del parametro k.
b) (0.5 puntos) Resolverlo para k = 3.

c) (0.75 puntos) Resolverlo para k = 3/2 y especificar, si es posible, una solucién particular
conx = 2.

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dadas las funciones

f(X)=2+2x-2x" y g(X)=2-6x+4x"+2x°,
se pide:
a) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de h(x)=|f (x)|.

b) (1.5 puntos) Hallar el &rea de la regién acotada por las curvas y = f (x), y=g(x), x=0
y X=2.

B.3. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.

Dados el plano 7:x+3y+2z+14=0y larecta r E{ , Se pide:

a) (0.5 puntos) Hallar el punto del plano = mas préximo al origen de coordenadas.

b) (1 punto) Calcular la proyeccién ortogonal del eje OZ sobre el plano =.

¢) (1 punto) Hallar la recta con direccién perpendicular a r, que esté contenida en =, y que
corte al eje OZ.

B.4. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.
El 65% de los universitarios de 18 afios que intentan superar el examen practico de conducir lo
consigue a la primera. Se escogen al azar 10 universitarios de 18 afios que ya han superado el
examen practico de conducir.
Se pide:
a) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que exactamente 3 de ellos necesitaran mas de
un intento para superar el examen practico de conducir.
b) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos haya necesitado mas de un
intento para superar el examen practico de conducir.
¢) (1 punto) Aproximando por una distribucion normal, determinar la probabilidad de que,
dados 60 de estos universitarios, como minimo la mitad superase el examen practico de
conducir a la primera.
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DisTRIBUCTION NORMAL

Ejemplo: si Z tieno distribucice N{0, 1), P{Z « 0 45) = 0,735,

z oo0 ool o0F 003 ogd 00 006 007 008 008
0,0 [ 0,5000 050 05080 05120 05160 0,5100 05230 05270 00,5310 05150
0,1 | 05398 05438 05478 05517 0,5557 05506 05636 05675 05714 05753
0,2 | 05723 0,5832 05671 0,5910 0,5048 05957 06036 05064 05103 05141
03 | 06170 06217 06255 0623 06331 06368 06406 06443 06480 06517
04 | 0BS54 06501 06628 06664 06700 067I6 06772 0F308 06844 0,68TD
05 | 06915 06050 06085 07019 0,7054 0,708 O,7123  O7157 07190 07224

06 | 0,757 07201 07124 0,757 07389 07422 07454 07486 0,7517 0,750
0,7 | 0,7580 07611 07642 07673 07704 077 07764 07794 0,723 0,7ES2
08 | 0,7881 07000 079 07967 07995 08023 08051 OEOTR 08106 08133
09 | 08159 0F186 08212 0828 08264 08289 05315 O0EM0 065 08IE0
1,0 | 03413 08438 05461 08485 08508 08511 08554 0E5TT 0,8599 08621

1,1 | 0,8643 086655 O0BES6 08708 0,8720 08749 0770 OETM  0,8810 08830
1,2 | 08840 0,FEG0 0EERE 08007 08925 08944 0FO9E2 DE9ED  0,F097 09015
1,3 09032 09M0 09066 09087 09099 09115 09131 05147 09162 09177
L4 |Dolg2 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09202 0,006 09319
15 | 0,9332 0915 09357 09370 09382 0938 006 09418 0,9420 09441

L6 [ 0,9452 00463 09474 09484 00495 09505 09515 09525 00,9535 09545
1,7 | 09554 09564 09573 09587 09501 09599 09608 09616 09625 00633
1,8 [ 09641 09640 09656 09664 09671 009678 00686 00603 009699 09706
1,9 (09713 09719 09726 0,973 09738 09744 09750 09756 0,9761 09767
20 | 09772 0977 09783 09788 09793 0979 09803 09808 09812 09817

21 | 02821 09826 09630 09834 09838 09842 00846 O00E50 00854 09857
22 | 9861 09864 00868 09871 09575 00878 00881 00E84 00857  0,9890
23 | 0oE93 09506 O0EDE 00001 09904 09906 00000 05011 0,913 09916
24 | 02018 02020 00032 00025 00927 00920 00031 05032 00034 090936
25 | 09938 0900 09841 09943 09945 09945 009943 05O 0,0951 09952

26 [0,2953 09955 09956 09957 09959 009960 099651 09957 09063 09064
27 | 0265 09966 09967 00968 09969 09970 09971 09972 09973 0,9974
28 |02974 09975 09976 09977 09977 00978 09979 09979 0,9080 0,991
29 [ 02981 09982 09082 00083 009984 009954 00985 00085 0,208 0,9066
3,0 | 0,287 09087 09087 00088 009088 00980 00080 00080 0,008 0,9000
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SOLUCIONES

A.1. Calificaciobn maxima: 2.5 puntos.

. 2 10 b 0 )
Dadas las matrices A= yB= , Se pide:
-1 0 2 1 Db

a) (0.5 puntos) Calcular el determinante de A'A.

b) (0.5 puntos) Calcular el rango de BA en funcion de b.
¢) (0.75 puntos) Calcular B™ parab = 2.

d) (0.75 puntos) Para b = 1, calcular B°.

a) Calculamos la expresion de la matriz A'A.

2 -1 2 1 0 4+1 2-0 0-2 5 2 -2
AA=|1 O [ 10 Zj: 2-0 1+0 O0+0|= 2 1 O
0 2 0-2 0+0 0+4 -2 0 4

Calculamos el valor de su determinante ‘A‘A‘ .

5 2 -2
[AA=12 1 0|=20+0+0-4-16-0=[0]
2 0 4

b) Hallamos la expresion de la matriz BA.
b 02 1 0 2b b O
BA= =
1 b){l-1 0 2 2-b 1 2b

. . b 0
Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la columna 12 - ‘ ‘ = 2b”. Este

2b
determinante se anula sib = 0. El rango de AB es2 si b #0.

0 0O
Sib =0 la matriz BA queda BA= (2 ! 0). La matriz BA tiene rango 1.

Resumiendo: Sib #0 el rangode BAes2 ysib=0elrango de BAes 1.

2 0
c) Parab =2 la matriz B queda B=[1 2).

2
=

Al ser el determinante no nulo existe la inversa de la matriz B. La calculamos.

Bl_Adj(Bt)_Adj((z) ;j 1[2 0]2(1/2 oJ

0
=4+0
2

B| 4 a1 2) |(-1/4 12

200 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU 2023 Extraordinaria Matemadticas Il en Madrid

10
d) Parab =1 la matriz B queda B = (1 1).

Calculamos las potencias sucesivas de la matriz B hasta llegar a B°.

o D6 6

SR AR
SRR AR
SR S

ol
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A.2. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Un equipo de ingenieros realiza pruebas de consumo de un nuevo vehiculo hibrido. El gasto en
litros de combustible por cada 100 kilometros en funcion de la velocidad, medida en decenas de
kilometros por hora, es

5v

3
C(V)= V2
14—4v+€ Si v>3

Si 0<v<3

a) (1 punto) Si en una primera prueba el vehiculo tiene que circular a mas de 3 decenas de
kilometros por hora, ¢a qué velocidad debe ir el vehiculo para obtener un consumo minimo?
b) (1.5 puntos) Si en otra prueba el vehiculo debe circular a una velocidad v tal que 1 <v <8,
¢cudles seran el maximo y el minimo consumo posibles del vehiculo?

2
a) La funcién que debemos de manejar es c(v) 214—4V+V§ pues v>3.

Buscamos el minimo relativo de la funcién usando su derivada.

2
c(v)=14-dv+ L = o (v)=-4+ 2 2v
3 31 =24+—=0=-12+2v=0=>2v=12=Vv=06
c’(v)=0
. 2 . 2 .
C (v):§:>c (6)=§>0—>5M|n|mo!

Para que el consumo sea minimo debe de ir a 60 km/h.

b) Analizamos la situacion en las dos zonas de velocidad.

Con una velocidad 1 <v < 3 la funcién consumo es c(v) = ‘%V Esta funcidn es lineal y
creciente, a mas velocidad mayor consumo, por lo que el menor consumo estaraenv = 1.
Este consumo es de ¢(1) = 2 =1.667litros /100km.

El consumo méximo estara en v préoxima a 3, este consumo serd préximo a

c(3) =5—'3 =5 litros /100 km
3

. . V2
Con una velocidad 3 <v <8 la funcién consumo es c(v) :14—4v+§. En el apartado
anterior hemos visto que tiene un consumo minimo con v = 6. Este consumo es de
2
c(6) =14—24+% =2 litros /100km .

El consumo maximo estara en los extremos del intervalo:

2

c(3) =14—12+% =5litros /100 km
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82
c(8)=14-32+— =

10

3 =3.33litros /100 km

El minimo consumo se obtiene con v = 1. Este consumo es de 1.667 litros /100km .
El maximo consumo se produce con v = 3. Este consumo es de 5litros /100 km.

&
o

Madaximo

e

/

/\

(S5

/

. i .

P Minimo 5y

: : — S7 0<v<3
1 : b€ V) = N ;

: ! 114—41'—‘— i vz3
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A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Sean el plano 7:z=1, los puntos P(1, 1, 1) y Q(0, 0, 1) y la recta r que pasa por los puntos P y
Q

a) (0.25 puntos) Verifique que los puntos P y Q pertenecen al plano =.
b) (1 punto) Halle una recta paralela a r contenida en el plano z= 0.
c) (1.25 puntos) Halle una recta que pase por Py tal que su proyeccion ortogonal sobre el plano

. v .
7 sea la recta r, con la cual forme un &ngulo de " radianes.

a) Para que los puntos pertenezcan al plano deben satisfacer su ecuacion 7 :z=1. Basta con
que su tercera coordenada sea 1. Lo cumplen los dos puntos P(1, 1, 1) y Q(0, 0, 1).

b) Hallamos la ecuacion de la recta que pasa por P(1, 1, 1) y Q(0, 0, 1).

- X=A
v, =QP =(1,1,1)-Q(0,0,2) = (1,1’0)} oy

qay=A4, 1eR
Q0,0 er -1

Una recta s paralela a r contenida en el plano z= 0 debe tener el mismo vector director que
r y debe pasar por un punto cualquiera del plano z= 0, por ejemplo A(0,0,0).

U =v =(11,0 x=4
U, =V, =(11,0) =ls:qy=4, 1eR
A(0,0,0) s o

c) Buscamos una recta t como la del dibujo.

Como los puntos P y Q estan en el plano =« la recta r esta contenida en el plano 7. La recta t
que deseamos hallar debe cortar el plano en el punto P. Ademas, uno de sus puntos debe
proyectarse ortogonalmente en el punto Q. La recta r y t deben formar 45°.

Si A(a,b,c) tenemos que AQ L x.
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7z:z:l:>ﬁ:(0,0,l)
AQ =(0,0,1)—(a,b,c) =(-a,-b,1—c) :»%”‘:—:—:
AQLz=AQln

_—azl_—c—>—a=0(1—c)—>a:0
= Ob 11 = A(0,0,¢)
%:%C—)—b:O(l—c)—)bzo

Si A(0,0,c) tenemos que (EAP—Q) =45°.

PA=(0,0,c)—(L11)=(-1-Lc-1)
PQ=(0,0,1)-(1,1,1) =(~1,-10)
(PA PQ)=45° =

cos(PA PQ) EEARE

(-1,-1,c-1)(-1,-1,0)

JEL + (1) + (1) {J(-1) +(-2) +07

:>£= 1/2+c 1) 22=4=22+(c-1) =4=

= C0545°=

=

2+(c-1)" =2=2+(c-1)' =4=(c-1) ' =2=c-1=2=c=1+2=

= A(o,o,1+J§)

Determinamos la ecuacién de la recta t que pasa por A y P. Esta recta tendra como vector
director el vector u, = AP .

U = AP =(111)-(0,01++2})=(11,—2)

A(O*O’“ﬁ)et}juf_ﬁ_(l,l,_ﬁ)} x=1+41

=t:sy=1+4 ,1eR
P(l,l,l)et P(l,l,l)et

2:1—\/5/1
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A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

Sabiendo que P(A)=0.5, P(A/B)=0.625y P(AuUB)=0.65, se pide calcular:
a) (1.5 puntos) P(B)y P(AnB).

b) (1 punto) P(A/AUB)y P(AnB/AUB)

a) Utilizamos el teorema de Bayes y la formula de la probabilidad de la union de dos sucesos.

p(A/B)=0625= " ACB) g eop PIACE) § eoe . p(AnB)=0.625P(B)

P(B) P(B)
P(AUB)=0.65=P(A)+P(B)-P(ANB)=0.65=

= 0.5+ P(B)—0.625P(B)=0.65= (1-0.625)P(B)=0.65-05=

—0375P(B)=0.15= p(B):%:M —[P(A~B)=0625-0.4=0.25
b) Calculamos P(A/AUB)
P(An(AUB
P(A/AUB)= (A (A ))={Am(AuB)=A}= P(A)
P(AUB) P(A)+P(B)-P(ANB)
p(a/ALB)=— 2> _ 05 04269
05+0.4-0.25 065 [13

Calculamos P(ANB/AUB).

P(AnB/AUB)= P((AK;FA)S(BA)UB)) ={(AnB)"(AUB)=ANB}=
~ P(ANB) 025 |5

=== =0.3846
P(A)+P(B)-P(ANB) 065 |[13
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
—2X+Yy+kz=1

Dado el sistema <kx—y—z=0 . se pide:
-y+(k-1)z=3

a) (1.25 puntos) Discutirlo en funcion del parametro k.

b) (0.5 puntos) Resolverlo para k = 3.

¢) (0.75 puntos) Resolverlo para k = 3/2 y especificar, si es posible, una solucion particular con
X=2.

a) Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

2 1 k 2 1 k
A= k -1 -1 |=|A=|k -1 -1]=2(k-1)+0-k*-0-k(k-1)+2=
0 -1 k-1 0 -1 k-1

=2k-2-k?®—k®+k+2=-2k*+3k

k=0
|Al=0= —2k? +3k =0=>k(-2k +3)=0= 3
2Kk+3=0-k="

Estudiamos tres casos diferentes.

CASO1l k=#0y k;tg

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la
matriz ampliada y el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una
Unica solucion).

CASO 2. k=0
En este caso el determinante de A es nuloy su rango no es 3.
Estudiamos el rango de Ay el de la matriz ampliada A/B usando el método de Gauss.

Fila3® — Fila 22 B
2 1 0 1 0 1 1 3 2 1 0 1
A/B:O—l—lO:0110 =0 -1 -10
0 -1 -13) 1570 0 3>nNuwevaFilaze| |22 03

A

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A/B es 3. Como tienen rangos distintos el
sistema es incompatible (sin solucidn).

CASO 3. k :g

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos el rango de A 'y A/B usando el método de Gauss.
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4 -Fila22+3 - Filal?
-2 1 15 1

6 -4 -4 0
AlB=115 -1 -1 0|=y o 4 ,c 3 -
0 1053 /571 05 35 NuevaFila2?
Fila 3% — Fila 22 =
-2 1 15 1 0 -1 05 3 2 bis
=10 -105 3= 1 g5 _3 —|15 -1 -1 0
0 -1 05 3 0 0 0 0 — Nueva Fila 32 LQ—O’ °

A

El rango de la matriz A es 2 al igual que el de la matriz A/B, menor que el nimero de
incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

: 3 . . .
Resumiendo: Para k #0 y k # 5 el sistema es compatible determinado, para k =0 el

. : : 3 S :
sistema es incompatible y para k = > es compatible indeterminado.

b) Si k =3 el sistema es compatible determinado. Obtenemos la solucién.

-2X+y+3z=1 —-2X+Yy+3z=1

3X-y-z=0 ={3x-y-z=0 =

—-2X+22-3+3z=1 —-2X+5z2=4
= =
3x—(22-3)-z=0 3x—-2z+3-2=0

-y+2z=3 22-3=Y
-2X+52=4
= -2(z2-1)+52=4=-27+2+51=4>
X-3z=-3->x-2=-1->x=2z-1
2 -1
X=——1=—
2 3
=3z=2= z:§:>
2 -5
=2—-3=—
y 3 3
., . — -5 2
La solucion del sistemaes x=—; y=—; z=—.
3 3 3

c) Si k= > el sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos a partir del sistema

triangular equivalente obtenido en el apartado a).
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-2 1 15 1
-2x+y+15z=1 —2X+Yy+15z2=1
0 -1 05 3|=
-y+05z=3 05z-3=y
0O 0 0 O

= -2X+057-3+1572=1=-2X+272=4=> X+72=2=>X=71-2=>

X=-2+A1
=|qy=-34+4051, 1R
=1

Buscamos dentro de las infinitas soluciones del sistema una en la que x = 2.

X=-2ka 2= 2+1>A=4
y=-3+054, 1eR y=-3+05-4=-1
=<:y=-3+0.54 = =
X=2

La solucidn particular del sistemaesx =2;y=-1;z=4.

209 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU 2023 Extraordinaria Matemadticas Il en Madrid

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dadas las funciones

f(X)=2+2x-2x" y g(X)=2-6x+4x"+2x°,
se pide:
a) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de h(x)=|f (x)|.
b) (1.5 puntos) Hallar el area de la region acotada por las curvas y = f (x), y=g(x), x=0y
X=2.

a) Obtenemos la expresion de la funcién h(x) como funcion a trozos.
h(x)=|f (x)|=‘2+2x—2x2‘

Vemos cuando se anula la funcion.

> l+\/§_x
+./(-1) -4(1)(-1 =
2+2X—2X2:O:>X2—X—1:O:>X= \/( ) ()( )zli'\/gz 2
2 2 1_J§:
2

Estudiamos el signo de la funcién antes, entre y después de estos dos valores.

. S) .
e Enelintervalo (—OO,T\/_J tomamos x =1y la expresion 2+ 2x—2x* vale

2+2(-1)-2(-1)° =-2<0. La funcién es
h(x)=‘2+2x—2x2‘ =—(2+2x—2x2)= 2x* —2x -2

1-5 1+
2 ]

2
2+2(0)-2(0)° =2>0. La funcion es h(x) = |2+ 2x—2x°| = —2x* + 2x+2

e Enelintervalo [ J tomamos x = 0 y la expresion 2+2x—2x* vale

. 1+4/5 .
e Enelintervalo ( ,+ooj tomamos x = 2 y la expresion 2+2x—2x’ vale

2+2(2)-2(2)" =-2<0. La funci6n es
h(x)=‘2+2x—2x2‘=—(2+2x—2x2)=2x2—2x—2

2x2—2X—2  si X < 1_2J§
La funcion h(x) queda h(x)= ‘2+ 2X—2X* =4 -2X" +2x+2 si 1_2J§ <x< 1+2J§
2x*—2x-2 si x>1+2\/g

Esta funcion es continua en R.

210 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU 2023 Extraordinaria Matemadticas Il en Madrid

1-5
2 1

Esta funcion es derivable en R —{

La expresion de la derivada es:

4x -2
h"(x) =1 -4x+2
4x -2
Estudiamos su derivabilidad en x = %
¢Es derivable en X:1—2\/§?
w1268 |2 im h'(x)= lim 4
2 b MREY)
2 2
w| (2258 |2 im h'(x)= lim -
2 X—)l_i\ﬁJr X—)l_i\/EJr
2 2

A ]

1+\/§
2
si x<1_\/g
2
si 1_\/§<x 145
2 2
Si x>1JM/g
2
yen x=1+\/§.
2
x—2:4%—2:2—2\/§—2:—2\/§
4x+2=—4¥+2=—2+2\/§+2:2\/§

Al ser las derivadas laterales distintas la funcién h(x) no es derivable en x =%
¢Es derivable en x:1+2\/§?
o (15 12 i h(x)=lim —4x+2:—41+*/§+2=—2—2J§+2=—2J§
2 X*)Jii\ﬁi X—)ﬁi 2
2 2
| (2B ] 12 i h(x)=lim ax—2-425 5 505 2-28
2 ot R 2
2 2
W 1+5 W 1+5
2 2
La funcion h(x) no es derivable en x :%.

211 de 489

www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU 2023 Extraordinaria Matemadticas Il en Madrid

La funcién h(x) es derivable en R —{

\

2

Lh

1-5 1++/5
2 1

}

di

L¥N)

L]

(R

b) Hallamos los puntos de corte de las gréficas.

f(X)=2+2x-2%°

1-4f5
X
2
l_ﬁs.x-le”E
2 2
{
x> ]+‘Jj

g(X)=2-6x+4x"+2x° { = 2+ 2x—2X" =2-6X+4x* + 2x> = -2X° —6x”* +8x =0=

F(x)=9(x)
x=0

:>—2x(x2 +3x—4)=0:>

X*+3x—4=0-—>x=

—3+5_1
—3+NF¥+16 -3+5 | 2
2 2|35y

2
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Las graficas se cortan en tres puntos: x = -4, x =0, x = 1. Como nos piden determinar el area
de la region acotada por las dos graficas, x = 0 y x = 2 el area la dividimos en dos trozos: uno
entreOylyotroentrely 2.

lg X)— f (x)dx = [ 2—6x+4x% +2X° —(2+2x—2x?)dx =
J,a(x)=f(x)ax =],

= I:2—6X+4X2 +2X3—2-2x+2x°dx = Iol—8x+6x2 +2x%dx =

2 3 4k 2 3 4 2 3 4
8 X 6 XX | ol slyel ol || 8% 6L 00 |
2 3 4 0 2 3 4 2 3 4

=—4+2+l=—1.5
2

Areal:“olg(x)— f (x)dx‘ —|-15/=1.5u

2 2 , 3 12
L g(x)—f(x)dx_jl —8x+6%° +2x%dx = \ 3
[ 2 X3 x4 2 X 16
=| 8 +6—+2"—| =|4x*+2x°+—
2 3 4 2 9

4 4
=|—4.2° +2-23+2?}—{—4-12 +2-13+1E

-1

:—16+16+8+4—2—%:9.5

Area?2 = Ulzg (x)-f (x)dx‘ =[9.5|=9.5 u’

El area total es la suma de las dos partes.

Area=1.5+9.5=11 u?

¥
*’j_..-

-
Fx)=2+2v—2x
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B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

X=2
Dados el plano 7:x+3y+2z+14=0y larecta r z{ , Se pide:

a) (0.5 puntos) Hallar el punto del plano = mas préximo al origen de coordenadas.

b) (1 punto) Calcular la proyeccion ortogonal del eje OZ sobre el plano .

¢) (1 punto) Hallar la recta con direccion perpendicular a r, que esté contenida en &, y que corte
al eje OZ.

a) El punto P del plano mas préximo al origen de coordenadas es la proyeccion ortogonal del
origen de coordenadas en el plano.
Para hallar esta proyeccion P obtenemos la recta perpendicular al plano que pasa por
0(0,0,0). Después hallamos el punto de corte de plano y recta. Dicho punto es el punto
buscado.
La recta s perpendicular al plano tendrd como vector director el vector normal del plano.

7ix+3y+2z+14=0=>n=(132)

. - X://l
U, =n=(132) —s:dy=31, 1eR
dy=31, Ae
0(0,0,0)es s

Hallamos el punto P como interseccion de la recta sy el plano =.

X=A1
S:qy=34

72=24
m:X+3y+2z+14=0

> A4+94+44+14=0=2140=-14= A =-1=

x=-1
=4y=-3=|P(-1-3,-2)
72=-2

b) La proyeccion ortogonal del eje OZ sobre el plano & es una recta t que determinamos
obteniendo la proyeccion de dos puntos del eje OZ sobre el plano.
Dos puntos del eje OZ pueden ser O(0,0,0) y B(0,0,7).

La proyeccion del punto O(0,0,0) la hemos calculado y es P(—L -3, —2).

Determinamos la proyeccion del punto B(0,0,7) sobre el plano m siguiendo los mismos
pasos que en el apartado a).
Determinamos la recta s~ perpendicular al plano que pasa por el punto B.

—_ — X:/l
v, _n—(1,3,2)}:>s,_ _31 JeR
Y= A€
B(0,0,7)es 2=7+24
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Hallamos el punto Q de corte de larecta s” y el plano .

X=A1
s:qy=31 ,1eR
Z2=7T+2A1
m:X+3y+2z+14=0

> A+941+14+410+14=0=2141=-28=> 1 =-2=

X=-2
=y=-6 =|Q(-2,-6,3)
7=7-4=3

La proyeccion ortogonal del eje OZ sobre el plano & es la recta que pasa por Py Q.

Q(-2,-6,3) et PQ =(-2,-6,3)~(~1,-3,-2)=(~1,-3,5)
P(—l,—3,—2)et}:> P(-1-3-2)et }:)

X=-1l-«a
=>[tiy=-3-3a,aeR
Z=-2+5a

c) Como la recta t” pedida debe estar contenida en el plano T debe ser perpendicular al vector
normal del plano y a su vez perpendicular al vector director de la recta. Este vector es el
producto vectorial de ambos vectores.

X=2 -
r = = :>Vr= 0,10 — = =
=, (0.00) =u,=v,xn=0 1 0/=2i-k=(2,0,-1)
z2=5 r
. 1 3 2
7iXx+3y+2z+14=0=>n=(132)

Hallamos el punto A de corte del plano m con el eje OZ.

T X+3y+2z2+14=0
Xx=0 =0+0+2z+14=0=2z=-14=7=-7= A(0,0,-7)

eje0zZ —>{
y=0

La recta t” pedida debe tener como vector director I = (2, 0, —1) y pasar por el punto
A(0,0,-7).

— X=2A
u, =(2,0,-1) ,

=|t:qy=0 ,AeR
A(0,0,-7)et’

z=—7-1
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B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

El 65% de los universitarios de 18 afios que intentan superar el examen practico de conducir lo
consigue a la primera. Se escogen al azar 10 universitarios de 18 afios que ya han superado el
examen practico de conducir. Se pide:

a) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que exactamente 3 de ellos necesitaran mas de un
intento para superar el examen practico de conducir.

b) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos haya necesitado mas de un
intento para superar el examen practico de conducir.

¢) (1 punto) Aproximando por una distribucion normal, determinar la probabilidad de que,
dados 60 de estos universitarios, como minimo la mitad superase el examen préctico de
conducir a la primera.

X = Numero de universitarios que necesitan mas de un intento para superar el examen
practico de conducir de un grupo de 10.
Es una variable binomial con pardmetrosn=10y p=1 - 0.65 = 0.35. X = B(10, 0.35).

a) Debemos calcular P(X =3).

10
P(X =3)=(3 ]-0.353-0.657 =|0.2522

b) Debemos calcular P(X >1). Calculamos la probabilidad del suceso contrario P(X =0).
10
P(X=0)= (0 j-o.350 :0.65" = 0.0135

Calculamos P (X >1) usando el suceso contrario.
P(X >1)=1-P(X =0)=1-0.0135=[0.9865

c) X = Namero de universitarios que aprueban a la primera el examen practico de conducir de
un grupo de 60. X = B(60, 0.65)
Esta variable binomial se aproxima por una normal de media np =60-0.65=39 y

desviacion tipica o =/npg = /60-0.65-0.35 = 3.6946 .

La variable binomial X = B(60, 0.65) se aproxima con una normal Y = N(39, 3.6946).
Esta aproximacion es buena pues np=39>5 y nq=60-0.35=21>5,

Nos piden calcular P(X 230). e —— P

z 0,00 001 002 005 004 005 006 [007)
0,0 | 0,5000 0,5080 0,5080 0,5120 05160 05199 05239 0,519 0,
0,1 |05398 05438 05478 05517 05557 05596 05636 05475 0,
02 |05798 0582 05871 05910 05948 05957 06026 06464 0,

(X 3 ) {Corl’eCCién de Yates}: 03 | 06179 06217 06255 06293 06331 06368 06406 06443 0,
P(Y>2

04 |0655¢ 06591 06628 06664 06700 06736 06772 06908 0O,
05| 06915 06950 06985 0,7019 07054 07088 0,7123 07457 0O,

06 |0,7257 0,7291 07324 0,7357 0,7389 07422 0,7454¢ 07486 0,

0,7 |0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 07704 077M 0,7764 07|94 O,
29 5 39 08 |0,7881 0,7910 0,7939 0,797 0,7995 08023 08051 08478 0O,
09 | 08159 08186 08212 08238 08264 08289 08315 08440 0O
1,1 | 08643 08665 08686 08708 08729 08749 05770 05790 0

V

3 6946 10 (08413 08438 08461 08185 0808 08531 05554 08477 O,
1,2 [08819 08869 08888 08907 08925 08944 05962 0540 O,
P(Z >-2. 57) P (Z < 257) = 1,3 |09032 09049 09066 09082 09099 09115 09131 0947 0,

1,4 | 09192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09392 0

1,5 09332 09M5 09357 09370 09382 093 0906 09418 0

O 9949 1,6 [ 09452 09463 09474 09484 09495 09506 05515 05§25 0
1,7 | 0955¢ 09564 09573 09582 09591 09599 05608 05416 0

1,8 | 09641 09649 09656 09664 09671 09678 09686 09453 0

Miramos en la
tabla de la N(0, 1)

1,9 [ 09713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 0956 0
20| 09772 09778 09783 09788 09793 09798 09803 09408 0,

2,1 | 09821 09526 09830 09834 09838 09842 09846 09450 0,
22| 09861 09864 09868 09871 09875 09878 09881 09884 0,
Q

23 |09893 09896 09598 09901 0,994 09906
24109918 09920 09922 09925 09927 09929

” 5 . Db eI B DO e 3. OO
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EvAU 2023 Extraordinaria (coincidencias) Matematicas II
headide ."\-'_. UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
v’ N SR 'Y EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS
¥ ";‘ e UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO
SRS b Curso 2022-2023
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera

a elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente
justificadas.

CALIFICACION: Cada pregunta se calificara sobre 2.5 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

A.l. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

) . a 2 1 2 c 2a+4
Se consideran las matrices A= , B= yC= :
2 4 b+c 2 db+4c+2 11

Determine los valores de a, b y ¢ sabiendo que dichas matrices verifican simultdneamente estas
tres condiciones:

* la matriz AB es simétrica, es decir, coincide con su traspuesta.

* la matriz A + B no tiene inversa.

* la matriz AB — C es igual a la matriz identidad.

A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Se quiere construir un depdsito de barro cilindrico de volumen 432z dm? para elaborar un vino
artesanal usando técnicas antiguas. El deposito se sitla verticalmente, apoyado sobre su base
circular. Se sabe que al utilizar ese material poroso se produce, con el tiempo, una pérdida de
liquido a través de la superficie que esta en contacto con el vino. Dicha pérdida a través de la
pared lateral es de 10 cl por dm? y a través del suelo de 20 cl por dm?.

Calcular las dimensiones que debe tener el deposito para que la filtracion de vino sea minima.

A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Consideremos las rectas

r_x_y—l_z—2 _[x+2z=1
1 -1 1 T |y-z=1
a) (1 punto) Determine la posicion relativa de las rectas r y s, y calcule su interseccidn si

existe.
b) (1 punto) Calcule una ecuacion del plano que contienearys.
c) (0.5 puntos) Indique el angulo que forman las rectas r y s.

A.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Se tiene un dado de nueve caras numeradas con los numeros del 2 al 10, cada uno con igual
probabilidad de salir al lanzar el dado.
a) (0.5 puntos) Si se lanza una vez el dado, calcule la probabilidad del suceso “el resultado es
un ndmero primo”.
b) (1 punto) Se lanza el dado dos veces consecutivas y se suman los resultados. Calcule la
probabilidad de que la suma sea par.
¢) (1 punto) Se lanza el dado dos veces consecutivas y la suma de los dos resultados es impar.
Calcule la probabilidad de que el resultado del primer lanzamiento haya sido primo.
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B.1. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.

Una empresa conservera fabrica latas de macedonia de frutas (melocotén, pera y pifia) de 1 kg.
Las latas contienen 750 gramos de fruta y el resto es agua y azlcar. Si la empresa utiliza la misma
cantidad de todas las frutas, el coste en fruta por lata para la conservera es de 1.8 euros vy, si
utiliza 0.25 kg de melocoton y 100 gramos més de pifia que de pera, el coste en fruta por lata es
de 1.9 euros. Si la empresa paga 18000 euros por un lote compuesto de 3000 kg de melocoton,
3000 kg de pera'y 2000 kg de pifia, calcule el coste para la empresa de cada kg de melocoton, de
peray de pifia.

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sea la funcion f(x)=x"-4x-1,
a) (0.5 puntos) Estudie los maximos y los minimos relativos de f.
b) (0.5 puntos) Justifique que la funcion f se anula en un punto del intervalo [0, 2].

¢) (0.75 puntos) Justifique que la ecuacion x* —4x—1=0 solo tiene dos raices reales.
d) (0.75 puntos) Halle el area comprendida entre la grafica de la funcién fy larecta y =—4x

B.3. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.

X+y+z2=2 .
Dados larecta r = ‘74 y el punto A(4,-3,4), se pide:
a) (1.25 puntos) Calcular la distancia del punto A a la recta r. ¢En qué punto de la recta se
alcanza?

b) (1.25 puntos) Calcular el volumen del tetraedro determinado por los planos x =0,y =0,
z=0 y el plano perpendicular a r que pasa por el punto A.

B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Un determinado jugador de baloncesto tiene un porcentaje de éxito del 85% en tiros libres y del
20% en tiros desde el centro del campo.

a) (1.5 puntos) Para finalizar el calentamiento antes de cada partido el citado jugador lanza
cuatro tiros libres y cuatro tiros desde el centro del campo. ¢Cual es la probabilidad de que
acierte tres de los cuatro tiros libres? ;Cual es la probabilidad de que acierte tres de los
cuatro tiros desde el centro del campo? (Y la de que acierte tres tiros libres y tres desde el
centro del campo de los ocho lanzados?

b) (1 punto) Calcule, mediante la aproximacion por una normal, la probabilidad de que el
citado jugador falle al menos el 20% de los tiros libres de una serie de 200 tiros libres.
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DisTRIBUCION NORMAL

Ejemplo: s % tiene distribusice N{0, 1}, F{Z < 0,45} - 06736,

000 ool o0z o030 044 00600 O BoT 008 009
0,0 | 05000 05M0 05080 05120 05160 05199 05230 05279 0,5319 05150
0,1 | 0,5998 05438 05478 05517 05557 05506 05636 05675 05714 05753
02 | 05721 056832 05871 05010 05948 050987 06026 06064 06103 06141
03 | 0617 06207 06255 06203 06331 06368 06406 06443 06480 06517
04 | 06554 06501 06628 06664 06700 06736 06772 0FS08 06844 0,GETD
05 | 06015 06050 06985 07019 07054 07088 07123 07157 07190 0,722

L&

06 | 0,7257 0,7201 07324 07157 07389 07422 07454 07486 07517 0,7549
0,7 |0,7580 0,7611 07642 07673 07704 O077TM 07764 07784 07823 07852
02 |0,7881 0,7010 07038 07967 0,795 08033 O0F051 OB0TE3 05106 05133
09 | 0,85 0886 08217 08238 08264 08280 0E315 08340 08365 0,550
1,0 | 0,8413 08438 0B461 08485 08508 08531 0554 0ESTT 0E599 08621

1,1 | 08643 08665 08686 08708 08729 08749 O0OETT0 05T 08810 08830
1,7 | 01,8849 08B0 0FE3E 08007 08925 (8044 0FOE2 0F980 05097 0,9015
1,3 | 0,9037 09M09 09066 09082 09099 09115 095131 09147 09162 09177
14 | 09197 09207 09227 09236 09251 09265 05270 09292 09306 09319
1,5 | 0,337 09M5 09357 09370 09387 0938 0806 08418 09470 09441

1,6 | 0,0457 09463 09474 09484 09495 09505 09515 09535 09535 09545
1,7 | 0,9554 09564 09573 09582 09501 09500 00608 09616 09625 00633
1,2 | 09641 09640 09656 09664 09671 09678 00686 00603 0,09699 0,0706
1,9 |0,9713 09719 09726 09732 09738 09744 05750 09756 09761 09767
20 | 09772 0977FE 097831 09788 09793 09798 005803 09808 09817 0,9817

2,1 | 0,8821 09826 09830 09834 09818 09842 00846 00850 0,0854 09857
22 | 09861 09864 09868 00871 009875 008TE 00881 00884 00887 0,0800
24 | 0,9893 098096 09808 0901 09904 09906 00900 09911 0,913 09916
24 | 09018 09020 09922 09025 09927 09929 09931 09937 0,9934 09936
25 | 09038 09M0 09941 09043 09945 09946 09948 09949 0,9051 09952

26 | 0,905 09055 09956 09957 09959 09950 09961 09962 0,9063 09064
2,7 | 0,9965 09066 09967 09968 09969 09970 09971 09972 0,9973 09974
24 | 09974 09975 09976 09977 09977 09978 0,9970 09979 0,9080 09981
20 | 00081 09082 09082 00083 00084 (0984 00085 00085 00086 00086
3,0 | 0,9987 00087 09087 0008F (0088 (0980 00080 00080 00000 0,0000
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SOLUCIONES
A.1. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
. . a 2 1 2 Cc 2a+4
Se consideran las matrices A= , B= yC-= .
2 4 b+c 2 4db+4c+2 11

Determine los valores de a, b y ¢ sabiendo que dichas matrices verifican simultaneamente estas
tres condiciones:

* la matriz AB es simétrica, es decir, coincide con su traspuesta.

* la matriz A + B no tiene inversa.

* la matriz AB — C es igual a la matriz identidad.

Calculamos la matriz AB.
AB = a 2 1 2 B a+2b+2c 2a+4 B a+2b+2c 2a+4
(2 4)lb+c 2) (2+4b+4c 4+8 ) (2+4b+4c 12
La matriz AB es simétrica > AB=(AB)’ .

a+2b+2c 2a+4 T a+2b+2c 2+4b+4c
B= :>(AB) =
2+4b+4c 12 2a+4 12

T a+2b+2c 2a+4 a+2b+2c 2+4b+4c
AB=(AB) = = =
2+4b+4c 12 2a+4 12

:>{2a+4:2+4b+4c:2a—4b—4c:—2:>|a—2b—202—1|

Calculamos la matriz A + B.

a 2 1 2 l1+a 4
(2 4) [b+c 2) £2+b+c 6)

Si la matriz A + B no tiene inversa implica que su determinante vale cero.

l1+a 4

|A+B|=
2+b+c 6

‘:6+6a—4(2+b+c):6+6a—8—4b—4c:—2+6a—4b—4c

|A+B|=0=-2+6a-4b-4c=0=>|3a—2b—2c=1]

Calculamos la matriz AB — C.

a+2b+2c 2a+4 c 2a+4 a+2b+c O

2+4b+4c 12 4b+4c+2 11 0 1

Si la matriz AB — C es igual a la matriz identidad ternemos que:
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a+2b+c O 10
As—c=|:[ 20+ ][ j:»

0 1 01

Reunimos las tres igualdades obtenidas en un sistema de ecuaciones y lo resolvemos.

a-2b—-2c=-1 a=-1+2b+2c
3a-2b-2c=1;=>3a-2b-2c=1:=>

3(—1+2b+2c)—2b—20=1}
=
a+2b+c=1 a+2b+c=1

—1+2b+2c+2b+c=1

—-3+6b+6c—2b—-2c=1 4db+4c=4—>b+c=1>b=1-c
= = =
4db+3c=2 4db+3c=2

= 4(1-c)+3c=2=>4-4c+3c=2>Cc=-2=[c=2|>

=b=1-2="1=la=-1+2(-1)+2(2) =1

Los valores buscadossona=1,b=-1yc=2.
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A.2. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Se quiere construir un depdsito de barro cilindrico de volumen 432% dm? para elaborar un vino
artesanal usando técnicas antiguas. El deposito se sitla verticalmente, apoyado sobre su base
circular. Se sabe que al utilizar ese material poroso se produce, con el tiempo, una pérdida de
liquido a través de la superficie que estd en contacto con el vino. Dicha pérdida a través de la
pared lateral es de 10 cl por dm? y a través del suelo de 20 cl por dm?.

Calcular las dimensiones que debe tener el deposito para que la filtracion de vino sea minima.

Un cilindro viene definido por el radio (r) de la base y la altura (h) como aparece en la figura
superior.

La superficie de la base es zr® por donde se pierde 207zr? cl.
La superficie lateral es 2zr-h por donde se pierde 2zr-h-10=20zrh cl.

En total se pierde P(r,h)=207zr?+20zrh.

El volumen del cilindro es zr’h.
Como el cilindro tiene volumen 432w dm? tenemos que:

ar’h=4327r = r2h=432:>h=%
Lo sustituimos en la funcion pérdida y tenemos:
P(r,h)=207zr*+20xrh
(rh)=20zr"+20zr , 432 . 86407 207r°+86407
o 432 = P(r)=20zr +207zr7:207rr = :
NG

20713 +86407

r
Hallamos su derivada y la igualamos a cero, en busca de sus puntos criticos.

Deseamos hallar el minimo de la funciéon P(r) =

(6071%)r—(207r°+86407)  607r® —207r° —86407 4071 —86407

P’(r): 2 2 2

r r r
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4071 —86407
=

5 =0=407r’-86407=0=r’-216=0=
r

P(r)=0

=|r=3216 =6

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de r = 6.

e Enelintervalo (0, 6) tomamos r = 1y la derivada vale
. 3 —
P’ (1) _ 407-1° —86407

12

=-86007 < 0. La funcion decrece en (0, 6).

e Después der =6 tomamos r = 10 y la derivada vale
407-10° —86407 313607
10? 100

P’(10) = >0. La funcion crece a partir de r = 6.

La funcion decrece antes de r = 6 y crece después de r = 6, por lo que la funcion tiene un
minimo en dicho valor.

| : : : : : @ : : :
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Para un radio de 6 dm la altura vale h = 4:22 =12 dm.

Las pérdidas son minimas con un deposito cilindrico con una base de radio 6 dm y con una
altura de 12 dm.
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A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Consideremos las rectas

X y-1 z-2 X+2z=1
1 -1 1 y-z=1
a) (1 punto) Determine la posicion relativa de las rectas r y s, y calcule su interseccion si existe.

b) (1 punto) Calcule una ecuacién del plano que contienearys.
¢) (0.5 puntos) Indique el angulo que forman las rectas r y s.

a) Hallamos un vector director y un punto de cada recta.

X y-1 z-2 Pr(o’l’z)
r=—="—-=—->r=<_.
1 -1 1 Vv, = (1, -1, 1)
Xx=1-24
Xx+2z=1 ([x=1-2z Q,(11,0)
= = =s=1y=1+1 ,leR=s=<__
y—Z:l y=l+Z 722 US:(—2,1’1)

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas ni son
paralelas ni coincidentes.

Las rectas se cortan o cruzan.
Calculamos el valor del producto mixto [us,vr, RQS] para decidir si se cortan o cruzan.

U, =(-211) 2 1 1
v, =(L-11) =[u.v,PQ =1 -1 1|=—-4+1+1+2=0
PQ. =(110)-(0,1,2)=(10,-2) 1 0 -2

Como el producto mixto es nulo las rectas se cortan (pertenecen a un mismo plano.
Hallamos el punto de corte resolviendo el sistema formado por sus ecuaciones.

P (0,1,2) X=a
i RN Rt LAl B
v, =(1-11) 2=2+a Tt 1+1=1-(1-22)
=>l+A=1l-a=
Xx=1-24 A=2+1-24
A=2+«a
s=qy=1+41
z=41

224 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EVAU 2023 Extraordinaria (coincidencias) Matemadticas Il en Madrid

Xx=1-2=-1
1+1=1-14+42A > -A=-1>5>1=1
= =>1y=1+1=2 = A(—1,2,1)
3I1=3->1=1 -1

El punto A de corte de las rectas r y s es el punto A(-1,2,1).

b) El plano que contiene a las rectas r y s tiene como vectores directores los vectores directores
de las rectas y contiene el punto A(-12,1).

ﬁ:i:(—z,l,l) Xx+1 y-2 z-1
v=v,=(1-11) ;=72 1 1|=0=
A(—l,2,l)e7z 1 -1 1

= Xx+1+y-2+2(z-1)—(z-1)+2(y-2)+x+1=0=

=>X+1+y-2+272-2-72+1+2y-4+x+1=0=>

= |7r:2X+3y+2-5=0

c) El &ngulo que forman las rectas es el formado por sus vectores directores.

n (—2,1,1)}:(:08 (6.5)- U, ve| (-211)(1-1) _
— st r LT\T \/(_2)2+12 112 \/12+(_1)2+12

v, =(1-11)
u,,v, ) = cos™ (%J =~ 61.87°

S r

N e B

:>cos(us,v,)_ 5 323

—_

El angulo formado por las rectas r y s es de, aproximadamente, 61.87°.
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A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

Se tiene un dado de nueve caras numeradas con los numeros del 2 al 10, cada uno con igual

probabilidad de salir al lanzar el dado.

a) (0.5 puntos) Si se lanza una vez el dado, calcule la probabilidad del suceso “el resultado es un
ndmero primo”.

b) (1 punto) Se lanza el dado dos veces consecutivas y se suman los resultados. Calcule la
probabilidad de que la suma sea par.

c) (1 punto) Se lanza el dado dos veces consecutivas y la suma de los dos resultados es impar.
Calcule la probabilidad de que el resultado del primer lanzamiento haya sido primo.

a) Para sacar un numero primo debe salir 2, 3, 5 0 7. Hay 4 resultados favorables de 9 posibles.
Aplicamos la regla de Laplace:

P (Sacar n® primo) = g = 0.4444

b) Al repetir el lanzamiento dos veces los resultados posibles son:

22,23,24,25,26,27,28,29,210
32,33,34,35,36,37,38,39,310

102,103,104 105,106,107, 108,10 9, 10 10

Un total de 9 - 9 = 81 resultados posibles.

De todos ellos la suma es par cuando los dos resultados son pares o los dos impares.
Es muy largo escribir todos los resultados favorables. Lo resolvemos de otra forma.
Llamamos P1y P2 a sacar par en el primer lanzamiento o en el segundo.

Llamamos 11 e 12 a sacar impar en el primer o segundo lanzamiento.

P(Suma par) = P(PLnP2)+P(11n12)=P(P1)P(P2)+P(I11)P(12)=

|4 =0.5062
81

©| o
oo
+
O
(o NN

c) Nos piden calcular P(Primol/ Sumaimpar). Es una probabilidad a posteriori, aplicamos el
teorema de Bayes.

P (PrimolnSumaimpar)

P (Primol/Sumaimpar) = =
(Pr umaimpar) P (Suma impar) 1—P(Suma par)

Calculamos P(PrimolmSumaimpar).

El suceso “Primo en primer lanzamiento” y “Suma impar con los dos lanzamientos” se
cumple en los siguientes casos:

23,25,27,29
32,34,36,38,310
52,54,56,58,510
72,74,76,78,710
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El suceso se cumple en 19 de los 81 resultados posibles y su probabilidad es ;—91

Continuamos calculando la probabilidad pedida.

19
P (Primol~ Sumaimpar Q1
P (Primol/Sumaimpar) = (Primoln u par) _ 81 -
P (Suma impar) 1— P (Suma par)
19
__81 _[19_
= _ﬂ_ 40—0.475
81
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Una empresa conservera fabrica latas de macedonia de frutas (melocotén, pera y pifia) de 1 kg.
Las latas contienen 750 gramos de fruta y el resto es agua y azucar. Si la empresa utiliza la misma
cantidad de todas las frutas, el coste en fruta por lata para la conservera es de 1.8 euros y, si
utiliza 0.25 kg de melocoton y 100 gramos més de pifia que de pera, el coste en fruta por lata es
de 1.9 euros. Si la empresa paga 18000 euros por un lote compuesto de 3000 kg de melocoton,
3000 kg de pera 'y 2000 kg de pifia, calcule el coste para la empresa de cada kg de melocoton, de
peray de pifia.

(Y4 (Y1) [13=4]

Llamamos “x” al precio del kilo de melocoton, “y” al precio del kilo de pera y “z” al precio
del kilo de pifia.

“Si la empresa utiliza la misma cantidad de todas las frutas, el coste en fruta por lata para la
conservera es de 1.8 euros” - De los 0.750 kilos de fruta del bote se utilizan 0.250 kilos de
cada fruta - 0.250x+0.250y +0.250z =1.8.

“Si utiliza 0.25 kg de melocoton y 100 gramos mas de pifia que de pera, el coste en fruta por
lata es de 1.9 euros” > se utilizan 250 gramos de melocoton y 500 gramos entre pera y pifia,
como se utilizan 100 gramos mas de pifia que de pera entonces se utilizan 300 gramos de
pifiay 200 de pera -2 0.25x+0.2y+0.3z=1.9.

“Si la empresa paga 18000 euros por un lote compuesto de 3000 kg de melocoton, 3000 kg
de pera y 2000 kg de pifia” - 3000x + 3000y + 2000z =18000.

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

0.250x+0.250y +0.250z =1.8 X+y+z2=7.2
0.25x+0.2y+0.3z=1.9 = 25x+20y+30z2=190; =
3000x + 3000y + 2000z =18000 3x+3y+2z=18

X+y+2=7.2 X=72-y-12
=>5X+4y+62=38;=>5x+4y+62=38;=
3x+3y+2z=18 3x+3y+2z=18

5(7-2—y—2)+4y+62=38} 36-5y—5z+4y+67 =38 }
= =

=
3(7.2-y-2)+3y+2z=18 21.6-3y-3z+3y+2z=18

-y+2=2

m}:—y+3.6=2:>—y=—1.6:>:>

-72=-3.6 >

—=[x=7.2-16-3.6=2|

El precio del melocoton es 2 €/kg, el de la pera es 1.6 €/kg y el de la pifa es 3.6 €/kg.
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B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sea la funcion f(x)=x"*—4x-1,

a) (0.5 puntos) Estudie los maximos y los minimos relativos de f.

b) (0.5 puntos) Justifique que la funcion f se anula en un punto del intervalo [0, 2].

¢) (0.75 puntos) Justifique que la ecuacion x* —4x—1=0 solo tiene dos raices reales.

d) (0.75 puntos) Halle el area comprendida entre la grafica de la funcion fy larecta y =—4x.

a) Obtenemos la derivada de la funcion y averiguamos cuando se anula.

f'(x)=4x’-4

) =48 -4=0=x-1=0=>x=1=>x={1=1
f (x)=0

Sustituimos x = 1 en la segunda derivada.
f7(x)=12x> = f 7 (1) =12-1* =12 > 0 — x =1 es minimo relativo

Sabemos que f(1)=1'-4-1-1=—4.
La funcion tiene un minimo relativo en el punto (1, —4). La funcion no tiene maximo
relativo.

b) Aplicamos el teorema de Bolzano a la funcidn en el intervalo [0, 2].
La funcion es continua en el intervalo pues es una funcion polindmica.
La funcion toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo:
f(0)=0*"-4.0-1=-1<0
f(2)=2"-4-2-1=7>0

Aplicando el teorema de Bolzano existe ¢ €(0,2) tal que f(c) =0.

c) Buscamos el otro valor que anula la funcién antes de x = 0.
Tomamos el intervalo [-2, 0].
La funcion es continua en el intervalo.
La funcion toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo.
f(0)=0"-4-0-1=-1<0
f(-2)=(-2)" -4-(-2)-1=23>0

Aplicando el teorema de Bolzano existe ¢'e(—2,0) tal que f(c") = 0.

Hemos demostrado que tiene dos raices. Solo tiene esas dos pues la funcidn decrece antes de
1 (solo puede cortar una vez el eje de abscisas) y crece después de 1 (solo puede cortar una
vez el eje de abscisas).

d) Hallamos los puntos de corte de las graficas de la funcién y la recta dada.
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f =x*-4x-1
(X)4X X }:>x4—4x—1=—4x:>x4=1:>x:(‘/i=4_rl
y =~4x

El area pedida es el valor absoluto de la integral definida entre —1 y 1 de la diferencia de las
dos funciones.

1 1 5 '
j x“—4x—1—(—4x)dx:j x“—ldx:{x——x} =
-1 -1 5 .

15 -1y 1 1 2 -8
15 Hu()] e

El area comprendida entre la gréafica de la funcién fy la recta y =—4x tiene un valor de 1.6
unidades cuadradas.

\L 5
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B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

X+y+2=2 .
Dados larecta r = A y el punto A(4, —3,4), se pide:
X—2=
a) (1.25 puntos) Calcular la distancia del punto A a la recta r. ,En qué punto de la recta se
alcanza?

b) (1.25 puntos) Calcular el volumen del tetraedro determinado por los planos x =0,y =0,
z=0 y el plano perpendicular a r que pasa por el punto A.

a) Obtendremos la proyeccion ortogonal del punto A en la recta r.

Hallamos el plano m perpendicular a la recta r que pasa por el punto A. Este plano tiene
como vector normal el vector director de la recta.

X+y+z=2 X+y+z=2
r= = = A4+7+y+21=2271+y=-2=

X—z=4 X=4+1z

X=4+A {Pr(4,_2,0)
=>Y=-2-2I1=r=1y=-2-2A=r=3_.
. v, =(1-2,1)

n=v, =(1,-21 =Xx-2 D=0
n:{n v, =(1-21) {” X—ey+z+ =4-2(-3)+4+D=0=

A(4,-34)ex  |A(4-34)er

=14+D=0=>D=-14=|r=x-2y+2-14=0

Hallamos las coordenadas del punto B interseccion del plano y la rectar.

T=X-2y+2-14=0
X=4+1

r=qy=-2-21
=1

:>4+Z—2(—2—2&)+i—14=0:>

=>4+ 1+4+41+1-14=0=61-6=0=>61A=6=>1=1=
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X=4+1=5
=>y=—2-2=-4=|B(5-41)
z=1
La distancia del punto A a la recta r es la distancia del punto A al punto B. Este valor es el
médulo del vector AB.

AB =(5,-4,1)—(4,-3,4)=(1-1-3)
d(Ar)=d (A B)=|AB| =1 +(-1) +(-3)° =[vi1 =3.3166unidades

Esta distancia se alcanza en el punto B(S, —4,1) delarectar.

b) El plano perpendicular a r que pasa por el punto A tiene ecuacion 7 =x—-2y+z-14=0.
Nos piden hallar el volumen del tetraedro determinado por los planosx =0,y =0,z=0y
T=X-2y+z-14=0.

Hallamos las coordenadas de los vértices del tetraedro.
Los tres planos x =0,y =0, z = 0 se cortan en el punto O(0, 0, 0).
Punto de corte del planox =0,y =0y 7=x-2y+z-14=0.

T=X-2y+2-14=0
x=0 =7-14=0=>z7=14=> C(0,0,14)
y=0

Punto de corte del planox =0,z=0y 7=x-2y+z-14=0.

T=X-2y+7-14=0
x=0 =-2y-14=0=-2y=14=y=-7=|D(0,-7,0)
z=0

Punto de corte del planoy =0,z=0y 7=x-2y+z-14=0.

T=X-2y+2-14=0
y=0 = x-14=0= x=14=|E(14,0,0)
z=0

Tenemos que hallar el volumen del tetraedro OCDE. Dicho volumen es la sexta parte del
valor absoluto del producto mixto [ﬁﬁiﬁ}

0OC =(0,0,14)-(0,0,0) =(0,0,14) 0 0 14
OD =(0,-7,0)~(0,0,0)=(0,-7,0); =| OC,0D,0E | =|0 7 0|=14.714=[1372
OE =(14,0,0)—(0,0,0) = (14,0,0) 1400

El volumen del tetraedro OCDE es % = 6—26 = 228.67 unidades cubicas.
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B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Un determinado jugador de baloncesto tiene un porcentaje de éxito del 85% en tiros libres y del

20% en tiros desde el centro del campo.

a) (1.5 puntos) Para finalizar el calentamiento antes de cada partido el citado jugador lanza cuatro
tiros libres y cuatro tiros desde el centro del campo. ¢Cual es la probabilidad de que acierte
tres de los cuatro tiros libres? ¢ Cual es la probabilidad de que acierte tres de los cuatro tiros
desde el centro del campo? ¢Y la de que acierte tres tiros libres y tres desde el centro del
campo de los ocho lanzados?

b) (1 punto) Calcule, mediante la aproximacion por una normal, la probabilidad de que el citado
jugador falle al menos el 20% de los tiros libres de una serie de 200 tiros libres.

a) X = Numero de aciertos en tiros libres. Y = NUmero de aciertos en tiros desde el centro del
campo.
X es una variable binomial con parametrosn =4y p = 0.85. X = B(4, 0.85).
Y es una variable binomial con pardmetrosn=4y p=0.2. Y = B(4, 0.2).

Debemos calcular P(X =3).
P ( X = 3) = (:)-0.853 -0.15" =|0.3685
Debemos calcular P(Y =3).
P(Y =3)= @J-o.? .0.8" =[0.0256
Debemos calcular P((X =3)n (Y =3)).

P((X =3)n (Y =3))=P(X =3)-P(Y =3)=0.368475-0.0256 = [0.0094]

b) Consideramos la variable binomial X = Numero de fallos en tiros libres de un total de 200
intentos. Los parametros sonn =200y p=1-0.85=0.15. X = B(200, 0.15)
Aproximamos esta variable binomial por una normal de pardmetros x=np =200-0.15=30

y o =4/npg =4/200-0.85-0.15 =5.05. Y = N(30, 5.05).
Nos piden calcular la probabilidad de fallar al menos el 20 % de los tiros - 0.20 - 200 = 40
tiros, es decir fallar 40 tiros o mas. Nos piden calcular P(X >40).

., g 39.5-30
P(X >40) ={Correccion de Yates} = P(Y >39.5) = {Tipificamos} = P(Z > = )"
= P(Z 21.88) =1- P(Z S1.88) =
z 0,00 001 0,02 0,03 004 0,06 0,06 007
0005000 05040 05080 05120 05160 05199 05239 05279
0105398 05438 05478 05517 05557 0559 05636 05675
- 02]05M3 05832 05871 05910 05948 05987 06026 06064
Miramos en la 03| 06179 06217 06255 06293 06331 06368 0,606 0,643
— — 04 |0655¢ 06591 06628 06664 0670 06736 06772 0,688
tabla N(O’ 1) 05| 06915 0690 06985 0,7019 07054 07088 0,7123 07157

06 | 0,7257 07291 07324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486
0,7 |0,7580 0,7611 07642 0,7673 07704 077M 07764 0,7794
08 | 0,7881 0,7910 0,7939 0,797 0,795 08023 085051 08078
09 | 08159 0818 08212 08238 08264 085289 05315 08340

=1-0.9699 =|0.0301 1,0 | 08413 08438 08461 08485 08508 08531 085554 08577

1,1 | 08643 08665 08686 08708 08729 08749 05770 05790
1,2 | 08849 08869 08888 0,807 08925 08944 08962 05980
1,3 | 09032 09049 09066 09082 09099 09115 09131 09147
1,4 | 09192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09292
1,5 |0,9332 09345 09357 09370 09382 09394 09406 09418

1,6 | 09452 09463 09474 09484 09495 09506 09515 09525
1.7 | 0955¢ 09564 09573 09582 09591 09599 09608 09616

g g g g o —eT — -~
1909713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 09756

2alno™ na™= nae7ee nomee nomor noTee noant  noana

naa
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3 UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
UC m EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS
_— UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO
Universidad Curso 2022-2023

Carlos i MATERIA: MATEMATICAS II
de Madrid

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera
a elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente
justificadas.

CALIFICACION: Cada pregunta se calificara sobre 2.5 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

A.l. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

En una obra, para transportar la tierra extraida para la construccion de los cimientos de un
edificio, se usan tres tipos de camiones diferentes: A, By C. Los camiones de tipo A tienen una
capacidad de 14 toneladas, los de tipo B, de 24 toneladas y los de tipo C, de 28 toneladas. Habria
que traer un camion mas de tipo A para igualar al nimero de camiones restantes. EI 10% de la
capacidad de todos los camiones tipo B supone un séptimo de la de los de mayor tonelaje. Hoy,
realizando un Unico viaje cada camion a maxima capacidad, se han extraido de la obra 302
toneladas de tierra. ¢ Cuanta tierra ha sido transportada hoy por los camiones de cada tipo?

A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dada la funcion f(x) =3 (x2 —1)2 , se pide:

a) (0.25 puntos) Estudiar si es par o impar.
b) (0.75 puntos) Estudiar su derivabilidad en el punto x = 1.
¢) (1.5 puntos) Estudiar sus extremos relativos y absolutos.

A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Sean los puntos A(1,-2, 3), B(0, 2,-1) y C(2, 1, 0). Se pide:
a) (1.25 puntos) Comprobar que forman un triangulo T y hallar una ecuacién del plano que
los contiene.
b) (0.75 puntos) Calcular el corte de la recta que pasa por los puntos Ay B con el plano
z=1.
c) (0.5 puntos) Determinar el perimetro del triangulo T.

A.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Se tiene un suceso A de probabilidad P(A) = 0.3.
a) (0.75 puntos) Un suceso B de probabilidad P(B) = 0.5es independiente de A. Calcule

P(AUB).
b) (0.75 puntos) Otro suceso C cumple P(C| A)=0.5. Determine P(AmE) :

c) (1 punto) Si se tiene un suceso D tal que P(N D) =0.2y P(D|A)=0.5, calcule P(D).
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
(a+1)x+4y =0
Dado el sistema (a—1)y+z=3. se pide:
4x+2ay+z2=3
a) (1.25 puntos) Discutirlo en funcion del parametro a.

b) (0.5 puntos) Resolverlo para a = 3.
c) (0.75 puntos) Resolverlo para a = 5.

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dada la funcién real de variable real definida sobre su dominio como
2

i si x<-1
f(x)= +Z( , se pide:
si x>-1
3-3x
a) (0.75 puntos) Estudiar la continuidad de la funcion en R.

b) (1 punto) Calcular el siguiente limite: lim f(x)zm
0
¢) (0.75 puntos) Calcular la siguiente integral: J' f (x)dx.

-1

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
x-1 y z+1 .
Dada larecta r = > 1 3 el plano 7:x—z=2 yel punto A(1, 1, 1), se pide:
a) (0.75 puntos) Estudiar la posicion relativa de r y © y calcular su interseccion, si existe.
b) (0.75 puntos) Calcular la proyeccion ortogonal del punto A sobre el plano .

c) (1 punto) Calcular el punto simétrico del punto A con respectoa larectar.

B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
La longitud de la sardina del Pacifico (Sardinops sagax) se puede considerar que es una variable
aleatoria con distribucion normal de media 175 mm y desviacion tipica 25.75 mm.

a) (1 punto) Una empresa envasadora de esta variedad de sardinas solo admite como sardinas
de calidad aquellas con una longitud superior a 16 cm. ;Qué porcentaje de las sardinas
capturadas por un buque pesquero seran de la calidad que espera la empresa envasadora?

b) (0.5 puntos) Hallar una longitud t < 175 mm tal que entre t y 175 mm estén el 18% de las
sardinas capturadas.

c) (1 punto) En altamar se procesan las sardinas en lotes de 10. Posteriormente se devuelven
al mar las sardinas de cada lote que son menores de 15 cm por considerarlas pequefias.
¢Cual es la probabilidad de que en un lote haya al menos una sardina devuelta por pequefia?
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DISTRIBUCION NORMAL

Fjemplo: 51 & tiene distribucicn N0, 1), P{Z < 0,45) - 05736,

z oo0 ool o002 008 004 0,06 0 006 007 008 008
0,0 | 0,5000 0,500 05080 05120 05160 05199 05200 05270 05919 05050
0,1 [ 0,5398 05438 05478 05517 05557 05506 05636 05675 05714 0,5753
02 | 05703 05832 05671 05010 05948 0,5087 06026 06064 06103 06141
03 | 06170 0627 06255 06203 06331 06368 06406 0,643 06480 06517
04 | 06554 06591 06628 06664 06700 06736 06772 0608 06844 0,68TD
05 | 0,615 06950 06985 07019 07054 07088 07123 07157 07190 07224

06 [ 0,7257 0,791 07324 0,757 07389 0,742 0,7454 0,746 07517 0,7540
0,7 | 0,7580 07611 07642 0,7673 0,774 0,773 07764 0,778 0,7EZ3 0,7ES2
04 | 0,7881 07910 07939 07967 0,795 08023 08051 DFOTE 0F106 08133
09 | 0E15 08186 08212 08238 0824 08289 05315 05340 08165 08150
1,0 | 0,B413 08438 08461 0,8485 08508 08531 05554 D0ESTT 0,E509 0,8621

1,1 | 05643 08665 08686 08708 08729 08740 O0ETT0 0OE7W 0,880 08630
1,2 | 02840 0ERGD 0BERE 08007 08925 08944 0F952 00D 0,E097 09015
1,3 | 00032 0940 00066 09082 09099 09115 09131 09147 09162 09177
14 | 0ol9? 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09202 09306 09319
1,5 | 0,3337 09345 09357 09370 09382 0930 0806 D0S418 09470 09441

1,6 | 0,0457 09463 00474 09484 09495 009505 09515 09525 09535 09545
1,7 | 0,9554 09564 00573 09582 09501 09500 09608 09616 09625 09631
1,8 | D,9641 09640 00656 09664 09671 09678 00686 00603 09599 09706
19 | 09713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 09756 09761 09767
20 | 0g7T2 0977E 09781 00788 009703 09798 09803 09808 098127 09817

2,1 [ 0,9871 09626 O09E30 00834 00818 09847 09846 09850 09854 09857
22 | 09861 09RG4 DOEGE 09871 09875 09878 00881 DGRE4 0 O8ET 09890
23 | 02893 09696 O00E96 09001 09904 09906 09900 09911 09913 09916
24 |0@9918 09920 09977 09925 009927 09929 00031 09937 09934 09936
25 [ 0,9938 09M0 09941 09943 09945 09945 00048 0999 09951 09952

26 | 0,9953 09955 09056 09957 09950 099650 0090961 09962 09963 09964
2,7 | 0,9065 09066 009067 009068 0099659 09970 09971 09972 09973 09974
24 | 09974 09975 09976 09977 09977 09978 09070 009970 09980 09981
29 | 09981 090982 009082 00983 009984 09984 00085 009955 09986 0,99856
3.0 | 0,99&7 09957 09087 009088 00985 09989 000ED D09ED 09990 09990

236 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU 2023 Ordinaria Matemdticas Il en Madrid

SOLUCIONES

A.1. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

En una obra, para transportar la tierra extraida para la construccion de los cimientos de un
edificio, se usan tres tipos de camiones diferentes: A, By C. Los camiones de tipo A tienen una
capacidad de 14 toneladas, los de tipo B, de 24 toneladas y los de tipo C, de 28 toneladas. Habria
que traer un camion mas de tipo A para igualar al namero de camiones restantes. EI 10% de la
capacidad de todos los camiones tipo B supone un séptimo de la de los de mayor tonelaje. Hoy,
realizando un Unico viaje cada camion a maxima capacidad, se han extraido de la obra 302
toneladas de tierra. ¢ Cuanta tierra ha sido transportada hoy por los camiones de cada tipo?

Llamamos “x” al nimero de camiones A, “y” al nimero de camiones B y “z” al de camiones
C.

“Los camiones de tipo A tienen una capacidad de 14 toneladas, los de tipo B, de 24

toneladas y los de tipo C, de 28 toneladas. Se han extraido de la obra 302 toneladas de
tierra” 2> 14x+24y+28z =302

“Habria que traer un camion mas de tipo A para igualar al nUmero de camiones
restantes” > x+l=y+z.

“El 10% de la capacidad de todos los camiones tipo B supone un séptimo de la de los de

mayor tonelaje (C)” > 0.10-24y = %-282

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

14x+24y + 28z =302 14x + 24y + 28z =302 14x+24§z+282 =302
X+1l=y+z =>X=y+z-1 = 5 =
1 4 5 X=—2+2-1
0.10-24y =--282 24y=471 >y=—17=—1
7 24 3
14x+40z + 28z =302 14x+68z =302 g
= 8 = 8 :>14(—z—1J+682:302:>
x==z-1 X==z-1 3
3 3
112
=

?z -14+682=302=1127-42+ 2042 =906 >

948

8
=—=3|=>|X==3-1=7|=>7= +3—1:>-=5
316 3 d Y

Se han usado 7 camiones del tipo A, 5 del B y 3 del C. Los camiones del tipo A han
transportado 7 - 14 =98toneladas de tierra, los del tipo B han transportado 5-24 =120

toneladas y los del tipo C han transportado 3-28 =84 toneladas de tierra.

= 3162=948=|z
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A.2. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Dada la funcion f(x)=3 (x2 —1)2 , Se pide:

a) (0.25 puntos) Estudiar si es par o impar.
b) (0.75 puntos) Estudiar su derivabilidad en el punto x = 1.
c) (1.5 puntos) Estudiar sus extremos relativos y absolutos.

a) Averiguamos la expresion de f (—x) y lacomparamos con la expresion de f(x).

f(—x) :J((—x)2 —1)2 :1/(x2 —1)2 = f(x)

b) La derivada de la funcién es:

La funcion es par.

=46 -1) =0 1) = 0= 50 1) 0= () =

Esta expresion de la derivada es valida para cualquier valor de x distinto de -1 y +1, pero no
parax = 1.
La funcion no es derivable en x = 1.

Lo comprobamos también calculando la derivada en x = 1 con la definicion.

10010y 000 oo

x—1 X—=1 x—1 X—=1 x—1 Xx—-1

x—1 X=1 x—1

_jim i/(x—l)z(XJrl)2 =Iimi/(X1)2(X+1)2 :IimJ(XJrl)z _i/(1+1)2 A
(x-1)’ =\ (x-1)  \{(@2-1) Vo
No es derivable en x = 1.

c) Laderivada de la funciones f“(x)=

. La derivada se anula en x =0 y no existe la
3Rx*-1
derivada para x = 1y x = —1. Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de
estos valores.

e Enelintervalo (—o0,—1) tomamos x =-2 y la derivada vale
4(-2) -8
(-2)= -
(-2 -1 KB
e Enelintervalo (—1,0) tomamos x =-0.5 y la derivada vale
4(-05) -2
33(-05) -1 3-0T5

f’ <0. La funcion decrece en (—o,—-1).

f’(-0.5) = >0. La funcion crece en (=1,0).
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e Enelintervalo (0,1) tomamos x = 0.5 y la derivada vale
4.0.5 2

f7(0.5) = =
©3) 33052 -1 3¥-0.75

<0. La funcion decrece en (0,1).

8

42 _ >0
R22-1 33

e Enelintervalo (1,+c) tomamos x =2y la derivada vale f"(2)=

La funcién crece en (1, +00).

La funcion sigue el esquema siguiente.

La funcion presenta un maximo relativo en x = 0 y dos minimos relativosen x =-1yx =1

Para obtener el maximo absoluto valoramos la funcién en x = 0 y también valoramos la
funcion cuando x va mas alla de 1.

x=0> £(0)=§(0? 1)2 -1
x=10-> f(lO)— 102 =3/99° >1
lim f(x) = lim s/(x2 —1) = +o0

La funcién no tiene maximo absoluto.

Para obtener el minimo absoluto valoramos la funcibnenx =-1yenx = 1.
2
x=-1> f(-D=3((-2)°-1) =0
x=1-> fO=¢(1-1) =0

La funcidn tiene dos minimos absolutos en los puntos (-1, 0) y (1, 0).

\ | /4)"“1)2
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A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Sean los puntos A(1,-2, 3), B(0, 2,~1) y C(2, 1, 0). Se pide:

a) (1.25 puntos) Comprobar que forman un triangulo T y hallar una ecuacién del plano que los
contiene.

b) (0.75 puntos) Calcular el corte de la recta que pasa por los puntos A'y B con el planoz = 1.

c) (0.5 puntos) Determinar el perimetro del triangulo T.

a) Para que formen un tridngulo no deben estar alineados. Y para ello los vectores AB y AC
no deben indicar la misma direccion, es decir, no deben tener coordenadas proporcionales.

_ #F =
1 3 -3

AB=(02-1)-(L-23)=(-14-4)| -1 4 -4
AC =(2,1,0)~(1,-2,3)=(1,3,-3) }j_ 3

Los puntos ABC forman un tridngulo T.
Hallamos la ecuacion del plano © que los contiene.

ﬁ:ﬁ:(—1,4,—4) Xx-2 y-1 z-0
v=AC=(13-3) =7z:|-1 4 -4|=0=>
C(210)ex 1 3 -3

:M—4(y—l)—32—42—3(y—1)+w:O:>

:>—4y+4—3z—4z—3y+3:0:>—7y—7z+7:0:>|7z: y+z-1=0

b) Hallamos la ecuacion de la recta r que pasa por los puntos Ay B.

f y=-2+44

. x=1-4
V. = AB:(—1,4,—4)

=r:
A(l,—2,3)er S_3-41

Hallo el punto de corte de la recta con el plano z = 1.

x=1-4
x=1-1
r<y=-2+44
=y=-2+44 =
72=3-41
-2 1

z=1 1=3-41—>2=-41—>1=—==
4 2

x:l—l:l
2 2
2 2
1:3—4ﬂb—>—2:—4/1—>ﬂ,:_—2:1
-4 2
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c) El perimetro del triangulo ABC es la suma de la longitud de sus tres lados. Es la suma de los
médulos de los vectores AB, AC y BC.

B

A
AB=(0,2,-1)-(1-2,3)=(-14,-4) AB|=\[(-1)" +4* +(-4) =33
AC=(210)-(1,-2,3)=(13-3) '= A—C‘Zm:\/ﬁ R

BC =(21,0)-(0,2,-1)=(2,-11) %‘:\/m:\/g

= |Perimetro = \/ﬁJr \/1_9+ \/3 =1255u
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A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

Se tiene un suceso A de probabilidad P(A) = 0.3.

a) (0.75 puntos) Un suceso B de probabilidad P(B) = 0.5 es independiente de A. Calcule
P(AUB).

b) (0.75 puntos) Otro suceso C cumple P(C |A) = 0.5. Determine P(Amé) .

c) (1 punto) Si se tiene un suceso D tal que P(N D) =0.2y P(D|A)=0.5, calcule P(D).

a) Si los sucesos A 'y B son independientes tenemos que P(AnB)=P(A)-P(B). Utilizamos
la férmula de la probabilidad de la unién de dos sucesos.

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=0.3+0.5-0.3-0.5=[0.65]
b) Utilizamos el teorema de Bayes.

PCIA=05=COA) g5

P(A)

W:O.S: P(CAA)=0.15

P(A)=P(ANC)+P(ANC)=03=P(ANC)+015=03-015=P(ANC)=

= P(AmE)zo.ls

c) Utilizamos el teorema de Bayes.

P(D|A):O.5:>M=O.5:>

P(A)

P(ADD)_o5- p(AnD)=03.05-0.15

P(D)=P(AnD)+P(AnD)=P(D)=0.15+P(AnD)=P(AND)=P(D)-0.15
Volvemos a utilizar el teorema de Bayes.

P(/_m D) P

P(D) P(D)

P(R|D)=o.2:>

= P(D)-0.15=0.2P(D)= P(D)-0.2P(D)=0.15=

=0.8P(D)=0.15= P(D):%: P(D)=0.1875
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B.1. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.
(a+1)x+4y =0

Dado el sistema (a—1)y+z=3. se pide:
4x+2ay+z=3

a) (1.25 puntos) Discutirlo en funcion del parametro a.

b) (0.5 puntos) Resolverlo para a = 3.
¢) (0.75 puntos) Resolverlo para a = 5.

a) Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

a+l 4 O a+l 4 0
A=| 0 a-1 1|=|A=|0 a-1 1=(a+l)(a-1)+16-2a(a+l)=
4 22 1 4 2a 1

=a’-1+16-2a*-2a=-a’-2a+15

2+8

2+ (=2)° —4-(-1)(15 ——=[-5=a
|A|:0:>—a2—2a+15:0:>a: Vl( ) ( )( ):2i8: -2
—2 -2 2-8

—, —3=2

Estudiamos tres casos diferentes.

CASO1l. a=-5y a=#3
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la
matriz ampliada y el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una
Unica solucion).

CASO 2. a=-5
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos el rango de A 'y A/B usando el método de Gauss.

Fila 32 + Fila 12

4 40 4 -10 1 3

AIB=| 0 -6 1 3|=1, , . 4

4 1013 0 -6 1 33— NuevaFila3®

Fila 32 — Fila 2 — M
4 4 00 0o 6 1 3 4 4 00
0 6 13/=1, ¢ 1 .3 =0 -6 1 3
0 %13 1570 0 0-Nuwevarilaz| |29 90

A

El rango de la matriz A es 2 al igual que el de la matriz A/B, menor que el namero de
incAgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).
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CASO 3. a=3
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos el rango de Ay A/B usando el método de Gauss.

Fila 32 — Fila 12
4 4 00 4 6 1 3
A/IB=|0 2 1 3|= 4 40 0 =
4613 0 2 1 3— NuevaFila3t
Fila 32 — Fila 22 — e
4 4 00 0 2 1 3 4 4 00
:>0213:>0_2_1_3 =|0 2 1 3
0213 0 0 O 0 — NuevaFila3? w 0

A

El rango de la matriz A es 2 al igual que el de la matriz A/B, menor que el nUmero de
incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Para a= -5y a =3 el sistema es compatible determinado y para a=3 0
a=-5 el sistema es compatible indeterminado.

b) Si a=3 el sistema es compatible indeterminado.
Obtenemos la solucion a partir del sistema equivalente que hemos obtenido en el apartado a).

4 4 00 X=-1
Ax+4y =0 X+y=0 X=-Y

0 21 3|= = = =iy=41 AeR
2y+2=3 z2=3-2y z2=3-2y

0 00O 2=3-24

Las soluciones del sistema son x=-A4; y=A1; z=3-24, siendo 1 eR.

c) Si a=>5 el sistema es compatible determinado.

dy+z2=3 = z=3-4y = =
4x+10y+3-4y=3

6x+4y =0 6x+4y =0
{3x+2y =0
4x+10y+z=3 4x+10y+z=3

3x+2y=0 -9x-6y=0
- s
4x+6y=0 |4x+6y=0

-5 =0-|x=0|=0+2y=0=|y=0|=|z2=3-0=3

La solucion del sistemaesx =0;y=0;z=3.
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B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dada la funcidén real de variable real definida sobre su dominio como
2

i si x<-1
f(x)= +Z( , se pide:
si x>-1
3—-3x
a) (0.75 puntos) Estudiar la continuidad de la funcion en R.

b) (1 punto) Calcular el siguiente limite: lim f(x)zxZ*l

X—>—00

0
¢) (0.75 puntos) Calcular la siguiente integral: j f(x)dx.
-1

a) En el intervalo (—oo,—l) la funcion es que es continua pues el denominador no se

X2

2

anula. En el intervalo (—1,+c0) la funcion es cuyo denominador se anulaenx =1. La

3-3x
funcién no es continua en x = 1.
Estudiamos la continuidad en x = —1 viendo si coinciden los limites laterales con el valor de

la funcion.
_]_ 2 1
ey 1
2+(—1) 3
) ) NG 1 ) . 1
xI—I>r—TI‘ f(X):xI—IJ—TI' 2+X2 :g = f(_l):xl—lgl' f (X):xl—l>r—q+ f (X):§
2 (_1)2
fim ()= fim 2X__ 2V 2 1
x—>-1" x—>-1" 3 —3X 3—3(—1) 6 3

La funcidn es continua en x = —1.

Resumiendo: La funcion es continuaen R—{1} .

b)
2 2 21 lim (2x2—1) X271
lim f(x)” " = Iim( X Zj =1” = Indeter minacién(n°e) =e*"" [2“ ]:
X0 x>0\ 24X
. x? . X2 —2_x? ) —2(2X2 —1)
lim (2x* -1 ~1|=lim (2¥* -1)| ———— |=lim| ————— |=
H—w< )(2+x2 j H—w( )[ 2+ X J Hw{ 2+ X
—4 2 ) 2
+— 4+ 5 _4+=
_Ax2 19 X{ N 4+X2 4+OO _4
= im = ~am = Jim = R
X 2 X S+ 4
X2 )(Z/ X o0
_ 1
=g 4 = e—4
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2

c) En el intervalo (-1, 0) la funcion es

0 0 2 0 2
J.f(x)dx:f 2x dx:g—[ X dx=..
3-3x 3)1-x

-1 -1

www.ebaumatematicas.com
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B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

x-1 vy z+1 ) .
Dada larecta r = - "1 3 el plano 7:x—z=2 yel punto A(1, 1, 1), se pide:
a) (0.75 puntos) Estudiar la posicién relativa de r y = y calcular su interseccion, si existe.
b) (0.75 puntos) Calcular la proyeccion ortogonal del punto A sobre el plano =.

¢) (1 punto) Calcular el punto simétrico del punto A con respecto a larectar.

a) Obtenemos las ecuaciones parameétricas de la recta.

x=1+24
o x=-1 'y z+1 _ Pr(l,O,—l) _
r= > :I: ) =r=q_ 012 =>r=<y=4
v =(21-2) 7=-1-21

Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de la recta y la ecuacién del plano.

XxX=1+24
r=iy=4
:>1+2/1—(—1—2/1):2:>1+21+1+2/1:2:>
z=-1-21
TiX—1=2
x=1+2-0=1
=41=0=>1=0={y=0 =|P(1,0,-1)
z=-1-2-0=-1

Plano y recta son secantes y se cortan en el punto P(l, 0, —1).

b) Hallamos la recta s perpendicular al plano que pasa por el punto A. La proyeccién ortogonal
de A sobre el plano es el punto de corte de esta recta s y el plano.

La recta s perpendicular tendrd como vector director el vector normal del plano.

7ix-2=2=n=(10,-1)

— - X=1+41
{vs —n=(10,-1)
S: =s:qy=1
A(Lll)es 1.2
Hallamos el punto de corte de recta y plano.
TX—2=2
x=1+1=2
Xx=1+1 p
=>1+1-(1-21)=2=>21=2=>1=1=y=1 =|A"(2,1,0)
s:cy=1
z=1-1=0
z=1-1

La proyeccion ortogonal del punto A sobre el plano = es el punto A'(2,1,0).

247 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU 2023 Ordinaria Matemdticas Il en Madrid

c) Nos piden hallar el punto A" del dibujo. Hallamos el punto M del dibujo que es la
proyeccion ortogonal de A sobre la recta r.

Hallamos la ecuacién del plano m” perpendicular a la recta r que pasa por A.

n=v, =(2,1,-2)
A(Lll)ern

rzx—_lzzzz—H:\Z:(Z,l,—Z):ﬂ':{
2 1 -2

7:2x+y-22+D=0 i
= =2+1-2+D=0=>D=-1=7:2x+y-2z-1=0

A(l1l)er
Hallamos las coordenadas del punto M (interseccién de ry ")

72x+y-22-1=0

X=1+241
=2(1+24)+A-2(-1-22)-1=0=>
r=<y=4
z=-1-21
-3 -1
:>2+4/1+/1+2+4/1—1:0:>91=—3:>A:E:?:
x:1+2_—1:1
3 3
3 33 3
z:—1—2_—1=_—l
3 3

El punto A" resulta de sumar al punto M el vector AM .

m:(%’—?1’—?1}_(1,1,1)=(_?2’%4’%4j

Ol e e AN e e A e e
3 3 3 3 3 3 3 3 3
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B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

La longitud de la sardina del Pacifico (Sardinops sagax) se puede considerar que es una variable
aleatoria con distribucion normal de media 175 mm y desviacion tipica 25.75 mm.

a) (1 punto) Una empresa envasadora de esta variedad de sardinas solo admite como sardinas de
calidad aquellas con una longitud superior a 16 cm. ¢Queé porcentaje de las sardinas capturadas
por un buque pesquero seran de la calidad que espera la empresa envasadora?

b) (0.5 puntos) Hallar una longitud t < 175 mm tal que entre t y 175 mm estén el 18% de las
sardinas capturadas.

c) (1 punto) En altamar se procesan las sardinas en lotes de 10. Posteriormente se devuelven al
mar las sardinas de cada lote que son menores de 15 cm por considerarlas pequefas. ¢Cual es la
probabilidad de que en un lote haya al menos una sardina devuelta por pequefia?

X = La longitud en mm de la sardina del Pacifico. X = N(175, 25.75).

a) Debemos calcular P(X >160).

X =175 . 160-175

P(X >160) = {Tipifi =P
(X >160) = {Tipificamos| ( 25.75 ~ 25.75

): P(Z >-0.58)=P(Z <058)=

{Buscamos

= =10.719
enlatablaN (0,1)}

4 0,00 001 0,02 0,03 004 0,06 0.06 0,07
0,5000 05040 05080 0,5120 05160 05199 05239 05279
05398 05438 05478 05517 05557 05596 05636 05675
0,573 05832 05871 05910 05948 05987 06026 06064
06179 06217 06255 06293 06331 06368 06406 06443

06554 06591 06628 06664 0670 06736 06772 08808
}nw N

Habra un 71.9 % de sardinas de la calidad deseada.

b) Debemos hallar t para que P(t<X <175)=0.18
t-175 < X =175 < 175-175 _018—
25.75 25.75 25.75

P(t< X <175)=0.18 = {Tipificamos} = P(

<Z SOJ:O.18: P(Z <0)—P[Z <£):0.18:>
25.75

—=05-P ZSt_]'?S =0.18=P ZSt_175 =0.32=
25.75 25.75
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y N / N
4 b A \
= = 0 Same — - & ) . —r ) —
P|lZ z—t_175 -032=1-P| Z s—t_175 =0.32=>P|Z s-ﬁ =0.68=
25.75 25.75 25.75

Mirando en la t-175
= =047 = —t+175=25.75-0.47 >

:> —_——
tabla N(O, 1) 25.75

= |t =175-25.75-0.47 =162.9mm

so=——
z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,06 0,06 0078
0,0 [ 0,5000 0,5040 05080 0,5120 0,5160 05199 0,5239 0,
0,1 | 05398 05438 05478 0,5517 0,5557 05596 05636 05475 0!
022|057 05832 05871 05910 05948 059587 06026 0, of
dad 06179 0,6217 06255 06293 06331 06368 06406 04
|o,4 : = : mympl ) 6808 | 0,
"S- ] 00015 06950 06985 0,7019 0,7054 07088 07123 0O,157 0,

¢) Esuna variable binomial Y = N° de sardinas que miden menos de 150 mm en un lote de 10.

p =P (X <150) = {Tipificamos} = P(Z < 15205%] =P(Z<-097)=

Buscamos en la
tabla N(0O, 1)

2 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0, T l

0,0 | 0,5000 05040 0,5080 0,5120 0,5160 0,519 0,5239
0,1 |05398 05438 05478 05517 05557 05596 05636 0,
02| 05798 05832 05871 05910 05948 05957 06026 0|
03 | 06179 06217 06255 06293 06331 06368 06406 0,
04 |0655¢ 06591 06628 06664 06700 06736 0,6772

05| 06915 06950 06985 0,7019 07054 07088 07123 0,7}57

=P(Z2>097)=1-P(Z < 0.97):{ }:1—0.834:0.166

06 |0,7257 07201 07324 0,7357 0,7389 07422 0,7454
0,7 |0,75%0 07611 07642 0,7673 0,7704 07734 0,7764 0}
g8l 07881 07910 07939 0,797 0,7995 08023 08051 O
0,9 s e

0| 08413 08438 08461 08485 08508 08531 O

Y = B(10, 0.166)

Nos piden calcular P(Y >1)

P(Y 21)=1-P(Y <1)=1-P(Y :O):l—((l)o}o.l%"-0.83410 _[0.8372
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ch m UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
- EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS
Universidad UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO
Carlos i Curso 2022-2023

de Madrid MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera
a elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente
justificadas.

CALIFICACION: Cada pregunta se calificara sobre 2.5 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

A.l. Calificaciébn maxima: 2.5 puntos.

2a 1 1
Dada la matrizreal A=| a 3 —6 |, se pide:
a+l 1 a

a) (1 punto) Estudiar el rango de la matriz A en funcion del pardmetro a.
b) (1 punto) Calcular, en el caso de que exista, la inversa de A paraa =0.

X 0
c) (0.5 puntos) Resolver el sistema A| y |=| 0 | para el casoa = 1.
z 0

A.2. Calificaciébn maxima: 2.5 puntos.
Dada la funcion f(x)=x%+x*+Xx, se pide:
a) (1.25 puntos) Calcular la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) con minima
pendiente.
b) (1.25 puntos) Calcular el area de la region acotada comprendida entre la grafica f(x) y la
recta y =x.

A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Seanlos planos 7, :y=X, 7,:y=X+1, m,:z=-1y r,:z=1.
a) (0.5 puntos) Compruebe que son paralelos los planos 7, y =,,y que son paralelos los
planos 7, y x,.
b) (0.5 puntos) Compruebe que los planos 7, y 7z, son perpendiculares a los planos 7, y 7,.
c) (0.5 puntos) Halle una recta que sea paralela a los cuatro planos y pase por el punto (1,0,2)

d) (1 punto) Halle dos planos perpendicularesa =,, 7,, 7, y =,, que cumplan que el
volumen del paralelepipedo comprendido entre los seis planos sea 1.
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A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.
En los juegos de rol, cada vez que se lanza un ataque este puede resultar en golpe critico o no.
a) (1.25 puntos) En cierto juego de rol, para determinar si un ataque es critico o no, se tira una
moneda a cara o0 cruz. Si se obtiene una cruz, el ataque no sera critico. Por contra, si se
obtiene una cara, entonces se lanza un dado de 10 caras numeradas del 1 al 10. Solo en
caso de que también se obtenga una puntuacion mayor o igual a 9 en el dado el ataque es
critico; en caso contrario el ataque no sera critico. Calcule la probabilidad de que, de entre
5 ataques lanzados, se obtengan 3 0 menos golpes criticos.
b) (1.25 puntos) En otro juego de rol se sabe que la probabilidad de ataque critico es del 20%.
Aproximando mediante una distribucién normal, calcule la probabilidad de que, de entre
100 ataques, se obtengan no menos de 15 y no més de 25 golpes criticos.

B.1. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.

Un dietista veterinario ha establecido la alimentacion diaria (en términos de grasas, carbohidratos
y proteinas) de un quebrantahuesos pirenaico que se ha recogido en el hogar de recuperacion de
fauna en el gque trabaja. Se sabe que el quebrantahuesos necesita 500 g de alimento al dia y que
necesita 2500 Kcal. También se sabe que cada gramo de grasa proporciona 9 Kcal, cada gramo
de carbohidratos 4 Kcal y cada gramo de proteinas 4 Kcal. Debido a que el ave ha llegado en un
estado de debilidad, el veterinario estima que el consumo de carbohidratos debe ser 40 g mas del
doble de proteinas. Determine la cantidad de kilocalorias diaria que obtendra el quebrantahuesos
procedentes de grasas, de carbohidratos y de proteinas.

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
‘xz —X— 2‘
X2 +2x+1
a) (1 punto) Hallar, si existen, las asintotas de la grafica de f.

b) (1.5 puntos) Estudiar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y calcular, si
existen, sus extremos relativos.

Dada la funcion f(x) = , se pide:

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
x-1 vy z+2 _ ,
Dada larecta r ET:I:—l y los planos 7:X+2y+2z2-1=0y n:2x+2y+z+4=0,
se pide:
a) (0.75 puntos) Comprobar que los planos  y ©’ se cortan. Hallar el angulo que forman.
b) (0.75 puntos) Estudiar la posicion relativa de r y w. Hallar, si es posible, el punto de corte.
¢) (1 punto) Hallar los puntos de la recta r que equidistan de los planos  y ='".

B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Siete de cada veinte personas que entran en cierta joyeria acaban comprando algun articulo. El
75% de las personas que se marchan sin comprar nada tienen menos de 50 afios y el 80% de las
personas que realizan alguna compra tienen al menos 50 afios. Entra un cliente en la joyeria. Se
pide:

a) (1.25 puntos) Calcular la probabilidad de que sea menor de 50 afios.

b) (1.25 puntos) Sabiendo que tiene como minimo 50 afios, hallar la probabilidad de que

salga de la tienda sin haber comprado nada.
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DisTRIBUCION NORMAL

Fjemplo: si % tiene distribucite N[0, 1}, P{Z < 0,4) - 05736,

ool ool 002 003 04 006 006 007 008 008
0,0 | 0,5000 05040 05080 05120 05160 05100 05200 05270 05019 0,5050
0,1 | 0,598 05438 05478 0,5517 0,5557 05506 05636 05675 05714 05753
0,2 | 05793 0,563 05871 05000 05048 05087 06026 06064 D603 06141
0,3 | 06179 06217 06255 06293 06331 06368 06406 0643 06480 0,657
04 | 06554 06501 06628 06664 06700 0736 06772 06308 063844  0,6E7D
0,5 | 0,A@15 0650 06085 07019 07054 0708 07123 07157 0,7190 0,7%d

L2

06 |0,7257 0,72091 0,73 07357 07380 07422 07454 07486 07517 07549
0,7 |0,7580 0,7611 0,764 0,7673 07704 077 07764 07704 07823 07852
08 | 0,7881 0,790 07088 070967 0,795 08023 0,051 OF0TE 05106 05133
09 | 0,815 08186 08217 0,8238 08264 08280 05315 0EM0 0,865 0,550
1,0 | 08413 08438 0B461 08485 08508 08531 0E554 D0ESTT 08500 0,8621

1,1 | 08643 08665 0B686 0ET0E 08720 08740 0ETT0 0ETH0 0,E810 08630
1,2 | 0,8840 08B0 0,8ESE 08007 0,8025 08944 089652 05080 0,8007 09015
1,3 | 00037 00M0 00066 00082 09099 09115 09131 09147 09162 09177
1,4 | 0,9192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09202 0,9306 0,9319
1,5 | 0,9337 0935 09357 09370 09382 09384 00406 00418 09420 09441

1,6 | 0,457 09463 09474 00484 09495 09505 09515 00525 09535 0,9545
1,7 | 0,9554 09554 09571 09582 09501 09500 00602 009616 09625 0,9631
1,8 | 00641 09640 09656 09664 09671 09678 00686 00603 0,9600 0,9706
1,9 | 0,9713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 09756 0,976l 0,9767
2,0 | 0,772 0077E 00781 09788 09793 09798 00803 00808 09812 09817

2,1 | 0,9821 09826 09830 09534 09838 09842 00846 00850 09854 09657
2,2 | 00861 00EG4 D0OBGE 00871 009575 00878 00881 00884 0,0857 0,980
2,3 | 00893 00806 09898 09001 09904 09906 009009 05911 09913 09016
2,4 | 09018 00020 09027 09025 09927 009929 00031 009937 09934 09036
25 | 00038 09M0 0904] 009043 09945 009945 00043 00049 09951 0,09052

2,6 | 0,053 09055 09056 09957 00050 009060 00061 00062 00063 00064
2,7 | 0,965 009066 00067 09068 009060 009070 00071 00072 00973 00074
28 | 0,9074 09975 09076 09977 09977 09978 00970 00079 00080 0,901
20 | D,0981 00087 00087 00083 000984 00084 000ES 00085 0,9985 00086
3,0 | 0,2987 09087 09087 09088 (009885 (0080 (0080 (0080 00090 09000
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SOLUCIONES
A.1. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
2a 1 1
Dada la matrizreal A=| a 3 -6, se pide:
a+l 1 a

a) (1 punto) Estudiar el rango de la matriz A en funcion del parametro a.
b) (1 punto) Calcular, en el caso de que exista, la inversa de A paraa = 0.

X 0
¢) (0.5 puntos) Resolver el sistema Al y |=| 0| parael casoa = 1.
z 0

a) Vemos cuando se anula el determinante de A.

2a 1 1
|Al=| a 3 -6/=6a’-6(a+l)+a-3(a+l)-a’+12a=
a+l 1 a

=6a’-6a—-6+a—-3a—-3—-a’*+12a=5a*+4a-9

4414
4+ [42 —4(5)(-9) _ =ll=a
|A=0=5a’+4a-9=0=a= > 5( )(=9) _ 41214: 41014
(5) _1; =[-1.8=a

Se nos plantean tres situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO1.Sia#lya=-1.8
En este caso el determinante de A esno nuloy el rango de A es 3.

CASO 2.Si a=1
En este caso el determinante de A esnuloy el rango de Anoes3. Surangoes2o 1.

2 1 1
La matrizqueda A=|1 3 -6 |. Tomamos el menor de orden 2 que resulta de suprimir
2 1 1

L 3 =6-1=5=0.Elrango de A es 2.

: 2 1
la fila y columna 32 >
CASO 3.Si a=-1.8

El determinante de A esnuloy el rango de Anoes 3. Surangoes2o 1.

-36 1 1
La matrizqueda A=|-1.8 3 —6 |. Tomamos el menor de orden 2 que resulta de
-08 1 -18
-3.6

1
suprimir la fila y columna 32 > ‘ 3‘ =-10.8+1.8=-9+0. Elrango de A es 2.

Resumiendo: El rango de Aes3si a=lya=-1.8 yelrangode Aes2si a=10 a=-1.8.
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b) Para a = 0 el determinante de A es no nulo y tiene inversa.

01 1 01 1
A=|0 3 —6|=|A=|0 3 —6[=-6-3=-920

11 0 11 0

0 0 1 31 [ o po3

Adjl1 3 1 -6 0 1 0 1 -6

o Msi(A) 1 s 0) <1l jo g oy oo

A 9 o| -6 o L o |1 -6

01 | 00

3 1 13

. 6 1 -9) (-2/3 -1/9 1
At=—|-6 -1 0 |=|2/3 1/9 0

-3 1 O 1/3 -1/9 0

c) Paraa =1 la matriz A tiene determinante nulo y no tiene inversa. La matriz queda

2 1 1
A=|1 3 -6 |.Resolvemos el sistema.

2 1 1

X 0 2 1 1)(x 0 2X+y+2=0 .
12 y 32ecuaciones

Aly|=|0|=|1 3 6||y|=|0|=x+3y—-62=0;=+. =

iguales

z 0 2 1 1)\z 0 2X+y+2=0

2X+y+2=0 } y=-2X-2
= =

= X+3(-2x-2)-6z=0=
X+3y—-6z=0 X+3y—-6z=0

:>x—6x—32—62=O:>—5x—92:0:>—5x:92:>x:%gz:

x—_—gl
5
:>y:—2_—92—z:§z—z:gz:> y:E/I,AeIRi
5 5 5 5
=1
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A.2. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Dada la funcion f(x)=x®+x*+Xx, se pide:

a) (1.25 puntos) Calcular la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) con minima
pendiente.

b) (1.25 puntos) Calcular el area de la regién acotada comprendida entre la grafica f(x) y la recta
y=X

a) La ecuacion de la recta tangenteenx =aes y— f (a)=f"(a)(x—a).
Su pendiente es f"(a)=3a”+2a+1.

Si llamamos g (x)= f"(x)=3x"+2x+1 debemos hallar el minimo de esta funcion.
VVemos cuando se anula la derivada de la funcion g(x).

9’ (x)=6x+2

9’(x)=0

Sustituimos este valor en la segunda derivada de la funcion g(x).

}:6x+2:0:>6x:—2:> X=—=_"

97 (x)=6= g(%} =6>0—>X :%1 es minimo relativo

. ., . . -1
La tangente a la grafica de la funcion con minima pendiente esen x = 3

. - 1
Hallamos la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en x = 3

(-1) (— T (-1)2 1 -1 1 1 -7
fl=|=|=|+|—=| —==—+=-==—
3 3) 3 27 9 3 27

3
2
f(_—lj:B(_—lj +2(_—1)+1:1—2+1:z :y—i:g(x+lj:
3 3 3 3 3 3 27 3 3

7 2 2 1
S Yt+t—=— X+t |y==X——
27 3 9 3 27

b) Hallamos los puntos de corte de la grafica f(x) y larecta y = x.

f(X)=x3+x%+X

(x) =X+ +x=x=>x3+x*=0>
y=X

x+1:0—>

:>x2(x+1)=0:>{
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El area de la region acotada comprendida entre la grafica f(x) y la recta y = x es el valor
absoluto de la integral definida entre —1 y 0 de la diferencia entre las dos funciones.

0
4 3
0 0 x* X
I x3+x2+x—xdx:j Caxidx=|—+2| =
a1 -1 4 3|,

4 3 4 3

{0_4+o_3}_[(—1)“ +(_1)T:—1+1:i:0.83
273 12

El 4rea tiene un valor de é =0.83 unidades cuadradas.

f)=x 1+ 1x
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A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Seanlosplanos 7, :y=X, 7,:y=X+1L m,:z=-1y x,:z2=1.

a) (0.5 puntos) Compruebe que son paralelos los planos 7, y 7,,y que son paralelos los planos
T,y 7,

b) (0.5 puntos) Compruebe que los planos 7, y 7, son perpendiculares a los planos =, y x,.

c) (0.5 puntos) Halle una recta que sea paralela a los cuatro planos y pase por el punto (1, 0, 2).
d) (1 punto) Halle dos planos perpendicularesa r,, r,, 7, ¥ 7,, que cumplan que el volumen
del paralelepipedo comprendido entre los seis planos sea 1.

a) Para que los planos sean paralelos deben tener vectores normales iguales o con coordenadas
proporcionales.

n=n,=\rlx,

7y =X= 1 -X+y=0=n=(-110)
=
)

=>n=n,=|rllxz,

ﬁ3:2—1:ﬂ3:z+1O:ﬁ3(0,0,1)} I

7, 2=1=7,:2-1=0=n,=(0,0,1)

b) Para que los planos sean perpendiculares lo deben ser sus vectores normales y para ello el
producto escalar de sus vectores normales debe ser nulo.

n=n=(-110 S
L O (4.0)(0.00) ~0+0+0-0
n,=n, :(O’O'l)

Los planos =, y =, son perpendiculares a los planos =, y x,.

c¢) Como los planos 7, y 7, son perpendiculares, la recta r buscada debe ser paralela a la recta
s interseccion de los dos planos.

=S {y=4 =5s:

{y 4 {a(o,o,—n

myiz=-1 S u, =(11,0)
(1,0,2)er x=lva

r<_. _ =|r:qy=4 ,1eR
v, =u, =(1,1,0) 9

d) Los 4 planos 7, 7,, 7, ¥ =, al ser paralelos dos a dos y perpendiculares entre si forman un
prisma sin base ni altura. Nos piden hallar otros dos planos paralelos 7, y 7, tales que son

la base y la tapa que formen un prisma de volumen 1.
Como nos piden que los planos sean perpendiculares a los dados su vector normal debe ser
el vector director de la recta r obtenida en el apartado anterior.
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Esta situacion tiene infinitas soluciones. Fijamos un punto del plano =, para limitar el
numero de soluciones. Por ejemplo que el punto P, (O, 0, —1) gue es un punto de corte de los
planos 7, y 7, pertenece al plano ..

):r:

5
[mm == - - -
=

T,

e

}:O+0+D:0:>D:0:>

PS
n

=V 7y X+y+D=0

H
r

(0,0,-1) ez, P.(0,0,-1) ez,
v, =(1,1,0) -

El otro plano 7, debe ser paralelo a 7z, y por tanto tiene el mismo vector normal. Y ademas
el volumen del prisma que forman los seis planos debe tener volumen 1.

Volumen = Areadelabase-altura=d (7, 7, )-d (7, 7, )-d (75, 75 )

Hallamos el valor de cada una de esas distancias.

P.(0,0,-1 _0+0-—

:(0.0.-1) }:d(nl,ﬂz):d(ps,ﬂz): [0r0-Y 1

T, —X+y-1=0 (_1)2+12+02 2

P.(0,0,-1) -1-1
d(z,7)=d(P,7,)=—0od -2

T, z—1:0}:> (7,m) =0 (R m.) V02 +0% +1°

Como el volumen debe ser 1 nos queda la igualdad:

259 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EVAU 2023 Ordinaria (coincidencias) Matemadticas Il en Madrid

Volumen=d (ﬂl,ﬂz)'d (7r3,7r4)-d (72'5,
Volumen =1

N7

7 )

=1=

1
.2
2

[

d(7g, 7)) = d (75, 75) =

El plano esté a distancia B3 del plano paralelo 7, :x+y=0.

7r5:x+y:0}
=g X+y+D=
75 || 76
V2
d(ﬂ's,ﬁe):?

0

J242 . D=1—>;r6:x+y+1=o|
—_—el=

:>|D|: D=-1—>

e X+y-1=0

Una solucion posible al problema son los planos 7. :X+y=0y 7, :X+Yy+1=0 o bien

7w X+y=0y 7, : x+y-1=0.
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A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

En los juegos de rol, cada vez que se lanza un ataque este puede resultar en golpe critico o no.

a) (1.25 puntos) En cierto juego de rol, para determinar si un ataque es critico o no, se tira una
moneda a cara o cruz. Si se obtiene una cruz, el ataque no sera critico. Por contra, si se obtiene
una cara, entonces se lanza un dado de 10 caras numeradas del 1 al 10. Solo en caso de que
también se obtenga una puntuacién mayor o igual a 9 en el dado el ataque es critico; en caso
contrario el ataque no seré critico. Calcule la probabilidad de que, de entre 5 ataques lanzados,
se obtengan 3 0 menos golpes criticos.

b) (1.25 puntos) En otro juego de rol se sabe que la probabilidad de ataque critico es del 20%.
Aproximando mediante una distribucion normal, calcule la probabilidad de que, de entre 100
ataques, se obtengan no menos de 15y no méas de 25 golpes criticos.

Llamamos G al suceso “El golpe es critico”; C al suceso “sacar cara al lanzar la moneda” y
D al suceso “sacar 9 o 10 al lanzar el dado de 10 caras”.

_2_1
10 5
Para que el golpe sea critico debe salir cara y luego sacar 9 0 10 al lanzar el dado.

Sabemos que P(C):% y que P(D)

1t 1

P(G)=P(CND)=P(C)-P(D)=3 < =5=0,

a) Establecemos la distribucion binomial X = Numero de golpes criticos en 5 ataques
lanzados”. Sabemos que la probabilidad de éxito es p = 0.1 y que n =5, por lo que la
variable aleatoria es X =B(5, 0.1). Nos piden calcular P(X <3).

P(X £3):P(X :O)+ P(X :l)+ P(X :2)+ P(X :3):

5 5 5 5
= (OJO.lo -0.9° +[:J0.1l -0.9* +(2j0.12 -0.9° +(3)O.13 -0.97 ={0.99954

b) Ahora la variable aleatoria es X = Numero de golpes criticos en 100 ataques lanzados”.
Y tiene como parametros p = 0.2 yn =100 - X = B(100, 0.2).

Nos piden calcular P(15< X <25).
Para calcular esta probabilidad aproximamos esta variable binomial X a una variable normal
Y de pardmetros u=np=100-0.2=20 y o =./npq =4/100-0.2-:0.8 =4.Y = N(20, 4)

P(15< X <25)={Correccion de Yates} = P(14.5<Y <25.5)=

P(Y <25.5)— P(Y <14.5) = {Tipificamos} = P(Z < —25'54‘ 20)_ P(z L145- 20) _

4
=P(Z <1.375)-P(Z <-1.375)= P(Z <1.375)- P(Z >1.375) =

=P(Z<1.375)-[1-P(Z <1.375) | =2P(Z <1.375)-1=

=2 —1=2-0.91545-1={0.8309
tabla N(0,1)

~ {Miramos en Ia} ., 0.9147+0.9162
B 2
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Un dietista veterinario ha establecido la alimentacion diaria (en términos de grasas, carbohidratos
y proteinas) de un quebrantahuesos pirenaico que se ha recogido en el hogar de recuperacion de
fauna en el que trabaja. Se sabe que el quebrantahuesos necesita 500 g de alimento al dia y que
necesita 2500 Kcal. También se sabe que cada gramo de grasa proporciona 9 Kcal, cada gramo
de carbohidratos 4 Kcal y cada gramo de proteinas 4 Kcal. Debido a que el ave ha llegado en un
estado de debilidad, el veterinario estima que el consumo de carbohidratos debe ser 40 g mas del
doble de proteinas. Determine la cantidad de kilocalorias diaria que obtendra el quebrantahuesos
procedentes de grasas, de carbohidratos y de proteinas.

[

Llamamos “x” al nimero de gramos de grasas, “y” al nimero de gramos de carbohidratos y
“z” al nimero de gramos de proteinas.

Obtenemos las ecuaciones que nos permiten establecer los datos del problema.

“el quebrantahuesos necesita 500 g de alimento al dia” 2 x+y+z =500

“necesita 2500 Kcal. También se sabe que cada gramo de grasa proporciona 9 Kcal, cada
gramo de carbohidratos 4 Kcal y cada gramo de proteinas 4 Kcal” - 9x+4y+4z =2500.

“el consumo de carbohidratos debe ser 40 g mas del doble de proteinas” = y=2z+40.

Reunimos todas las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

X+y+z=500
y X+22+40+7 =500
OX+4y+4z=2500; = =
9x+4(22+40)+4z = 2500
y=2z+40
X+3z =460 Xx=460-3z
= = =
9x+8z+160+4z =2500 9x+12z = 2340

= 9(460—32)+122 =2340=4140-272+122 =2340 =

~ 1800
15

= -152=-1800=|z =120|=>

|x=460-3-120 =100|
|y =2-120+40 = 280|

En la dieta consume 100 gramos de grasas, 280 de carbohidratos y 120 de proteinas.
Las 2500 kilocalorias diarias provienen 100 - 9 = 900 kilocalorias de las grasas, 280 - 4 =
1120 kilocalorias de los carbohidratos y 120 - 4 = 480 kilocalorias de las proteinas.

262 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EVAU 2023 Ordinaria (coincidencias) Matemadticas Il en Madrid

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
‘xz - x—Z‘

X +2x+1

a) (1 punto) Hallar, si existen, las asintotas de la grafica de f.

b) (1.5 puntos) Estudiar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y calcular, si existen,
sus extremos relativos.

Dada la funcion f(x) = , se pide:

a) Estudiamos su dominio.

2 _ _ 2 _ _
X +2X+1=0=Xx= =—=-1

Dominio de f(x) es (—o0,—1) (-1, +0)

Expresamos la funcion como una funcién a trozos.

Y _|2=

oy n oy Y A)(2) 123 | X
-3
2

[EEN

2 2 |1-3_—

Establecemos la expresion de la funcién antes, entre y después de estos dos valores.

e Enelintervalo (—oo,~1) tomamosx =2y (-2)° —(-2)-2=4>0. La funcién es
F(x) = X —x=2 _(x+1)(x=2) x-2
x*+2x+1 (x+1) x+1

e Enelintervalo (~1,2) tomamosx =0y (0)° —(0)-2=-2<0. La funcién es

(o= FX2) (e (x-2)_~(x-2)_2-x
X2 42x+1 (x+1)° x4+l x+1

e Enelintervalo (2,+) tomamosx =3y (3)°—(3)-2=3>0. La funcién es
X—x—2 Xx-2
X“+2x+1  x+1

X—=2 .
— sl x<-1
X+1
? -X .
X°—X-2 _ B
La funcion f(X)=‘2—‘ se puede expresar como | V=13 7 l<x<2
X +2x+1
-2 .
— Si X2
x+1

Asintota vertical. x=a
¢ Xx=-1 esasintota vertical?
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lim f(=lim 2=X=3 _
X—>—1" x>-1" X+1 0
lim £(x) = lim X223 _ 5
X—>—1" x>-1" X+1 0

X =-1 es asintota vertical

Asintota horizontal. y=b

X 2 2 2
. Cox—2 o Ty el
I|mf(x):I|m—:I|mH:I|m §= +i>o= -
X—>+0 x—>+0 X +1 X~>+ooi+7 X~)+ool+7 14 1+0

X X X +00

2 2

. PR 1-2 1-0
I|mf(x):I|m—:I|m§ >1<_||m iz —;0: =
X—>—00 X—>—00 X+1 x—>—w7+7 x_>7001+7 1+7 1+0

X X X —0o0

y =1 es asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n
Al tener asintota horizontal la funcién no tiene asintota oblicua.

Resumiendo: La funcion tiene una asintota vertical: X =-1 y una asintota horizontal: y =1,
no tiene asintota oblicua.

b) Estudiamos el signo de la derivada.

X—2 Si N X+1_(X2_2): 3 5 Si x<-1
X+1 (x+1) (x+1)
F00=127% 6 Ldex<om g ZHNZCX 8 g
X+1 (x+1) (x+1)
X—-2 .
— si X>2 3 )
Sl X>2
X+l (x+1)

Estudiamos el signo de la derivada en cada intervalo.

e Enelintervalo (—oo,—l) la derivada es f"(x)= y siempre es positiva. La

2

funcion crece en el intervalo (—oo,—1).

e Enelintervalo (—1,2) laderivadaes f(x)=

> Y siempre es negativa. La

funcion decrece en el intervalo (—1,2).
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e Enelintervalo (2,+) laderivadaes f (x)= L)Z y siempre es positiva. La
X+1

funcién crece en el intervalo (2,+oo).

Resumiendo: La funcién crece en (—o0,—1)(2,+00) y decrece en (-1,2).
La funcion sigue el esquema siguiente.

[S%)
a
>
LSy
w

22-2-2
La funcidn presenta un minimo relativo en x = 2. Como f(2) = ‘2—‘ _0 0 el
2°+2:2+1 9
minimo relativo tiene coordenadas (2, 0).

El valor x = —1 no pertenece al dominio de la funcién, por lo que no es un maximo.

No piden dibujar la gréafica de la funcién, pero lo hacemos para comprobar la bondad de las
respuestas dadas.

=]

b x<—1
x+1

5
4 f(‘c)=‘\_+1 Si -l<x<2
b x=2
x+1
Asintota vertical x = -1
Asinfota horizontal y
_-—_-.,.-—"
- -2
Minimeo relativo
N
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B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
x=1 vy z+2 . .
Dada larecta r ET:I:—l ylosplanos 7:x+2y+2z2-1=0y n:2x+2y+z+4=0,
se pide:
a) (0.75 puntos) Comprobar que los planos © y ©’ se cortan. Hallar el angulo que forman.
b) (0.75 puntos) Estudiar la posicion relativa de r y =. Hallar, si es posible, el punto de corte.

c) (1 punto) Hallar los puntos de la recta r que equidistan de los planos t y ".

a) Comprobamos que los planos no son paralelos y por tanto se cortan en una recta.
Averiguamos el angulo que forman sus respectivos vectores normales. Si forman un angulo

distinto de 0° o 180° se cortan.

7r:x+2y+22—1:0—>ﬁ:(1,2,2) ~ =y onn
. :cos(n,n):
72X+2y+7+4=0->n"=(2,21)

:cos(ﬁ,ﬁ’) (122)(2.21) _2+4v2 8

N RPN ON P ORP I 33 9

= (ﬁ, ﬁ’) =cos™ (gj =27°

ﬂr :

Los planos se cortan y el angulo que forman entre ellos es el mismo que forman sus vectores
normales, en este caso 27°.

b) Obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta.

x=1+31
x-1 y z+42 {Pr(LO’_Z)
r==——=2="""=r={_ =>r=qy=4
3 1 -1 v, =(3.1,-1) e g

Para que la recta esté contenida en el plano o sea paralela al plano su vector director debe ser
perpendicular al vector normal del plano, es decir, su producto escalar debe ser cero.
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v -(31-1)
n

=(12,2) }:ﬁ'\zz(l’z’z)(3'1’1)=3+22=3¢o

Como el producto escalar es no nulo la recta y el plano se cortan.
Obtenemos su punto de corte resolviendo el sistema planteado por sus ecuaciones.

TiX+2y+22-1=0
Xx=1+31

r=qy=41
1=-2-41

=1+32+22+2(-2-2)-1=0=

:»i+3/1+2//f—4—2/,f—i=0:>3/1=4:>,1=%:>

x:1+3ﬂ=5
3
= yzﬂ =P 5&—_10
3 3 3
Z:_2_ﬂ:__10
3

El punto P de corte de recta y plano tiene coordenadas P(S%%OJ

Xx=1+31
c) UnpuntoQdelarectar=<y=41 tiene coordenadas Q(1+31,/1,—2—ﬂ) :
1=-2-1
Hallamos la distancia de un punto Q de la recta r a cada uno de los planos e igualamos las

distancias.

Q(1+34,4,-2-2) }:d(Q ﬁ):‘i+3/1+2/1+2(—2—/1)—\1\‘ _Ba-4-22] _32-4

T:X+2y+22-1=0 «/12+22+22 3 3

Q(1+34,4,-2-2)

2(1432)+24-2-2+4| [2+62+4+2 [1A+4|
7 2X+2y+z2+4=0 - -

22+ 27 +12 3 3

[=a(@)-

BA-4] |72+4
=

d(Q.7)=d(Q7)= =[3A-4|=7A+4=

BA—A=Ti+4—>di=8 A= 2 Q(-5,-2,0)
N -

34-4=-71-4-101=0->1=0-|Q"(10,-2)

Los dos puntos de la recta r equidistantes de los planos t y ” son Q(—5, -2, 0) y

Q' (L0,-2).
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B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Siete de cada veinte personas gque entran en cierta joyeria acaban comprando algun articulo. El

75% de las personas que se marchan sin comprar nada tienen menos de 50 afios y el 80% de las

personas que realizan alguna compra tienen al menos 50 afios. Entra un cliente en la joyeria. Se

pide:

a) (1.25 puntos) Calcular la probabilidad de que sea menor de 50 afios.

b) (1.25 puntos) Sabiendo que tiene como minimo 50 afios, hallar la probabilidad de que salga
de la tienda sin haber comprado nada.

Realizamos un diagrama de arbol para organizar toda la informacion proporcionada.
Llamamos C al suceso “El cliente compra algo en la joyeria” y M al suceso “el cliente tiene
menos de 50 afos”.

a Y
Menos de 50 anos

P(M/C) = 0.20

Compra algo

o
S P(C)=7/20 f .
c Al menos 50 afios
ompras —
en joyeria q P(M®/C) = 0.80 )
y la edad - ~
d.e los Menos de 50 afios
clientes
P(M/CC) = 0.75
— No compra nada L )
P(C%) =13/20 f

Al menos 50 anos
P(M¢/C€) =0.25

. J

a) Nos piden calcular P(M ). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(M)=P(CAM)+P(C°nM)=P(C)P(M/C)+P(C®)P(M/C)=

= l.o.2+E.o_75 _|228. 0.5575
20 400

20

b) Nos piden calcular P(CC IM® ) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de
Bayes.

13
P(C®/MC)= P(C°nM®) P(co)P(Me/ce) 508 Tgg

- =|—= = 0.3672
P(M®) 1-P(M) 1-0.5575 (177
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3 UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
ucom EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS
_ UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO
Universidad Curso 2021-2022

Carlos i MATERIA: MATEMATICAS ||

de Madrid

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera
a elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente
justificadas.

CALIFICACION: La valoracion de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
TIEMPO: 90 minutos.

A.1. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

En una estanteria de una biblioteca hay ensayos, novelas y biografias. Tres de cada dieciséis
libros de la estanteria son ensayos. Las biografias junto con la tercera parte de los ensayos
exceden en dos a las novelas. Si retirdramos la mitad de los ensayos y la quinta parte de las
novelas quedarian ciento cinco libros. Calcule el nimero de libros de cada clase que hay en la
estanteria.

A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sea la funcion
2x+1
f(x)=1 X
x> —4x+3  si x>0
a) (0.75 puntos) Estudie la continuidad de f(x) en R.

b) (0.25 puntos) ¢Es f(x) derivable en x = 0? Justifique la respuesta.
c) (0.75 puntos) Calcule, si existen, las ecuaciones de sus asintotas horizontales y verticales.

d) (0.75 puntos) Determine para X € (0,oo) el punto de la gréafica de f(x) en el que la pendiente

de la recta tangente es nula y obtenga la ecuacién de la recta tangente en dicho punto. En
el punto obtenido, ¢alcanza f(x) algin extremo relativo? En caso afirmativo, clasifiquelo.

Si Xx<0

A.3. Calificacion méxima: 2.5 puntos.
Sean el plano 7 =z =x y los puntos A(0,—1, 0) y B(0, 1, 0) pertenecientes al plano =.
a) (1.25 puntos) Si los puntos Ay B son vértices contiguos de un cuadrado con vértices {A,
B, C, D} que se encuentra en el plano &, encuentre los posibles puntos C y D.
b) (1.25 puntos) Si los puntos A 'y B son vértices opuestos de un cuadrado que se encuentra
en el plano &, determine los otros dos vértices del mismo.

A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.
En una comunidad autonoma tres de cada cinco alumnos de segundo de bachillerato estan
matriculados en la asignatura de Matematicas Il. Se eligen 6 alumnos al azar de entre todos los
alumnos de segundo de bachillerato.
Se pide:
a) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que exactamente cuatro de ellos estén
matriculados en Matematicas II.
b) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos esté matriculado en
Matematicas I1.

269 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU 2022 Extraordinaria Matemadticas Il en Madrid

) (1 punto) Si en un instituto hay matriculados en segundo de bachillerato 120 alumnos,
calcular, aproximando la distribucion binomial mediante una distribucion normal, la
probabilidad de que méas de 60 de estos alumnos estén matriculados en Matematicas I1.

B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Se consideran las matrices reales

11
1 -1 k

A= , B=|1 -1
k 1 -1

1 0

a) (1 punto) Calcule para qué valores del parametro k tiene inversa la matriz AB. Calcule la
matriz inversa de AB parak = 1.

b) (1 punto) Calcule BA y discuta su rango en funcidn del valor del pardmetro real k.

¢) (0.5 puntos) En el caso k =1, escriba un sistema incompatible de tres ecuaciones lineales
con tres incognitas cuya matriz de coeficientes sea BA.

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sea la funcion
X si x<0
f(x) ={

xIn(x) si x>0

a) (0.5 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f(x) en x = 0.
b) (1 punto) Estudie los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x), asi como los
maximos y minimos relativos.

2
¢) (1 punto) Calcule If(x)dx.
1

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

X=2-2t
X+y+2=0
Sean las rectas r = ys=<y=5+2t, teR.
y—-2z+1=0 St

a) (1.5 puntos) Estudie la posicion relativa de las rectas dadas y calcule la distancia entre ellas.

b) (0.5 puntos) Determine una ecuacion del plano © que contiene a las rectas ry s.

c) (0.5 puntos) Sean P y Q los puntos de las rectas r y s, respectivamente, que estan
contenidos en el plano de ecuacion z = 0. Calcular una ecuacién de la recta que pasa por
los puntos Py Q.

B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Una empresa comercializa tres tipos de productos A, By C. Cuatro de cada siete productos son
de tipo A, dos de cada siete productos son de tipo B y el resto lo son de tipo C. A la exportacion
se destina un 40% de los productos tipo A, un 60% de los productos tipo B y un 20% de los
productos tipo C. Elegido un producto al azar, se pide:
a) (1.25 puntos) Calcular la probabilidad de que el producto sea destinado a la exportacion.
b) (1.25 puntos) Calcular la probabilidad de que sea del tipo C sabiendo que el producto es
destinado a la exportacion.
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DisTRIBUCION NORMAL

Ejemplo: 5t £ tiene distribucion N{0, 1), P{Z < 045) = (,6736.

z OO0 OOl 002 003 004 005 006 007 U08 0,00
00 | 05000 05040 05080 05120 05160 05190 05230 05270 05310 0,5350
01| 053098 05438 05478 05517 05557 0,5596 05636 05675 05714 0,5753
0,2 | 05793 05832 05871 05910 05048 0,5087 06026 06064 06103 0,6141
03| 06179 06217 06255 06203 06331 06368 06406 06443 06480 0,6517
04 | 06554 06501 06628 06664 06700 06736 06772 06808 06844 0,6870
05 | 06015 06050 06985 07019 07054 07088 0,7123 07157 0,7190 0,7224

06| 0,7257 07201 0,7324 07357 0,7380 0,7422 0,7454 07486 07517 0,7540
0,7 | 07580 0,7611 0,7642 07673 0,7704 0,7734 0,7764 07794 0,7823 0,7852
08 | 07881 07010 0,7030 07067 0,7905 02023 08051 08078 08106 08133
00 | 02150 08186 0,8212 08238 0,8264 08280 08315 08340 08365 0,8380
1,0 | 08413 08438 08461 08485 083508 08531 08554 08577 08500 08621
08643 0,8665 0,8686 08708 0,8720 0,8740 08770 08790 0,8810 0,8830
0,8840 0,8860 0,8888 08007 0,8025 08044 080962 08080 0,8997 0,0015
0,0040 00066 00082 00000 09115 090131 09147 00162 00177
00192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09202 09306 0,319
00345 00357 00370 09382 09394 00406 09418 00420 0,0441

—_ e
e Lo b =
=
fe]

(i)

wn
=
&2
ot
2]

1.6 | 00452 090463 00474 00484 004095 09505 009515 00525 09535 0,9545
1,7 | 09554 09564 09573 00582 00501 09500 09608 00616 09625 0,0633
1.8 | 00641 09640 09656 00664 00671 09678 00686 00603 09600 0,9706
10 | 00712 00710 00726 00732 00738 009744 00750 00756 009761 0,0767
20 | 00772 09778 09783 00788 09703 09798 00803 00808 00812 00817

21| 00821 00826 00830 00834 09838 09842 00846 009850 009854 0,0857
2,2 | 00861 00984 00868 009871 09875 09878 00881 00884 00887 0,0800
23| 00803 00806 00808 00001 09904 09906 00000 09011 09913 0,0016
2.4 | 00018 00020 00022 09925 09927 00020 00031 00032 00034 0,0036
95| 00038 09040 09041 00043 09945 09946 00048 00040 09951 0,0052

26 | 00053 09055 00056 00057 09950 09960 00061 00962 009963 0,0064
2.7 | 00065 09066 09067 000968 09960 09970 000971 09972 09973 0,0074
98 | 00074 00075 00076 00077 09077 00078 00070 09070 00080 0,0081
20 | 00081 09082 00082 00083 09984 09084 00085 00085 00086 0,0086

30 | 00087 00087 00087 00088 00088 000980 00080 00080 09990 0,0000
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SOLUCIONES

A.1. Calificacidbn maxima: 2.5 puntos.

En una estanteria de una biblioteca hay ensayos, novelas y biografias. Tres de cada dieciséis
libros de la estanteria son ensayos. Las biografias junto con la tercera parte de los ensayos
exceden en dos a las novelas. Si retiriramos la mitad de los ensayos y la quinta parte de las
novelas quedarian ciento cinco libros. Calcule el nimero de libros de cada clase que hay en la
estanteria.

Llamamos “€” al nimero de libros de ensayos, “n” al nimero de novelas y “b” al nimero de
libros de biografias.

El nimero total de libros de la estanteria es e + n + b.
“Tres de cada dieciséis libros de la estanteria son ensayos” - %(e +n+b)=e
“Las biografias junto con la tercera parte de los ensayos exceden en dos a las novelas” -
brS=nt2
3
“Si retirdramos la mitad de los ensayos y la quinta parte de las novelas quedarian ciento cinco
. e n
libros” = (e+n+b)—§—g =105

Reunimos las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

3
—(e+n+b)=e
16 3(e+n+b)=16e 3e+3n+3b=16e
b+§:n+2 —3b+e=3n+6 —e=3n-3b+6 =
10e+10n+10b—-5e—-2n =1050 5e +8n-+10b =1050

(e+n+b)-S-D_105
2 5

-13e+3n+3b=0
=e=3n-3b+6

5e +8n+10b =1050

~13(3n—-3b+6)+3n+30=0
—
5(3n—3b+6)+8n-+10b =1050

:—39n+39b—78+3n+3b:0 :>—36n+42b—78:0 :>—6n+7b:l3 .
15n-15b +30+8n+10b =1050 23n-5h =1020 23n—-5b =1020

x(5) = -6n+7b =13 } ~30n +35b =65 }

= =
x(7)—23n-5b=1020|  161n—35h =7140
131n 7205 = [n= 12 _55|,
131
343
= —6:55+7b=13= 7h =13+330=343=> b= —==49|=>[e=3-55-3-49+ 6 = 24

En la estanteria hay 24 libros de ensayo, 55 novelas y 49 biografias.
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A.2. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Sea la funcion
2x+1
f(x)=9 X
x> —4x+3  si x>0
a) (0.75 puntos) Estudie la continuidad de f(x) en R.

b) (0.25 puntos) ¢Es f(x) derivable en x = 0? Justifique la respuesta.
c) (0.75 puntos) Calcule, si existen, las ecuaciones de sus asintotas horizontales y verticales.

d) (0.75 puntos) Determine para XE(0,00) el punto de la grafica de f(x) en el que la pendiente

de la recta tangente es nula y obtenga la ecuacion de la recta tangente en dicho punto. En el
punto obtenido, ¢alcanza f(x) algin extremo relativo? En caso afirmativo, clasifiquelo.

Si x<0

2x+1

a) En (—oo,O) la funciénes f(x)= y es continua pues el denominador se anula en x =0,

pero estd excluido del dominio. En (0,+) la funcién es f(x) =x*—4x+3 y es continua

pues es una funcién polinémica.
Estudiamos la continuidad en x = 0.

2x+1_0+41

lim f(x) = lim ===
x—0" x—0" X O

lim f (x)=lim x*—4x+3=0?—-4-0+3=3} = Es discontinua en x = 0.

x—0" x—0"

f(0)=02-4.0+3=3

La funcién es continua en R —{0}.

b) No es derivable pues no es continua.

c) Asintota vertical. x=a.
¢ x =0es asintota vertical?

lim £ (x) = lim 230+
x—0" x—0" X 0

x = 0es asintota vertical por la izquierda.

Asintota horizontal. y =b.

lim f(x) = lim x* —4x+3 = +o0

X—>+00 X—>-+00

. . 2x+1

lim f(x)=lim =2
X—>—00 X—>—00 X

y =2 es asintota horizontal cuando x tiende a —co.

d) La pendiente de la recta tangente es el valor de la derivada, por lo que hay que encontrar
donde se anula la derivada.
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2x—1(2x+1) -1

= x % oooxed
2X—4 Si x>0
_—1—0—>—1—0 ilmposible! si x<0
f()=0=>1{x =0 1mposibie:
2X—4=0->x=2 Si x>0

En x = 2 la derivada se anula. Calculamos la recta tangente en x = 2.

f(2)=22-8+3=-1
£(2)=0

y—-f(2)=1(2)(x-2)= y+1:0:

En x = 2 hay un extremo relativo de la funcion. Sustituimos este valor en la derivada
segunda para comprobar si es maximo o minimo.

F(x)=2x—4= F7(x)=2= £ 7(2)=2>0

En x = 2 la funcion presenta un minimo relativo.
Como f(2) = -1 las coordenadas del minimo relativo son (2, —1)

2 I

tAsintota vertical /

Asintota horizontal \

E-N

-

=

T
—
—_

(a
R
|
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A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Sean el plano 7=z =x y los puntos A(0,—1, 0) y B(0, 1, 0) pertenecientes al plano x.

a) (1.25 puntos) Si los puntos A y B son vértices contiguos de un cuadrado con vértices {A, B,
C, D} que se encuentra en el plano x, encuentre los posibles puntos C y D.

b) (1.25 puntos) Si los puntos A y B son vértices opuestos de un cuadrado que se encuentra en
el plano =, determine los otros dos vértices del mismo.

a) Lasituacion planteada es la del dibujo.

B C
D
A
Los puntos C y D estan en el plano 7 =z =X por lo que sus coordenadas son C(c, e, C) y

D(d, f, d)

Obtenemos la longitud del lado AB es:
AB =(0,1,0)-(0,-1,0)=(0,2,0)
|AB|=v2* =2

Como es un cuadrado los vectores AB y DC son iguales.

AB=(0,1,0)-(0,~1,0)=(0,2,0)
DC =(c,e,c)—(d, f,d)=(c~d,e-f,c—d);=(0,2,0)=(c-d,e~ f,c-d)=

AB =DC

O=c—d c=d C(C,2+f,C)
= = =

2=e—f e=2+f D(c,f,c)

Los vectores AB y AD deben ser ortogonales y su producto escalar nulo.

AB =(0,1,0)-(0,-1,0)=(0,2,0)
ﬁ:(c, f,c)-(0,-1,0)=(c, f +1,c)=(0,2,0)(c, f +1,¢c)=0=2(f +1)=0= f =-1
AB-AD =0

Los puntos tienen coordenadas C(c,1, ¢) y D(c,—1, ).
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La longitud del lado AD debe ser 2.

0)} = AD =(c,~1,¢)-(0,-10)=(c.0.c)

‘E‘:Z: 2+02+cl =c24+02 =422 =4=>c2=2=>Cc=+/2

Hay dos soluciones posibles:

Si c=+/2 los vértices son C(\/Elx/i) y D(\/E,—l,«/f)
si c=—+/2 los vértices son C(—\/E,l,—«/f) y D(—«/E,—l,—«/i)

b) La situacion planteada es la del dibujo.

C B
D
A
Los puntos C y D estan en el plano 7 =z =X por lo que sus coordenadas son C(c, e, C) y

D(d, f, d)

Al ser un cuadrado la diagonal AB forma 90° con la diagonal DC y el producto escalar de
los vectores AB y DC debe ser nulo.

AB =(0,1,0)-(0,-1,0)=(0,2,0)
DC =(c,e,c)-(d, f,d)=(c—-d,e-f,c—d)}=(0,2,0)-(c-d,e~f,c-d)=0=
AB=DC

:>2(e—f)=0:>

Las coordenadas son C(c, e,¢) y D(d, e, d)

Como es un cuadrado los vectores AC y DB son iguales.
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AC =(c,e,c)-(0,-1,0)=(c,e+1c)

DB=(0,1,0)~(d,e,d)=(-d,1-e,~d)} = (c,e+Lc)=(-d,1-e,~d)=
AC=DB

c=-d c=-d C(—d,O,—d)
= = =
e+l=1-e |26=0—e=0 |D(d,0,d)
La longitud de la diagonal AB debe ser igual a la longitud de la diagonal CD.

-d,0-d)] — P
D(0.0.4) AB =(0,1,0)-(0,-1,0) =(0,2,0)

(-

( CD 2 2 2
A(o,—1,0) =CD = (d0,d)~(-d.0-d) =(2,0.2d) = V2" = [(20)" +(2d)" =
(0.10)

8 [48|=[co]

:>4:4d2+4d2:>4=8d2:>d2:§:%:> d=+

ol

Hay dos soluciones posibles:

Sid _% los vértices son C( \{2_ ‘/_] y D(ﬁ 0 \/EJ

2 2 ' 2
Si d ——Q los vértices son C(\/_ \/_J (—Q,O,—ﬁj
2 2 2 2

Realmente es la misma solucion, solo cambia el nombre de los puntos.

La solucidn a esta situacién es Unica: C( \/2_ \/_] [\E 0 \/EJ

2 22
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A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

En una comunidad autonoma tres de cada cinco alumnos de segundo de bachillerato estan

matriculados en la asignatura de Matematicas Il. Se eligen 6 alumnos al azar de entre todos los

alumnos de segundo de bachillerato.

Se pide:

a) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que exactamente cuatro de ellos estén matriculados
en Matematicas I1.

b) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos esté matriculado en
Matematicas II.

¢) (1 punto) Si en un instituto hay matriculados en segundo de bachillerato 120 alumnos, calcular,
aproximando la distribucion binomial mediante una distribucion normal, la probabilidad de
que mas de 60 de estos alumnos estén matriculados en Matematicas II.

Es un problema que resolvemos utilizando la distribucién binomial.

NUmero de repeticiones = n = 6.
Probabilidad de éxito (estar matriculado en matematicas I1) = p =3/5=0.6. q=1-0.6 =0.4

X = Numero de alumnos matriculados en matematicas Il de un grupo de 6. X = B(6, 0.6)

a) Nos piden calcular P(X = 4).

6 .
P(X = 4) = (4]-0.64 -0.4? :6—25-0.64 -0.4* =|0.311

b) Que “haya alguno matriculado” es lo mismo que “X > 1. Nos piden calcular P(X >1)

P(X=1)+P(X =2)+..+P(X =6)
Es muy largo, utilizamos el contrario

P(X 21):{
10 0 6 6
=1 [06°-0.4°=1-04 =[0.996]

}=1—P(X =0)=

c) Pasamos a una binomial X = B(120, 0.6).

np =120-0.6=72>5 . . .
Como entonces la binomial se puede aproximar con una normal de
ng=120-04=48>5
1245

media «=np =72 y desviacién tipica o =/npg =/120-0.6-0.4 = ——= 5.367..

La distribucion binomial X = B(120, 0.6) se aproxima con una normal Y = N(72, 5.367).

Nos piden calcular P(X >60).

P(X >60)={Correcion de Yates} = P(Y > 60.5) = {Tipificamos} = p[z S 60.5—72)

~125/5
=P(Z >-2.14)=P(Z < 2.14) = {Miramos en la tabla N(0,1)} =
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A B

-2.14 0

0,00

0,01

0,0- 0’03

0.1

13

1,7

0,5000
0,5398
0,5793
06179
0,6554
0,6915

0,7257
0,7580
0,7881
08159
08413

0,8643
0,8849
0,9032
0,9192
0,9332

0,9452
0,9554
0,9641
09713
09772

0,5040
0,5438
0,5832
0,6217
0,6591
0,6950

0,7291
0,7611
0,7910
0,8186
0,8438

0,8665
0,8869
0,9049
0,9207
0,9345

0,9463
0,9564
0,9649
0,9719
0,9778

0,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628
0,6985

0,7324
0,7642
0,7939
0,8212
0,8461

0,8686
0,8888
0,9066
0,9222
0,9357

0,9474
0,9573
0,9656
0,9726
0,9783

0,5120
0,5517
0,5910
0,6203
0,6664
0,7019

0,7357
0,7673
0,7967
0,8238
0,8485

0,8708
0,8907
0,9082
0,9236
0,9370

0,9484
0,9582
0,9664
0,9732
0,9788

[=]
..
coocooo

e
1
coocoo

S
cococoo

o

-1

—
coocoo

[%
o0
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Se consideran las matrices reales

1 1
1 -1 k

A= , B=[1 -1
k 1 -1

1 0

a) (1 punto) Calcule para que valores del parametro k tiene inversa la matriz AB. Calcule la
matriz inversa de AB para k = 1.

b) (1 punto) Calcule BA y discuta su rango en funcidn del valor del parametro real k.

c) (0.5 puntos) En el caso k = 1, escriba un sistema incompatible de tres ecuaciones lineales
con tres incognitas cuya matriz de coeficientes sea BA.

a) Realizamos el producto AB.
1 1
1 -1 k 1-1+k 1+1+0 k 2
AB = 1 1= =
k 1 -1 10 k+1-1 k-1-0 k k-1

Para que tenga inversa debe tener determinante no nulo.

|ABF+E kZJ:k(k—n—Zk:kz—k—Zk=k2—3k
k=0
|AB|=0=k*-3k=0=k(k-3)=0=10
k=3

La matriz AB tiene inversa si k es distinto de 0 y de 3.

Para k = 1 la matriz AB tiene inversa. La calculamos.

12
|Am:‘ ‘:—2¢o
10
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b) Calculamos BA.

11 Lok 1+k —1+1 k-1) (1+k 0 k-1
BA=|1 -1 [k _1 J: 1-k -1-1 k+1|=|1-k -2 k+1
1 0 B 1 -1 k 1 -1 Kk

Realizamos transformaciones de la matriz BA consiguiendo una matriz equivalente y que
hace mas facil el calculo de su rango.

) ) Fila 22 + Fila 12
BA 1+k 02 k_l -k =2 kel
= _1 _1 T4k 0 k-1 =
B 2 -2 2k — Nueva fila 22
) ) Fila22 —2 - Fila 32
1+2 02 2;1 2 2 2
= ) _1 ) 12 2 -2 =
Bl 0 0 0 — Nuevafila3?
Columnal®+Columna 22
1+k 0 k-1 Hmna=-+L-ol 14k 0 k-1
1+k 0 |1+k
= 2 -2 2k | = 0 -2 2k
2 -2 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0

El rango de BA no es 3 sea cual sea el valor de k.

Estudiamos dos casos distintos.

CASO 1. k=-1
En este caso el rango de AB es 2 pues hay dos filas no nulas en la matriz equivalente a BA.
CASO 2. k=-1
0 0 -2
En este caso la matriz equivalente queda | 0 -2 -2 |. El rango de esta matriz también es
0 0 O

2 pues la matriz equivalente a BA sigue teniendo dos filas no nulas.

El rango de BA es 2 sea cual sea el valor de k.

2 0 O
c) Parak=1lamatriz BA=|0 -2 2
1 -1 1
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2 0 O
Si BA=| 0 -2 2] eslamatriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones el sistema
1 -1 1

debe ser:

a
X=—
2X=a 2

b

——2y+22=b::>—y+z:2

X—y+z=C
y X—y+z=c¢

Si elegimosa =2y b =2 elegimos un valor de ¢ que haga el sistema incompatible.

x=3=1
2

_y+Z:§=1 =l1+l=c=2=c

X—y+z=cC

Elegimos un valor de c distinto de 2, por ejemplo, c = 0y el sistema es incompatible.

2x=2
El sistema pedido seria -2y +2z =2
X—y+z=0

Comprobamos que no tiene solucion.

2X=2 Xx=1
z=1+y

—2y+22=2,=>-y+z=1 :>1 , O}:>1—y+1+y=0:>2:0iMmoﬁmd
—y+z=
X—y+z=0 X—y+z=0 y
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B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sea la funcion
X si x<0
) :{xln(x) si x>0
a) (0.5 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f(x) en x = 0.

b) (1 punto) Estudie los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x), asi como los
maximos y minimos relativos.

2
¢) (1 punto) Calcule I f(x)dx.
1

a) Para ser continua deben coincidir los limites laterales y el valor de la funcion.

lim f(x) = lim x=0

x—0" x—0"
1
. . . InX —00 . ., P . X
lim f(x)=lim xInx = lim — = — = Indeter min acion(L Hopital) = lim —2— =
x—0" x—0" x—0" 1 +00 x—0" 1
X X2

2
S ST
=lim—=1lim-x=0

x—0" X x—0"

Como lim f(x)=lim f(x)= f(0)=0 la funcion es continua en x = 0.
x—0" x—0"

Estudiamos su derivabilidad.

1 si x<0
La funcion derivad R—40 f(x)=
a funcion derivadaen R—{0}es f’(x) In(x)+x§:1+ln(x) S x50

Vemos si coinciden las derivadas laterales en x = 0.
)= lim ()= im1-1
f(0") = XILT f'(x)= X"ﬂ)l“ In(x)=—o0
La funcidn no es derivable en x = 0 pues la derivada lateral por la derecha no es finita.

b) Igualamos la derivada a 0 en busca de los puntos criticos.

1=0 jImposible! si x<0
f(x)=0=
1+In(x)=0—>In(x):—1—>|x:e‘1:0.37>0| si x>0

Comprobamos si en x=e™" la derivada segunda es positiva o negativa.

f(x)=1+In(x)= f"(x)=%:> f”(e‘l)ze—ll=e>0
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La derivada segunda es positiva y en x =e™ existe un minimo relativo.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento:
En (—oo,O) la funcion es una recta creciente, la funcidn crece.

En (0,e™) tomamos x = 0.1 y la derivada vale f’(0.1)=1+In(0.1)=-1.3<0. La funcion
decrece en (0,e).

En (e‘1,+oo) tomamos x = 1y la derivada vale f (1) =1+ In(l) =1>0. La funcion crece en
(efl,+oo).

La funcion sigue el esquema siguiente:

La funcion crece en (—o,0)u (e, +) y decrece en (0,e).

La funcion es continua y presenta un maximo relativo en x = 0 y un minimo relativo en
x=e"

Comof(0) =0y f (e‘l) =e'Ine™" =—e™ las coordenadas del maximo relativo son (0, 0) y

del minimo relativo (e‘l,—e‘l)

c) Calculamos primero la integral indefinida.
En el intervalo (1, 2) la funcién es f (x)=xIn(x), por lo que:

Integracion por partes

J.f(x)dx:jxln(x)dx: u:lnx—>du:§dx =
2

dv=xdx—>v=jxdx=x—
2

jf(x)dx:jxln(x)dx:{)‘_;mx_’ﬂ2 _

1

2 2 2 2
= 2—In2—2— — 1—Inl—l— :2In2—1+l: In4——
2 4 2 4 4
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B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

’_0 X=2-2t

X+y+2=

Sean las rectas r = y ys=<y=5+2t, teR.
y—-2z+1=0 _—

a) (1.5 puntos) Estudie la posicion relativa de las rectas dadas y calcule la distancia entre ellas.

b) (0.5 puntos) Determine una ecuacion del plano = que contiene a las rectas ry s.

c) (0.5 puntos) Sean P y Q los puntos de las rectas r y s, respectivamente, que estan contenidos
en el plano de ecuacion z = 0. Calcular una ecuacion de la recta que pasa por los puntos P y

Q.

a) Obtenemos un punto y un vector director de cada recta.

X+y+2=0 X=-2-Y X
r= = = 1 1 =>r=qy=t =
y—-2z+1=0 —27=-1-y Z:§+Ey

t=1-P (-3,11)

Fr=<_. . .
= v, :(—1,1,%J —u, =2v, =(-2,2,1)
X=2-2t Qs(2,5,0)
S=1y=5+2t, teR=>s=4__
_ V. =(-2,2.1)
z=t

Los vectores directores tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas son

paralelas o coincidentes.
-2,2,1 _
U =(221] -2
v,=(-2,21)] 2

Comprobamos si el punto Q, (2,5,0) de la recta s pertenece a la recta r.

ur

2_1
271

¢Q(2,5,0)er?

_{x+y+2:0

{2+5+2:0 {9:0 iNo!
=
~ly-2z+1=0

=
5-0+1=0 6=0iNo!

Por lo que las rectas no son coincidentes y son paralelas.

s r
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Para determinar la distancia entre las rectas hallamos el plano m perpendicular a la recta s
que pasa por el punto Qs, después determinamos el punto A de corte del plano y larecta r.
La distancia entre las dos rectas es la distancia entre los puntos Qs y A.

Hallamos la ecuacion del plano .

—2,2,1)} T=-2X+2y+2+D=0

= =-4+10+0+D=0=D=-6=>
Qs(2,5,0)e7r

:>|7zs—2x+2y+z—6:0|

Hallamos el punto A de corte del plano ty larectar.

T=-2X+2y+7-6=0

X=-2-t
:>—2(—2—t)+2t+l+lt—6:O:>4+2t+2t+1+lt—6:0:>
r={y=t 2 2 2 2
z==+=t
1 -7
X=—2_——_"
3 3
B4t +At+lit-12=020t=3>t=o=Toly=1 L1z
9 3 3 3 33
1 11 2
7=-4+=.2==Z
2 23 3

Calculamos la distancia.

Jeso-(32503
AT P e

b) El plano que contiene a las dos rectas tiene como vectores directores v: y PQ, y pasa por
el punto Q,(2,5,0).

. (-7
0A-(7.

Wl
wilnN

d(r,s)=d(Q,, A)=|QA

P (-3L1)

Q, (2,5,0)} = PQ, =(25,0)-(-311)=(54,-1)
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u=PRQ =(54-1) x-2 y-5 z
v=v,=(-221) t=z=[5 4 -1=0=
Q. (250)ex 2 2 1

= 4x-8+2y-10+10z2+82 -5y +25+2Xx-4=0=6x-3y+18z+3=0=>

=>|r=2X-y+6z+1=0

c) Determinamos las coordenadas de los puntos P y Q.

X+y+2=0
r= {x+y+2:0

y—-2z+1=0;=> = Xx-1+2=0=x=-1=|P(-1,-10)
y-0+1=0->y=-1
z=0
X=2-2t
X=2-2t
S=qy=5+2t x=2-0=2
={y=5+2t= =1Q(2,5,0)
z=t y=5+0=5
0=t
z=0

Hallamos la ecuacion de la recta t que pasa por Py Q.

P(-1, —1,0)} = PQ=(2,5,0)-(-1,-1,0)=(3,6,0)

X=2+31

=>|t=7y=5+64, 1R
Q(2,50)et 720
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B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Una empresa comercializa tres tipos de productos A, B y C. Cuatro de cada siete productos son

de tipo A, dos de cada siete productos son de tipo B y el resto lo son de tipo C. A la exportacion

se destina un 40% de los productos tipo A, un 60% de los productos tipo B y un 20% de los

productos tipo C. Elegido un producto al azar, se pide:

a) (1.25 puntos) Calcular la probabilidad de que el producto sea destinado a la exportacién.

b) (1.25 puntos) Calcular la probabilidad de que sea del tipo C sabiendo que el producto es
destinado a la exportacion.

Llamamos A = “ser producto A”, B = “ser producto B”, C = “ser producto C” y D = “ser
producto de exportacion”.
Construimos un diagrama de arbol.

P(D/A) = 0.4
La empresay la Producto B P(D/B) = 0.6

Producto C P(D/C)=0.2

P(D)=P(A)P(D/A)+P(B)P(D/B)+P(C)P(D/C)=

P(C) = 1/7

a) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

_204+2.06+102-|2 2043
7 7 7 7

b) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

1

P(CAD) P(C)P(D/C) 702 [T

P(D)  P(D) _73 =|g5 = 0%
7

P(C/D)=
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EvAU 2022 Extraordinaria (coincidencias) Matematicas II

UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS
UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO
Curso 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera
a elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente
justificadas.

*'4'- % ) ] =7,
) i Ht F
A= A
7Y o

{ \k

o
»
#

CALIFICACION: La valoracion de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
TIEMPO: 90 minutos.

A.l. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

a b 0 -1 0 O
Sean las matrices A=|b a 0|yB=|0 -1 0
0 0 a 0 0 -2

a) (0.5 puntos) Para b = a?, determinar los valores de a para que la matriz A tenga inversa.
b) (1 punto) Parab =4 ya= -2, calcular A*-(B+2A) —(A"+B")-B.
¢) (1 punto) Para b = 1, discutir el rango de la matriz A + B en funcion del parametro a.

A.2. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Sea la funcion f(x) =x’+cos(zx). Se pide:

a) (1.25 puntos) Calcular la recta tangente a la grafica de f(x) en x=1 y probar, utilizando el
Teorema de Bolzano, que dicha recta tangente corta a la grafica de f(x) en algin punto entre
X=-3y X=-2.

b) (1.25 puntos) Calcular jx f(x)dx.

A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Un tetraedro tiene por vertices los puntos O (0, 0,0), A(1,0,0),B (0,2,0)yC (0, 0, 3).
a) (0.75 puntos) Calcule el area de la cara dada por el tridngulo de vértices A, By C.
b) (0.75 puntos) Calcule el volumen del tetraedro.
c) (1 punto) Calcule una ecuacion del plano & que pasa por los puntos A, B y C. Determine
el punto simétrico respecto de = del punto O.

A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.
El 60% de los habitantes de una ciudad utiliza para trabajar un mavil, el 30% utiliza un ordenador
portéatil y el 25% no usa ninguno de los dos dispositivos.
a) (0.5 puntos) Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar utilice ambos
dispositivos para trabajar.
b) (0.5 puntos) En esa ciudad, ¢es independiente el uso del movil y del ordenador portatil para
trabajar? Justifique la respuesta.
c) (0.5 puntos) Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar utilice
exclusivamente el ordenador portatil para trabajar.
d) (1 punto) Si elegimos al azar 10 individuos, calcule la probabilidad de que exactamente 8
de ellos utilicen para trabajar un movil.
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Los precios de las entradas para un musical son 8 euros para los asistentes menores de 18 afios,
25 euros para los adultos de menos de 60 afios, y 10 euros para aquellos de al menos 60 afios.
Tras el concierto, se sabe que se han vendido tantas entradas de 25 euros como de las otras dos
categorias juntas; y también que ha habido 9 asistentes menores de edad por cada uno de aquellos
de al menos 60 afios. Si la recaudacion final fue de 8300 euros, calcule el nimero de asistentes
de cada rango de edad.

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sea f(x)=xe*—e".
a) (0.5 puntos) Estudie su continuidad y derivabilidad en R.

b) (1 punto) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x) y clasifique
sus extremos relativos.

¢) (1 punto) Sea g(x)=—e". Calcule el area del recinto acotado que esta limitado por las
graficas de las funciones f(x) y g(x) en el intervalo [0, 1].

B.3. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.
Se consideran la recta r y los planos 7,, 7, de ecuaciones
X=2-4
r=<y=24 , AeR, my=y+z=-1 7#m,=2X-y+72=-3
2=2+4
Sea s la recta determinada por la interseccion de los planos 7, y =,.
a) (0.5 puntos) Halle el angulo que forman los planos 7z, y ,.

b) (1.5 puntos) Determine la posicion relativa de las rectas r y s.
c) (0.5 puntos) Encuentre una ecuacion del plano perpendicular a s que corta a la recta r en
el punto con segunda coordenada nula.

B.4. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.

Sabiendo que P(A/B)=%, P(B/A)=% y P(ng):%,se pide:

a) (1.5 puntos) Probar razonadamente que P(ANB)= % :

b) (1 punto) Calcular P(A) y P(B).
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Ejemplo: i £ tiene distribucidn N(0, 1), P{Z < 0,45) = 0,6736.

z 0,00 001 002 003 004 005 006 007 008 0,00
0,0 | 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 05199 0,5239 05279 0,5819 0,5350
0,1 | 05398 0,5438 05478 05517 0,5557 05596 0,5636 05675 0,5714 0,5753
0,2 | 05793 0,5832 0,5871 05910 0,5948 05987 0,6026 06064 0,6103 0,6141
0,3 | 06179 0,6217 0,6255 06293 0,6331 06368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
04 | 06554 0,6591 0,6628 06664 0,6700 06736 06772 06808 0,6844 0,6879
0,5 | 06915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 07088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224

0,6 | 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7380 07422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 | 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 07734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 | 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 08023 08051 08078 0,8106 0,8133
0,9 | 08159 08186 08212 0,823% 0,8264 08280 08315 08340 0,8365 0,8389
1,0 | 0,8413 0,8438 08461 02485 08508 08531 08554 08577 0,8599 08621

1,1 | 0,8643 0,8665 08686 08708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 | 0,8849 0,8860 0,8888 0,8007 0,8025 08944 0,8062 0,8980 0,8097 0,9015
1,3 | 0,0032 0,9049 09066 09082 09099 09115 09131 09147 09162 09177
1,4 | 09192 0,9207 09222 09236 09251 09266 09279 00292 0,9306 0,9319
1,5 | 0,9332 0,9345 09357 0,370 09382 09394 09406 00418 0,9420 0,9441

1,6 | 0,9452 0,9463 09474 09484 09495 00505 09515 00525 0,9535 0,9545
1,7 | 0,9554 0,9564 09573 09582 09591 09599 09608 09616 0,9625 0,9633
1,8 | 09641 0,9649 09656 09664 09671 09678 09686 00693 0,9699 0,9706
1,0 | 09713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 09756 09761 09767
2,0 | 09772 00778 0,9783 09788 0,9793 09798 0,9803 09808 09812 0,9817

2,1 | 09821 09826 0,9830 09834 0,9838 09842 0,9846 09850 0,9854 0,9857
2,2 | 09861 09864 0,9868 09871 0,9875 09878 09881 09884 0,9887 0,9800
2,3 | 09893 0,9896 0,988 09901 0,9904 09906 0,9909 09911 0,9913 0,9916
24 | 09918 09920 09922 09925 0,9927 09929 09931 09932 0,9934 0,9936
2,5 | 09938 0,9940 0,9941 09943 0,9945 09946 0,9948 09949 0,9951 0,9952

2,6 | 09953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9950 09960 0,9961 09962 0,0963 0,9964
2,7 | 09965 0,0966 0,9967 09968 0,9960 09970 0,9971 09972 0,9973 0,9974
2,8 | 09974 09975 0,9976 09977 0,9977 09978 0,9979 09979 0,9980 0,9981
2,0 | 09981 0,0982 0,9982 09983 0,9984 09984 0,9985 09985 0,0986 0,9986
3,0 | 09987 0,0987 0,9987 0,998% 0,9988 09980 0,0989 0,9989 0,9990 0,9990
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SOLUCIONES
A.l. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
a b 0 -1 0 O
Sean las matrices A=|b a 0|yB=|0 -1 0
0 0 a 0 0 -2

a) (0.5 puntos) Para b = a?, determinar los valores de a para que la matriz A tenga inversa.
b) (1 punto) Parab =4 ya= -2, calcular A*-(B+2A)—(A"+B")-B.
c) (1 punto) Para b =1, discutir el rango de la matriz A + B en funcion del pardmetro a.

a) La matriz A tiene inversa si su determinante es no nulo.

a a> o0
|Al=la* a O0Oj=a’-a’
0 0 a

o ~0>E=0

|A|—O:>a3a5—0:>a3(1a2)—0:>{

1-a?=0—>a’=1-[a=1=#1
La matriz A tiene inversa cuando “a” es distinto de 0, de —1 y de 1.
b) Parab =4 ya = —2 la matriz A tiene inversa. La calculamos.
-2 4 0 -2 4 0
A= 4 -2 0 |=|A=|4 -2 0|=-8+32=24%0
0 0 -2 0 0 -2
2 4 0 -2 0 4 0 4 -2
+ - +
Adjl 4 -2 0 0 -2 0 -2 0 0
L Adi(AT) (o o0 -2 1| 4o |2 o) 2 4
A 24 24 o -2 jo -2 |0 0O
4 0 -2 0 -2 4
+ - +
-2 0 4 0 4 -2

4 8 0 1/6 1/3 0

Alzi 8 4 0 |=|1/3 1/6 O
0 0 -12 0 0 -1/2

Seguimos con el calculo de la matriz pedida.

292 de 489

www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EVAU 2022 Extraordinaria (coincidencias) Matemadticas Il en Madrid

-1 0 O -2 4 0 -5 8 0
B+2A=|{0 -1 0(+2/4 -2 0|=8 -5 0
0 0 -2 0 0 -2 0O 0 -6

1 4 8 0 )5 8 0 1 -20+64 32-40 O
A‘l-(B+2A)=ﬂ 8 4 0 8 5 0 =22 -40+32 64-20 O
0 0 -12{0 0 -6 0 0 72

4 -8 O 11/6 -1/3 0

A’l-(BJrZA):i -8 44 0 |=|-1/3 11/6 O
0 0 72 0 0 3
1/6 1/3 0 -1 0 O -5/6 1/3 0

A'+B'=|1/3 1/6 0 |+|0 -1 0 |=|1/3 -5/6 O
0 0 -1/2 0O 0 -2 0 0 -5/2

5/6 1/3 0 }(-1 0 0) (5/6 -1/3 0
(A'+BY)-B=| 1/3 -5/6 0 || 0 -1 0 |=|-1/3 5/6 0
0 0 -5/2lo 0 -2 0O 0 5

11/6 -1/3 0) (5/6 -1/3 0
At (B+2A)—(A'+BY)-B=|-1/3 11/6 0|-|-1/3 5/6 O
o 0 3 0O 0 5

Al (B+2A)—(At+B')-B=

o O -
o O
o

alao -1 0 O a-1 1
c) Parab=1lamatrizA+Bes A+B=|1 a 0|+ 0 -1 0 |=| 1 a-1
0 0 a 0O 0 -2 0 0
¢Elrango es 3?

a-1 1 0
A+B|=| 1 a-1 0 |=(a-1)'(a-2)-(a-2)=(a-2)[(a-1)"-1]
0 0 a-2

=(a-2)[a’-2a+1-1|=(a-2)[a’-2a]=a(a-2)(a-2)=a(a-2)’

293 de 489

www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EVAU 2022 Extraordinaria (coincidencias) Matemadticas Il en Madrid

a=2
Se nos plantean tres situaciones diferentes que analizamos por separado.

|A+B|=0:>a(a—2)2=0:>{

CASO 1. Si “a” es distinto de 0 y de 2.
En este caso el determinante de A+B es no nulo y su rango es 3.

CASO 2. Sia=0.
En este caso el determinante de A+B es nulo y su rango no es 3.

-1 1 0
Lamatriz A+B queda A+B=| 1 -1 0 |.Lamatriztiene rango 2, pues si quitamos
0 0 -2
la fila y columna 1% nos queda un menor de orden 2 con determinante no nulo -
-1 0
=2#0.
0 -2
CASO 3.Sia=2.
En este caso el determinante de A+B es nulo y su rango no es 3.
110
La matriz A+B queda A+B =1 1 0 |.Lamatriztienerango 1, pues tiene una fila con
0 0O

todos los elementos nulos y la fila 12 y 22 son iguales.

Resumiendo: Sia #0ya #2elrangode A+Bes3.Sia=0elrangoes2y sia=2 el rango
es 1.
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A.2. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Sea la funcion f(x) = x*+cos(zx) . Se pide:

a) (1.25 puntos) Calcular la recta tangente a la grafica de f(x) en x=1 y probar, utilizando el
Teorema de Bolzano, que dicha recta tangente corta a la grafica de f(x) en algiun punto entre
X=-3y x=-2.

b) (1.25 puntos) Calcular J‘x f(x)dx.

a) Calculamos la recta tangente a la grafica de f(x) en x=1.

f(x)=x*+cos(zx)= f (1)=1"+cos(7)=0
f7(x) =3x" —zsen(zx) = f"(1) =3-1° —zsen(r)=3

f(1)=0

=y-0=3(x-1)=|y=3x-3
f'(1)=3} y (x=2)=1y

La recta tangente tiene ecuacion y =3x—3.

Consideramos la funcién h(x) = f (x)—(3x—3) y aplicamos a h(x) el Teorema de Bolzano
en [-3,—2]: h(x) es continua en [-3,—2] (propiedades de las funciones continuas); ademas,
h(=3) = f (-3)—(-9-3) =(-3)’ +cos(-37)+12=-27-1+12=-16<0 y

h(-2) = f (-2)—(-6-3)=(-2)’ +cos(-27)+9=-8+1+9=2>0, por lo que aplicando el

teorema de Bolzano existe un punto ¢ € (—3,—2) en el que h(c) = 0. Esto implica que la
funcion y la recta tangente coinciden en x=c.

b) Calculamos la integral usando integracion por partes.

jx f (x)dx=J'x(x3 +cos(7zx))dx:.|'x4 +xcos(7zx)dx:§+Ixcos(7rx)dx:...

Integracion por partes
J.XCOS(ﬂX)dX= U=Xx—du=dx =

dv =cos(zx)dx=v= jcos(zx)dx = isen(7rx)
T

1 1 X 1
xﬂsen(;rx) IﬂSEﬂ(ﬂ'X) X ”sen(ﬂx) ﬂfsen(;rx) X

X 101 X 1
= ;sen(ﬂx) —;[—;cos(nx)) = ;sen(nx) + ?cos(nx)

X* X 1
==+ — K
— sen(7x)+ . cos(zx)+
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A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Un tetraedro tiene por vértices los puntos O (0, 0,0), A(1,0,0),B (0,2,0)yC (0, 0, 3).

a) (0.75 puntos) Calcule el area de la cara dada por el tridangulo de vértices A, By C.

b) (0.75 puntos) Calcule el volumen del tetraedro.

¢) (1 punto) Calcule una ecuacion del plano  que pasa por los puntos A, B y C. Determine el
punto simétrico respecto de n del punto O.

a) El area del triangulo ABC es la mitad del médulo del vector que se obtiene en el producto
vectorial ABx AC .
AB=(0,2,0)-(L0,0)=(-120)] . . |' 1 ¥ _
= ABxAC=|-1 2 0|=6i+2k+3j=(6,32)
-1 0 3

AC =(0,0,3)—(1,0,0)=(-1,0,3)

) ABx AC 2 a2, 2
AreaABC:‘ ‘: 6 +§ +2 =£=

3.5u°

b) El volumen del tetraedro OABC es la sexta parte del valor absoluto del producto mixto de
los vectores OA, OB y OC .

OA=(10,0) 10 0

OB =(0,2,0);=| OA,0B,0C |=o 2 0[=6

0C =(0,0,3) 003
[oAdBOC] ¢

Volumentetraedro OABC = 5 =5= 1u®

c) El plano 1 que pasa por los puntos A, B y C tiene como vectores directores AB y AC .

u=AB=(0,20)-(10,0)=(-12,0) X1y 2
v=AC=(0,0,3)-(1,0,0)=(-10,3) ;= z=| -1 2 0/=0=
A(l,0,0)en’ -1 0 3

=6Xx-6+22+3y=0=|7r=6x+3y+22-6=0

Nos piden hallar el punto O” simétrico de O respecto del plano 1
O
L

-

o
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Hallamos la ecuacidn de la recta perpendicular al plano  que pasa por el punto O. Esta recta
tendra como vector director el vector normal del plano.

7=6x+3y+22-6=0=n=(6,3,2)

X=061

v, =n=(6,3,2)
r= =>r=qy=31;1eR
0(0,0,0)er 2

Hallamos el punto P de corte entre la recta r y el plano .

X=61

:36/1+91+4/1—6:0:>49/1:6:/1:£:>
z2=24 49

T=6X+3y+2z-6=0

36
X="—
49
18 36 18 12
= y=_:> P VSV
49 (49 49 49)
12
7="2
49

Las coordenadas del punto O” seré el resultado de sumar al punto P el vector OP .

P(§§ 18 EZJ 36 18 12 36 18 12
49'49' 49 :@:(_ = _j_(o,o,o)z(_ = _j

4949’ 49 494949
0(0,0,0)
o_p.op_(36 18 12) (3618 12) (72 36 24
49 49 49 49 49 49 49 49 49
Las coordenadas del punto O” simétrico de O respecto del plano m son O’'= (Z—;j—gi—gj
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A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

El60% de los habitantes de una ciudad utiliza para trabajar un movil, el 30% utiliza un ordenador

portatil y el 25% no usa ninguno de los dos dispositivos.

a) (0.5 puntos) Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar utilice ambos
dispositivos para trabajar.

b) (0.5 puntos) En esa ciudad, ¢es independiente el uso del mévil y del ordenador portatil para
trabajar? Justifique la respuesta.

¢) (0.5 puntos) Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar utilice
exclusivamente el ordenador portéatil para trabajar.

d) (1 punto) Si elegimos al azar 10 individuos, calcule la probabilidad de que exactamente 8 de
ellos utilicen para trabajar un movil.

Realizamos una tabla de contingencia con los datos del problema.

Usan ordenador (O) | No usan ordenador (O)
Usan movil (M) 60
No usan mévil (M ) 25
30 100

Completamos la tabla.

Usan ordenador (O) | No usan ordenador (O)
Usan movil (M) 15 45 60
No usan mévil (M ) 15 25 40
30 70 100

Con estos datos y la regla de Laplace respondemos a las preguntas.

a) Nos piden calcular P(M nO). Observando los datos de la tabla P(M nO) :%:

b) Comprobamos si P(M nO)=P(M)P(O).

P(M)=10
100 :P(M)P(O): 60_30:1800 218 N
(0)-2 100 100 10000 100
100
15 18
P(MNO)=—— %= P(O
= P(MO)=-2+ 2 ~P(M)P(O)

El uso del movil y del ordenador portatil para trabajar no son independientes.

c) Si alguien utiliza exclusivamente el ordenador portatil para trabajar significa que utiliza el
ordenador y no utiliza el mévil (ONM).

P(Omﬁ):%:m
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d) Utilizamos la variable binomial X = Numero de individuos que usan el mévil para trabajar
de un grupo de 10.

=——=0.6.
100

El nmero de repeticiones esn = 10 y la probabilidad de éxito es p = P(M )
X =B(10, 0.6)
Nos piden calcular P(X =8).

10 :
P(X =8)=| " 10.6°-0.4° _1996 65047 = [0.121
8 2
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Los precios de las entradas para un musical son 8 euros para los asistentes menores de 18 afios,
25 euros para los adultos de menos de 60 afios, y 10 euros para aquellos de al menos 60 afios.
Tras el concierto, se sabe que se han vendido tantas entradas de 25 euros como de las otras dos
categorias juntas; y también que ha habido 9 asistentes menores de edad por cada uno de aquellos
de al menos 60 afios. Si la recaudacion final fue de 8300 euros, calcule el nimero de asistentes
de cada rango de edad.

Llamamos X, y, z al namero de entradas vendidas a menores de 18 afios, adultos de menos de
60 afios y adultos de al menos 60 afios, respectivamente.

“La recaudacion final fue de 8300 euros” = 8x+ 25y +10z =8300

“Se han vendido tantas entradas de 25 euros (y) como de las otras dos categorias juntas (
Yy+2)' 2> Yy=X+2

“Ha habido 9 asistentes menores de edad por cada uno de aquellos de al menos 60 afios”
—>Los asistentes menores de edad son 9 veces los asistentes de al menos 60 afios > x =9z

Reunimos todas las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

8x+25y+10z =8300
y=X+12

8(92)+25y+102:8300} 25y+822:8300}
= = =
X =9z

y=9z+1z y =10z

8300 |y =10-25=250]

= 25(10z)+82z =8300 = 3322 =8300 = [z = —— = 25| =
332 |x=9-25=225|

Se han vendido 225 entradas a menores de 18 afios, 250 a adultos de menos de 60 afios y 25
a personas con al menos 60 afios.
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B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sea f(x)=xe*—e".
a) (0.5 puntos) Estudie su continuidad y derivabilidad en R.

b) (1 punto) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x) y clasifique sus
extremos relativos.

c) (1 punto) Sea g(x)=—€". Calcule el area del recinto acotado que esta limitado por las
graficas de las funciones f(x) y g(x) en el intervalo [0, 1].

a) f(x) es continua y derivable en R (por ser suma y producto de funciones continuas y
derivables)

b) Utilizamos la derivada.

X

f(x)=xe"—e*'= f’(x)=e"+xe"—e* =xe

f'(x)=0=xe*=0=
e* =0 — jlmposible!

La funcion tiene un punto critico en x = 0.
Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x = 0.

e Enelintervalo (—,0) tomamos x =-1y la derivada vale f’(-1)=—e™"=-0.36<0.
La funcién decrece en (—,0).
e Enelintervalo (0,+w) tomamosx =1y la derivada vale f’(1)=e'=2.71>0.La

funcion crece en (0,+).
La funcion decrece en (—o,0) y crece en (0,+x).

La funcion presenta un minimo relativo en x = 0. Como f (x)=0-e° —e® =—1 el minimo

relativo tiene coordenadas (0, —1).

c) Averiguamos los puntos de corte de las graficas de ambas funciones, por si existiera en el
intervalo [0, 1] un punto de corte.

f(x)=9g(x) = xe* —e* =—e* = xe* =0=[x=0]

El punto de corte esté en el extremo del intervalo [0, 1] por lo que el area pedida es la integral
definida de la diferencia de las funciones entre 0 y 1. Falta saber que funcion es mayor en

dicho intervalo ( f (0.5)=0.5e** —e** =—0.82 < -0.61=—e"* = g(0.5)).
Area = .[Olg (x)—f(x)dx = IolxeX —e"—(—e")dx = _[:xexdx =..

Calculamos primero la integral indefinida.
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Integracion por partes
_[xexdx: u=Xx—du=dx :xex—fexdx:xex—eX+K

dv:exdx—>v:jexdx:eX

Seguimos con el calculo de la integral definida y el area.

= _[leexdx :[xeX —e*]i =[1-el —elj—[o-eo —e°] =|1u?

El area del recinto acotado que esta limitado por las graficas de las funciones f(x) y g(x) en
el intervalo [0, 1] tiene un valor de 1 u?.

No se pide en el ejercicio, pero dibujamos las funciones y el recinto acotado del cual hemos
hallado el area.

(3]
'Y
L
w.
—

f(x)=xe" —€"

[y

- A
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B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Se consideran la recta r y los planos 7, 7,, de ecuaciones

X=2-4
r=qy=21 , 1leR, my=y+z=-1 7,=2X-y+z=-3
2=2+4
Sea s la recta determinada por la interseccion de los planos 7, y 7,.

a) (0.5 puntos) Halle el angulo que forman los planos 7, y =,.

b) (1.5 puntos) Determine la posicion relativa de las rectas r y s.
¢) (0.5 puntos) Encuentre una ecuacion del plano perpendicular a s que corta a la recta r en el
punto con segunda coordenada nula.

a) El angulo que forman dos planos es el mismo que el que forman sus respectivos vectores
normales.

=y+z=-1-n =(0,11 —
m=y+z=-1-n=(011) i =(04,1)(2-11)=-1+1=0
m,=2X—y+z=-3—>n,=(2,-11)

Al ser su producto escalar 0 los vectores normales son perpendiculares (90°) y por tanto los
planos son perpendiculares. El angulo que forman los planos 7z, y 7, es de 90°.

Tq
b) Hallamos un vector director y un punto de la recta r.
X=2-1 —
u =(-121)
r=y=21 , leR=>r=
22244 R (202)

Hallamos un vector director y un punto de la recta s.

y+z=-1 y=-1-z
S= = =2X+1+72+72=-83=2x=-4-21=>
2X—y+2=-3 2X—y+2=-3

X=-2-t —
vS:(—l,—l,l)
> X=—2-7=>s=<¢y=-1-1,teR=|s

QS(—Z,—].,O)

z=t
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Los vectores directores de las rectas no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las
rectas ni son coincidentes ni paralelas.

Las rectas se cortan o cruzan.
Averiguamos si el producto mixto [ur,vs, RQS] es nulo o no.

PQ. =(-2,-1,0)-(2,0,2) = (-4,-1-2)

r

U, =(-121) 102 1
v, =(-1-11) :[E,\Z,ﬁ]z—l 1 1|=-2-8+1-4-4-1=-18%0
PQ=(-4-1-2) 4 -2

Al ser no nulo el producto mixto [ur,vs, RQS] las rectas r y s se cruzan.

c) Hallamos la ecuacion del plano T perpendicular as.

El vector normal del plano es el vector director de la recta s.

n=v,=(-1-11)=7=-x-y+z+D=0

Hallamos el punto de corte del plano ty la rectar.
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r=-X-y+z+D=0
X=2-1

r=qy=24 , 1eR
2=2+41

= -24+1-244+24+1+D=0=D=0

Para que la recta r y el plano 7 se corten debe ser D = 0.

El plano debe ser 7 =—-x—y+2z=0.

Este plano contiene la recta r. Buscamos un punto de la recta r con segunda coordenada

nula.
y=0
X=2-4
=0=21=1=0= P(Z,O,Z)
r=qy=24 , 1eR
1=2+A1

El plano buscado es 7 =—-x—y+z =0 que es perpendicular a la recta s y contiene a la recta
r, y en particular coincide con ella en el punto P(2,0,2).
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B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sabiendo que P(A/B)z%, P(B/A)zi y P(Z\mg):%,se pide:

a) (1.5 puntos) Probar razonadamente que P(ANB)= 3—10 .

b) (1 punto) Calcular P(A) y P(B).

a) Utilizamos el teorema de Bayes.

P(A/B)z%:%z%:P(B):BP(AmB)

p(B/A)- L= PACB) 1 o a) _14p(AnE)
14 P(A) 14

P(Z\mg):l: P(Au B)=1:> P(AU B):l—lzﬁ
15 15 15 15

Utilizamos la formula de la probabilidad de la unién de dos sucesos Ay B.

(
E 8 =2 =3P(ANB)+14P(ANB)-P(ANB)=
(

=2 ~16P(ANB)= |P(ANB) =~

b) De lo visto en el apartado a) tenemos que P(A)=14P(ANB)= % = % :

También tenemos que P(B)=3P(ANB)= % = %

OTRA FORMA DE HACERLO

a) Cambiamos las probabilidades a valores absolutos.
Tomamos una poblacion de 3 - 7 -2 - 5 =210 elementos.
1 70

Tenemos que P(A/B)=§_210, P(B/A):%:%; P(Rmﬁ):%:%
Y ademas
p(A/B)=L=PACE) 1 oig) _3p(anB)

3 P(B) 3
1 P(ANB) 1

P(B/A):E:W:ﬁ: P(A)=14P(ANB)
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Llamamos x al nimero de elementos de A~ B Yy construimos una tabla de contingencia.

Completamos la tabla

B B
A X 14x
A 98
3X 210
B B
A X 13x 14x
A 2X 98 98+2x
3X 98+13x 210
: 112
Debe cumplirse que 3x+98+13x=210 - 16x=112 > x= 16 - 7.

Por lo que P(AN B):leo

b) En las expresiones obtenidas sustituimos el valor de x.

1

30

P(B)

P(A)=14x=14—
(A)=14x=14_

1

30 |10

1
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Universidad Curso 2021-2022

Carlos i MATERIA: MATEMATICAS II
de Madrid

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a elegir
entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

CALIFICACION: La valoracion de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
TIEMPO: 90 minutos.

A.1. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.
Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro real m:

X=2my+z=1
mx+2y-z=-1
X—y+z =1

a) (2 puntos) Discuta el sistema en funcién de los valores de m.

b) (0.5 puntos) Resuelva el sistema para el valor m =%

A.2. Calificaciébn maxima: 2.5 puntos.

3.-1Ux? .:
Sea la funcion f(x)z{x e sl X#0
0

Si x=0
a) (1 punto) Estudie la continuidad y derivabilidad de f(x) en x =0.
b) (0.5 puntos) Estudie si f(x) presenta algun tipo de simetria par o impar.

2 f(x)dX

XG

¢) (1 punto) Calcule la siguiente integral: J

1

A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Con un dispositivo laser situado en el punto P (1, 1, 1) se ha podido seguir la trayectoria de una

2x—-y =10

X—z=-90

a) (0.5 puntos) Calcule un vector director de r y la posicién de la particula cuando su
trayectoria incide con el plano z = 0.

b) (1.25 puntos) Calcule la posicién mas proxima de la particula al dispositivo laser.

¢) (0.75 puntos) Determine el angulo entre el plano de ecuacion x+y =2y larectar.

particula que se desplaza sobre la recta de ecuaciones r E{

A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.
Segun el Instituto Nacional de Estadistica, durante el Gltimo trimestre de 2020, el porcentaje de
mujeres que pertenecia al conjunto de Consejos de Administracion de las empresas que
componen el 1bex-35 fue del 27.7 %. Se reunieron 10 de estos consejeros.
a) (0.75 puntos) Halle la probabilidad de que la mitad fueran mujeres.
b) (0.75 puntos) Calcule la probabilidad de que hubiese al menos un hombre.
c) (1 punto) Determine, aproximando mediante una distribucion normal, la probabilidad de
que en un congreso de doscientos consejeros de estas empresas hubiera como minimo un
35% de representacion femenina.
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B.1. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.

Tres primos, Pablo, Alejandro y Alicia, se van a repartir un premio de 9450 euros de forma
directamente proporcional a sus edades. La suma de las edades de Pablo y Alejandro excede en
tres afios al doble de la edad de Alicia. Ademas, la edad de los tres primos juntos es de 45 afios.
Sabiendo que en el reparto del premio Pablo recibe 420 euros méas que Alicia, calcule las edades
de los tres primos y el dinero que recibe cada uno por el premio.

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

X

x?+1

a) (0.5 puntos) Compruebe si f(x) verifica las hipétesis del Teorema de Bolzano en el
intervalo [-1,1]

b) (1 punto) Calcule y clasifique los extremos relativos de f(x) en R .

¢) (1 punto) Determine el &rea comprendida entre la grafica de la funcién f(x) y el eje OX en
el intervalo [-1,1].

Sea la funcion f(x) =

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
X=1+1

Seanel plano z=x+y+z=1,larecta r=<y=1-4,4€R yel punto P(0, 1, 0).
z=-1

a) (0.5 puntos) Verifique que la recta ry esta contenida en el plano = y que el punto P pertenece
al mismo plano.

b) (0.75 puntos) Halle una ecuacion de la recta contenida en el plano = que pase por P y sea
perpendicular a rs.

c) (1.25 puntos) Calcule una ecuacion de la recta, r, que pase por Py sea paralela a r1. Halle
el rea de un cuadrado que tenga dos de sus lados sobre las rectas ry y r».

B.4. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.
De una cesta con 6 sombreros blancos y 3 negros se elige uno al azar. Si el sombrero es blanco,
se toma, al azar, un pafiuelo de un cajon que contiene 2 blancos, 2 negrosy 5 con cuadros blancos
y negros. Si el sombrero es negro, se elige, al azar, un pafiuelo de otro cajon que contiene 2
pafiuelos blancos, 4 negros y 4 con cuadros blancos y negros. Se pide:
a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que en el pafiuelo aparezca algun color que no sea el
del sombrero.
b) (0.5 puntos) Calcular la probabilidad de que en al menos uno de los complementos
(sombrero o pafiuelo) aparezca el color negro.
c) (1 punto) Calcular la probabilidad de que el sombrero haya sido negro, sabiendo que el
pafiuelo ha sido de cuadros.
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SOLUCIONES

A.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro real m:

X=2my+z=1
mx+2y-z=-1
X-y+z =1

a) (2 puntos) Discuta el sistema en funcién de los valores de m.

b) (0.5 puntos) Resuelva el sistema para el valor m :%

a) Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

1 -2m 1 1 -2m 1
A=lm 2 -1 :>|A|=m 2 “A=2+2m-m-2+2m*’-1=2m?+m-1
1 -1 1 1 -1 1
-1+3 |1 m
1+ 1 -4-2(-1) _1+ 127
|A|:0:>2m2+m—1:0:>m: ( ): 1£3_) 4 2
4 4 -1-3
2 [[1=m
4

Estudiamos tres casos diferentes.

1
CASO1. m ¢§ y m=-1
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la
matriz ampliada y el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una
Unica solucion).

CASO2. m=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos el rango de A 'y A/B usando el método de Gauss.

Fila 22 + Fila 12
1 2 1 1 19 4 1
AlB=|-1 2 -1 -ll=y . .
111 0 4 0 0 —> NuevaFila2?
Fila 32 — Fila 12
L 11 1 1 2 11
1 2 1 1 =0 4 0 0|
0300

0 -3 0 0 — NuevaFila3?
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4-Fila32+ 3 - Fila 22

0 -12 0 O 1211
= 0 12 0 0 =0 4 0 0
0 00O

0 0O O O0— NuevaFila3?

Como la fila 32 es nula el rango de la matriz A es 2 al igual que el de la matriz A/B,
menor que el nimero de incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas
soluciones).

CASO3. m =%

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos el rango de Ay A/B usando el método de Gauss.

-2 - Fila 22 + Fila 12

Lot -1 -4 2 2
AIB=[1/2 2 -1 -1|= 111
1t 111 0 -5 3 3—> NuevaFila2?
Fila 32 — Fila 12
L 11 1 1 -111
11 1 1 =0 -5 3 3
0 0 00

0 O O 0 — NuevaFila3?

El rango de la matriz A es 2 al igual que el de la matriz A/B, menor que el niumero de
incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

b) Si m :% el sistema es compatible indeterminado.

Obtenemos las soluciones a partir del sistema equivalente que hemos obtenido en el
apartado a).

1 -1 11 X-y+z=1
X-y+z=1 X-y+z=1
0 5 3 3|= By 13723 = By —3_3 3 3 (=
-S5y+3z= -5y=3-3z =——+=
o000 7 d Y=75'5"
3 3 3 3 2 2
S X+—-——2+2=1=X=1l-—4+-7-I=>|X=——=1Z
5 5 5 5 5 5

Las soluciones del sistema son x:é—ét; y:—§+§t; z=t; teR
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A.2. Calificaciébn maxima: 2.5 puntos.

3.-1UX% .:
Sea la funcion f(x):{x e sl Xx#0
0

Si x=0
a) (1 punto) Estudie la continuidad y derivabilidad de f(x) en x = 0.
b) (0.5 puntos) Estudie si f(x) presenta algun tipo de simetria par o impar.

2
f
¢) (1 punto) Calcule la siguiente integral: J @dx.
X

1

a) ¢La funcion es continua en x = 0?

—1/x? : 3
C=limx'—= -
x—0 e1/>< e1/0 e

lim f (x) =limx%
x—0 x—0
La funcion es continua.

La funcion es derivable en R —{0} y su derivada es:

2 -2 , _1/x2 _1/x2 2 —_1/x2? _1/x? -
f(x)=xe" =x%™ = f'(x)=3x%" +x%e ==3%"" +26" si x=#0
X

¢La funcion es derivable en x = 0?

f°(0) = Iirrg3x2e‘l’xz +2eV¢ =3.0%eV” 426V =0.e” +26* =0+0=0
La funcidn es derivable en x = 0.
La funcion es continua y derivableen R .

b) Vemos la expresion de f(—x) y lo comparamos con f(x).

2

f(—x)=(—x) e’ = e
La funcion presenta simetria impar.

-1 ()

c) Calculamos primero la integral indefinida.

Cambio de variable
f 3.-1x? —1Ux?
J—(ex)dx:J—Xe6 dX=Je dx = —i=—x‘2=t:>2x‘3dx=dt =

X X x® NG
3

2 dx=dt=dx="dt
X 2

t 3
:J%Ldt :ij'etdt _LaLowe
X® 2 2 2 2

Aplicamos este resultado al calculo de la integral definida.

Zf X 2 2 2 2
f (G)dx{ge_yx} :[1642}_[16%}: 1 1
1 X 2 L2 2 2e 2e
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A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Con un dispositivo laser situado en el punto P (1, 1, 1) se ha podido seguir la trayectoria de una

2x—-y =10

Xx—2=-90

a) (0.5 puntos) Calcule un vector director de r y la posicién de la particula cuando su trayectoria
incide con el planoz = 0.

b) (1.25 puntos) Calcule la posicion mas proxima de la particula al dispositivo laser.

¢) (0.75 puntos) Determine el angulo entre el plano de ecuacion x+y =2y larectar.

particula que se desplaza sobre la recta de ecuaciones r E{

a) Obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta y un vector director.

x=t
2x—-y =10 -y =10-2x y =-10+2x Pr(O,—10,90)
r= = = =>r=y=-10+2t = =
x—2=-90 -z2=-90-x z=90+x v :(1,2,1)
z=90+t r

Hallamos el punto de corte de la recta r con el planoz =0

X=t
X=t
r=qy=-10+2t x=-90
= y=-10+2t = = Q(—90,—190,0)
z=90+t y=-10-180=-190
0 0=90+t—>t=-90
=

b) El punto P” que se busca es el del dibujo.

p
w
\
!
1

\

Obtenemos el plano m perpendicular a la recta que pasa por P. El punto de corte de recta y
plano es el punto P”.

Hallamos la ecuacion del plano Tr.

I_’i=\Z=(1,2,1)}:>ﬂix+2y+Z+D=O

}:>1+2+1+D=0:>
PALLl)erx PL1Dex

=>D=-A4=7r:X+2y+2-4=0

Hallamos el punto P” de interseccion de plano y recta.
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TiX+2y+2-4=0

Xt = 1+2(~10+2t)+90+t-4=0=>t—-20+4t+90+t—4=0=
r=qy=-10+2t
z=90+t
x=-11
=6t+66=0=6t=—66=t=-11=1y=-10-22=-32=|P'(-11,-32,79)
z=90-11=79

c) El plano x+y =2 tiene como vector normal n= (11,0).
X=t
Larecta r=1y=-10+2t tiene como vector director v, =(1,2,1).
z=90+t
Hallamos el &ngulo formado entre el vector normal del plano y el director de la recta.

v, =(1,21 .
Vi =(121) — cos(vy, 1) = e (L23)(1L10)  _1+2 V3 _
n=(110) v, -n‘ 2122421112+ 00 V12 2

= (v,,n)=30°

El angulo que forman recta y plano es 90° — 30° = 60°.
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A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

Segun el Instituto Nacional de Estadistica, durante el Gltimo trimestre de 2020, el porcentaje de

mujeres que pertenecia al conjunto de Consejos de Administracion de las empresas que

componen el 1bex-35 fue del 27.7 %. Se reunieron 10 de estos consejeros.

a) (0.75 puntos) Halle la probabilidad de que la mitad fueran mujeres.

b) (0.75 puntos) Calcule la probabilidad de que hubiese al menos un hombre.

c) (1 punto) Determine, aproximando mediante una distribucion normal, la probabilidad de que
en un congreso de doscientos consejeros de estas empresas hubiera como minimo un 35% de
representacion femenina.

Es un problema que resolvemos utilizando la distribucion binomial.

Numero de repeticiones = n = 10. Probabilidad de éxito (sea mujer) = p = 0.277.
q=1-0.277=0.723

X = Numero de mujeres en un grupo de 10. X = B(10, 0.277)

a) Nos piden calcular P(X = 5).

) _ 10 5 5 _ 5 5
P(X —5)— 5 -0.277°-0.723° =252-0.277°-0.723° =|0.0812

b) Que “haya al menos un hombre” es lo mismo que “Haya 9 mujeres o menos”.
Nos piden calcular P(X <9).

P(X=0)+P(X =1)+.+P(X =9)
Es muy largo, utilizamos el contrario

P(X 39)={ }=1—P(X=1O)=
1
:1—[18}0.277“’ :0.723° =1-0.277"° =

c) Pasamos a una binomial X = B(200, 0.277).
El 35 % de 200 consejeros son 0.35 - 200 = 70.

np =200-0.277=55.4>5 . . :
Como entonces la binomial se puede aproximar con una normal
ng=200-0.723=144.6 >5

de media 4 =np=55.4 y desviacion tipica o = \/npg =/200-0.277-0.723 = 6.329

La distribucion binomial X = B(200, 0.277) se aproxima con una normal Y = N(55.4, 6.329).
Nos piden calcular P(X >70)

P(X >70)={Correcién de Yates} = P(Y >69.5) = {Tipificamos} =

_ P(Z S 69.5-55.4

=P(Z22>223)=1-P(Z2<223)=
6.329 ] ( ) ( )

= {Miramos en la tabla N(0,1)} =1-0.9871=0.0129
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B.1. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.

Tres primos, Pablo, Alejandro y Alicia, se van a repartir un premio de 9450 euros de forma
directamente proporcional a sus edades. La suma de las edades de Pablo y Alejandro excede en
tres afios al doble de la edad de Alicia. Ademas, la edad de los tres primos juntos es de 45 afios.
Sabiendo que en el reparto del premio Pablo recibe 420 euros méas que Alicia, calcule las edades
de los tres primos y el dinero que recibe cada uno por el premio.

Llamamos “x” a la edad de Pablo, “y” a la edad de Alejandro y “z- a la edad de Alicia.

“La suma de las edades de Pablo y Alejandro excede en tres afios al doble de la edad de
Alicia” > x+y=2z+3
“La edad de los tres primos juntos es de 45 afios” 2> x+y+z=45

En el reparto del dinero tocan a 9450 / 45 = 210 euros por afio.

“En el reparto del premio Pablo recibe 420 euros mas que Alicia” como 420 /210 = 2,
esto significa que Pablo tiene 2 afios mas que Alicia > x=2+2

Reunimos todas las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

X+y=22+3

Z+2+y=22+3 y=z+1
X+y+z=45;= =

=2+1=-22+43=32=42=>
Z+2+y+2=45 y=-22+43

X=2+2

42 y=14+1=15
=
[x=14+2 =16

Pablo tiene 16 afios, Alejandro 15 y Alicia 14.

Pablo recibe 16 - 210 = 3360 €, Alejandro 15 - 210 =3150 € y Alicia 14 - 210 =2940 €
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B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sea la funcion f(x) = 2X
X“+1
a) (0.5 puntos) Compruebe si f(x) verifica las hipétesis del Teorema de Bolzano en el intervalo

[_1!1]

b) (1 punto) Calcule y clasifique los extremos relativos de f(x) en R.

c) (1 punto) Determine el area comprendida entre la grafica de la funcion f(x) y el eje OX en el
intervalo [-1,1].

a) La funcion f(x)= es continua en el intervalo [-1,1]. Es un cociente de polinomios,

x> +1
pero el denominador no se anula para ningun valor de Xx.
La funcion toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo:

1 _ 1.

f(-1) =
D (-)°+1 2
1

1
f@= ==>0
@ 1+1 2

Se cumplen las dos condiciones necesarias para poder aplicar el teorema de Bolzano.

b) Hallamos la derivada y la igualamos a cero, en busca de los puntos criticos.

X , L +1)-2x-X  x241-2x2  1-x
= ' (x)= 2 = 2 2
+1 (x2+1) (x2+l) (x2+1)

f(x)=

X2

1-x°

(x*+1)

—0=>1-X2=0=>x*=1=|x=1=%1

> =

f(x)=0=

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de los valores hallados.
1-(=2) -

= En (—oo,—l) tomamos x = -2, la derivada vale f“(-2)= 5
(2y+1) 2

funcion decrece en (—o0,—1).

. . 1-0° .
= En (-11) tomamos x = 0, la derivada vale f’(0)= 0 >=1>0. La funcién crece
0% +1)
en (-11)
: . 1-2° -3 >
= En (1,+<0) tomamos x = 2, la derivada vale f’(2)= > =——<0. La funcion
(22+1) 2

decrece en (1,+0)

La funcion sigue el esquema siguiente.
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La funcion presenta un minimo relativo en x = —1 y un maximo relativo en x = 1.

Como f(-1) :_—1:_?1 y f@= ! =% el minimo relativo tiene coordenadas

(-1)" +1 1 +1

[—1, %j y el maximo relativo (1, %)

c) Averiguamos si la funcion corta el eje OX.

X
X2+l =

f(x)=
y=0

X
x?+1

=0=|x=0e[-11]

El recinto del cual queremos hallar su area lo dividimos en dos partes.

I:f(x)dx:jo X dx‘+

, 0
Area = ‘ [* £ 00+

_[1 2X dx
0x“+1

Eln(x2 +1)}

-1x%4+1

1

+

0
:EJ.O 22X dx+1 ' 22X dx|= lIn(x2+1)
291x°+1 290x°+1 2 0

0

- Bln(o2 +1)}—Eln((—l)2 +1)} + Bln(lz +1)}— %ln(o2 +1)}‘ =

:O—EInZ =1In2+lln2=ln2z0.693u2
2 2 2

+‘£In2
2
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B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
X=1+1

Seanel plano z=x+y+z=1,larecta rr=<y=1-4,4€R yel punto P(0, 1, 0).
z=-1

a) (0.5 puntos) Verifique que la recta r1 esta contenida en el plano = y que el punto P pertenece
al mismo plano.

b) (0.75 puntos) Halle una ecuacion de la recta contenida en el plano = que pase por P y sea
perpendicular a ri.

c) (1.25 puntos) Calcule una ecuacion de la recta, ro, que pase por Py sea paralela a r1. Halle el
area de un cuadrado que tenga dos de sus lados sobre las rectas r1 y ro.

a) Basta comprobar que dos puntos de la recta pertenecen al plano.

X:Tﬁ A=0=0Q,LL-1)
= =l-A=
’ Z_ . 2=1=R/(2,0,-1)

Q. (L1, -1 ? i

¢Qu( Jen }3¢1+1—1=1?iiiClert0!!!
r=Xx+y+z=1

¢R(2,0,-) exn?

}:><;2+0—1:1? iiiCierto!!!
T=X+y+z=1

Como los dos puntos Q y R pertenecen al plano la recta esta contenida en el plano.

¢El punto P pertenece al plano?
(,P(O, 1, O)en?
rT=X+y+z=1
El punto P pertenece al plano.

}:>(;0+1+0:1? iiiCierto!!!

b) Como la recta pedida debe estar contenida en el plano debe ser perpendicular al vector normal
del plano y, a su vez, nos piden que sea perpendicular a r1 por lo que nos servira como vector
director de la recta pedida el producto vectorial del vector normal del plano y el director de la

recta ri.
r=x+y+z=1=n=(111) Dk
)
x=1+4 B SV, =nxy=[l 1 1]=j-k-k+i=(11-2)
L=1y=1-1,2eR=u,=(1-10) 1 -1 0
z=-1
Hallamos la ecuacion de la recta pedida.
v, =(11,-2 -
= ) s X=Y 2 12
P(0,1,0)es 1 1 -2
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c) Larecta r; paralela a ry tiene su mismo vector director.

X=1+4
L=1y=1-1,AeR=u=(1,-10)
z=-1
- X=A1
{uz =u, =(1,-1,0)
r,= =L =4y =1-1
P(O,l,O))er2 720
La situacién planteada es la del dibujo.
i
O K
® r
JM? E

Basta hallar la distancia entre las dos rectas para hallar el area pedida.

Para calcular esta distancia tomamos un punto Py (1, 1, —1) de la recta r1, calculamos el
plano perpendicular a la recta que pasa por P1, luego hallamos el punto M de corte de la
recta r2 y el plano. La distancia entre las dos rectas seré la distancia entre P; y M.

El plano perpendicular a r1 tiene como vector normal a u, = (1-1,0).

=uj=(1,—1,o)} 7=x-y+D=0

" = =1-1+D=0=>7=x-y=0
Pl(:L 1, —1)672' Pl(la 17 _I)Eﬂ-

Hallamos el punto M de interseccion del planoy r2

1
r=x-y=0 x:E
X=A
—A-(1-2)=0=21-1=0= 1=2= y=1-1_15 M(E,l,oj
n=yy=1-4 2 2 2 2
z=0 z=0

Calculamos la distancia entre las dos rectas.
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d(r,,)=d(P,M)=|PM|=..

Hemos obtenido el valor de la longitud del lado del cuadrado.

2
El 4rea del cuadrado es (EJ = %uz
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B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

De una cesta con 6 sombreros blancos y 3 negros se elige uno al azar. Si el sombrero es blanco,

se toma, al azar, un pafiuelo de un cajon que contiene 2 blancos, 2 negrosy 5 con cuadros blancos

y negros. Si el sombrero es negro, se elige, al azar, un pafiuelo de otro cajon que contiene 2

pafiuelos blancos, 4 negros y 4 con cuadros

blancos y negros. Se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que en el pafiuelo aparezca algun color que no sea el del
sombrero.

b) (0.5 puntos) Calcular la probabilidad de que en al menos uno de los complementos (sombrero
0 pafiuelo) aparezca el color negro.

¢) (1 punto) Calcular la probabilidad de que el sombrero haya sido negro, sabiendo que el pafiuelo
ha sido de cuadros.

Realizamos un diagrama de arbol.

Pafiuelo blanco

Sombrero blanco Pafiuelo negro

Pafiuelo cuadros

Un sombreroy

un panuelo 3
Pafuelo blanco

Sombrero negro Paiiuelo negro

Panuelo cuadros

He Ilamado Sb al suceso “Elegir sombrero blanco”, Sn a “Elegir sombrero negro”, Pb a “Elegir
paniuelo blanco”, Pn a “Elegir pafiuelo negro” y Pc a “Elegir pafiuelo a cuadros”.

a) Interpreto que el suceso del cual se pide calcular la probabilidad es el suceso “Elegir un
panuelo de cuadros o de color distinto al sombrero”.

P (Elegir pafiuelo con un color que no sea del sombrero) =
=P(Sh)-P(Pn/Sb)+P(Sh)-P(Pc/Sb)+P(Sn)-P(Pb/Sn)+P(Sn)-P(Pc/Sn)=
6

2 65 32 34 42 18 |97
=—i—t——t——t——=—+—=|——=0.719
99 99 910 910 81 90 (135
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b) Como el suceso planteado ocurre de numerosas formas calculamos la probabilidad pedida
haciendo uso del suceso contrario.

P(AI menos uno de los complementos tiene algo de color negro)

=1- P(Ninguno de los complementos tiene algo de color negro) =

~1-P(Sb)-P(Pb/sb)=1-2.2 =22 0.852
99 |27

c) Esuna probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(Sn/Pc)—P(SnﬁPC)— P(Sn)P(Pc/Sn) ~
~ P(Pc)  P(Sb)P(Pc/Sb)+P(Sn)P(Pc/Sn)
34 12
910 90 |9 _
65 34 30,12 (3 o
99 910 81 90
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EvAU 2022 Ordinaria (coincidencias) Matematicas II

3 UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
ucom EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS
— UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO
Universidad Curso 2021-2022

Carlos Il MATERIA: MATEMATICAS II
de Madrid

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera
a elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente
justificadas.

CALIFICACION: La valoracion de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
TIEMPO: 90 minutos.

A.l. Calificaciébn maxima: 2.5 puntos.
Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro real m:

2X+y-2=0
mx+(m+1)y-z=m-1
—X—2y+(2m-1)z=1-m

a) (2 puntos) Discuta el sistema en funcidn de los valores de m.
b) (0.5 puntos) Resuelva el sistema para el valor m=1

A.2. Calificacidbn maxima: 2.5 puntos.
Sea la funcion f (x) =1+£.
X

a) (1 punto) Determine el dominio y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la
funcion f(x).

b) (1.5 puntos) Dada la funcién g(x)= 5;2)( halle el area de la regién acotada por las

graficas de las funciones f(x) y g(x).

A.3. Calificacion méxima: 2.5 puntos.
X=41

Sealarecta r=<y=A4, AR yel punto P(1, 1, 0).
z=0

a) (1 punto) Halle los puntos pertenecientes a la recta r que distan de P una unidad.
b) (1.5 puntos) Halle unas ecuaciones de las rectas que pasan por P, son perpendiculares a r

. T .
y forman un angulo 3 radianes con la normal al plano x = 0.

A.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
En una tienda se hace un estudio sobre la venta de dos productos Ay B a lo largo de un mes. La
probabilidad de que un cliente compre el producto A es de un 62% y la de que compre el producto
B es de un 40 %. Se observa, ademas, que el 12% de los clientes compran al mismo tiempo el
producto Ay el producto B. Se pide:
a) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que un cliente haya comprado el producto A
sabiendo que no ha adquirido el producto B.
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b) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que un cliente no compre ni el producto A ni el
producto B.

) (1 punto) Sabiendo que a lo largo de un mes visitan la tienda 3000 personas, calcular,
utilizando la aproximacion de la distribucion binomial mediante la distribucion normal,
cudl es la probabilidad de que compren el producto B mas de 1250 personas.

B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
a+2 1

. c 8 1 2 3 .
Sean las matrices A= , B= yC=| 3 2].Sepide:
1 b+c 2 a+c 4 11

X
a) (1 punto) Calcular el valor de a para que el sistema de ecuaciones C(yj =|1]| sea
1

compatible.
b) (1.5 puntos) Calcular los valores de a, b y ¢ para que la multiplicacion de dos de las
matrices sea igual a la restante.

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sea f(x) una funcion continua y derivable en todo R tal que f(1) =2,f2)=1,f'1) =1y

f’(2)=2. Se consideran, ademas, las funciones g(x) =( f (x))2 y h(x)=(f o f)(x). Se pide:

a) (0.5 puntos) Calcular g(2) y 9'(2).

b) (1 punto) Calcular la ecuacion de la recta tangente a la grafica de h(x) en el punto x = 1.

¢) (1 punto) Probar, utilizando el Teorema del VValor Medio, que existe un punto en el
intervalo (1, 2) en el que el valor de la derivada de f(x) es —1.

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
a) (0.5 puntos) Calcule el angulo formado por los vectores u= (0,0,1) y V= (O,l, \/5)

b) (1 punto) Sea O el origen de coordenadas, y los puntos A(2, 0,0), B (0,3,0)y C (O, 2, 2J§)

. Calcule el volumen del paralelepipedo determinado por las tres aristas concurrentes OA,
OBy OC.

¢) (1 punto) Calcule una ecuacidn de la recta perpendicular comin a las rectasr y s, siendo r
la recta que pasa por O y por C y s la recta de ecuacionesy —3=0, z=0.

B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Una influencer famosa publica en su Instagram un 20% de fotografias dedicadas a viajes, un 50%
referentes a temas de moda y el resto sobre maternidad. EI 5% de las publicaciones de viajes
reciben menos de 20 000 Me gusta y lo mismo ocurre con el 20% de las de moda y con el 35%
de las que tratan asuntos de maternidad. Elegida una fotografia al azar, se pide:

a) (1.25 puntos) Determinar la probabilidad de que tenga mas de 20 000 Me gusta.

b) (1.25 puntos) Si tiene menos de 20 000 Me gusta, calcular la probabilidad de que el tema

tratado en ella haya sido sobre viajes.
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Ejemplo: s £ tiene distribucion N(0, 1), P(£ < 0,45) = 0,6736.

z 0,00 001 002 003 004 005 0,06 0,07 008 000
0,0 | 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5350
0, | 0,5398 0,5438 05478 05517 05557 05506 0,5636 05675 0,5714 0,5753
0,2 | 05793 0,5832 05871 05910 05948 05987 0,6026 0,6064 0,6103 06141
0,3 | 06179 0,6217 06255 06293 06331 06368 0,6406 0,6443 0,6480 06517
04 | 06554 0,6591 06628 06664 06700 06736 0,6772 0,6808 0,6844 00,6879
0,5 | 0,6915 0,6950 06985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224

0,6 | 0,7257 0,7291 07324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 | 0,7580 0,7611 07642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
08 | 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 08023 0,8051 08078 0,8106 08133
0,0 | 08159 08186 08212 08238 08264 08280 0,8315 08340 0,8365 0,8380
1,0 | 08413 0,8438 08461 0,8485 0,8508 08531 0,8554 08577 0,8600 0,8621

1,1 | 0,8643 0,8665 08686 08708 08720 08740 08770 08790 08810 0,8830
1,2 | 0,8849 0,8860 08888 0,8007 0,8925 0,8044 08062 0,8980 08007 09015
1,3 | 0,0032 09049 09066 09082 09099 09115 09131 09147 09162 09177
1,4 | 09192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09292 09306 09319
1,5 | 0,9332 0,9345 09357 09370 09382 09394 00406 09418 09429 09441

1,6 | 0,0452 0,9463 09474 09484 09495 09505 09515 09525 09535 09545
1,7 | 0,0554 09564 09573 0,9582 09591 09599 09608 09616 09625 09633
1,8 | 0,9641 09649 09656 09664 09671 09678 09686 09693 09699 09706
1,0 | 0,0713 09719 00726 009732 09738 09744 00750 09756 09761 09767
2,0 | 09772 00778 009783 09788 0,9793 00798 0,9803 009808 0,9812 09817

2,1 | 09821 09826 09830 09834 09838 09842 0,9846 09850 0,9854 09857
2,2 | 09861 09864 009868 00871 0,9875 09878 0,9881 09884 0,9887 0,9800
2,3 | 09893 09806 098098 0,9901 0,9904 00906 09909 09911 0,9913 0,9916
24 | 09918 0,9920 09922 09925 09927 09929 09931 09932 0,9934 0,9936
2,5 | 09938 0,9940 09941 0,9943 0,9945 09946 09948 09949 0,9951 0,9952

2,6 | 09953 09955 009956 0,9957 0,9950 09960 0,9961 09962 0,9963 0,9964
2,7 | 0,9965 0,9966 009967 0,0968 0,9969 09970 0,9971 09972 0,9973 0,9974
2,8 | 09974 09975 009976 09977 0,9977 09978 0,9979 09979 0,9980 0,9981
2,0 | 000981 00982 009982 0,9983 0,9984 009984 0,9985 00985 0,9986 0,9986
3,0 | 00087 0,0987 00087 0,0088 0,008% 00080 0,080 00080 0,9900 0,9990
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SOLUCIONES

A.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro real m:

2X+y—-z=0
mx+(m+1)y-z=m-1
—X—2y+(2m-1)z=1-m

a) (2 puntos) Discuta el sistema en funcion de los valores de m.
b) (0.5 puntos) Resuelva el sistema para el valor m=1

a) Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

2 1 -1 2 1 -1
A=lm m+l -1 [=|A=m m+l -1 |=
-1 -2 2m-1 -1 -2 2m-1

=2(m+1)(2m-1)+1+2m—(m+1)-m(2m-1)-4 =
=2(2m2—m+2m—1)+1+2m—m—1—2m2+m—4:

—4m? - 2m +4m—2+ X+ 2m - —X—2m*+ pf —4=2m* +4m—6

|Al=0=2m*+4m-6=0=>m’+2m-3=0=

-2+4
24+ .22 -4.1(-3) _ :
o N (-3) _—2+4 | 2

2 2 1224 3oy
2

Estudiamos tres casos diferentes.

CASOL1l m=#1ly m=#-3
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la
matriz ampliada y el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una
Unica solucion).

CASO 2. m=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.

2X+ y-z=0
El sistema queda X+2y—-z=0
-X—-2y+2=0
Estudiamos el rango de Ay A/B usando el método de Gauss.
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Fila 32 + Fila 22
N B R R
AlB=1 2 -1 0[=4, ,
+2 o 0 0 0 0— NuevaFila3?
2 - Fila2* — Fila 12 ——
2 4 20 2110
541 0 =0 3 -10
0 3 1 0-Nuevafilaze| (2% 00

El rango de la matriz A es 2 al igual que el de la matriz A/B, menor que el nimero de
incAgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO 3. m=-3
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.

2Xx+ y—z=0
El sistema queda —3x—-2y-z=-4
—X-2y-7z=4
Estudiamos el rango de Ay A/B usando el método de Gauss.

2 -Fila22+ 3 - Fila 12

A/B 23 12 _i 04 o428
I 3 3 0
1 2 -7 4

-1 -5 —8— NuevacFila 22

2 - Fila 32 + Fila 12 ) 1 Lo
2 -4 -14 8 -

5 1 -1 0 =0 -1 -5 8=
0 -3 -15 8-> NuevaFila3? 0 3 -15 8

3. Fila2?* — Fila3? — R

0 -3 -15 -24 2 110
0 3 15 g -0 -1 -5 -8
0 0 0 -32— NuevaFila3? 0 0 A,(: 32

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A/B es 3, por lo que los rangos son distintos
y el sistema es incompatible (no tiene solucidn).

Resumiendo: Si m=1y m==-3 el sistema es compatible determinado (una tnica solucion),
si m=1 el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) y si m=-3 el sistema
es incompatible (sin solucion)
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b) Si m=1 el sistema es compatible indeterminado.
Obtenemos las soluciones a partir del sistema equivalente que hemos obtenido en el
apartado a).

2 1 -10

2X+y—-2=0 2X+y-2=0
0 3 -1 0|= 3 0 = 3 =2X+y-3y=0=>
00 0 0 Y y

x=t
= 2Xx-2y=0=2x=2y = x=y=|Solucién:sy=t ;teR
z=3t

Para m=1 las soluciones del sistema son x=t; y=t; z=3t;teR.
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A.2. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Sea la funcion f (x) :1+£.
X

a) (1 punto) Determine el dominio y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la
funcidn f(x).

b) (1.5 puntos) Dada la funcién g(x)= 5;2)( halle el area de la region acotada por las gréaficas

de las funciones f(x) y g(x).

a) El dominio de la funcion son todos los numeros reales menos los que anulen el denominador.

Dominio f(x)=R-{0}
Usamos la derivada para estudiar el comportamiento de la funcion.

f(x):1+£:1+x‘l:> f (x)=0+(-1)x _t
X

XZ

f'(x):0:>_—21=0:>—1:O:>ilmposible!
X

La funcion derivada no se anula y siempre es negativa ( f (1) = 1—21 =-1<0).

La funcion decrece en su dominio = R —{0}

b) Hallamos los puntos de corte de ambas funciones.

1 5-x X+1 b5-xX
:> =
2 X 2

= 2(x+1)=x(5-x)=

= 2X+2=5x-X*=>x*-3x+2=0=>

2 E_Z_X
3+,/(-3)* - =12=
L, 3E(8) -4(2) _3£1_ |2
2 2 3-1
2

La region encerrada entre las dos graficas estd entre x = 1 y x = 2, vemos que grafica esta
por encima.

F(LB) =1+ =166
L = f(L5)<g(15)

5-15

9(15)=>==175

El area de la region encerrada entre las graficas de las dos funciones es:
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. 2 25-X
Area:Lg( —f(x)dx = T—(l —jd —J' = —1——dx—
2 -2
:rg—lx—ld 13X g :{—x——xz—lnx =
12 27 x 27 22 1 1

= §2—l22—|n2 - E1—112—|n1 =3- 1_|n2_§+1: E—In2:0.057u2
2 4 2 4 2 4 |4

No piden dibujar la region. Lo hacemos para comprobar la bondad de la solucion, dado que
el valor del &rea es muy pequefio.

Podemos comprobar que el area de la region rosa del dibujo (la que nos piden calcular) es
mucho mas pequefia que un cuadradito (en color azul) de la gréafica que tiene de valor 1 u?.

; \
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A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
X=A1
Sealarecta r=<y=4, AR yel punto P(1, 1, 0).
z=0
a) (1 punto) Halle los puntos pertenecientes a la recta r que distan de P una unidad.
b) (1.5 puntos) Halle unas ecuaciones de las rectas que pasan por P, son perpendicularesary

. T .
forman un angulo 3 radianes con la normal al plano x = 0.

a) Un punto A perteneciente a la recta r tiene coordenadas A(a,a,O) :
La distancia entre los puntos A y P es el médulo del vector que los une.

P(11,0)

A(a,a,o>}:’ﬁ:“’1’0)‘(6"&'0)=<1—a,1—a,o>

d(AP)=|AP|=(1-a) +(1-a)' +0° =\2(1-a) =+2[1-4]

Igualamos la distancia a 1.

1 1 1 1
— =l-a—a=1-———|Al1-—,1-—,0
V2 V2 ( 27 2 j

d(AP)=1

d(A P)=J§|1—a|}:>1:ﬁ|l_a|:>

:—1+a—>a:1+i—> A’(1+i 1+

1 ioj
V2 V2 V2 2

Los dos puntos de la recta r que cumplen lo pedido son A(l—

A (1+%,1+%,0}.

b) Solo nos falta un vector director de la recta s pedida. Supongamos que \75 = (a,b,c) es ese

vector director.
La recta s es perpendicular a r - el producto escalar de sus vectores directores es nulo.

ﬁl‘%ﬂjy

X=A
r=iy=4,AeR=u,=(110)
z=0
v.=(abe)
u, =(110) t=(ab,c):(L10)=0=a+b=0=b=-a=v,=(a,-a,c)
V. u, =0
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) T .
La recta s forma un &ngulo de 3 radianes con la normal al plano x = 0.

Un vector normal al plano x =0 es n=(1,0,0), por lo que el vector director de la recta s y el
vector normal del plano forman ese angulo.

n=(1,0,0)

£0.0)(a-a.c)
+02+02\/a + ) +c?

=

=(a,-a,c)p= cos( )

()=

z__ |a (O - Y ~seapes
=C00S—=—F——x———"—= =2a°+c° =2|a
3 J2a?+¢? 2 a’ic? =

:\/E-a:w::(a,—a, 2-a)
:>2a2+c2:4a2:>c2:2a2:>c:\/§-|a|:> 0

c:—ﬁ-azﬁz(a,—a,—\/ﬁ-a)

Existen dos rectas que cumplen lo pedido.

La primera:
a=1-v,=(1-12) x=lva
=>|s=qy=1-1; 1R
P(L110)es =22
La segunda:

al—’@(l,—l,—ﬁ)} x=1+1

=|[s=qy=1-4 ;1€R
P(110)es

z=—21
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A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

En una tienda se hace un estudio sobre la venta de dos productos Ay B a lo largo de un mes. La

probabilidad de que un cliente compre el producto A es de un 62% Y la de que compre el producto

B es de un 40 %. Se observa, ademas, que el 12% de los clientes compran al mismo tiempo el

producto Ay el producto B. Se pide:

a) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que un cliente haya comprado el producto A sabiendo
que no ha adquirido el producto B.

b) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que un cliente no compre ni el producto A ni el
producto B.

c) (1 punto) Sabiendo que a lo largo de un mes visitan la tienda 3000 personas, calcular,
utilizando la aproximacion de la distribucion binomial mediante la distribucion normal, cuél
es la probabilidad de que compren el producto B mas de 1250 personas.

Hacemos una tabla de contingencia para obtener el resto de informacion que viene implicita
con los datos del problema planteado.

Comprael producto B | No compra el producto B
Compra el producto A 12 62
No compra el producto A

40 100

Completamos la tabla.

Compra el producto B | No compra el producto B
(B) (B)
Compra el producto A 12 50 62
(A)
No compra el producto A 28 10 38
(A)
40 60 100

P(Aﬁg) ~ 50 ~ 520,83

a) P(A/B)= P(E) ===z

b) P(ﬂm§)=%=

c) Sabemos que P(comprar el producto B) = p =0.4.
Consideramos la variable binomial X = NUmero de personas que compran el producto B de
un grupo de 3000.
El nGmero de repeticiones es n = 3000.
X =B(3000, 0.4)

Como el nimero de repeticiones es muy grande: n = 3000 la aproximamos a una normal Y
de media n - p = 3000 - 0.4 = 1200 y desviacion tipica

o =/npq = |/3000-0.4-0.6 =12+/5 = 26.83

Esta aproximacion es buena puesn - p=1200>5yn - q= 3000 - 0.6 = 1800 >5.
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Nos piden calcular P(X >1250).

P(X >1250) = P(X >1251) = {Correcci6n de Yates} = P(Y >1250.5) =

Y —1200 S 1250.5-1200

125 125

={Tipificamos} = P =P(Z>1.88)=

=1-P(Z <1.88) = {Miramos en la tabla N(0, 1)} =1-0.9699 =

z 0,00 001 002 003 004 005 006 007 | 0,08
0,0 [ 0,5000 05040 05080 05120 0,5160 05199 0,5238 0,5279 O 0,
0,1 | 05308 0,5438 0,5478 05517 0,5557 0,5506 0,5636 0,5675 05814 0,
0,2 | 05793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5087 0,6026 0,6064 0,6803 0,
0,3 | 06179 0,6217 0,6255 0,6293 06331 06368 0,6406 0,6443 06§80 0,
0,4 | 06554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 06736 0,6772 0,6808 0,6844 0,
05 | 06015 0,6050 0,6985 0,7019 0,7054 07088 0,7123 0,7157 0,790 0,
0,6 | 07257 0,7201 0,7324 07357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 07817 0,
0,7 | 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7§23 0,
0,8 | 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 08023 08051 08078 08406 0,
0,9 | 08159 08186 08212 08238 08264 08280 0,8315 0,8340 08§65 0,
1,0 | 08413 08438 08461 08485 0,8508 0,8531 08554 08577 02409 o,
1,1 | 08643 08665 08686 08708 0,8729 08749 08770 08790 02410 o0,
1,2 | 0,8849 08869 08888 08907 0,8025 08944 0,8962 08980 028497 0,
1,3 | 09032 09049 09066 09082 09099 09115 09131 09147 0962 0,
1,4 | 09192 09207 09222 09236 09251 09265 0,9279 09202 09406 0,
1,5 | 09332 09345 09357 09370 09382 09394 09406 09418 09429 0,
1,6 | 09452 09463 09474 09484 09495 09505 09515 09525 09435 0,
0,9554 00564 09573 09582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,
L] e 0,9699 | 0,
1,0 | 09713 009719 09726 09732 09738 09744 09750 09756 O, 0,
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
a+2 1

i c 8 1 2 3 .
Sean las matrices A= , B= yC=| 3 2].Sepide:
1 b+c 2 a+c 4
1 1
1
X
a) (1 punto) Calcular el valor de a para que el sistema de ecuaciones C[yJ: 1| sea compatible.
1

b) (1.5 puntos) Calcular los valores de a, b y ¢ para que la multiplicacién de dos de las matrices
sea igual a la restante.

a) Para ser un sistema compatible el rango de la matriz de coeficientes debe ser igual al de la
matriz ampliada.

a+2 1 a+2 1 1
La matriz de coeficienteses C=| 3 2|y lamatrizampliadaes C*=| 3 2 1].
1 1 1 11

El rango de C es 2 pues tiene un menor de orden 2 con determinante no nulo, el que se obtiene

quitando la primera fila >

2
‘:3—2:1;&0.
1

Comprobamos cuando el determinante de C* es nulo y por tanto también su rango es 2.

a+2 1 1
ICH4=| 3 2 1=2a+4+1+F-2-F-a-2=a+l
1 11

CH=0=a+1=0=[a=1]

El rango de C* es 2 cuandoa =-1y es 3 cuando a #—1.
El sistema es compatible cuando a = -1, pues el rango de C es 2 igual que el rango de C*.
b) Buscamos que productos se pueden realizar como se plantea en el gjercicio.

A-B = Ctienedimensiones3x2

- No es posible, pues la matriz C es de dimensiones
2><><3 2)(3

3x2 y la matriz resultado del producto AB es de dimensiones 2x3.

A-C =B

T2 No se puede realizar el producto A - C, pues el namero de columnas de A es 2,

distinto del numero de filas de C (3).

B -C = Atienedimensiones2x 2

El producto BC es posible y su resultado puede ser A.
2><><2 2)( 2
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Nos planteamos el producto BC = A 'y determinamos los valores necesarios de a, b y c.
a+2 1

1 2 3 c 8
BC=A=> 3 2= =
2 a+c 4 1 b+c
1 1
a+2+6+3 1+4+3 C 8
= = =
2a+4+3a+3c+4 2+2a+2c+4 1 b+c
a+ll=c
a+ll=c
8=8 5a+3(a+11):—7
= =<5a+3c=-7 =
5a+3c+8=1 2a+a+11-b=-6
2a+c—-b=-6

2a+2c+6=b+c

3a-b=-17 3a—-b=-17

5a+3a+33=-7 =_ - —
:{ :{Sa 40—[a=-5]_

—-15-b=-17=|b=2|=|c=-5+11=+6|

Los valores buscados sona =-5,b =2y c =6.
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B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sea f(x) una funcion continua y derivable en todo R tal que f(1) =2,f2) =1,f'1) =1y
f’(2)=2. Se consideran, ademas, las funciones g(x) =( f (x))2 y h(x)=(f o f)(x). Se pide:
a) (0.5 puntos) Calcular g(2) y g'(2).

b) (1 punto) Calcular la ecuacion de la recta tangente a la grafica de h(x) en el punto x = 1.

c) (1 punto) Probar, utilizando el Teorema del VValor Medio, que existe un punto en el intervalo
(1, 2) en el que el valor de la derivada de f(x) es —1.

a)

9(2) =(f(2)" =(1)" =1

g()=(f() =9 (0)=2(f(x) " (x)=]9"=2(f(2) " (2)=2(1)(2)=4

b) La ecuacion de la recta tangente a la gréafica de h(x) en el punto x =1 tiene la expresion:
y—h(1)=h"(1)(x-1)
Calculamos h(1) y h"(1) y obtenemos la ecuacion pedida.

h(1)=(fof)@=1(f(1))="f(2)=1
h"(x)=f°(f(x))-f(x)=>h"@="f(f(1) f(@1Q)=F(2) f(1)=21=2

h(1)=1
h')=2}=>y-1=2(x-1)=|y=2x-1
y-h(1)=h"(1)(x-1)

La ecuacion de la recta tangente a la grafica de h(x) en el puntox =1 es y=2x-1.

c) La funcion f(x) es continua en [1, 2] y derivable en (1, 2). Aplicando el Teorema Valor
Medio, existe un punto ¢ en (1, 2) tal que:
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B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
a) (0.5 puntos) Calcule el &ngulo formado por los vectores u= (0,01) y V= (O,l, \/5)

b) (1 punto) Sea O el origen de coordenadas, y los puntos A(2, 0,0), B (0,3,0) y C(O, 2,2J§).

Calcule el volumen del paralelepipedo determinado por las tres aristas concurrentes OA, OB
y OC.

¢) (1 punto) Calcule una ecuacion de la recta perpendicular comdn a lasrectas r y s, siendo r la
recta que pasa por O y por C y s la recta de ecuacionesy —3 =0, z=0.

a) Utilizamos el producto escalar.

u=(0,0,1)

i=(04.5)

v (001)(01\/_)

M M N[ +02+12«,02+12

= COS( )

E&

= (u,v)=cos™ [?] =30°

El angulo formado por los vectores es de 30°.

b) El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los vectores OA, OB y oC .

OA=(2,0,0) 2 0 0
OB=(0,3,0) = VolumenOABC =| 0A,0B,0C |=[0 3 0 |=[1243=20.780’
=(0,2.243) 0 2 243

c) Calculamos la ecuacion de la recta r que pasa por Oy C.

0(0,0,0)er } 0(0,0,0)er } x=0

c(0,2.23)er :E=OT=(0,2,2J§) =|r={y=21 ;1eR

7=2J31

Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta s.

S:{H:o:{y:s - {P(osm

= =|s=qy=3;1eR|=>s=
z=0

Estudiamos la posicion relativa de las rectasr y s.

Los vectores directores de ambas rectas no tienen coordenadas proporcionales.

uf:(o,z,zﬁ) 0 23
v 1

¢3¢
~(1,0,0) 0 0
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Comprobamos el valor del producto mixto [ur,vS,OPS].

u, =(0,2,243)
C-100) |=[u,0F]-
OP, =(0,3,0)

23
0 [=643%0
0

o - O

2
0
3

Como este producto mixto es no nulo las rectas r y s se cruzan.

Hallamos la recta perpendicular comun a las rectas r y s como la interseccion de dos planos.

Hallamos el vector perpendicular a ambas rectas que resulta del producto vectorial de sus
respectivos vectores directores.

U, =(0,2,243) K
o =n=uxv, =0 2 2y3|=2J3j-2k=(0,23,-2)
v, =(10,0) 10 0

El primer plano m contiene a la recta r y tiene como uno de sus vectores directores el vector

n=u,x\v,.
u=u’ =(0,2,23) Xy 2
v=n=(028,2)i=7=0 2 23/=0=-4x-4(s3) x=0=
0(0,0,0)ex 0 23 -2

= -16x=0= |z =x=0]

El segundo plano m” contiene a la recta s y tiene como uno de sus vectores directores el
vector n=u, xv; .

u=v,=(10,0) X y-3 z
v=n= 0,2J§,—2) —7z=[1 0 0|=0=>23z+2y-6=0=
P(0,3,0)er 0 23 -2

= ﬁ’sy+\/§z—3:0

La recta t perpendicular comin a las rectas r y s tiene ecuacion:

0 x=0

X =

t= —lt={y=3-31; 1eR
y+J§z=3 .
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B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Una influencer famosa publica en su Instagram un 20% de fotografias dedicadas a viajes, un 50%

referentes a temas de moda y el resto sobre maternidad. EI 5% de las publicaciones de viajes

reciben menos de 20 000 Me gusta y lo mismo ocurre con el 20% de las de moda y con el 35%

de las que tratan asuntos de maternidad. Elegida una fotografia al azar, se pide:

a) (1.25 puntos) Determinar la probabilidad de que tenga mas de 20 000 Me gusta.

b) (1.25 puntos) Si tiene menos de 20 000 Me gusta, calcular la probabilidad de que el tema
tratado en ella haya sido sobre viajes.

Consideremos los sucesos V = “Fotografia sobre viajes”, M = “Fotografia sobre moda”,
Ma = “Fotografia sobre maternidad” y A = “Tener mas de 20 000 Me gusta”.

Realizamos un diagrama de arbol.

L)

Tener mas de
20.000 "Me gusta"

Fotografia sobre : P(A/V) =0.95
viajes
P(V) =0.20 Tener menos de
20.000 "Me gusta"

P(A¢/V) = 0.05
Tener mas de
20.000 "Me gusta"
Fotograffa sobre P(A/M) = 0.80
Fotografias y "Me gmoda (A/M)
gusta"

)

P(M) =0.50 Tener menos de
20.000 "Me gusta"

P(AS/M) = 0.20

Tener mas de
20.000 "Me gusta"

Fotografia sobre ; P(A/Ma) = 0.65
maternidad

L)

P(Ma) =0.30 Tener menos de
20.000 "Me gusta"

P(A°/Ma) = 0.35

a) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(A)=P(V)P(A/V)+P(M)P(A/M)+P(Ma)P(A/Ma)=

=0.2-0.95+0.5-0.8+0.3-0.65=[0.785

b) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(V mAC)_ P(V)P(A®/V) _02:005_[2 _ -

C)_
PVIA°)- P(A°)  1-P(A)  1-0.785 |43
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UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS
UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO
Curso 2020-2021
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera
a elegir entre las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada pregunta se calificard sobre 2,5 puntos.

A.l. Calificaciébn maxima: 2.5 puntos.

Tres amigas, Sara, Cristina y Jimena, tienen un total de 15000 seguidores en una red social. Si
Jimena perdiera el 25% de sus seguidores todavia tendria el triple de seguidores que Sara.
Ademas, la mitad de los seguidores de Sara mas la quinta parte de los de Cristina suponen la
cuarta parte de los seguidores de Jimena. Calcule cuantos seguidores tiene cada una de las tres
amigas.

A.2. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
a) 1.25 puntos) Calcule, en caso de existir, el valor de los siguientes limites:

x? (1-2x .
a.1) (0.5 puntos) Iim# a.2) (0.75 puntos) I|mE 3.2
x=0 X — 2X* — senx x>0 X | X senl
X
(Indicacion: use el cambio de variable t = 1/x donde sea necesario).
b) (1.25 puntos) Calcule las siguientes integrales:
1
b.1) (0.5 puntos) IXZX 1dx b.2) (0.75 puntos) sze‘xdx
- 0

A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Dado el punto A(1,0,-1), larecta r =x—1= y+1=z;22 yelplano 7 =x+y—-z=6, se pide:

a) (0.75 puntos) Hallar el &ngulo que forman el plano 1t y el plano perpendicular a la recta r
que pasa por el punto A.

b) (0.75 puntos) Determinar la distancia entre la recta r y el plano .

¢) (1 punto) Calcular una ecuacion de la recta que pasa por A, forma un angulo recto con la
recta r y no corta al plano m.

A.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

En una urna hay dos bolas blancas y cuatro bolas negras. Se extrae una bola al azar. Si la bola
extraida es blanca, se devuelve a la urna y se afiade otra bola blanca; si es negra, no se devuelve
a la urna. A continuacion, se vuelve a extraer una bola al azar de la urna.

a) (1 punto) ¢Cual es la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color?

b) (1.5 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que la primera bola extraida fuera negra,
sabiendo que la segunda ha sido blanca?
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B.1. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.
a) (0.75 puntos) Encuentre un tnico sistema de dos ecuaciones lineales en las variables x e y,
que tenga como soluciones{x =1,y=2}y {x=0,y =0}.
b) (1 punto) Encuentre un sistema de dos ecuaciones lineales en las variables x, y y z cuyas
soluciones sean, en funcion del parametro A eR:
X=A4
y=A4-2
z=1-1
¢) (0.75 puntos) Encuentre un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incognitas, x ey,
que solo tenga como solucionax=1ey = 2.

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sea la funcion
f(x)=x"—|x|+2
a) (0.75 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f enx = 0.
b) (1 punto) Determine los extremos relativos de f(x) en la recta real.
¢) (0.75 puntos) Calcule el area de la region delimitada por la grafica de f, el eje de abscisas
y=0,ylasrectasx=-1yx =1.

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dadas las rectas

x-2 _y+1_z+4 S={X4r2=2

1 1 -3 C|-2x+y-2z=1
a) (1.5 puntos) Escriba una ecuacion de la recta perpendicular cominaryas.
b) (1 punto) Calcule la distancia entre r y s.

r

B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Segun las estadisticas meteoroldgicas, en una ciudad nérdica llueve un promedio del 45 % de los
dias. Un climat6logo analiza los registros pluviométricos de 100 dias elegidos al azar entre los
de los altimos 50 afios.
a) (1 punto) Exprese cémo calcular con exactitud la probabilidad de que en 40 de ellos haya
llovido.
b) (1.5 puntos) Calcule dicha probabilidad aproximandola mediante una normal.
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Distribucion Normal

z
Ejemplo: si Z tiene distribucion N(0, 1), P(Z < 0,45) = 0,6736.

z 0,00 001 002 003 004 005 006 007 008 0,00
0,0 | 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 | 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 | 0,5793 05832 05871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 | 0,6179 06217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
04 | 0,6554 06591 06628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 | 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224

0,6 | 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 07517 0,7549
0,7 | 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 | 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 | 0,8159 0818 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1,0 | 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 08577 0,8599 0,8621

1,1 | 0,3643 0,3665 0,8686 08708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,3810 0,8330
1,2 | 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 | 0,9032 09049 0,9066 009082 09099 09115 09131 09147 09162 09177
1,4 | 09192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09292 09306 0,9319
1,5 | 0,9332 0,9345 0,9357 009370 09382 0,9394 0,9406 0,9418 09429 0,9441

1,6 | 0,9452 0,9463 0,9474 09484 0,9495 09505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 | 0,9554 09564 0,9573 09582 0,9591 09599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 | 0,9641 09649 09656 09664 09671 09678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 | 09713 09719 0,9726 09732 0,9738 09744 0,9750 09756 09761 0,9767
2,0 | 09772 09778 09783 0,9788 09793 0,9798 09803 0,9808 09812 0,9817

21 | 09821 09826 09830 0,9834 09838 0,9842 09846 0,9850 09854 0,9857
2,2 | 0,981 09864 09868 0,9871 09875 0,9878 09881 0,9884 09887 0,9890
2,3 | 0,9893 0,986 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 09913 0,9916
24 | 09918 09920 0,9922 0,9925 09927 0,9929 09931 0,9932 0,9934 0,9936
2,5 | 0,0038 09940 0,9941 10,9943 09945 0,9946 0,9948 0,9949 09951 0,9952

2,6 | 0,9953 09955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 | 0,9965 0,9966 0,9967 0,968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974
2,8 | 09974 09975 09976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
2,9 | 0,9981 09982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986
3,0 | 0,9987 09987 0,9987 0,9983 0,9988 0,9980 0,9989 0,998 0,9990 0,9990
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SOLUCIONES

A.l. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

Tres amigas, Sara, Cristina y Jimena, tienen un total de 15000 seguidores en una red social. Si
Jimena perdiera el 25% de sus seguidores todavia tendria el triple de seguidores que Sara.
Ademas, la mitad de los seguidores de Sara mas la quinta parte de los de Cristina suponen la
cuarta parte de los seguidores de Jimena. Calcule cudntos seguidores tiene cada una de las tres
amigas.

(Y4 (13}

Llamamos “x” al namero de seguidores de Sara, “y” al nimero de seguidores de Cristina y

(Y1)

7" al nimero de seguidores de Jimena.

“Tres amigas, Sara, Cristina y Jimena, tienen un total de 15000 seguidores en una red
social” -2 x+y+z=15000

“Si Jimena perdiera el 25% (se queda con el 75 %) de sus seguidores todavia tendria el
triple de seguidores que Sara” > 0.75z2 =3x

“La mitad de los seguidores de Sara mas la quinta parte de los de Cristina suponen la
cuarta parte de los seguidores de Jimena” - §+% =%

Reunimos las tres ecuaciones en un sistema y resolvemos.

X+Yy+2z=15000 X+y+2=15000 X+Yy+2z=15000
0.75z2 =3x = 0'252 =X = 0.252 =X =
X, y_z lO_XJrﬂ_Z 10x+4y =5z
2.5 4 20 20 20

0.25z+ y+z =15000 y+1.25z2 =15000
= =
10-0.25z2+4y =5z 2.52+4y =52

y =15000-1.25z

= :>—2.52+4(15000—1, 252):0:>
—-2.52+4y=0

= —-2.52+60000-5z =0= —7.52 = —60000 =

Z:M:%OO =

|y =15000-1.25 -8000 = 5000]
|x =0.25-8000 = 2000

Sara tiene 2000 seguidores, Cristina tiene 5000 y Jimena tiene 8000.
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A.2. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
a) 1.25 puntos) Calcule, en caso de existir, el valor de los siguientes limites:

X (1-2x .
a.1) (0.5 puntos) Iim# a.2) (0.75 puntos) I|m1 3.2
x=0 X — 2X° — Senx X X gand
X
(Indicacion: use el cambio de variable t = 1/x donde sea necesario).
b) (1.25 puntos) Calcule las siguientes integrales:
1
b.1) (0.5 puntos) J. ZX ldx b.2) (0.75 puntos) sze’xdx
X" = 0

a.l)
x?(1-2x 0*(1-0
lim (2 ) = ( ) =9=Indeterminaci()n(L'H()pitaI)=
-0 x—2x°—senx 0-0-sen0 O
2x(1-2x)+x*(=2) . 2x—4x*P-2x* . 2x—6X? 0-0 0
=1lim =1lim =1lim = =—=
x>0 1—-4X—CO0S X x>0 1—-4x—-cosx x»01-4x—-cosx 1-0-cosO O
= Indeter min acién(L Hépital) = lim 2-lox _ 2-0 | 1
x>0 0—-4+senx —4+sen0 2
a.2)
2
I 1 §__21 =lim = —lim l=0—Iim X1=
X—>00 X X Sen X—00 X X—00 Xsen 4 X—00 Sen =
X X X
2 _2
=—lim—2% 1 =9= Indeter minacion(L Hopital) :—Iim%z
sen— ———C0S—
X XXX
2 2
=—1lim =— =-2
©* sl €0sO
X
b.1)
X 1l 2x 1,
sz_ldx—asz_ldx—iln‘x —1‘+K
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b.2) Calculamos primero la integral indefinida.

Integracion por partes
Ixze‘xdx =Ju=x* - du = 2xdx = x? (—e‘x)—j(—e‘x)Zde =

X

dv=edx >v= je’xdx =—e

Integracion por partes
=—x%e"+ ZI xe*dx ={u=Xx— du=dx =

X

dv=edx >v= je’xdx =—e

=—x%" + Z[X(—e‘X )- J'—e‘xdx} =—x%* + 2[—xe‘X + je‘xdx} =
=—xe ¥ —2xe* + 2_[ e ¥dx =—x% " —2xe ¥ -2 ¥+ K
Aplicamos este resultado al calculo de la integral definida pedida en el ejercicio.

1

1
Ixze‘xdx = [—xze‘X —2xe ¥ —2e7* ]O =
0

=[-Tet-2et-2e"|-[-0°e°-2-0e°—2e" |=—Bet+2=|2- >
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A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Dado el punto A(l,O,—l), larecta r=x-1= y+1=z;22 yelplano 7=x+y—-2z=6, se pide:

a) (0.75 puntos) Hallar el angulo que forman el plano T y el plano perpendicular a la recta r que
pasa por el punto A.
b) (0.75 puntos) Determinar la distancia entre la recta r y el plano .

¢) (1 punto) Calcular una ecuacién de la recta que pasa por A, forma un angulo recto con la
recta r y no corta al plano .

a) Hallamos la ecuacion del plano " perpendicular a la recta r que pasa por el punto A(l, 0, —1)

Al ser perpendicular a la recta su vector normal es el director de la recta Jr = (1,1, 2) :

n=u =(112)| #'=x+y+2z+D=0
=1+0-2+D=0=

A(L0,-l)er A(L0,-1)erx

= D:1:>|7r's X+ y+22+1:0|

Hallamos el &ngulo que forman los planos y " hallando el &ngulo que forman sus
vectores normales.

ﬂ'EX+y_Z_6:0}=>i=(ll K :>(7z,7r')=<ﬁ,ﬁ)=arccos i
ST BES e

(11 1) (11,2)
JE AT+ (1) NP+ 122

1+1-

N

N

(7,7") = arccos = arccos(

J=arccos<o>

&

(71', 71") =90°
Los planos son perpendiculares.

b) Estudiemos la posicidn relativa de recta y plano.

-2 _—
—y_1= £ “ =(1,12 -
r=x-l=y+1 2 L' ( )}:ur-n—_(l,l,Z)(l,l,1)——1+12_—0

=(11-1)

S S

T=X+Yy—-72=06

Vector director de la recta r y vector normal del plano son perpendiculares, por lo que recta
y plano son paralelos.
La distancia de la recta al plano es la distancia de cualquier punto de la recta al plano.
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o d(rr)—d(P,r)——Lt2228 |8

T=X+y-2-6=0 12+12+(—1)2 V3

rzx—1=y+1=5§3:>R(L—L2)er

c) Unarecta s que no corte el plano m debe ser una recta paralela a . Por lo que el vector
director de la recta s es perpendicular al vector normal del plano n= (1L1,-1).
Ademas, es perpendicular a la recta r, por lo que también es perpendicular al vector director
U, =(112) delarectar.

Un vector director de la recta s puede ser el producto vectorial de n y Jr :

ﬁ:@&ﬁ} Lk

. =v,=nxu = 1 -1=(3-30)
u, =(11,2) L1 o

Hallamos la ecuacidn de la recta s con vector director \75 = (3, —3,0) y que pasa por el punto
A(1,0,-1).

x-1
=>|S=—="=——
3

v, =<3,—3,0)}

A(1,0,-1)es
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A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

En una urna hay dos bolas blancas y cuatro bolas negras. Se extrae una bola al azar. Si la bola
extraida es blanca, se devuelve a la urna y se afiade otra bola blanca; si es negra, no se devuelve
ala urna. A continuacion, se vuelve a extraer una bola al azar de la urna.

a) (1 punto) ¢Cual es la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color?

b) (1.5 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que la primera bola extraida fuera negra, sabiendo
que la segunda ha sido blanca?

Realizamos un diagrama de arbol para facilitar el calculo de probabilidades.

22 bola blanca

(3 blancas y 4 negras)
12 bola blanca 3/7

(2 blancas y 4 negras)
2/6 22 bola negra

(3 blancas y 4 negras)

Una urnay
dos
extracciones 22 bola blanca

(2 blancas y 3 negras)
12 bola negra 2/5

(2 blancas y 4 negras)
22 bola negra

(2 blancas y 3 negras)

Llamamos B1 y B2 a sacar bola blanca en 12 y 22 extraccion, Analogamente N1y N2 a sacar
negra en 12 y 22 extraccion.

a) Para sacar dos bolas de distinto color deben ser una blanca y la otra negra, pudiendo ser la 12
blanca y 22 negra o 12 negra y 22 blanca.

P (Dos bolas de distinto color) = P(B1nN2)+P(N1nB2)=

=P(B1)P(N2/B1)+P(N1)P(B2/N1)={Miramos el diagrama de &rbol} =
_ 24,42 116 4457
6 7 6 5 |35

b) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(NllBZ)_P(NlmBZ)_ P(N1)P(B2/N2) ~
~ P(B2)  P(B1)P(B2/Bl)+P(N1)P(B2/N1)
42
___ 65 _|28_
2342
67 65
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
a) (0.75 puntos) Encuentre un tnico sistema de dos ecuaciones lineales en las variables x e y,
que tenga como soluciones{x =1,y =2}y {x =0,y =0}.
b) (1 punto) Encuentre un sistema de dos ecuaciones lineales en las variables x, y y z cuyas
soluciones sean, en funcion del parametro A eR:
X=A
y=4-2
z=41-1
¢) (0.75 puntos) Encuentre un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incognitas, x ey, que
solo tenga como solucionax=1ey = 2.

a) Si tiene dos soluciones tendra infinitas, por lo que debe tener las dos ecuaciones
proporcionales.
Basta encontrar una ecuacion con dos incognitas que cumplan las dos soluciones que nos
dicen.
Observamos que la “y” es el doble de la “x” en las dos soluciones, por lo que la ecuacion es
y = 2X y la segunda ecuacion puede ser esta multiplicada por “10” =10y = 20x .

= 2X 2x—-y=0
El sistema es y }:> y }

10y = 20x 20x-10y =0
b)
X=A 5
y=/1—2:>{y :>{ /
Z=X-— Xx—z=1
Z1=A-
c)

Afadimos una 32 ecuacion
x=1 y =2X 2x—-y=0 )
= = = < que sea la suma de las dos ecuaciones ; =

y=2 y—-x=1 X—y=-1 2% -y =0

X -y =-1

X -2y =-1
2x—-y=0
=>|X-y=-1
3x-2y=-1
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B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sea la funcion
f(x)=x"—|x/+2
a) (0.75 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en x = 0.
b) (1 punto) Determine los extremos relativos de f(x) en la recta real.
c) (0.75 puntos) Calcule el area de la region delimitada por la grafica de f, el eje de abscisasy =
0,ylasrectasx=-1yx=1.

a) Expresamos la funcion como una funcion definida a trozos. El valor absoluto de “x” cambia
de definicion en x = 0.

X2+x+2 si x<0
f(x):x3—|x|+2:{ <

xXX—x+2 si x>0

Comprobamos la continuidad en x = 0.
f(O):03—|0|+2:2
lim f (x)=lim XX+ x+2=2¢r= f(0)=lim f(x)=lim f(x)=2

x—0" x—0" x—0" x—0"
lim f(x)=limx*-x+2=2
x—0" x—0"

La funcién es continua en x = 0.

Calculamos las derivadas laterales y estudiamos la derivabilidad en x = 0.

X}+x+2 si x<0 3x*+1 si x<0
f(x)=

= f '(x):{

x*—x+2 si x>0 3x*—-1 si x>0

Calculamos el valor de las derivadas laterales en x =0 y las comparamos.

f7(07) =lim f'(x)=lim (3x* +1)=3-0" +1=1
x—0 X—0 — f ,(O_)i f ,(0+)
£707)=lim f'(x)=lim (3x*~1)=3.0"~1=-1

x—0"

La funcion no es derivable en x = 0.

b)
3 2 si 0 3x*+1 si 0
f(x)={x +X+2 si x< :>f’(x)={ X2 +1 si x<

X2—x+2 si x>0 3x°—1 si x>0

Igualamos a cero las derivadas en busca de los puntos criticos.

3x2+1:0—>x2:—lax:,/—E:Noexiste si x<0
, 3 3
f'(x)=0=

X -1=0->x"==—>x= i\/% Solo nos quedamos con +\/%, pues x>0
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El punto critico x = +\/% lo sustituimos en la segunda derivada para ver si es maximo o
minimo.

f7(x)=6x= f (+\E] = G\E >0, por lo que se trata de un minimo relativo.

3
Como f \/% = l - £+2=2—¥ el minimo relativo tiene coordenadas

3 3
228

3" 9

En x =0 la funcion no es derivable, pero es continua, como la funcién crece antes de x =0,
pues f(07)=1>0 y después de x =0 decrece pues f (0")=-1<0 enx =0 hayun
maximo relativo. Sus coordenadas son (0, 2).

Resumiendo: La funcién tiene un maximo relativo en (0, 2) y un minimo relativo en

V3 243

3 9

c) Dibujamos la grafica de la funcién y la region de la cual nos piden calcular su area.

El 4rea es la suma de las integrales definidasentrex =—1yx=0de f(X)=X’+Xx+2y
entrex=0yx=1de f(X)=x"—x+2.

) 0 1 _X4 X2 Xt X2 1
Area:Ix3+x+2dx+jx3—x+2dx: I+?+2X + I_7+2X =
0 -1

-1

4 2 1Y (1) (14 42 4 2
:|:0_+0_+O:|_ ﬂ+(_1)_2 + l__1_+2:|_|:0__0_+0:|:
4 4 4

2 4 2

:/l/_l+2+%_l+2: 3u?
4 2 4 2
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B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dadas las rectas

. X—2 y+1 z+4 o= X+2=2

1 1 -3 S |-2x+y-2z=1
a) (1.5 puntos) Escriba una ecuacion de la recta perpendicular cominaryas.
b) (1 punto) Calcule la distancia entre r y s.

a) Comprobamos la posicion relativa de las rectas.
x=2_y+l_z+4 P(2-1-4)
1 1 3 |u =(12-3)

X+2=2 X=2-1
= =-2(2-z7)+y-271=1=>
-2X+y-2z=1 —2X+y-2z=1

r

S

X=2-1 1 (2,5,0)
= -4+27+y-27=1=y=5=s=qy=5 =4 _
v, =(-10,1)

z=t
Los vectores directores de ambas rectas no tienen coordenadas proporcionales.
u=(13-3)| 1 1 -3
_ > —F—F—
v, =(-10,1)

-1 0 1
por lo que las rectas no son paralelas ni coincidentes.
Vemos si se cortan o se cruzan.

{E(_Z'_l’_4) PQ. =(2,5,0)—(2,-1,-4) =(0,6,4) 0 6 4
i) IR [raai)f 1
{%(2’5’0) V- (-10.4) 10 1
v.=(-102)| |

[PQ.U;v,|=0+18+0+4-0-6-0=16%0

Las rectas se cruzan.

AN

P ™
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Para hallar la recta “t” perpendicular comdnary s vamos a hallar Wt el vector director de t
como el producto vectorial de los vectores directores de las rectas r y s. Luego hallamos el
plano 7z, que contiene a r y con vector director w, . También el plano 7, que contiene a la

recta s y con vector director w, . La recta “t” es la interseccion de ambos planos.

Hallamos el vector perpendicular a las rectasr y s.

E=(1,1,3)} . It

=Sw=uxv,=|1 1 -3=(121)

v, =(-1.0.) 10 1
Hallamos la ecuacion de 7, .
. P (2.-1-4) P(2-1-4)ex x—2 y+1 z+4
u =(11-3)f=>u=u=(11-3) ;f=>7=[1 1 -3|=0

=w, =(1,2,) 12z 1

X—2-3y—-3+22+8-72-4-y-1+6Xx-12=0= |7, =7x-4y+2-14=0

Hallamos la ecuacion de r,.

.o Q,(2,5,0) Q.(2,5,0)ex, x-2 y-5 2
v =(-101) = U=V, =(-10,1)}= 7, =| -1 0 1|=0
w, =(1,2,1) v=w, =(121) 12 1

y-5-272+y-5-2X+4=0=-2Xx+2y-27-6=0=|7,=X-y+2+3=0

La recta t perpendicular comin a las rectas r y s tiene ecuacion:

(= 7X-4y+z-14=0
| x—y+z+3=0

b) Hallamos el plano 7, paralelo a r que contiene a s. La distancia entre las rectas sera la
distancia de cualquier punto de la recta r al plano =,.

P

d(r,s)

s\:\ 7
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.o Q,(2,5,0) Q,(2,5,0) e 7, x-2 y_5
v =(-101){=u=v,=(-101)}= = -1 0
u, =(11-3) v=u, =(11-3) 11

y-5-z-3y+15-x+2=0=

P (2,-1,-4)
my=X+2y+2-12=0

Ty=X+2y+2-12=0

}:d(r,s):d(Pr,

z
1(=0
-3

_[2+2(-1)-4-12] 16 _|sJ6

72' =
o) V12 +22 412

NG

=6.53u

También se puede calcular la distancia entre dos rectas que se cruzan con una formula.

PQ;.Uu,,
}:d(r,s)=[ r% eVl _ 16

V12427 412

:\/éu

16
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B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Segun las estadisticas meteoroldgicas, en una ciudad nérdica llueve un promedio del 45 % de los

dias. Un climat6logo analiza los registros pluviométricos de 100 dias elegidos al azar entre los

de los ultimos 50 afios.

a) (1 punto) Exprese como calcular con exactitud la probabilidad de que en 40 de ellos haya
llovido.

b) (1.5 puntos) Calcule dicha probabilidad aproximandola mediante una normal.

a) X = El nimero de dias que ha llovido en 100 dias.
Es una variable binomial pues la probabilidad de que llueva un dia es independiente de lo
que paso el dias anteriores o posteriores.
La probabilidad de que llueva es siempre p = 0.45, de que no llueva es q = 0.55, el namero

de repeticiones es n = 100.
X = B(100, 0.45)

100 I
P(X =40) :[ 10 JO.4540 -0.55% = ﬂOAS“O .0.55® = No es posible con calculadora

40!-60!
Con la herramienta "Wolfram Alpha" obtenemos = 0.0488

b) Comon-p=100-045=45>5yn-q=100-0.55>5 aproximamos los valores de la
probabilidad de la binomial mediante una normal de media £=np=100-0.45=45y

desviacion tipica o =/npg = /100-0.45-0.55 = 4.975

X variable binomial se aproxima con una variable normal Y = N(45, 4.975)

P(X =40)=P(39.5<Y <40.5) = {Tipificamos} = P[—39'5_45 <7<305°% ‘45j

4.975 4.975

P(-1.1<Z<-09)=P(09<Z<11)=
P(Z <1.1)-P(Z <0.9)=0.8643-0.8159 =

-1.1 -0.9 0 = 0 09 11
2z 0,00
0.0 | 05000
0,1 | 0,5398
0,2 | 05793
0.3 | 06179
0,4 | 0,6554
0.5 | 06915
0,6 | 07257
0,7 | 0,7580
1.0 | 05313
ILI 9
1,2 Ra2uz M
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EvAU 2021 Ordinaria Matematicas II

UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS
UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO
Curso 2020-2021
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera
a elegir entre las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada pregunta se calificara sobre 2,5 puntos.

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera
a elegir entre las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada pregunta se calificara sobre 2,5 puntos.

A.1. Calificacion méxima: 2.5 puntos.

Tres hermanos quieren repartirse de forma equitativa un total de 540 acciones valoradas en 1560
euros, que corresponden a tres empresas A, B y C. Sabiendo que el valor actual en bolsa de la
accion A es el triple que el de B y la mitad que el de C, que el nimero de acciones de C es la
mitad que el de B y que el actual valor en bolsa de la accién B es 1 euro, encuentre el nimero de
cada tipo de accién que le corresponde a cada hermano.

A.2. Calificacidbn maxima: 2.5 puntos.
Calcule el area de la region delimitada por las graficas de las funciones

f(X)=2+x=x° g(x)=2x*—-4x

A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
-X—y+2=0 .
Sea larecta r= yelplanoz =2x+y—-z+3=0. Se pide:
2x+3y—-z+1=0
a) (0.75 puntos) Calcular el angulo que formanr y .
b) (1 punto) Hallar el simétrico del punto de interseccion de la recta r y el plano T con
respecto al plano z—y =0.

c) (0.75 puntos) Determinar la proyeccion ortogonal de la recta r sobre el plano .

A.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
El tiempo de vida de los individuos de cierta especie animal tiene una distribucion normal con
una media de 8.8 meses y una desviacidn tipica de 3 meses.

a) (1 punto) ;Qué porcentaje de individuos de esta especie supera los 10 meses? ;Qué
porcentaje de individuos ha vivido entre 7 y 10 meses?

b) (1 punto) Si se toman al azar 4 especimenes, ¢cual es la probabilidad de que al menos uno
no supere los 10 meses de vida?

c) (0.5 puntos) ¢Qué valor de c es tal que el intervalo (8.8 — ¢, 8.8 + ¢) incluye el tiempo de
vida (medido en meses) del 98 % de los individuos de esta especie?
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B.1. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.
Se considera el siguiente sistema de ecuaciones dependientes del pardmetro real a:

ax—2y+(a-1)z=4
—2X+3y—-62=2
—ax+y—-6z=6

a) (2 puntos) Discutir el sistema segun los diferentes valores de a.
b) (0.5 puntos) Resolver el sistema para a = 1.

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Se considera la funcion
senx Si x<0O
fx)=1 .
xe* si x>0

a) (0.75 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en x = 0.
b) (1 punto) Estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f restringida a (-, 2).

Demuestre que existe un punto X, € [0,1] de manera que f(xo) = 2.

1
¢) (0.75 puntos) Calcule I f (x)dx.

2

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sean los planos 7, =x+y=1y 7, =x+z=1.
a) (1.5 puntos) Halle los planos paralelos al plano 7, tales que su distancia al origen de
coordenadas sea 2.
b) (0.5 puntos) Halle la recta que pasa por el punto (0, 2, 0) y es perpendicular al plano 7,.

c) (0.5 puntos) Halle la distancia entre los puntos de interseccion del plano 7z, con los ejes x
ey.

B.4. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.

Una estacion de medicion de calidad del aire mide niveles de NO2 y de particulas en suspension.
La probabilidad de que en un dia se mida un nivel de NO2 superior al permitido es 0.16. En los
dias en los que se supera el nivel permitido de NO2, la probabilidad de que se supere el nivel
permitido de particulas es 0.33. En los dias en los que no se supera el nivel de NO>, la
probabilidad de que se supere el nivel de particulas es 0.08.

a) (0.5 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que en un dia se superen los dos niveles
permitidos?

b) (0.75 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que se supere al menos uno de los dos?

¢) (0.5 puntos) ;Son independientes los sucesos “en un dia se supera el nivel permitido de
NO,” y “en un dia se supera el nivel permitido de particulas”?

d) (0.75 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que en un dia se supere el nivel permitido de
NOg, sabiendo que no se ha superado el nivel permitido de particulas?
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SOLUCIONES

A.l. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

Tres hermanos quieren repartirse de forma equitativa un total de 540 acciones valoradas en 1560
euros, que corresponden a tres empresas A, B y C. Sabiendo que el valor actual en bolsa de la
accion A es el triple que el de B y la mitad que el de C, que el nimero de acciones de C es la
mitad que el de B y que el actual valor en bolsa de la accién B es 1 euro, encuentre el nimero de
cada tipo de accién que le corresponde a cada hermano.

Llamamos x = numero de acciones de A, y = niamero de acciones de B, z = nimero de acciones
de C. Luego se las reparten por igual entre ellos.

“Hay un total de 540 acciones” 2> x+y+z =540

“Sabiendo que el valor actual en bolsa de la accién A es el triple que el de B y la mitad
que el de Cy que el actual valor en bolsa de la accion B es 1 euro y valoradas en 1560
euros” =2 “Cada accion de B es 1 €, cada accionde Aes 3 -1 =3 €y cada accion de C
es2 -3 =06 € Todas juntas valen 1560 € > 3x+Yy+6z=1560

“El nimero de acciones de C es la mitad que el de B” 2 z = Y

Todas estas ecuaciones forman un sistema que resolvemos.

X+Yy+2=540 X+Yy+2=>540

X+2z+12=540
3X+Yy+6z=1560 = 3x+y+6z=1560 = }

=
3X+2z+62=1560
22=Y

Y
2

X+3z =540 } X =540-3z

= = = 3(540-3z)+8z =1560 =
3x+8z =1560 3x+8z=1560

=1620-9z+8z=1560 = -z =-60 =

|X=540—3-60:540—180:36O

= [2=60|=

ly=2-60=120

Hay que repartir 360 acciones de A, 120 de B y 60 de C.
A cada hermano le tocan 120 acciones de la empresa A, 40 de la empresa B y 20 de la C.
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A.2. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Calcule el area de la regidn delimitada por las graficas de las funciones

f(X)=2+x=x> g(x)=2x*—-4x

Averiguamos sus puntos de corte para establecer el comienzo y final de la region limitada
por ambas gréficas.

f(X)=g(X)=>2+Xx-x*=2X"-4x=>0=3x*-5x-2=

- S5+7 _5
5+4/(-5) —4(3)(-2 5
L (5 -4B3)(2) _5£7_| 6
6 6 5-7_ 1
6 3
El area seréa el valor absoluto de la integral definida entre —% y 2 de la diferencia de las

funciones.

J% f(x)—g(x)dx:i2+x—x2—(2x2—4x)dx: Jz.2+x—x2—2x2+4xdx:
1 1 1

3 3 3

2 5 2
= I—3x2+5x+2dx: —x3+5x2+2x =

|

3 2
= —23+222+2-2 B D Y G Y

+
3 20 3 3

_8+1044- L 2,2 38

D L2635
18 3 54
2
< 343
Area=|| f(x)-g(x)dx|=—=6.35u’
| 54
3

Dibujamos el recinto como comprobacion:
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A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
-X—y+2=0 :

Sea larecta r = y el planoz =2x+y—-2z+3=0. Se pide:
2X+3y—-2+1=0

a) (0.75 puntos) Calcular el &ngulo que forman r y .

b) (1 punto) Hallar el simétrico del punto de interseccién de la recta r y el plano m con respecto

al plano z—y=0.
¢) (0.75 puntos) Determinar la proyeccién ortogonal de la recta r sobre el plano «.

a) Nos piden hallar el &ngulo a que formanr y .

El angulo lo obtenemos a partir del &ngulo que forman el vector normal del plano y el
director de la recta.

7z52x+y—z+3=0:>ﬁ=(2,1,—1)

-X—-y+2=0 Z=X+Yy
r= = = 2X+3y-X-y+1=0=>x+2y+1=0=
2X+3y—-z+1=0 2X+3y—-z+1=0

=>X=-1-2y=7=-1-2y+y=-1-y=>r=qy=t

X=-1-2t —
=(-2,1,-1
:rz{vr ( )
z=-1-t

Utilizamos la formula del producto escalar:

v, n=(-21-1)(21-1)=-4+1+1=-2

v, =\/(—2)2+12+(—1)2 -6 :cos(\z,ﬁ): Xr H:\/gz\/g
v,|-[n
\ﬁ\=1/22+12+(—1)2 =6
cos(\Tr, ﬁ) = % =%:> (\7r ﬁ) = cos‘l(%j =70.5°

El angulo que forman recta y plano es 90° — 70.5° = 19.5°,

b) Hallamos el punto P de interseccion de la recta r y el plano .
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T=2X+y-2+3=0

x=-1-2t
r=ly—t =2(-1-2t)+t—(-1-1)+3=0=>-2-4t+t+1+t+3=0=>
z=-1-t
5 X=-1-2=-3
—2t+2=0:>t=_—2=1:> y=1 = P(-31-2)
- 7=-1-1=-2
lp
*
5

El plano z'=—y+2 =0 tiene como vector normal n” = (0,~11). Hallamos la recta s
perpendicular al plano " que pasa por P.

\75:?:(0,—1,1)} x=-3

=>s=qy=1-t
P(—3,1,—2)es s 24t

Hallamos el punto M de corte de recta s y plano 1".

X=-3

s=qy=1-t 3
=-(1-t)-2+t=0=>-1+t-2+t=0=> 2t =3=t===

Z=-2+t 2
r=-y+2=0

X=-3

2 2 2
z:—2+§:—1
2

El punto P’ es el resultado de sumarle al punto M el vector PM .
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g sl

P'= [—3,—%,—%}(0,—%,%) =(-3,-2,1)

C) ry m se cortan en el punto P(—3, 1, —2) . Este punto pertenece a la proyeccion pedida.

Hallamos el plano m *~ perpendicular al plano m que contiene a la recta r.
Este plano tiene como vectores directores el normal del plano mt y el director de la recta. El
punto P pertenece al plano .

7=2x+y-2+3=0=n=(21-1) X+3 y-1 742
v,=(-21-1)=7z=[ 2 1 -1|=0=
P(-31-2)erx” -2 1 -1

7= AL =342y —2+427+4427+4+2y -2+ X +3=0=7"=4y+471+4=0=

>a'=y+z+1=0

La recta r” que es la proyeccion de r sobre el plano 7 es la interseccion de los planos Tty ",
por lo que sus ecuaciones son:

7’=y+z+1=0 - y+z+1=0
=
T=2X+y-2+3=0 2X+y-2+3=0
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A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.
El tiempo de vida de los individuos de cierta especie animal tiene una distribucion normal con
una media de 8.8 meses y una desviacion tipica de 3 meses.

a) (1 punto) ¢Qué porcentaje de individuos de esta especie supera los 10 meses? ;Qué porcentaje
de individuos ha vivido entre 7 y 10 meses?

b) (1 punto) Si se toman al azar 4 especimenes, ¢cual es la probabilidad de que al menos uno no
supere los 10 meses de vida?

c) (0.5 puntos) ¢Qué valor de c es tal que el intervalo (8.8 — ¢, 8.8 + ¢) incluye el tiempo de vida
(medido en meses) del 98 % de los individuos de esta especie?

a) X = Tiempo de vida (en meses) de un individuo de cierta especie animal. X = N(8.8, 3)

X - 10-88

P(X >10) = {Tipifi =P
( ) ={Tipificamos} ( - 3

]: P(Z >0.4)=...

0.4

0 04 __— 0 3 _ 0
..=1-P(Z <0.4) = {Miro en la tabla N(0,1)} =1-0.6554 =|0.3446 = 34.46%

0.
0.5
0.5
0.5
0.6
0.8

0.5

0.6
También piden

3 lo2 3

]: P(-0.6<Z<04)=..

-0.6 0 04

..=P(Z<04)-P(2<-06)=P(Z<04)-P(Z>06)=P(Z<04)-(1-P(2<06))=
= {Miro en la tabla N(0,1)} =0.6554 —(1-0.7257) =|0.3811 = 38.11%|
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00
0.50
0.54
0.58
0.62
0.65

0.69
0.72
0.76

b) La probabilidad de que un espécimen no supere los 10 meses es:

p=P(X <10)={Tipificamos} = P[Z < 10_88) =P(Z<0.4)=0.6554

Y = Numero de especimenes que no superan los 10 meses de un grupo de 4.
Esta variable aleatoria es una binomial con parametros n =4y p = 0.6554. Y = B(4, 0.6554)

Nos piden calcular P(Y >1)

4
P(Y >1)=1-P(Y <1)=1-P(Y =0) =1—(0J0.65540 (1-0.6554)" =1-0.3446" =

c) Nos piden hallar el valor de c tal que P(8.8—c <X <8.8+¢)=0.98.

8.8—-c-8.38
—<

z =098=

P(8.8-c< X <8.8+c)=098= P( <M)

—p[fcz<C008=pPlz<S|-plz<-C|2098=
3 3 3 3

—~plz<Sl-p[z2%2008=pPlz<S|-|1-P|Z2<%]||z008=
3 3 3 3

—~p|z <% 1+ P(z <%]:0.98:>2-P(Z <%)=0.98+1:>

Buscamos en la tabla N(0,1
~p[z<8)=1%8 g9 9 OD1_ ¢ 35— [c=6075
3 2 la probabilidad de 0.99 3

z 0.00 0.01
0.0 0.5000 0.5040
0.1 0.5398 0.5438
0.2 0.5793 0.5832
0.3 0.6179 0.6217

0.4 0.6554 0.6591

2.0 0.9772 0.9778

21 0.9821 0.9826
0.9061 0.9064
naain N aa2n
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Se considera el siguiente sistema de ecuaciones dependientes del pardmetro real a:

ax—2y+(a-1)z=4
—2X+3y—-6z2=2
—ax+y—-6z=6

a) (2 puntos) Discutir el sistema segun los diferentes valores de a.
b) (0.5 puntos) Resolver el sistema para a = 1.

a -2 a-1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=| -2 3 -6
-a 1 -6

a -2 a-1 4
y la matrizampliadaes A/B=|-2 3 -6 2
-a 1 -6 6
Calculamos el determinante de A y vemos para que valores de a se anula.

a -2 a-
|Al=|-2 3 —6|=-18a-12a—2a+2+3a(a—1)+24+6a=3a"—-29a+26
-a 1 -6

|Al=0=3a’-29a+26=0=

L J(-29)° - 4(3)(26) R J(-29)° -4(3)(26) R
6 6

29+23_52_26_
2923 | 6 6 3
6  |29-23

—

l=a
Surgen tres situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO 1. a¢2—36ya¢1

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la
matriz ampliada A/B y el nimero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado
(solucion unica)

CASO 2. a=1
1 -2 0 4
La matrizampliada queda A/B=| -2 3 -6 2 |. Utilizamos Gauss para obtener una
-1 1 -6 6

matriz triangular equivalente.
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Fila22+2 - Filal1?| | Fila 3+ Fila 1?
1 -2 0 4 -2 3 -6 2||-1 1 -6 6
A/B=|-2 3 -6 2|=><: 2 -4 0 8 1 -2 0 4:=>
-1 1 -6 6 0O -1 6 10||0 -1 -6 10
Nueva fila 22 Nueva fila 32
Fila 3 — Fila 22
1 -2 0 4 0 -1 -6 10 1 -2 0 4
=0 -1 6 10|=<0 1 6 10 ;= EquivalenteaA/B=|0 -1 -6 10
0 -1 -6 10 0 0 0 O 0 0 0 O
Nueva fila 32

Al ser la cuarta fila toda nula sabemos que el rango de la matriz Ay el de la ampliada es 2,
siendo el namero de incognitas 3. El sistema es compatible indeterminado (infinitas

soluciones)
CASO3.a:2—36
%, B,
3 3
La matrizampliada queda A/B=| -2 3 -6 2| Utilizamos Gauss para obtener
26 1 -6 6
3
una matriz triangular equivalente.
26 23
3 23 ° _ _ 26 -6 23 12
3 - Fila 12 — Nueva Fila 12
A/IB=| -2 3 -6 2|= _ _ -2 3 -6 2|=
3 - Fila 32 —» Nueva Fila 32
26 -26 3 -18 18
-—— 1 -6 6
3
13 - Fila 22 + Fila 12 Fila 3% + Fila 18
-26 39 -78 26||-26 3 -18 18 26 6 23 12
=26 -6 23 12;,<26 -6 23 12;=| 0 33 -55 38|=
0 33 -55 38|00 -3 5 30 0 -3 5 30
Nueva Fila 22 Nueva Fila 32
Fila 22 + 11 - Fila 3? A/B
0 33 -55 38 26 6 23 12
=10 -33 55 330;= EquivalenteaA/B| 0 33 -55 38
0 0 0 368 0O 0 O 368
—_—
Nueva Fila 32 A
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El rango de la matriz A es 2 y el de la ampliada es 3. Los rangos tienen valor distinto y el
sistema es incompatible (no tiene solucion).

. . 26 . . . S .
Resumiendo: Si a # 3 y a =1 sistema es compatible determinado (solucién unica), si a=1

el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) y si a:2—36 el sistema es

incompatible (no tiene solucion).

b) Para a = 1 hemos obtenido un sistema equivalente en el CASO 2 del apartado a).
Utilizando esta transformacion, el sistema inicial es equivalente al sistema siguiente que

resolvemos:
1 -2 0 4
X—2y =4 X=4+2y
A/B=|0 -1 -6 10 |=> =
-y—-6z=10 —-6z2=10+y
0O 0 0 O
X=4+2y X=4+2t
= 10+y = [qy=t , teR
=
-6 10+t
-6
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B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Se considera la funcion
senx si x<0
fx)=1 .
xe* si x>0

a) (0.75 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en x = 0.
b) (1 punto) Estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f restringida a (-, 2).

Demuestre que existe un punto x, €[0,1] de manera que f(xo) = 2.

1
c) (0.75 puntos) Calcule jf(x)dx.

2

a) Para que sea continua deben ser iguales el valor de la funcion y sus limites laterales.
f(0)=0e’=0
Iirpf(x)=|irglsenx:0 :>Iir51f(x)=lirpf(x)=f(0):0

lim f(x) = lim xe* =0e° =0
x—0"

x—0"

La funcion es continua en x = 0.

La funcion es derivable en R —{0}y su derivada es:

X

si x>0 si x>0

senx si x<0 COS X si x<0
f(x)=
Xe

Para que sea derivable en x = 0 deben coincidir sus derivadas laterales.

f°(07)=limcosx=1
x>0 = f(0)=f(0")=1= f(0)=1
f(0")=lime* +xe* =e° +0e’ =1

x—0"

La funcion es derivable en x = 0.

b) Gracias a la continuidad de la funcién podemos dividir el estudio en dos partes: (-, 0) y
(0,2).
En (-, 0) la funcion es f(x) =senxy su derivada es f “(X)=cosXx, que se anula en —% .
Vemos como evoluciona la funcion antes y después de este valor.

e En —n,—z tomamos x:—3—” y la derivada es f~ —3—” =C0S —3—7[ <0.La
2 4 4 4
-, T
funcidn decrece en (—7[,—5].

e En (—%,Oj tomamos X = —% y la derivada es f~ (—%) = cos(—%] >0. La funcion

crece en (—Z,O].
2
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En (0, 2) la funcién es f(x)=xe* y su derivada es f (x)=e" +xe*.

e* =0 No es posible
1+x=0=>x=-1¢(0,2)

La derivada no se anula, siempre es positiva y la funcion siempre es creciente, ya que
f'(x)=e*+xe*>0si0<x<2

f’(x):0:>ex+xex:0:>ex(1+x):0:>{

Resumiendo: La funcién decrece en (—ﬂ,—%j y crece en (—%,2)

Segunda pregunta. En el intervalo [0,1] nuestra funcién es f(x)=xe*, que es continua en
el intervalo, ademas f(0)=0y f(1)=e,como 2¢ [O,e] por el teorema de los valores

intermedios existe un ¢ (0,1) tal que f(c) = 2.

c) Por el cambio de definicion de la funcién en x =0 obtenemos la integral definida pedida

como la suma dos integrales definidas, una entre % y0,laotraentre0Oy 1.

1 0 1 0 1

j f(x)dx:j f(x)dx+J'f(x)dx= jsenxdx+jxede:+=...
i _ 0 T 0

2 2 2

[1] =[~cos x]’ =—0030+cos(—%j:—1—0=—1

T
2

Integracion por partes
[2]= [xerdx = u=x— du =dx =xe" - [e"dx = xe* —e’

dv=exdx—>v:.|'exdx:eX

Jl'xexdx:[xex —e* ] =[1e'~e]-[(0)e"-e* ] =e-e+1=1
0

=—1+1=[0]

T,
e

J'.sem si x<0
f(x)zl‘re" si x=0 / ey T
!:552 HH!
- A
Paan
H
2
—
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B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sean los planos 7, =x+y=1y 7, =x+z=1.
a) (1.5 puntos) Halle los planos paralelos al plano 7, tales que su distancia al origen de

coordenadas sea 2.
b) (0.5 puntos) Halle la recta que pasa por el punto (0, 2, 0) y es perpendicular al plano =, .

c) (0.5 puntos) Halle la distancia entre los puntos de interseccion del plano 7, con los ejes x e y.

a) Si los planos son paralelosa 7, = X+ Yy =1 entonces tienen ecuacion 7, =X+y=D y
m,=X+y=E.

Como d(7,(0,0))=2y d(=,,(0,0))=2.
D=22

ey 00 D200 el

d(7,,(0,0,0))=2 P12+ 02
(75 ) JE+12 40 D23

Estos serian los dos planos pedidos: 7, =Xx+y= 22y Ty=X+Y= 22

b) Si la recta es perpendicular al plano tiene como vector director el normal del plano.

_y-2_z
0

ﬂ
If

m,=X+z=1=v,=n=(10,1) N
(0,2,0)er

| <

c) Hallemos los puntos de interseccion del plano 7z, con los ejesx ey.
m=Xx+y=1

=t+0=1=t=1= A(10,0)

= 0+t=1=t=1=B(0,1,0)

Hallamos las coordenadas del vector AB y la distancia entre los puntos es el médulo del
vector.

AB =(0,1,0)-(1,0,0)=(-1,210)

d(A,B):\ﬁ\:J(—QZ +12 =24
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B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Una estacion de medicion de calidad del aire mide niveles de NO2 y de particulas en suspension.
La probabilidad de que en un dia se mida un nivel de NO_ superior al permitido es 0.16. En los
dias en los que se supera el nivel permitido de NO, la probabilidad de que se supere el nivel
permitido de particulas es 0.33. En los dias en los que no se supera el nivel de NO3, la
probabilidad de que se supere el nivel de particulas es 0.08.

a) (0.5 puntos) ¢Cuél es la probabilidad de que en un dia se superen los dos niveles permitidos?
b) (0.75 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que se supere al menos uno de los dos?

¢) (0.5 puntos) ;Son independientes los sucesos “en un dia se supera el nivel permitido de
NO,” y “en un dia se supera el nivel permitido de particulas”?

d) (0.75 puntos) ¢ Cual es la probabilidad de que en un dia se supere el nivel permitido de NOy,
sabiendo que no se ha superado el nivel permitido de particulas?

Llamamos N = “Nivel de NO2 superior al permitido”.
T = “Nivel de particulas superior al permitido”

Realizamos un diagrama de &rbol.

Niveles de NO,

y particulas

a) Nos piden calcular la probabilidad del suceso N T .
P(NNT)=P(N)P(T/N)=0.16-0.33=|0.0528

b) Con el suceso contrario la probabilidad de que al menos se supere uno de los indicadores
seria 1 — Probabilidad de que ninguno de los se supere.

P (Al menos se supere uno de los indicadores) =1 P(W mf) =

=1-P(N)P(T/N)=1-0.84.0.92=[0.2272|

¢) ¢Son independientes los sucesos Ny T?
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Calculamos la probabilidad de la interseccion de ambos sucesos y la probabilidad de ambos
por separado y vemos si P(N NT)=P(N)P(T).

P(N NT)={apartado a)} = 0.0528
P(N)=0.16

P(T)=P(NAT)+ P(NmT):0.16-0.33+o.84-o.08=235=0.12

P(N AT)=0.0528

P(N)P(T):0.16-0.12:0.0192}: PINAT)=P(N)P(T)

Los sucesos no son independientes.

d) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(NAT) P(N)P(T/N) 016.067 [67
p('|_') N P(']_') ©1-012  [550

P(N/'I_'): ~0.1218

374 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU 2020 Extraordinaria Matemadticas Il en Madrid

EvAU 2020 Extraordinaria Matematicas Il

UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS
UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO
Curso 2019-2020
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera
a elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente
justificadas.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada pregunta se calificara sobre 2,5 puntos.

A.l. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.
Sea A una matriz de tamafio 3x4 tal que sus dos primeras filas son (1, 1,1, 1)y (1, 2,3,4),y
sin ningun cero en la tercera fila. En cada uno de los apartados siguientes, se pide poner un
ejemplo de matriz A que verifique la condicion pedida, justificandolo apropiadamente:

a) (0.5 puntos) La tercera fila de A es combinacion lineal de las dos primeras.

b) (0.5 puntos) Las tres filas de A son linealmente independientes.

¢) (0.5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado.

d) (0.5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema compatible indeterminado.

e) (0.5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema incompatible.

A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

X2_1 si x<Lx=-1
Dada la funcion f(x)=1", , se pide:
X“+1 .
si x>1
4x

a) (0.5 puntos) Calcular f(0) y (f o f)(0).

b) (1.25 puntos) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(x) en x =1 y determinar si en
dicho punto existe un extremo relativo.
c) (0.75 puntos) Estudiar sus asintotas.

A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Dados el punto P(3,3,0) y larecta r Ex;12 :%:ZTH , Se pide:
a) (0.75 puntos) Escribir la ecuacién del plano que contiene al punto Py a larectar.
b) (1 punto) Calcular el punto simétrico de P respecto de r.

¢) (0.75 puntos) Hallar dos puntos A y B de r tales que el triangulo ABP sea rectangulo,

. 3 .
tenga area — Y el &ngulo recto en A.

J2

A.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Se tienen tres urnas A, B y C. La urna A contiene 4 bolas rojas y 2 negras, la urna B contiene 3
bolas de cada color y la urna C contiene 6 bolas negras. Se elige una urna al azar y se extraen
de ella dos bolas de manera consecutiva y sin reemplazamiento. Se pide:
a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja.
b) (1 punto) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja y la segunda
sea negra.
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¢) (0.5 puntos) Sabiendo que la primera bola extraida es roja, calcular la probabilidad de que
la segunda sea negra.

B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

0 -1 2 1 00 2 -1
Sean las matrices A={2 1 -1|, I={0 1 0|, B=l1 0 [, sepide:
1 0 1 0 01 0 1
a) (1 punto) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A.

b) (0.5 puntos) Calcular la matriz C = A> - 21 .

¢) (1 punto) Calcular el determinante de la matriz D= ABB' (donde B' denota la matriz
traspuesta de B).

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
La potencia generada por una pila viene dada por la expresion P(t) = 25te"* donde t > 0 es el

tiempo de funcionamiento.
a) (0.5 puntos) Calcular hacia qué valor tiende la potencia generada por la pila si se deja en
funcionamiento indefinidamente.
b) (0.75 puntos) Determinar la potencia maxima que genera la pila y el instante en el que se
alcanza.
c) (1.25 puntos) La energia total generada por la pila hasta el instante t, E(t), se relaciona con

la potencia mediante E(t)=P(t),con E(0)=0. Calcular la energia producida por la pila
entre el instante t =0y el instante t = 2.

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Del paralelogramo ABCD, se conocen los vértices consecutivos A(1, 0, -1), B(2,1,0) y

C(4.,3,-2). Se pide:
a) (1 punto) Calcular una ecuacion de la recta que pasa por el punto medio del segmento AC

y es perpendicular a los segmentos AC y BC.
b) (1 punto) Hallar las coordenadas del vértice D y el area del paralelogramo resultante.

c) (0.5 puntos) Calcular el coseno del &ngulo que forman los vectores AB yE :

B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
En un experimento aleatorio hay dos sucesos independientes X, Y. Sabemos que P(X ) =04y

que P(X m?) =0.08 (donde Y es el suceso complementario de Y). Se pide:

a) (1 punto) Calcular P(Y) .
b) (0.5 puntos) Calcular P(X UY) .

¢) (1 punto) Si X es un resultado no deseado, de manera que consideramos que el
experimento es un ~ éxito cuando NO sucede X, y repetimos el experimento en 8
ocasiones, hallar la probabilidad de haber tenido éxito al menos 2 veces.
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SOLUCIONES

A.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sea A una matriz de tamafio 3x4 tal que sus dos primeras filasson (1,1,1,1)y (1,2, 3,4),y
sin ningun cero en la tercera fila. En cada uno de los apartados siguientes, se pide poner un
ejemplo de matriz A que verifique la condicion pedida, justificandolo apropiadamente:

a) (0.5 puntos) La tercera fila de A es combinacion lineal de las dos primeras.

b) (0.5 puntos) Las tres filas de A son linealmente independientes.

c) (0.5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado.

d) (0.5 puntos) A es la matrizampliada de un sistema compatible indeterminado.

e) (0.5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema incompatible.

La matriz A tiene la expresion A= siendo a=0,b=0,c20yd=0.

» e
O N -

1
3
c

o N B

a) (a b ¢ d)=a(1111)+/(1234). Por ejemplo, ponemos =1y S =1.

1111
Quedaria (a b ¢ d)=(L111)+(1234)=(234,5) ylamatriz A=|1 2 3 4
2 3 45

b) Cambiamos en la matriz del apartado a) un elemento de la 32 fila y comprobamos que son
linealmente independientes viendo que el rango de A es 3.

1111

A=|1 2 3 4 |.Tomo el menor formado por 12 22 y 32 columnas, veamos si su
1 3 45

determinante es no nulo.

111

1 2 3=8+3+3-2-4-9=-1+0

1 3 4

Por lo que el rango de A es 3y las filas son linealmente independientes.

c) Para que sea la matriz ampliada de un sistema compatible determinado debe tener rango 3 al
igual que la matriz de los coeficientes.

1111
Tomamos como matriz ampliada la matriz del apartado b) queera A={1 2 3 4
1 3 45
111
La matriz de coeficientesseria |1 2 3.
1 3 4

Hemos comprobado en el apartado b) que la matriz A tiene rango 3 y la matriz de
coeficientes también, pues su determinante es no nulo (calculado arriba). Por lo que la
matriz A es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado.
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d) Para que sea la matriz ampliada de un sistema compatible indeterminado debe ocurrir lo
planteado en el apartado a).

1111
A=|1 2 3 4]|tienerango 2 pues la 3? fila es combinacidn lineal de la 12 y 22. El rango
2 3 45
111
de la matriz de coeficientes también es 2, pues |1 2 3|=0 y el menor de orden 2 que
2 3 4
resulta de quitar la fila y columna 32 es ; =2-1=1+#0.

Rango de matriz de coeficientes y rango de matriz ampliada son iguales a 2, que es menor
que el numero de incognitas (3). Sistema compatible indeterminado.

e) Para que sea incompatible el rango de la matriz ampliada debe ser 3 y la de la matriz de
1111

coeficientes 2. Nos sirve A=|1 2 3 4.
1 2 35

Comprobamos el rango de la matriz de coeficientes.
111

1 2 3 |tienelafila 22y 3%iguales, el rango no es 3 y si tomamos el menor que resulta de
1 2 3

quitar filay columna 32 tiene determinante

1
2‘:2—1:17&0 , por lo que el rango es 2.

Comprobamos el rango de la matriz ampliada.

1111
A=|1 2 3 4|.Consideramos el menor que resulta al quitar la columna 1% >
12 35
111
2 3 4/=15-8-6-6-10-12=-27=0.
2 35
El rango de la ampliada es 3 y el de la matriz de coeficientes es 2, por lo que el sistema seria
incompatible.
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A.2. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Xz_l si. x<Lx=-1
Dada la funcion f(x) = Xz B , se pide:
X +1 .
si x>1
4x

a) (0.5 puntos) Calcular f(0) y (f o f)(0).

b) (1.25 puntos) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(x) en x = 1 y determinar si en
dicho punto existe un extremo relativo.
c) (0.75 puntos) Estudiar sus asintotas.

0-1
0°-1

(ff)(0)=F(f(0)=FR)=""=5=

a) f(0)= ~1

2
e Existe f(1)= +1=1
4 2
im XL _0_ x=1 i 1
] ) xL1—X2_1_6_xLTM(X+1)_xLTx+1_5 1
e Existe I|n’11f(x): ==
- y X*+1 1 2
x-1" 4X

2
. . 1
e Soniguales. Iml1 f(x)= f(l):z

Se cumplen las tres condiciones y la funcion es continua en x = 1.

Para ser derivable en x = 1 deben coincidir las derivadas laterales.
Antes de derivar simplifico la funcion.

x-1_ x1 1 si X<l x#-1
x*-1 (x-1)(x+1) x+1 ’
tx) =1
X“+1 .
si x>1
4x
—— six<lxz-1
(x+1)
f(x)= 5 2
X-Ax—4(X*+1) 8x*_4x’—4 4xP-4
> = > = > Sl Xx>1
(4x) (4x) (4x)

Por lo que las derivadas laterales en x = 1 son:
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. . -1 -1 1
f'@)=Ilimf’(x)=Ilim = =—=
)=lm () o (x+1)° (1+1)° 4 1
= f'1)=-=%0=f"(1")
e _ 4XP—4 4-4 4
f°(@") =lim f"(x)=lim —=— =
x—1* x—1* (4X) (4)

N
—

0

Su valor no coincide y la funcién no es derivable en x = 1.

Para ver si hay un extremo en x = 1 no podemos utilizar la derivada. Veamos como
evoluciona la funcién antes y después de x = 1.

Antes de x = 1 la derivada es f "(x) = que siempre es negativa, por lo que la funcién

2
decrece antes de x = 1.

. _ . , Ax* -4 x*-1 .
Después de x = 1 la derivada es f "(x) :W =0 que de 1 en adelante siempre es
4x X

positiva, por lo que la funcion crece después de x = 1.

La funcidn es continua en x = 1, decrece antes y crece después, por lo que en x = 1 hay un
minimo relativo.

x-1
71 si x<lx=-1
. XS — . ]
c) Lafunciones f(x)=1", , estudiamos las asintotas en sus dos ramas.
X“+1 .
si x>1
4x

e Enx<1 lafuncion esuna fraccion cuyo denominador seanulaenx =-1y x = 1.
Comprobamos los limites de la funcion en esos dos puntos:
x-1 -2

x*-1 0

x-1 0 . =1

lim f (x) = lim —— == = lim

1
x—1 -1 x°=1 0 xel’M(X_i_l)_x—ﬂ’X-kl_z

e Enx>1 ladefinicién de la funcion es una fraccién cuyo denominador se anulaen x =0,
pero no pertenece al dominio de definicion de esa rama de la funcién.

lim f(x)=Ilim
x—-1 x—-1

Asintota vertical. x=a .
] .o x=-1 =2
>!I—>r[]1 f (X) - )!I_)ml XZ -1 _F =
La asintota vertical es x=-1

Asintota horizontal. y=b

. . x-1 . X .11
b= Ilim f(x)= lim =lim == lim==—=0
X—>—0 x—o—0 X° =] xo—o X X—>—0 X  —00
2 2
. oxX+1 X . X 4
b=Ilim f(x)=lim =lim —=Ilim-=—=+4w
X—>+00 x40 4X x40 X x>0 4 4

La asintota horizontal en —o es y =0
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Asintota oblicua. y=mx+n

En —oco no existe pues hay asintota horizontal.
Busguemos la asintota oblicua en +oo.

x* +1
- 2
m= tim %) _ jim —4X__ jim X tlzlimiznml:l
x>+ X X—>+00 X x—>+0  4X X—>+00 4)(2/ x>+ 4 4
2 2 2
n=lim (£()-mx) = lim | <2 X i XX 1 g
X—>-+00 x—>+o|  4X 4 X—>-+00 4x x>+0 AX o0

La asintota oblicua en +oo es y = %x :

Dibujamos la grafica de la funcién y comprobamos que se cumple todo lo obtenido en el

gjercicio.
=
h I
Asintota.vertical s 4
; 3
\2 Minime e
L M
] M Asintota.oblicua...
Asintota Horizontal ; P wer?
- ‘_....
e p—— 3 2, ge st ; ; 4 5 5 7 9
= . - ® F
.o“.. : 1
...'.' 4 -
pev® -
.oi.... ‘ * 2
2
: I\:_
F 4 T 51 x<lx=-1
| @=L
$rrn§ : sioxz1
; 4x
-
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A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Dados el punto P(3,3,0) y larecta r = X;lz = % = ZTH , Se pide:

a) (0.75 puntos) Escribir la ecuacién del plano que contiene al punto Py alarectar.
b) (1 punto) Calcular el punto simétrico de P respecto de r.

c) (0.75 puntos) Hallar dos puntos A y B de r tales que el triangulo ABP sea rectangulo, tenga

. 3 .
area — Yy el angulo recto en A.

VA

a) Larecta r tiene como vector director \Tr =(-11,0) y pasa por el punto Q(2, 0, -1).
El plano que nos piden pasa por P(3, 3, 0) y al contener a la recta r tiene como vectores
directores v_ y PQ.

P(S, 3, O)Eﬂ' X—3 y_3 Z
u=v, =(-11,0) =z=/-1 1 0[=0
v=PQ=(2,0-1)—(3,3,0)=(-1-3,-1) -1 =3 -

~X+3+32+2-y+3=0= |z =x+y—-42-6=0|

b) Llamemos P” al punto simétrico que nos piden. Dibujamos la situacion planteada.
1T

L

Buscamos las coordenadas del punto P~ del dibujo.

Hallamos la ecuacién del plano m” perpendicular a la recta que pasa por el punto P. El punto
de corte de recta y plano sera el punto M.

El punto P” (simétrico de P respecto de la recta r) tendra coordenadas tales que M sea el
punto medio del segmento PP".

El plano " tiene como vector normal el director de la recta \Tr = (—1,1,0), por lo que su
ecuacion es —x+y+ D =0, como pasa por el punto P(3, 3, 0) debe cumplirse:
-3+3+D=0=D=0.

La ecuacion del plano es 7’=—x+y=0.

Hallamos el punto M resolviendo el sistema formado por las ecuaciones paramétricas de la
recta y la ecuacion del plano.
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- 1 0o = = -2+A+A=0=221=2=1=1=

7=-Xx+y=0
x=2-1
=qy=1 :>M(LL—Q
z=-1

El punto M(1,1 ,-1) es el punto medio del segmento P"P.
Si P’(a,b,c) entonces:

(11,-1)= (a’b’c);(&&o) = (2,2,-2)=(a+3,b+3,c)=

a+3=2 a=-1
=>b+3=2,=>b=-1;=|P(-1-1-2)

c=-2 c=-2
X=2-1
c) Larecta r tiene ecuaciones paramétricas r=<y=A4 , por lo que los puntos buscados
z=-1
tienen coordenadas A(2-a,a,—1) y B(2—-b,b,-1).
B
j90°
A P

El triangulo es rectangulo en el vértice A, entonces los vectores AP y AB forman 90°y su
producto escalar es 0.

AP=(330)-(2-aa-1)=(1+a,3-al)
AB=(2-b,b,-1)-(2-a,a,-1)=(a-b,b-a,0)
=(1+a,3-a,1)(a-b,b-a,0)=0=(1+a)(a-b)+(3-a)(b-a)=0=
a-b=0—->a=b
= (1+a)(a—b)-(3-a)(a—bh)=0=(a-b)[1+a-3+a]=0=10
2a-2=0—>a=1

}:ﬁ-ﬁ—o:
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, AP=(1+a,3-a,1)
Sia=b>___
AB =(0,0,0)

puntos A y B serian los mismos y no se formaria triangulo.

} No Nnos sirve esta opcion pues si AB = (0,0,0) entonces los

) AP=(2,2,1) _ L ) .
Sia=1->_ Aplicamos la condicion de que el area del tridngulo sea
AB=(1-b,b-1,0)

S e

B

\ A B'}
—90°

A 7] P

Area — Base - Altura _ ‘ﬁ‘ ‘ﬁ‘ =i

2 2 \/EZ>
:‘ﬁ”ﬁ‘ :%:>\/m\/(l—b)2 +(b—1)2 :%:

= 3,/2(1-b)’ =%:,/2(1—b)2 =%:» 2(1-b)’ =[%J2 = 2(1-b)’ =%:>

1-b=1=b=0
1-b)’ =1=1-b=41
=(1-b) =1= \/_:{l—b:—lzb:2
Las parejas de puntos solucion del ejercicio son:

Paraa=1yb=0-> A(LL-1)y B(2,0,-1)
Paraa=1yb=2-> A(11-1)y B(0,2,-1)
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A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

Se tienen tres urnas A, B y C. La urna A contiene 4 bolas rojas y 2 negras, la urna B contiene 3

bolas de cada color y la urna C contiene 6 bolas negras. Se elige una urna al azar y se extraen

de ella dos bolas de manera consecutiva y sin reemplazamiento. Se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja.

b) (1 punto) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja y la segunda sea
negra.

c) (0.5 puntos) Sabiendo que la primera bola extraida es roja, calcular la probabilidad de que la
segunda sea negra.

Realizamos un diagrama de arbol. Aunque en este caso se obtiene un diagrama algo
complejo, pero nos ayuda a entender la situacion planteada y como influye lo ocurrido en la
12 extraccion en la probabilidad de lo que ocurra en la 22. Dejamos opciones sin rellenar
pues no es necesario para calcular lo pedido en el ejercicio.

22 bola roja |

12 bola roja | 3/5

22 bola negra
2/5

12 bola negra
2/6

22 bola negra
1/5

12 bola roja |

22 bola negra

Urnas y 3/5

colores

12 bola negra
3/6

12 bola roja |

0

12 bola negra
1

385 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU 2020 Extraordinaria Matemadticas Il en Madrid

a) Ocurre de dos formas diferentes, aplicamos el teorema de la probabilidad total y su
probabilidad es:

P (12 bola roja) = P ( Elegir urna A) P (12 bola roja / Haber elegido urna A)+
+P (Elegir urna B) P (12 bola roja / Haber elegido urna B) +
+P (Elegir urna C) P (12 bola roja / Haber elegido urna C) =

}.E_F}.E_FO—ﬁ: 1:0’384
36 36 18 [18

b) Puede ocurrir de dos formas distintas.

P (1% bola roja y 2% negra) =
= P(Elegir urna A) P(1% roja/ urna A) P (2% negra / urna Ay sacar 1? roja) +
+P (Elegir urna B) P (12 roja / urna B) P (2% negra / ura B y sacar 12 roja) =

_142 133 _8+9_ %:0,182

365 365 90

c) Utilizamos la formula de la probabilidad condicionada.

P(1*esroja n 2*seanegra) 17/90 [17 0.486
P(1%es roja) - 7/18 |35

P (22 sea negra/ 1% es roja) =

386 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU 2020 Extraordinaria Matemadticas Il en Madrid

B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

0 -1 2 100 2 -1
Sean las matrices A={2 1 -1|, I1={0 1 0|, B=|1 0 |, sepide:
1 0 1 0 01 0 1

a) (1 punto) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A.
b) (0.5 puntos) Calcular la matriz C = A> - 21 .

¢) (1 punto) Calcular el determinante de la matriz D= ABB' (donde B' denota la matriz
traspuesta de B).

0 -1 2
a) [A=]2 1 -1=0+1+0-2+2+0=1=0.Existe lainversay la calculamos.
1 0 1
0 2 1 1 0 -1 0 -1 1
+ - +
Adjl-1 1 0 -1 1 2 1 2 -1 L1 1
Adj (AT 2 11 2 1 |o 0 2 )
ar A 2y PR
A 1 -1 2 2 -1
-1 -1 2
2 1 0 1 0 2
+ - +
1 0 -1 0 -1 1
b)
0 -1 2)\0 -1 2 1 00
C=A*-21=|2 1 -1f2 1 -1|-2/0 1 0|=
1 0 1){1 0 1 0 01
0-2+2 0-1+0 O0+1+2 2 00 -2 -1 3
cC={0+1+0 -2+14+0 4-1-1|-/0 2 0= 1 -3 2
0+0+1 -1+0+0 2+0+1 0 0 2 1 11

c) Calculamos la matriz D y luego su determinante.

2 10
[ j 2 1
10 1
1 0 1)l0o 1 1
2-2 -1 2
D=[10+2+1 4+1 -2-1|=
5.1 2 -1+1) |4 2 0

0 -1 2)\2 -1
D=ABB'=|2 1 -1|/l1 O

o
AR
N
(6]
N

-4 -1 2
|D|=13 5 -3 =0+12+52-40-24=0
4 2 0
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B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

La potencia generada por una pila viene dada por la expresion P(t) = 25te™"* donde t > 0 es el

tiempo de funcionamiento.

a) (0.5 puntos) Calcular hacia qué valor tiende la potencia generada por la pila si se deja en
funcionamiento indefinidamente.

b) (0.75 puntos) Determinar la potencia maxima que genera la pila y el instante en el que se
alcanza.

c) (1.25 puntos) La energia total generada por la pila hasta el instante t, E(t), se relaciona con la

potencia mediante E “(t)=P(t),con E(0)=0. Calcular la energia producida por la pila entre
el instante t =0y el instante t = 2.

a) Esto significa calcular el limite de la funcion cuando t tiende a +co.

lim P(t) = lim 25te ™" = lim ﬂ =2 Indeterminacion (L Hépital) =
t—>+o0 t—>-+0 t—>+o0 et 4 o

. 25 . 25 25
= IIm—th ||m t—:—:
t—>+40 et2/4 <l t—>+40 7etz/4 o0

4 2
La potencia generada por la pila tiende a cero.

0

b) Utilizamos la derivada.

_ ) ) 2 ) , 2
P (t) = 25" + 25t % et = 95 _ 25%e‘ 1 gpe-ts (1— %j =

2 2
P'(t)=0 25e‘t2’4(1 tzj 0 1—%=0—>1=%—>t2=2_>t:+\/§
— =0= 0>
2

2 -
e =0 — Imposible

VVeamos la evolucion de la potencia entre 0 y V2, y después de J2.

. . 1?) 25
e En (0\/5) tomo t = 1y la derivada vale P"(1) = 25¢ 1—5 == >0.La
potencia crece en (O, \/5)
2
e En (ﬁ +oo) tomo t =2 y la derivada vale P’(2) = 257214 [1—%} =-25e"<0.La

potencia decrece en (ﬁ +oo) :

e
0 \Ed

La potencia presenta un maximo valor en t = J2 =1,41. Siendo esta potencia maxima de

P(/2) = 252e V" — 2526 2 = 25\E _ 21,44
e
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I
o

c) Si E’(t)=P(t) entonces la energia es la primitiva de P(t) con E(0)
Calculo la integral de P(t).

Cambio de variable

ey t? 2t 2
[P(t)dt = [ 25te"dt = - =X - dt=dk =25te - |=

lt=dx= dt =2 dx
2 "

Deshaciendo el cambio de variable

=-50[e“dx =-50e* =1 ¢’ = [P(t)dt = -50e"" + K
—— =X
4

Hemos obtenido que E (t)=-50e"" +K .
Como E(0)=0= E(0)=-50e""“+K =0=-50+K =0= K =50
La funcidn Energia tiene la expresion E(t) = —50e™"* +50

Para calcular la energia producida por la pila entre el instante t =0 y el instante t = 2,
valoramos la funcion energia en el instante t =2.

E(2) =—50e %" +50 =50—50e ! = 31.6

389 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU 2020 Extraordinaria Matemadticas Il en Madrid

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Del paralelogramo ABCD, se conocen los vértices consecutivos A(1, 0, -1), B(2,1,0) y

C(4,3,-2). Se pide:
a) (1 punto) Calcular una ecuacion de la recta que pasa por el punto medio del segmento AC y

es perpendicular a los segmentos AC y BC.
b) (1 punto) Hallar las coordenadas del vértice D y el area del paralelogramo resultante.

c) (0.5 puntos) Calcular el coseno del &ngulo que forman los vectores AB yA—C :

B

A

s "4 D

a) La recta que nos piden es una recta r que pasa por el punto M y es perpendicular al plano
que define el paralelogramo. Su vector director es el producto vectorial de los vectores AC
y BC.
Hallamos las coordenadas del punto M.
1,0,-1)+(43-2) (53 3
2 ‘( ]
Hallamos las coordenadas del vector director de la recta v, .

L

BC =(2,,0)~(1,0,-1)=(1,11)
AC =(4,3,-2)-(1,0,-1)=(3,3, 1)}

i ok
=V, =BCxAC=[1 1 1|=-i+3j+3k-3k+[-3i=—4i+4]j=v, =(-4,4,0)
33 -1

Tomaremos como vector director el anterior simplificado.
Obtenemos la expresion de la ecuacion de la recta.

x:g—l
(33 3er 2
22 2 =S|Ir=qy=—+41
— . 2
vV, =(—4,4,0)>u, =(-110) 3
Z:__
2

b) Para hallar las coordenadas de D basta sumarle al punto C el vector BA.

BA=(1,0,-1)-(2,1,0)=(-1-1,-1)= D=C+BA=(4,3,-2)+(-1,-1,-1)=(3,2,-3)
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El valor del area se obtiene con el modulo del producto vectorial de los vectores AB y AD,
que ya hemos calculado.

AB=(2,1,0)-(10,-1)=(111)

AD =(4,3,-2)-(10,-1)= (3:, 3,-1)

i j ok
ABxAD=[1 1 1|=-i+3j+3k-3k+j-3i=-4i+4j=(-4,4,0)
3 3 -1

[ABx AD|=/(-4)’ +4? +0° =16 +16 = /32

Area del paralelogramo ABCD = ‘E X ﬁ‘ =32 =(5,66 U’

c) Utilizamos el producto escalar de los vectores AB yﬁ .

AB=(2,1,0)-(1,0,-1)=(1,11)

}:E-E:(l,l,i)(3,3,1)=3+31=5
AC =(4,3,-2)—(1,0,-1)=(3,3,-1)

AB - AC :‘ﬁ‘ -‘TC‘-COS(@,E):5:J1+1+1J9+9+1 -cos(ﬁ,ﬁ):

=0,66

= COS(E,A—C) = =

5
V319 57
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B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
En un experimento aleatorio hay dos sucesos independientes X, Y. Sabemos que P(X ) =04y

que P(X m\?) =0.08 (donde Y es el suceso complementario de Y). Se pide:

a) (1 punto) Calcular P(Y) .
b) (0.5 puntos) Calcular P(X UY) .

c) (1 punto) Si X es un resultado no deseado, de manera que consideramos que el experimento
es un éxito cuando NO sucede X, y repetimos el experimento en 8 ocasiones, hallar la
probabilidad de haber tenido éxito al menos 2 veces.

a) Si son independientes los sucesos X e Y se cumple P(X nY)=P(X)P(Y).

P(X NY)= P(X)P(Y):O.4-P(Y)

P(XY)=008
P(X)=0.4
P(XNY)=04-P(Y)
P(X)=P(X AY)+P(X NY)

—0.4=0.4-P(Y)+0.08= 0.4-P(Y) =0.4—0.08 =

032

=——=0.8
0.4

= [P(Y)

b) Utilizamos la formula de la probabilidad de la unién de dos sucesos.

P(Y)=038
P(X)=04
P(XNY)=04-P(Y)=04-0.8=0.32
P(X UY)=P(X)+P(Y)-P(X NY)

= P(XUY)=04+0.8-0.32=

c) Es una binomial donde n = Numero de repeticiones = 8
p=P(éito)=P(X)=1-P(X)=1-04=06
Sea X = Numero de éxitos en 8 repeticiones. X = B(8, 0.6)

P(X22)=1-P(X <2)=1-[P(X =0)+P(X =1) | =

8 8
:1{(0}0'60 .0.4° +[Jo.61 -0.47} =1—[0.48 +8-0.6- 0.47] ~[0.991

La probabilidad de tener éxito al menos 2 veces es de 0.991.
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EvAU 2020 Ordinaria Matematicas II

UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS
UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO
Curso 2019-2020
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera
a elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente
justificadas.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada pregunta se calificara sobre 2,5 puntos.

A.l. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.
Se considera el siguiente sistema de ecuaciones dependientes del parametro real a:

X+ay+z=a+1
—ax+y-—-z==2a
-y+z=a
Se pide:
a) (2 puntos) Discutir el sistema segun los diferentes valores de a.
b) (0.5 puntos) Resolver el sistema paraa = 0.

A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dadas las funciones f(x)=x>+3x*~1 y g(x)=6x, se pide:
a) (0.5 puntos) Justificar, usando el teorema adecuado, que existe algun punto en el intervalo
[1,10] en el que ambas funciones toman el mismo valor.
b) (1 punto) Calcular la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) con pendiente minima.

c) (1 punto) Calcular J’zﬂdx
tg(x)

A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
-1+24

—4-)
A

X—-y=2
Dadas lasrectas r = ;S
X—-z=-1

X
y
z

se pide:
a) (1 punto) Calcular la posicién relativa de las rectasr y s.
b) (0.5 puntos) Hallar la ecuacion del plano perpendicular a la recta r y que pasa por el punto
P(2,-1,5).
¢) (1 punto) Encontrar la ecuacion del plano paralelo a la recta r que contiene a la recta s.

A.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Un arquero aficionado dispone de 4 flechas y dispara a un globo colocado en el centro de una
diana. La probabilidad de alcanzar el blanco en el primer tiro es del 30%. En los lanzamientos
sucesivos la punteria se va afinando, de manera que en el segundo es del 40%, en el tercero del
50% y en el cuarto del 60%. Se pide:
a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que el globo haya explotado sin necesidad de hacer
el cuarto disparo.
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b) (0.5 puntos) Calcular la probabilidad de que el globo siga intacto tras el cuarto disparo.

¢) (1 punto) En una exhibicion participan diez arqueros profesionales, que aciertan un 85%
de sus lanzamientos. Calcular la probabilidad de que entre los 10 hayan explotado
exactamente 6 globos al primer disparo.

B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Segun informa la Asociacion Empresarial de Acuicultura de Espafia, durante el afio 2016 se
comercializaron en Espafa doradas, lubinas y rodaballos por un total de 275.8 millones de euros.
En dicho informe figura que se comercializaron un total de 13740 toneladas de doradas y 23440
toneladas de lubinas. En cuanto a los rodaballos, se vendieron 7400 toneladas por un valor de
63.6 millones de euros. Sabiendo que el kilo de dorada fue 11 céntimos mas caro que el kilo de
lubina, se pide calcular el precio del kilo de cada uno de los tres tipos de pescado anteriores.

B.2. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.
Sea la funcion
(x—l)2 si x<1
f=1 "
(x-1)" si x>1
a) (0.5 puntos) Estudie su continuidad en [-4; 4].
b) (1 punto) Analice su derivabilidad y crecimiento en [-4; 4].
c) (1 punto) Determine si la funcién g(x)= f "(x) esta definida, es continua y es derivable

enx=1.

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dados los puntos P(-3, 1, 2) y Q(-1, 0, 1) y el plano 1 de ecuacién x+2y—3z =4, se pide:
a) (1 punto) Hallar la proyeccion de Q sobre .
b) (0.5 puntos) Escribir la ecuacion del plano paralelo a 7z que pasa por el punto P.
c) (1 punto) Escribir la ecuacion del plano perpendicular a  que contiene a los puntos P y

Q.

B.4. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.
Se consideran dos sucesos A 'y B tales que P(A) = 0.5, P(B) =0.25y P(AnB) = 0.125.
Responder de manera razonada o calcular lo que se pide en los siguientes casos:
a) (0.5 puntos) Sea C otro suceso, incompatible con A'y con B. ;Son compatibles los sucesos
CyAwWB?
b) (0.5 puntos) ¢Son Ay B independientes?

¢) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad P(ﬂmﬁ) (donde A denota el suceso

complementario al suceso A).
d) (0.75 puntos) Calcular P(B/A).
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SOLUCIONES

A.l. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.
Se considera el siguiente sistema de ecuaciones dependientes del pardmetro real a:

X+ay+z=a+l
—ax+y—-z=2a
-y+z=a

Se pide:
a) (2 puntos) Discutir el sistema segun los diferentes valores de a.
b) (0.5 puntos) Resolver el sistema paraa = 0.

1 a 1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|-a 1 —1| con determinante
0 -1 1
1 a 1
|Al=l-a 1 -l=1+a+a’-1=a’+a
0 -1 1

Si igualamos a cero el determinante.
) a=0
|Al=0=a’+a=0=a(a+l)=0=
a+l=0=a=-1
Estudiamos tres situaciones diferentes.

CASO1. a=0ya=-1
En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, al igual que el rango de
la matriz ampliada A/B y el nimero de incognitas. El sistema tiene una unica solucion. Es
compatible determinado.

CASO 2. a=0
En este caso el determinante es nulo. El rango de A no es 3.
1 0 1
A=/0 1 -1|.Tomamos el menor que resulta de quitar la 32 fila y la 3% columna ->
0 -1 1

10 . 1
con determinante
0 1 0

0
1‘217&0 .El'rango de A es 2.

1 0 1 1
Averiguamos elrangode A/B={0 1 -1 0
0 -1 1 0
Se observa que la columna 12y 42 son iguales, por lo que el rango de A/B es el mismo

que el de A.
El rango de A es 2, al igual que el de A/B, pero menor que el nimero de incdgnitas (3).
El sistema tiene infinitas soluciones. Es compatible indeterminado.

CASO 3. a=-1
En este caso el determinante es nulo. El rango de A no es 3.
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1 -1 1
A=|1 1 -1|.La2%y 32columnas son proporcionales, por lo que tomamos el menor
0 -1 1

1
que resulta de quitar la 32 filay la 32 columna -> (1 1 ) con determinante

‘1 l‘=1+1:2;«rs0 .Elrango de A es 2.

1 -1 1 0
Averiguamos el rangode A/B=|1 1 -1 -2| Seobserva que la columna 2?2y 32
0 -1 1 -1
son proporcionales, por lo que considero el menor de orden 3 que resulta de quitar la 22
1 1 0 1 1 0
columna>|1 -1 -2 |condeterminante 1 -1 -2|=1+1+2=4+0.Elrango de
0 1 -1 0 1 -1
A/B es 3.

El rango de A es 2 distinto del rango de A/B que es 3. El sistema no tiene solucién. El
sistema es incompatible.

Resumiendo: Si a=0ya=-1 el sistema es compatible determinado. Si a=0 el
sistema es compatible indeterminado y si a=-1 el sistema es incompatible.

b) Para a = 0 estamos en el caso 2 por lo que es compatible indeterminado.

Hallamos la expresion de las infinitas soluciones del sistema.

X+z=1 ., .,

Ecuacion 22 = Ecuacion 32 X+z=1 X=1-z
y—z=0 ] .. = =

Quito ecuacion 3? y—2z=0 y=12
-y+2z=0

Lasolucién es [x=1-t; y=t; z=tconteR|
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A.2. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Dadas las funciones f(x)=x>+3x*~1y g(x)=6x, se pide:

a) (0.5 puntos) Justificar, usando el teorema adecuado, que existe algun punto en el intervalo
[1,10] en el que ambas funciones toman el mismo valor.

b) (1 punto) Calcular la ecuacidn de la recta tangente a la curva y = f(x) con pendiente minima.

¢) (1 punto) Calcular J' (X;dx

a) Consideramos la funcién h(x) = f (x) — g (x)=x’+3x* -1-6x = x> +3x* —6x 1.
La funcion h(x) es un polinomio y es continua en [1,10]. Toma en los extremos del intervalo

valores de distinto signo:
h()=1*+31°-6-1=-3<0y h(10)=10° +310° —60-1=1000+300—-61=1239>0.
Aplicando el teorema de Bolzano tenemos que existe Cc [1,10] tal que h(c) =0 >

f(c)—g(c)=0= f(c)=g(c).

b) La recta tangente tiene como pendiente el valor de la derivada.
f(X)=x+3x* —1= f (X) =3x* +6X.

Para encontrar el valor donde se hace minima la derivada vuelvo a derivar e igualo a cero.
f'(X)=3x"+6x= f "(X)=6x+6
f’(xX)=0=>6x+6=0=6x=-6=x=-1

Veamos si la derivada siguiente (tercera) es positiva para X =-1.

f7(X)=6x+6=f " (X)=6=f7"(-1)=6>0
La pendiente de la recta tangente presenta un minimo en x=-1.
La ecuacion de la tangente en x=-1 es:
f(-1)=(-1) +3(-1)" ~1=-1+3-1=1
f'(-)=3(-1)° +6(-1)=3-6=-3

}:y—l—axm:m

c)

2 2 2
3 2 3
g(x) 6X 6Xx 6X 6X
1 1

2 9 2 2 2
=JLdX+J§dX—jidX=EIZXZdX+1j2XdX—lf1dX=
6 2 6X 61 291 6J) X

1 1 1 1

3 2 2 3 2 3 2
S RSO SO VS I IR ) B IS 3 Y P e R
3 2 6 ) 8 4

36 6
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A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

5 X=-1+24

X—V=

Dadas lasrectas r = y ,S=qy=-4-1
X-z=-1 -

se pide:

a) (1 punto) Calcular la posicion relativa de lasrectasr y s.

b) (0.5 puntos) Hallar la ecuacion del plano perpendicular a la recta r y que pasa por el punto
P(2,-15).

c) (1 punto) Encontrar la ecuacion del plano paralelo a la recta r que contiene a la recta s.

a) Pasamos la ecuacion de la recta r a paramétricas.

r

{x—y:Z j{ :>3(2+y)—z:—1:>6+3y—z:—1:>

3X—-z=-1 3Xx—z=-1

X=2+t
r=<y=t
z=7+3t

La recta r pasa por el punto P.(2,0,7) y tiene vector director u, =(1,1,3)

X=-1+21
Larecta s=qy=-4-4 pasa por el punto Q, (—1, —4, 0) y tiene como uno de sus vectores
=21

directores v, =(2,-1,1).

Los vectores directores de las rectas no tienen coordenadas proporcionales por lo que las
rectas no son ni coincidentes ni paralelas.

u“r(l,l,s)} 1 1 3
S —F—F—
2 -1 1

v, =(2,-11)

Calculamos el valor del producto mixto de los vectores uf :(1,1, 3) , \75 :(2,—1,1) y ﬁ ,
u, =(113) L1 s
L2t [ PR]-2 1 1)-

PQ. =(~1,-4,0)-(2,0,7) =(~3,-4,-7) 3 4 7

=7-3-24-9+14+4=-36+25=-11+%0

Como tiene un valor distinto de cero quiere decir que las dos rectas no son coplanarias y se
cruzan.

b) El vector normal del plano n es el vector director de la recta VT =(113)
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1 P a _ﬂ:--

-
]

P(2,—1,5)e7r} T=X+y+3z+D=0

. = =2-1+15+D=0=D=-16
nzvr:(1,1,3) P(2,—1,5)ezr }

|7 =x+y+32-16=0)

c) Si el plano contiene a la recta s entonces pasa por Q, (—1, —4, 0) y tiene como vector director
v, =(2,-11).
Como es paralelo a r entonces también tiene como otro de sus vectores directores el vector
director de larectar: u, =(113).

Vs

Ps

La ecuacion del plano " queda:

Q. (-1-4,0)ex x+1 y+4
u=v,=(2,-11) t=7z=[ 2 -1 1=0=
v=u, =(113) 113

= -3X-3+Yy+4+22+2-6y-24—-Xx-1=0=|7'=-4x-5y+32-24=0
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A.4. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

Un arquero aficionado dispone de 4 flechas y dispara a un globo colocado en el centro de una

diana. La probabilidad de alcanzar el blanco en el primer tiro es del 30%. En los lanzamientos

sucesivos la punteria se va afinando, de manera que en el segundo es del 40%, en el tercero del

50% y en el cuarto del 60%. Se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que el globo haya explotado sin necesidad de hacer el
cuarto disparo.

b) (0.5 puntos) Calcular la probabilidad de que el globo siga intacto tras el cuarto disparo.

¢) (1 punto) En una exhibicion participan diez arqueros profesionales, que aciertan un 85% de
sus lanzamientos. Calcular la probabilidad de que entre los 10 hayan explotado exactamente
6 globos al primer disparo.

a) Nos piden la probabilidad de acertar en uno de los intentos 1°, 2° o0 3°.
P(Acertar en intento 1° o Acertar en intento 2° o Acertar en intento 3°) =
= P(Acertar en intento 1°) +
+ P(Fallar en intento 1° y Acertar en intento 2°) +
+ P(Fallar en intento 1°, Fallar en intento 2° y Acertar en intento 3°) =
=0,30+0,7-04+0,7-06-05=0,30+0,28+0,21=
b) Nos piden la probabilidad de fallar los 4 disparos.
P(Fallar el 1°y Fallar el 2°y Fallar el 3°y Fallar el 4°) = 0,7 - 0,6 - 0,5 - 0,4 =

c) Estas son 10 repeticiones con igual probabilidad de éxito en cada intento, por lo que es una
binomial de parametros n = 10 y p = P(acertar en el blanco en un disparo) = 0,85.

X = Numero de aciertos en 10 tiradas. X = B(10, 0.85).

Nos piden calcular P(X =6).

10-9-8 -7

i

0,85°-0,15" =210-0,85° -0,15* =|0,04

P(X :6)=(1§j0,856 -0,15* =
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Segun informa la Asociacion Empresarial de Acuicultura de Espafia, durante el afio 2016 se
comercializaron en Espafa doradas, lubinas y rodaballos por un total de 275.8 millones de euros.
En dicho informe figura que se comercializaron un total de 13740 toneladas de doradas y 23440
toneladas de lubinas. En cuanto a los rodaballos, se vendieron 7400 toneladas por un valor de
63.6 millones de euros. Sabiendo que el kilo de dorada fue 11 céntimos mas caro que el kilo de
lubina, se pide calcular el precio del kilo de cada uno de los tres tipos de pescado anteriores.

Si se vendieron 7400 toneladas de rodaballo por un valor de 63.6 millones de euros entonces:

63600000 636
7400000 74

=8.59€/kg

El rodaballo se vendi6 a 8.59 €/kg.

Sia los 275.8 millones que vale todo el pescado le quitamos los 63.6 millones del rodaballo
nos queda 275.8 — 63.6 = 212.2 millones de euros. Esto es lo que valen las doradas y las
lubinas juntas.

Por otro lado, si llamamos “x” al precio del kilo de lubina. Nos dicen que el precio del kilo
de dorada es 0.11 € mas cara, por lo que el precio de la dorada es “x + 0.11”.

Teniendo en cuanta los ingresos por las lubinas y las doradas (212.2 millones de euros) y los
ingresos por la venta de lubina (23440 toneladas) y de dorada (13740 toneladas de doradas)
tenemos la ecuacion 13740000( x+0.11)+ 23440000x = 212200000 .

Resolvemos esta ecuacion.

13740000( x +0.11)+ 23440000x = 212200000
1374(x+0.11)+2344x = 21220
1374x+151.14 + 2344x = 21220

3718x =21068.86

21068.86
X=""—

=5.67 €/kg
3718

Aproximadamente los precios son:
La lubina a 5.67 €/kg, la dorada a 5.67 + 0.11 = 5.78 €/kg y el rodaballo a 8.59 €/kg.
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B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sea la funcion

(x—l)2 si x<1
(x—l)3 si x>1

a) (0.5 puntos) Estudie su continuidad en [-4, 4].
b) (1 punto) Analice su derivabilidad y crecimiento en [-4, 4].

c) (1 punto) Determine si la funcién g(x)= f "(x) esta definida, es continua y es derivable en

f(x) =

Xx=1.

a) Las dos definiciones son polindGmicas y no presentan ningun problema de continuidad.
Solo hay que comprobar la continuidad en el momento de cambio de definicion.
Vemos si la funcion es continua en x = 1.

o Existe f())=(1-1)"=0
e Existe lim f(x)=lim(x-1)" =(1-1)" =

0
x—1" x—1"
(1-1)°=0

. R - 3
e Existe lim f(x)=Ilim(x—-1)
x—1* x—1"
e Lostres valores son iguales.

Como se cumplen las condiciones la funcion es continua en x = 1.
La funcion es continua en todo su dominio y en particular en [-4, 4].

b) La derivada de la funcién en R—{1} es:
) 2(x-1)=2x-2 si x<1
F )= )
3(x-1)" si x>1

En x =1 averiguamos si coinciden sus derivadas laterales.

f1)=3(1-1)° =0
f'L)=2-2=0

Coinciden los valores de las derivadas laterales, la derivada en x = 1 existe y vale f (1) =0.

Estudiamos el signo de la derivada en los intervalos (—4,1) y (1,4).

Larama 2x—2 seanula en x = 1, por lo que es negativa en [—4,1] pues es una recta y vale
—8 -2 =-10 en 4. La funcion decrece en (—4,1).

La derivada se anula en x = 1.

Larama 3(x—1)° es positiva siempre. La funcion crece en (1,4).

La funcion decrece en (—-4,1) y crece en (1,4)
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c) La funcion g (x) =f ’(x)esté definida y su expresion es:

2x—2 si x<1

g(x):f'(x):{’s(x—l)2 si x>1

Cada una de las ramas es continua pues son polinomios y en x = 1 lo comprobamos.

e Existe g()=2-2=0
e Existe limg(x)=1im2x-2=0
x—1" x—1"

lim3(x-1)° =3(1-1)° =0

x—1"

e Existe limg(x) =
x—1*

e Lostres valores son iguales.
Como se cumplen todas las condiciones la funcién g(x) es continua.
Para la derivabilidad en x = 1 vemos si coinciden sus derivadas laterales.
. 2 si x<1 g'l)=2
9°(x) = : =\ L
6(x-1) si x>1 " |g'(1")=6(1-1)=0

No coinciden, por lo que la funcion no es derivable en x = 1.
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B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dados los puntos P(-3, 1, 2) y Q(-1, 0, 1) y el plano 1 de ecuacién x+2y—3z =4, se pide:
a) (1 punto) Hallar la proyeccion de Q sobre .

b) (0.5 puntos) Escribir la ecuacion del plano paralelo a 7 que pasa por el punto P.

¢) (1 punto) Escribir la ecuacion del plano perpendicular a m que contiene a los puntos P y Q.

a) Seguimos el esquema del dibujo para obtener el punto 0
Q" proyeccidn de Q sobre .

La recta r perpendicular al plano x+2y—3z =4 tiene

. A
como vector director el normal del plano
v, =n=(1,2,-3) y pasa por el punto Q(-1, 0, 1). o’
— - X =—1+t |
Vr :n:(l,Z,—3)} T :
=>r=y=2t
Q(-1.0.1) 7-1-3t :
El punto Q" es el punto de corte de la recta r y el plano .
X=-1+t
r=y=2t
y 14t At -3+0t =414t =8t =2
z=1-3t 14 7
X+2y-3z=4
x=—1+ﬂ:_—3
7 7
8 (-3 8 -5
=2t=— = —=—
y 7 Q( 77 7)
z:l—3t:1—E:_—5
7 7

b) Si el plano " es paralelo a x+2y—3z =4 entonces tiene ecuacion x+2y—-3z=D.
Como pasa por P(-3, 1, 2) entonces -3+2—-6=D=D=-7.

El plano " tiene ecuacion |z: x+2y -3z =-7|

c) Si el plano ™" pasa por Py Q tiene como vector director
PQ=(-10,1)—(-31,2)=(2,-1,-1). Al ser perpendicular a z": x+2y—3z =7 ,el vector

normal n"=(1,2,-3) es otro vector director del nuevo plano mt”".

Q(-101)ex x+1 y z-
u=PQ=(2-1-1)t=7s"=[2 -1 -1|=0=
v=n'=(12,-3) 1 2 3

=3X+3-y+42-4+72-1+6y+2X+2=0=5x+5y+52=0=|7"=x+y+2=0
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B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Se consideran dos sucesos A y B tales que P(A) = 0.5, P(B) = 0.25y P(A/B) = 0.125.

Responder de manera razonada o calcular lo que se pide en los siguientes casos:

a) (0.5 puntos) Sea C otro suceso, incompatible con A y con B. ;Son compatibles los sucesos C
y AUB?

b) (0.5 puntos) ¢Son Ay B independientes?

¢) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad P(ﬂmﬁ) (donde A denota el suceso complementario

al suceso A).
d) (0.75 puntos) Calcular P(ﬁ/ A).

a) Si C es incompatible con A quiere decir que no tienen nada en comin > ANC =9
Si C es incompatible con B quiere decir que no tienen nada en comin > BNC =Y
Entonces C no puede tener nada en comdn con la unidn de los dos sucesos, por lo que C es
incompatible con A (B.

(AUB)NC =(ANC)U(BNC)=D

b) Para que dos sucesos Ay B sean independientes debe cumplirse la igualdad
P(AnB)=P(A)P(B).

P(AnB)=0.125
P(A)P(B)=0.5-0.25=0.125

}:> P(AnB)=0.125=P(A)P(B)
Son iguales, por lo que los sucesos son independientes.
c) Aplicamos las leyes de Morgan y la formula de la probabilidad de la unién de dos sucesos.
P(AnB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-(P(A)+P(B)-P(ANB))=

=1-(0.5+0.25-0.125) = [0.375]

d) Aplicamos el teorema de Bayes.

_ P(BNA _ _
o(814)- (BrA) P(A)-P(AnB) 05 0.125_0375 _f7==
P(A) 05 05 05
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UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO : :
Universidad

Curso 2018-2019 Carlos I"
MATERIA: MATEMATICAS Il de Madrid

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno debera escoger una de las dos opciones
propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opcion elegida.

Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las
siguientes caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla grafica, resolucién de
ecuaciones, operaciones con matrices, cdlculo de determinantes, calculo de derivadas, calculo de integrales ni
almacenamiento de datos alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas sera retirada.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.

Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

TIEMPO: 90 minutos.

OPCION A

Ejercicio 1 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.
kx +(k+1)y+z=0

Dado el sistema de ecuaciones < —x +ky-2z=0 se pide:
(k-1)x -y =—-(k+1)

a) (2 puntos) Discutir el sistema segun los valores del parametro real k.
b) (0.5 puntos) Resolver el sistema para k = —1.

Ejercicio 2 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

a) (1.25 puntos) Sean fy g dos funciones derivables de las que se conocen los siguientes

datos:
f1)=1;1°(1)=2;9(1)=3;9°(1) =4:
Dada h(x)=f ((x +1)2), use la regla de la cadena para calcular h “(0). Dada k (x) =%,
g(x

calcule k “(1).

b) (1.25 puntos) Calcule la integral J'(senx)4 (cosx)’ dx. (Se puede usar el cambio de

variables t=sen x.)

Ejercicio 3 : Calificacibn méaxima: 2.5 puntos.
Dados los puntos A(1, 1, 1), B(1, 3,-3) y C(-3,-1, 1), se pide:
a) (1 punto) Determinar la ecuacion del plano que contiene a los tres puntos.
b) (0.5 puntos) Obtener un punto D (distinto de A, B y C) tal que los vectores AB, AC, AD
sean linealmente dependientes.
¢) (1 punto) Encontrar un punto P del eje OX, de modo que el volumen del tetraedro de
vértices A, B, Cy P seaigual a 1.

Ejercicio 4 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Una empresa ha llevado a cabo un proceso de seleccion de personal.
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a) (1.25 puntos) Se sabe que el 40% del total de aspirantes han sido seleccionados en el
proceso. Si entre los aspirantes habia un grupo de 8 amigos, calcule la probabilidad de
que al menos 2 de ellos hayan sido seleccionados.

b) (1.25 puntos) Las puntuaciones obtenidas por los aspirantes en el proceso de seleccion
siguen una distribucién normal, X, de media 5.6 y desviacion tipica o. Sabiendo que la
probabilidad de obtener una puntuacion X < 8.2 es 0.67, calcule o.

OPCION B

Ejercicio 1 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

. l-a 1 1 0 )
Dadas las matrices: A= , = , Se pide:
1 1+a 0 1
a) (1 punto) Calcular para qué valores a € R se verifica A*—1 =2A .
b) (0.75 puntos) Calcular los nimeros reales a para los que la matriz A admite inversa y
calcularla, cuando sea posible, en funcién del parametro a.

¢) (0.75 puntos) Calcular, en funcién de a, el determinante de la matriz (AAt )2 , donde At
denota la matriz traspuesta de A.

Ejercicio 2 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Un brote de una enfermedad se propaga a lo largo de unos dias. EI nGmero de enfermos t dias
después de iniciarse el brote viene dado por una funcion F(t) tal que F (t)=t*(10—t).

a) (1 punto) Sabiendo que inicialmente habia 6 personas afectadas, calcule la funcién F(t).

b) (1 punto) Calcule cuantos dias después de iniciarse el brote se alcanza el nimero maximo
de enfermos y cual es ese numero.

c) (0.5 puntos) Calcule, usando el teorema de Bolzano, cuantos dias dura el brote.

Ejercicio 3 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.

X+y—z=0
Dados el plano, 7 =2x+3y—z=4 ,y lasrectas r =
X+y+z=2

s=(xY,2)=(123)+4(10,1) , con L€ R, se pide:

a) (1 punto) Calcular el punto simétrico de P(1, 2, 3) respecto de .

b) (1 punto) Hallar la ecuacion de la recta perpendicular al plano T, que pasa por el punto
interseccion de las rectasry s.

c) (0.5 puntos) Calcular el &ngulo que forman entre si las rectasry s.

Ejercicio 4 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Un concesionario dispone de vehiculos de baja y alta gama, siendo los de alta gama 1/3 de las
existencias. Entre los de baja gama, la probabilidad de tener un defecto de fabricacion que obligue
a revisarlos durante el rodaje es del 1.6 %, mientras que para los de alta gama es del 0.9 %. En
un control de calidad preventa, se elige al azar un vehiculo para examinarlo.

a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que el vehiculo elegido resulte defectuoso.

b) (1.5 puntos) Si se comprueba que el vehiculo elegido es defectuoso, calcule la

probabilidad de que sea de gama baja.
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SOLUCIONES
OPCION A

Ejercicio 1 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.
kx +(k+1)y+z=0

Dado el sistema de ecuaciones < —x +ky—-2z=0 se pide:
(k-1)x -y =—(k+1)

a) (2 puntos) Discutir el sistema segun los valores del parametro real k.
b) (0.5 puntos) Resolver el sistema para k = —1.

k k+1 1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=| -1 k  —1| con determinante
k-1 -1 0
k  k+1 1
A= -1  k -I=-k*+1+1-k*+k-—k=-2k*+2
k-1 -1 0

Si igualamos a cero el determinante > |[A/=0=-2k*+2=0=>k*=1=>k=Lk=-1
Distinguiremos tres casos diferentes en la resolucion del sistema.

CASO 1 k#lLk=-1

El rango de la matriz de los coeficientes es 3 al igual que el de la ampliada e igual al nGmero
de incognitas. El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO. Tiene una unica solucion.

CASO 2. k=1
Intentamos resolver el sistema que nos queda.
X +2y+z=0 X +2y+z=0
—X+y-2=0 =2{—Xx+y-z=0 =
-y =-2 y=2

Este sistema es INCOMPATIBLE, pues x + z no puede tomar dos valores diferentes. No
tiene solucion

{x +4+2=0 {x+z=—4 {x+z=—4
= =

—X+2-2=0 —X—-7=-2 X+2=2

CASO 3. k=-1
Resolvemos el sistema que nos queda.

0 Ecuacién 22 - Ecuacién 12| | Ecuacién 3?2 - 2 - Ecuacién 12
X  +z=

0 -Xx -y -z =0 -2X -y =0
—;(—y—z_0:> —z =0 2x 27 =0
Y = -y -2z =0 -y -2z =0

-X +2=0
-X +2=0 X=1
=< —-y-2:=0= =
-y—-2z=0 y=-2z
-y-2z=0

El sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO (infinitas soluciones).

b) Para k = —1 esta resuelto en el apartado anterior. Las soluciones son x=A4;y=-21;z=A1.
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Ejercicio 2 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.
a) (1.25 puntos) Sean fy g dos funciones derivables de las que se conocen los siguientes datos:
f(1)=1;f°(1)=2;9(1) =3;9°(1) = 4

Dada h(x)= f ((x+1)2), use la regla de la cadena para calcular h “(0). Dada k (x) =%,
g(x
calcule k (1).

b) (1.25 puntos) Calcule la integral j(senx)4 (cos x)3 dx . (Se puede usar el cambio de variables
t=senx.)

a) Si h(x)= f((x+1)2) su derivada es h'(x)= f '((x+1)2)-2(x+1), luego

h(0)=f '((1)2) 2(0+1)=2f"(1)=22=

Si k(x)=% su derivada es k'(x)= F09: gzx)(—);z(x) 9 , luego
g(x

(1) = FO-90-fQ)-g@Q) _23-14 _
(9@)’ ¥ 9

b) Resolvemos la integral con el método de cambio de variable.

Cambio de variable ’
j(senx)4 (cosx)’ dx =1t = senx = dt = cos xdx | = jt“ (cosx)’ ?;x = jt“ (cosx)” dt =
dt

dx=——-
COS X

:Jt4 (1—sen 2x)dt :J’t4 (1—t2)dt =It4 5t 22_%={Deshacemos cambio}

t =senx

sen°x  sen’x

= - +C
5 7
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Ejercicio 3 : Calificacidén maxima: 2.5 puntos.

Dados los puntos A(1, 1, 1), B(1, 3,-3) y C(-3,-1, 1), se pide:

a) (1 punto) Determinar la ecuacion del plano que contiene a los tres puntos.

b) (0.5 puntos) Obtener un punto D (distinto de A, B y C) tal que los vectores AB, AC, AD
sean linealmente dependientes.

¢) (1 punto) Encontrar un punto P del eje OX, de modo que el volumen del tetraedro de vértices
A B,CyPseaigualal.

a) Necesitamos las coordenadas de los vectores que unen los puntos
AB=(13-3)-(111)=(0,2,-4) y AC =(-3,-1,1)~(1,1,1) = (~4,-2,0)
Estos vectores no son proporcionales por lo que definen un plano.

ALY x-1 y-1 z-
AB=(0,2-4) t=|0 2 -4|=0=16y-16+82-8-8x+8=0
AC=(-4-20) |4 2 0

—8X+16y+8z-16=0=|-x+2y+2z-2=0

La ecuacion del planoes —x+2y+z-2=0.

b) Un punto D tal que los vectores AB, AC, AD sean linealmente dependientes hay infinitos,

cualquier punto del plano anterior cumple esta condicién. Probemos con el punto D(0,0,2)
del plano.

AC = (-4,-2,0) =|-4 -2 0|=0+0-16+8+8=0
AD=(0,02)-(11)=(-1-11)| [-1 -1 1

Lo cual demuestra la dependencia lineal de los vectores.

c) El punto P del eje OX debe tener coordenadas P(a, 0, 0) y el volumen del tetraedro con
vértices A, B, Cy P es:

AB =(0,2,-4) 0 2
AC = (—4,-2,0) = Volumen tetraedro ABCP= % 4 -2 0
AP =(a,0,0)- (L11) =(a-1,-1,-1) al 1 1
Volumen tetraedro ABCP = ‘_16_8a+8_8| - ~16-8a|
6 1 6 |
Caben dos posibilidades:
—16-82 1 . 16-8a=6=-8a=2—a-_22__1
‘—16—8a ~ 5= 2
° _166_8a:—1:>—16—8a=—6:>—8a=10:>a:_%:_%

Los puntos solucién del problema son P(—lzl,o, 0) y P (—%,0, 0)
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Ejercicio 4 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Una empresa ha llevado a cabo un proceso de seleccion de personal.

a) (1.25 puntos) Se sabe que el 40% del total de aspirantes han sido seleccionados en el proceso.
Si entre los aspirantes habia un grupo de 8 amigos, calcule la probabilidad de que al menos 2 de
ellos hayan sido seleccionados.

b) (1.25 puntos) Las puntuaciones obtenidas por los aspirantes en el proceso de seleccidn siguen
una distribucion normal, X, de media 5.6 y desviacion tipica o. Sabiendo que la probabilidad de
obtener una puntuacion X < 8.2 es 0.67, calcule o.

a) Sea X = numero de amigos seleccionados. Se trata de una variable binomial, siendo 8 las
repeticionesy p=0,40. X =B(8, 0.4)

Nos piden calcular P(X >2).
P(X 22)=1-P(X <2)=1-(P(X =0)+P(X =1))=

8 8
:1—((())0,400,68+(1j0,410,67j:1—(0,68+8-O,4-O,67): 0,8936

b) X = puntuaciones obtenidas. X = N(5.6, o).

P(X <8.2)=0,67 = Tipificamos la variable

P(x -5.6 < 8.2—5.6)20’673
O O
= P(Z sﬁjzo,m
O

Buscando en la tabla de la normal N(0,1) encontramos que:

E:0.443 26=0440 > a:£=5.91
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OPCION B

Ejercicio 1 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

. l1-a 1 10 _
Dadas las matrices: A= , = , Se pide:
1 1+a 0 1

a) (1 punto) Calcular para qué valores a € R se verifica A>—1=2A .
b) (0.75 puntos) Calcular los nimeros reales a para los que la matriz A admite inversa y
calcularla, cuando sea posible, en funcién del parametro a.

¢) (0.75 puntos) Calcular, en funcion de a, el determinante de la matriz (AAt )2 , donde At

denota la matriz traspuesta de A.

a)

) l-a 1 )(1-a 1 10 l1-a 1
A— |l =2A> — =2
1 1+a 1 1+a 0 1 1 1+a
+1 l-a+1l+a (1 oj_(z—za 2 j
l1-a+l+a 1+(1+a)’ ) (0 1 2 2+2a
1+a’-2a+1 2 _ 10 B 2-2a 2
1+1+a*+2a) (0 1) | 2 2+2a

2+a*-2a-1 2 (2-2a 2
2+a*+2a-1 2 2+2a

a’-2a+1=2-2a

2=2 a =
-2 }:-m

2=2

2

l+a“+2a=2+2a

Se cumple para a=1oa=-1

b) La matriz tiene inversa cuando su determinante es no nulo.

A= =1-a*-1=-a°

1-a
1 1+a

El determinante es nulo cuando a = 0. Para a # 0 la matriz A es invertible.
Adj(A')

Calculemos su inversa con la formula A™ = |A|
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|A| -a’ -a’? -1 1-a
—a? -a
-1-a 1
Afl — a.2 a.2
1 -1+a
a2 a’

¢) Averiguamos la expresion de la matriz ( AA )2 .

T N ot (e |

(2-2a+a’ 2 2-2a+a’ 2 B
2 2+2a+a’ 2 2+2a+a’

(2—2a+a2)(2—2a+a2)+2-2=4—4a+2a2—4a+4a2—2a3+2a2—2a3+a4+4

(2—2a+a2)-2+2-(2—2a+a2):4—4a+2a2 +4+4a+2a>
2-(2—2a+a2)+(2+2a+az)-2=4—4a+2a2+4+4a+2a2

2-2+(2+2a+a2)(2+2a+a2)=4+4+4a+2a2+4a+4a2+2a3+2a2+2a3+a4

_(a*-4a’+8a*-8a+8 8+4a’
8+4a’ a’+4a’+8a*+8a+8

Obtenemos la expresion de su determinante.

a’—4a®+8a*-8a+8 8+ 4a?
8+ 4a? a’+4a*>+8a*+8a+8

(An)

=(a*-4a’ +8a”-8a+8)(a* +4a°+8a’ +8a+8)—(8+4a°)(8+4a’) =
=a’+4a’ +8a° +8a° +8a* -4a’ —16a° -32a° -32a* -32a°........
-[a°]
Otra forma de hacerlo es aplicando las propiedades de los determinantes.
‘(AAt )2‘ = {Sabemos que ‘BZ‘ :|B|2} =‘AAt‘2 -
= {Sabemos que |A-B|=|A/{B|} = (|AHA“)2 =

{sabemos que|B'| =B} = (|Al|A|)" = ((_az)(_az))2
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Ejercicio 2 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Un brote de una enfermedad se propaga a lo largo de unos dias. EI nGmero de enfermos t dias
después de iniciarse el brote viene dado por una funcion F(t) tal que F (t)=t*(10-t).

a) (1 punto) Sabiendo que inicialmente habia 6 personas afectadas, calcule la funcion F(t).

b) (1 punto) Calcule cuantos dias después de iniciarse el brote se alcanza el nimero maximo de
enfermos y cual es ese niumero.

¢) (0.5 puntos) Calcule, usando el teorema de Bolzano, cuantos dias dura el brote.

a) Usamos el calculo integral para obtener la funcion F(t).

F(t)=t*(10-t)= F(t) = [ F (t)dt = [t* (10-t)dt = [10t" ~t°t
3 t4

F(t)=20t———+C
3 4
o* o
Como sabemos que F(0) = 6 entonces F(0) = ZOE—ZJFC =6=>C=6

ot
La funcion es F(t):205—2+6

3 4
b) Buscamos un maximo de la funcién F(t) = 20%_Z+6’ para ello usamos su derivada y la

igualamos a cero.

t=0
F(t)=t*(10-t)=0
(t)=t'(10-1) 3{10—t=0:>t=10

Comprobemos cual es el méximo usando la segunda derivada.
F'(t)=t*(10-t) =10t —t° = F "(t) = 20t - 3t°

Como F ”’(0)=0=> No sabemos si es maximo o minimo, pero

F(t)=20-6t=F “"(0)=20+0, por lo que es un punto de inflexion.

Como F “(10)=200-300=-100<0
El signo de la segunda derivada es negativo y t = 10 es maximo relativo.

3 4
F(10)=20%—%+6=839

Al cabo de 10 dias se alcanza el maximo de enfermos, y esta cantidad es 839 enfermos.

c) Como F(13) = 189,08 y F(14) = — 451,33. Segun el teorema de Bolzano en el intervalo
(13,14) hay un momento c en el que F(c) = 0. Por lo tanto, el brote acaba a los 14 dias.
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Ejercicio 3 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.
X+y—-z=0
Dados el plano, 7 =2x+3y—z=4 ,y lasrectas r =
X+y+2=2

s=(xY,2)=(123)+4(10,1) , con A€ R, se pide:
a) (1 punto) Calcular el punto simétrico de P(1, 2, 3) respecto de .
b) (1 punto) Hallar la ecuacidn de la recta perpendicular al plano T, que pasa por el punto

interseccion de las rectasry s.
¢) (0.5 puntos) Calcular el &ngulo que forman entre si las rectasr y s.

a) Hallamos la ecuacidn de la recta que pasa por Py es perpendicular al plano, para ello
utilizamos el vector normal del plano como vector director de la recta.

1P :
: P
e : j‘[/.a"'
I rd rd — — 'J://
; ’// : /
= ! d / ; /

L
« P

T X=1+2t
r=2x+3y—-z=4=n=v, =(2,3-1)

=>r=qy=2+3t

Pasa por el punto P(1,2,3) 3t

Hallemos el punto M de corte de recta y plano.

T=2X+3y—-2=4

Xx=1+2t
= 2(1+2t)+3(2+3t)-(3-t)=4=2+4t+6+9t -3+t =4
r=qy=2+3t
z7=3-t
-1
14t +5=4=t=—
14
x:1+2-_—1 x:1+_—2:E
14 14 14
y=2+3-_—1:> y= +_—3=§
14 14 14
-1 1 43
7=3—-— 7=3+—=—
14 14 14
El punto M tiene coordenadas M Eéﬁ
14 14 14

Como M es el punto medio del segmento de extremos P y P” se cumple que:
P M= P+P=2M=P=2M—P
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p':z[g,ﬁ,fj_(l,z,g):(%_1'5_0_2’%_3J:(E,g,ﬂj:(ig,gj
14 14 14 14 14 14 14 14 14 7 7 7

b) Hallamos el punto interseccion de lasrectas r y s.

[ X+y-2=0
Cx+y+z=2 x=-1
Lia 1+4+2-3-21=0 0=0 1 5 5
X=5F 1+ 4+243+4=2  |24=—4 y
S= y:2 Z:].
2=3+1

El punto de interseccion es Q(—1, 2, 1). Como la recta t debe ser perpendicular al plano
7 =2x+3y—z=4 su vector director debe ser el normal al plano n=v, =(2,3,-1).
Hallamos la ecuacion de la recta t pedida.

— X=-14+24
%o=(23-1) =t={y=2+34
Pasa por Q(-1, 2, 1) 12

¢) El angulo entre las rectas r E{x+y—z =0 y s=(x,¥,2)=(12,3)+(10,1) es el angulo

X+y+z=2
entre sus vectores directores.

i j ok
V,=(L0,1) y v, =(LL-1)x(L1) = 1 —U=i-j+k—k—j+i=2i-2j=(2,-2,0)
111

Angulo entre ry s = Angulo entre v, =(1,0,1)y v, =(2,-2,0).

cos(v,.v; ) = v, v, (2-20)101) 2

2
v VA+4i+l B2 16

.Vs

1
2

BN

v

r

cos(\Tr,\Ts)=%:(\Z,\Z):c03‘l(%j=60°

Las rectas r y s forman un angulo de 60°.
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Ejercicio 4 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Un concesionario dispone de vehiculos de baja y alta gama, siendo los de alta gama 1/3 de las
existencias. Entre los de baja gama, la probabilidad de tener un defecto de fabricacion que obligue
a revisarlos durante el rodaje es del 1.6 %, mientras que para los de alta gama es del 0.9 %. En
un control de calidad preventa, se elige al azar un vehiculo para examinarlo.

a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que el vehiculo elegido resulte defectuoso.

b) (1.5 puntos) Si se comprueba que el vehiculo elegido es defectuoso, calcule la probabilidad
de que sea de gama baja.

Realizamos un diagrama de arbol para facilitar el calculo de probabilidades.

defectuoso
Alta gama
No defectuoso
defectuoso

No defectuoso

a) Calculamos la probabilidad pedida usando el teorema de la probabilidad total y utilizando la
informacién del diagrama de arbol.

P (defectuoso) = P(alta gama)-P (defectuoso siendo de alta gama)+

+P (baja gama )P (defectuoso siendo de baja gama) =

1 2
=—--0,009+—--0,016=0,0137=1,37 %
3 3

b) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(siendo defectuoso, que sea de gama baja) = P (sea de gama baja/ Sea defectuoso) =

2
. —.0,016
P(sea de gama baja " Sea defectuoso '
_P( g jan )_3 —0,7805=(78.05%
P (Sea defectuoso) 0,0137
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EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS
UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO

Universidad

»
) o Curso 2018-2019
L s .
VA A MATERIA: MATEMATICAS II ng{/I\gg rlil(:!

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno debera escoger una de las dos
opciones propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opcion elegida.

Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga
NINGUNA de las siguientes caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable,
pantalla grafica, resolucion de ecuaciones, operaciones con matrices, calculo de
determinantes, calculo de derivadas, calculo de integrales ni almacenamiento de datos
alfanumeéricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas sera retirada.
CALIFICACION: La valoracion de cada ejercicio se especifica en el enunciado.

Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

TIEMPO: 90 minutos.

OPCION A

Ejercicio 1 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dadas las matrices

1 00
1 3 4 1 01 0
A=|1 a 2 2-a|yM= 0 ; se pide:
-1 2 a a-2
0 0 1

a) (1.5 puntos) Estudiar el rango de A en funcion del parametro real a.
b) (1 punto) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz AM para el caso a = 0.

Ejercicio 2 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.
In(x) . . . .
Dada f(x) :T , donde In denota el logaritmo neperiano, definida para x > 0, se pide:

a) (0.5 puntos) Calcular, en caso de que exista, una asintota horizontal de la curva y = f(x).

b) (1 punto) Encontrar un punto de la curva y = f(x) en el que la recta tangente a dicha curva
sea horizontal y analizar si dicho punto es un extremo relativo.

c) (1 punto) Calcular el area del recinto acotado limitado por la curva y = f(x) y las rectas y
=0yx=e.

Ejercicio 3 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Dadas larecta r = XT_l = y_—23 =z y larecta s que pasa por el punto (2;-5; 1) y tiene direccion

(-1; 0;-1), se pide:
a) (1 punto) Estudiar la posicion relativa de las dos rectas.
b) (1 punto) Calcular un plano que sea paralelo ary contenga a s.
c) (0.5 puntos) Calcular un plano perpendicular a la recta r y que pase por el origen de
coordenadas.
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Ejercicio 4 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.
La probabilidad de que un pez de una determinada especie sobreviva mas de 5 afios es del 10%.
Se pide:

a) (1 punto) Si en un acuario tenemos 10 peces de esta especie nacidos este afio, hallar la
probabilidad de que al menos dos de ellos sigan vivos dentro de 5 afios.

b) (1.5 puntos) Si en un tanque de una piscifactoria hay 200 peces de esta especie nacidos
este mismo afio, usando una aproximacion mediante la distribucion normal
correspondiente, hallar la probabilidad de que al cabo de 5 afios hayan sobrevivido al
menos 10 de ellos.

OPCION B

Ejercicio 1 : Calificacidon maxima: 2.5 puntos.

Una estudiante pidio en la cafeteria 3 bocadillos, 2 refrescos y 2 bolsas de patatas y pago un total
de 19 euros. Al mirar la cuenta comprob6 que le habian cobrado un bocadillo y una bolsa de
patatas de méas. Reclamd y le devolvieron 4 euros.

Para compensar el error, el vendedor le ofrecid llevarse un bocadillo y un refresco por solo 3
euros, lo que suponia un descuento del 40% respecto a sus precios originales. ¢Cudles eran los
respectivos precios sin descuento de un bocadillo, de un refresco y de una bolsa de patatas?

Ejercicio 2 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Dada la funcion f(x) =+/4x*—x* , se pide:
a) (0.5 puntos) Determinar su dominio.

b) (1.5 puntos) Determinar sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

¢) (0.5 puntos) Calcular los limites laterales lim &) ; lim )
x—0" X x=>0" X

Ejercicio 3 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dados el punto A(2, 1,0) y el plano 7 =2x+ 3y+ 4z= 36 , se pide:
a) (0.75 puntos) Determinar la distancia del punto A al plano 7.
b) (1 punto) Hallar las coordenadas del punto del plano & mas préoximo al punto A.

¢) (0.75 puntos) Hallar el punto simétrico de A respecto al plano 7.

Ejercicio 4 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Una compaiiia farmacéutica vende un medicamento que alivia la dermatitis atdpica en un 80%
de los casos.
Si un enfermo es tratado con un placebo, la probabilidad de mejoria espontanea es del 10 %. En
un estudio experimental, la mitad de los pacientes han sido tratados con el medicamento y la otra
mitad con un placebo.
a) (1 punto) Determinar cual es la probabilidad de que un paciente elegido al azar haya
mejorado.
b) (1.5 puntos) Si un paciente elegido al azar ha mejorado, hallar la probabilidad de que
haya sido tratado con el medicamento.
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SOLUCIONES

OPCION A

Ejercicio 1 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dadas las matrices

1
1 3 4 1 0 (1)8
A=l a 2 2-a|lyM= 0 0 ; se pide:
-1 2 a a-2
0 01

a) (1.5 puntos) Estudiar el rango de A en funcion del parametro real a.
b) (1 punto) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz AM para el caso a = 0.

a) La matriz A es de orden 3x4, su rango maximo es 3, buscamos un menor de orden 3 no nulo:

METODO 1. Utilizando determinantes:

1 3 4 1
Con las tres primeras columnasde A=| 1 a 2 2-a |tenemos:
-1 2 a a-2
1 3 4
1 a 2|=a’-6+8-(—4a+3a+4)=a’-6+8+4a-3a-4=a’+a-2
-1 2 a
a_—1+3_1
1+, 17 -41(-2) _1+ - B
a’+a-2=0=a= ( ): 1_\/§= 2
2 2 -1-3
a=——=-2
2
Consideramos tres casos diferentes.
CASOl.a#1ya#-2.
El determinante de Aesnonuloy el rango de Aes 3
CASO 2. a=1. La matriz queda:
1 3 4 1
A=1 1 2 1
-1 2 1 -1
1 3 4
La cuarta columna es igual a la primera con lo querangode A=rangode | 1 1 2
-1 2 -1

En esta matriz su determinante es 0, por lo que el rango de A es menor de 3.

3
El menor ! =1-3=-2+0 .Elrangode A es?2

CASO 3. a=-2. La matriz queda:

420 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU 2019 Ordinaria Matemadticas Il en Madrid

1 3 4 1
A= 1 -2 2 4
1 2 -2 -4

La fila 22 y 32 son proporcionales, por lo que el rango de A no es 3.
Tomemos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 32 y las columnas 32y 42, su

determinante vale

3
2‘:—2—3:—5;&0. El rango de Aes?2

Conclusion: Siazlvyva#-2elrangode Aes3.a=10a=-2c¢l rango de A es 2.

METODO 2. También se puede estudiar utilizando el método de Gauss:

1 3 4 1
A=|1 a 2 2-a
-1 2 a a-2

Hacemos fila 22 —fila 12 . Tambien fila 32 + fila 12
1 3 4 1

Nuevafila22 + -1 -a -2 a-2
0 3-a 2 a-1
1 3 4 1
Nuevafila3® + -1 2 a a-2
0 5 4+a a-1
1 3 4 1
= A=/0 3-a 2 a-1
0 5 4+a a-1
Intercambiamos columna 22 y columna 42

1 1 4 3
A=|0 a-1 2 3-a
0 a-1 4+a 5

Hacemos fila 32 — fila 22
0 a-1 4+a 5

Nueva fila3® + 0 -a+1 -2 -3+a
0 0 a+2 a+2

1 1 4 3
A=|0 a-1 2 3-a
0 0 a+2 a+2
Se observa que al ser una matriz triangular:

Sia#1ya#-2.Rangode Aes3

Sia =1 la matriz equivalente queda:
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Sia=-2 la matriz equivalente queda:

1 1 4 3
A=10 -3 2 5
0 0 0O

Solo tiene dos filas no nulas y el rango de A es 2

3
2 |que tiene rango 2 pues la fila 22 y fila 32 son proporcionales
3

b) La matriz AM es de orden 3x3 y si a = 0 la matriz producto AM quedaria:

-

AM =

e
N © W
LN D

Para ser invertible debe tener determinante no nulo:

N
|
N O
o o K

o O — O

O O O

|
N

N O W

o N B
N

1 00
1 3 1

010
=1 0 2

0 0O
-1 2 2

0 01

1
|AM|=|1 0 2|=0-6+2-(0-6+4)=-4+2=-2%0
-1 2 -2
Calculemos su inversa:
0 2 3 2] |30
‘2 —2‘ _‘1 —2‘ ‘1 2‘
1 -1 p -1 1 1
11 -1 _‘2 —2‘ ‘1 —2‘ _‘1 2‘
Adj|3 0 2 1 -1 1 -1 11
4 Adj(AMT) 12 -2 ‘o 2‘ _‘3 2‘ ‘3 o‘
(AM)" = - - _
|AM | -2 -2
-4 8 6
0 -1 -1
—4
2. 5 3 1o 12 12
5 ~1 5/2 3/2
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Ejercicio 2 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

In(x)

Dada f(x)=———=, donde In denota el logaritmo neperiano, definida para x > 0, se pide:
X

a) (0.5 puntos) Calcular, en caso de que exista, una asintota horizontal de la curva y = f(x).

b) (1 punto) Encontrar un punto de la curva y = f(x) en el que la recta tangente a dicha curva
sea horizontal y analizar si dicho punto es un extremo relativo.

c) (1 punto) Calcular el area del recinto acotado limitado por la curva 'y = f(x) y las rectas y = 0
yX=¢e.

a) Calculemos los limites de la funcidn en el infinito.

lim Inx _=_ Indeterminacion (Regla de L Hépital)=
X—>+0 Y o0
—lim X imiolog

X+ ] X—>+0 X 00

La asintota horizontal es la recta de ecuacion y =0 . El eje de abscisas.

b) La pendiente de la recta tangente es la derivada de la funcion en el punto de tangencia, si
debe ser horizontal la derivada debe anularse.

(X) l-x—lnx-l

In ) 1-Inx
f(x)=—"=f (x)=2— ==
X X X

1-Inx

f " (X)=0=~— _0:>1—Inx:0:>Inx:1:>
X

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x=e.

e Enelintervalo (0, €) tomamosel valorly f (1) = 1—1!n1 = % =1>0. La funcion
crece en el intervalo (0, e).
. , 1-In4 -0,38
e En el intervalo (e, +o0) tomamos el valor4y f~(4) = yEa =-0,02<0.La
funcién decrece en el intervalo (e, +o).
La funcion sigue el esquema siguiente.
>y ] ! | | | ! |
SNNNW ! —X f g :
=
La funcion presenta un maximo relativo en x = e.
) ) In(x)
c) Averiguamos los puntos de corte de las funciones f(x)= ey=0.
X
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=0=In(x)=0=>x=1

In(x)

|
El area pedida se calcula con la integral definida de la funcién f(x) = en el intervalo

[1,€].
Calculamos primero la integral indefinida.

n(x)

Cambio de variable
2 (Inx)
J-In_de: Inx=t:>1dx=dt =I£xdt=jtdt:L:( X) +C
X X X 2 2

dx = xdt

Aplicamos este resultado al calculo de la integral definida que nos proporciona el valor del
area pedida.

e 27° 2 2
Area:jlnxdx: (Inx)" [ _(Ine)” (In2) I P
) X 2 2 2 2 2

1

Dibujamos el recinto para comprobar la bondad de la solucién.

=

[
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Ejercicio 3 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Dadas larecta r = XT_l _y=3_ z y larecta s que pasa por el punto (2;-5; 1) y tiene direccion

(-1; 0;-1), se pide:

a) (1 punto) Estudiar la posicion relativa de las dos rectas.

b) (1 punto) Calcular un plano que sea paralelo ary contenga a s.

c) (0.5 puntos) Calcular un plano perpendicular a la recta r y que pase por el origen de
coordenadas.

a) Para estudiar la posicion relativa de dos rectas, nos planteamos si son paralelas y para ello
comprobamos si sus vectores directores tienen coordenadas proporcionales:

u =(2,-21) 2 2 1

- = —F—#F—

v,=(-10,-1)] -1 0 -1

No existe proporcionalidad y no son paralelas. Estas rectas se cortan o se cruzan.
Estudiamos el valor del producto mixto [E\Z , RQS] formado por sus vectores directores y

el vector que une un punto P, (1,3,0) de larectary otro punto Q,(2,-5,1) de la recta s.

PQ, =(2,-51)-(13,0)=(1-81)

1 -8 1
(U PQ]=|2 -2 1|=2+8+0-(2+16+0)=-820
_1 O _

Como el producto mixto [u v RQS] es no nulo las rectas se cruzan.

r! v s?

b) El plano = paraleloary que contenga a s tendra como vectores directores los de ambas rectas
(no son paralelas) y pasara por un punto P, de la recta s. Obtenemos la ecuacion del plano.

P(2-51)ex x-2 y+5 z-1
=u,=(2-21) =2 -2 1|=0

2x—4-y-5+0—-(22-2-2y-10+0)=0=2x-4-y-5-22+2+2y+10=0

|7=2x+y—-22+3=0)

¢) El plano 7~ perpendicular a r y que pase por P(0,0,0) debe tener como vector normal el
vector director de larectar:
n =v,=(2,-21)=>r=2x-2y+z+D=0

Como pasa por P(0,0,0) > 20-20+0+D=0=D=0. El planoes 7'=2x-2y+2z=0.
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Ejercicio 4 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

La probabilidad de que un pez de una determinada especie sobreviva mas de 5 afios es del 10%.

Se pide:

a) (1 punto) Si en un acuario tenemos 10 peces de esta especie nacidos este afio, hallar la
probabilidad de que al menos dos de ellos sigan vivos dentro de 5 afios.

b) (1.5 puntos) Si en un tanque de una piscifactoria hay 200 peces de esta especie nacidos este
mismo afio, usando una aproximacion mediante la distribucion normal correspondiente, hallar
la probabilidad de que al cabo de 5 afios hayan sobrevivido al menos 10 de ellos.

a) Este ejercicio no se puede hacer con diagrama de arbol debido a que serian 10 ramificaciones.
Hay que resolverlo con la binomial.
X = Numero de peces que sobreviven mas de 5 afios de un grupo de 10.
n=10; p=0,10 > X = B(10; 0,1).

P(X 22)=1-P(X <2)=1-(P(x=0)+P(x=1)) =

10 10
1—[( 0jO,l0 -0,91°+( L 0,1 -0,99J:

=1-(0,3487+0,3874)=1-0,7361=|0, 2639

b) X = El nUmero de peces que sobreviven méas de 5 afios de un grupo de 200 peces.
n=200; p=0,10 2 X =B(200; 0,1).

Obtenemos el valor de la media y la desviacion tipica de la variable binomial.

n=200 #=np=200-0,1=20
p=01;=
4=0.9 o =4/npg =4/200-0,1-0,9 = 4,24

La distribucion binomial X = B(200;0,1) se aproxima por una normal Y = N(20; 4,24)

. ., np=200-0,1=20>5
Esta aproximacion es buena pues :
ng=200-0,9=180>5

Calculamos la probabilidad pedida usando esta aproximacion y haciendo una correccién por
continuidad de 0,5:

P(X 210)=P(Y 210-0,5)=P(Y >9,5)=

~ Tipificamos _p Y—20>9,5—20 B
|lavariableaZ=N(0,1)| | 4,24 = 424 )

Buscamos en la tabla

=P(22-2,48)=P(Z< 2’48)={de laN(O, 1)

}: 0,9934
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OPCION B

Ejercicio 1 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Una estudiante pidi6 en la cafeteria 3 bocadillos, 2 refrescosy 2 bolsas de patatas y pagé un total
de 19 euros. Al mirar la cuenta comprobo que le habian cobrado un bocadillo y una bolsa de
patatas de méas. Reclamd y le devolvieron 4 euros.

Para compensar el error, el vendedor le ofrecié llevarse un bocadillo y un refresco por solo 3
euros, lo que suponia un descuento del 40% respecto a sus precios originales. ¢Cuales eran los
respectivos precios sin descuento de un bocadillo, de un refresco y de una bolsa de patatas?

Llamemos “b” al precio de un bocadillo, “r” al precio de un refresco y “p” al precio de una
bolsa de patatas.

“3 bocadillos + 1 que cobraron de mas, 2 refrescos y 2 bolsas de patatas + 1 que
cobraron de mas costaron 19 €” > 4b+2r+3p =19

“Le habian cobrado un bocadillo y una bolsa de patatas de méas. Reclamé y le
devolvieron 4 euros” > b+p=4

“Un bocadillo y un refresco por 3 euros, con un descuento del 40% respecto a sus
precios originales. Es decir, pago el 60% de su precio original” - 0,6b+0,6r =3

Reunimos todas las ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

db+2r+3p=19 db+2r+3p=19
b+p=4 =b+p=4 =
0,6b+0,6r=3=6b+6r=30=b+r=5 b+r=5

4b+2r+3p=19
=b=4-p =

4(4—p)+2r+3p=19}
=
b+r=5

4—p+r=5

16-4p+2r+3p=19 -p+2r=3 —-p+2r=3
f— s s f—
-p+r=1 -p+r=1 r=p+1

=-p+2(p+1)=3=>-p+2p+2=3=

=|p=1=|r=1+1=2|=[b=4-1=3|

Un bocadillo ha costado 3 €, un refresco 2 € y una bolsa de patatas 1 €.
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Ejercicio 2 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Dada la funcion f(x) =+/4x*—x* , se pide:
a) (0.5 puntos) Determinar su dominio.

b) (1.5 puntos) Determinar sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

c) (0.5 puntos) Calcular los limites laterales lim 160 ; lim )

x—=>0" X x—>0" X

a) El dominio de la funcién f (x) =+/4x*—x* son los valores de x que hacen positivo el
radicando. Planteamos y resolvemos la ecuacion correspondiente:

x*=0=>x=0
4 —x* =0= x2(4—x2):0:>
4-x=0=>x=4=>x=+4==42
Los nimeros reales se dividirian en 4 intervalos o semirrectas, veamos en cuales existe la
funcién:
o (—o0,-2) >por ejemplox =—4 >
f (—4) = \[4(-4)% — (~4)* = /64— 256 = J~192 = No existe
o (~2,0) > por ejemplo x=—1=> f(~1) = \4(-1)* — (-1)* = /4—-1=/3 = Si existe
e (0,2) - porejemplo x=1= f (1) = /41)? - (1)* =/4—1=1/3 =Si existe

o (2,00 > por ejemplo x =4 = f(4) = /4(4)> - (4)* = /64— 256 = V=192 = No existe

Visualmente la situacion queda como indica el grafico.

D >———>—FC
No existe Si existe Si existe No existe
KX
-2 0

El dominio de la funcion f(x) =v4x*—x* es [-2, 2]

b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento se estudian con la derivada:

8x —4x®
f(X)=Vax’ —x"' = " (X) =——=—
24/4x2 — x*

3
84X e gx_ax=0—

24x% - x*

f"(x)=0=

:>4x(2—x2)0:>{xo

2—x2:0:>x2=2:>:x:4_r\/§:

El intervalo del dominio [—2, 2] se divide en 4 partes, estudiemos el signo de la derivada en
cada una de ellas:
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o (—2,—«/5) - por ejemplo x=-1,5=

-1,5)-4(-1,5° -
f (-15)= 8(-15)—4(-19) _Z12+125 L 0 1a funcion crece

2\J4(-1,5)? - (-1,5)" +

8(-1)—4(-1)° _8+4

—<0
2J4(-17 - (-t + e

o (—\/5,0) > por ejemplo x=-1=f " (-1) =

funcion decrece

— 3 _
* (O,ﬁ)éporejemplo x=1=f" ()= 8(1)—4® _8 4:+>0 la funcién

240 -@*  +

crece

8(15)-4(L5° 12-125

—<0 |
2|4(1,5)* - (1,5)* + DR

(\/52) - por ejemplo x=1,5= f " (1,5) =

funcion decrece.

Visualmente la situacion queda como indica el gréfico.

N
N /x\/x\
\ EREaNtED

La funcion f(x) =+/4x*—x* crece en (—2,—\/5)u(0,«/§) y decrece en (—«/E,O)u(\ﬁ,z)

c) Calculamos el limite por la derecha.

“mf(x) lim—= 4x’ Ilm“ 4 X Ilm\/_‘4 X

x—0" X x—0* x—0* x—0*

—|Im)(/\/_—|lm\/4_—.

x—0" x—0"

Calculamos el limite por la izquierda.

lim £ _ iy ¥4XT =X nm*/ (4-x) nm“"’l_“4 X"

x—=>0" X x—0" x—0" x—>0"

Como x son nimeros negativos

=\/x_2=—x = lim )(\/__Ilm ﬂ—-

A . x—0" x—0"
ya que es la raiz positiva de x
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Ejercicio 3 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Dados el punto A(2, 1,0) y el plano 7 =2x+ 3y+ 4z= 36 , se pide:
a) (0.75 puntos) Determinar la distancia del punto A al plano .

b) (1 punto) Hallar las coordenadas del punto del plano = mas préximo al punto A.

¢) (0.75 puntos) Hallar el punto simétrico de A respecto al plano «.

a) Utilizamos la formula de la distancia de un punto a un plano.
A(2,1,0) 2-2+ 3-1+ 4-0- 36| 29
=d(Ar)= = =|v29 u
T=2X+ 3y+ 47— 36:0} ( ﬁ) ~/22+32+42 \/5 \/_
b) Para determinar el punto buscamos la recta perpendicular al plano que pasa por Ay luego
averiguaremos el punto de corte de recta y plano.

7=2x+ 3y+ 4z= 36=n=(2,3,4)

A(2,1,0) X=2+2t
=<4 - 234:>y=1+3t r
v=n=(234) g A

El punto B de corte de r y @ se obtiene de resolver el sistema formado por sus ecuaciones.

2X+ 3y+ 4z= 36

X=2+2t
y=1+3 = 2(2+2t)+3(1+3t)+4(4t) =36 = 4+ 4t +3+9t +16t =36
=1+
z=4t
X=2+2=4
29t=29=>t=1=>y=1+3=4
z=4

El punto pedido es B(4, 4, 4)

) Para hallar el punto A" simétrico de A respecto del plano 7, utilizaremos el punto B obtenido
en el apartado anterior. Asi B es el punto medio del segmento AA” y, por tanto:

2,1,0)+(x,y,2)
2
(8,8,8)—(2,1,0)=(x,y,2)=|A=(6,7,8)

B:A+A'

:>(4,4,4):( =(8,8,8)=(2,1,0)+(x,y,2)
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Ejercicio 4 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Una compafiia farmacéutica vende un medicamento que alivia la dermatitis atopica en un 80%

de los casos.

Si un enfermo es tratado con un placebo, la probabilidad de mejoria espontanea es del 10 %. En

un estudio experimental, la mitad de los pacientes han sido tratados con el medicamento y la

otra mitad con un placebo.

a) (1 punto) Determinar cual es la probabilidad de que un paciente elegido al azar haya
mejorado.

b) (1.5 puntos) Si un paciente elegido al azar ha mejorado, hallar la probabilidad de que haya
sido tratado con el medicamento.

Construimos el diagrama de arbol que expresa los suceso posibles y la probabilidad de que
ocurran:

Mejora

Placebo

y
No mejora

Mejora
0,5 y
O’x

Medicamento

No mejora

a) Utilizamos el teorema de la probabilidad total y la informacién del diagrama de arbol.

P(Mejore un paciente)=P ( Toma placebo y mejora )+ P (Toma medicamento y mejora) =
=0,5-0,1+0,5-0,8=0,05+0,4=0,45

b) Es una probabilidad a posteriori. Utilizamos el teorema de Bayes.
P(Tome medicamento sabiendo que ha mejorado) =

= P(Tome medicamento / ha mejorado) =

P (Tome medicamento y mejore) 0,5-0,8 0,89
P (Mejore) - 045
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UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO

Universidad

Curso 2017-2018 cdrlos I"
MATERIA: MATEMATICAS Il de Madrid

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno debera escoger una de las dos opciones
propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opcién elegida.

Para la realizacidon de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las
siguientes caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla grafica, resolucion de
ecuaciones, operaciones con matrices, calculo de determinantes, calculo de derivadas, calculo de integrales
ni almacenamiento de datos alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas sera
retirada.

CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.

Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

TIEMPO: 90 minutos.

OPCION A
Ejercicio 1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
14 0 10 X 2
Dadas las matrices A=| 0 7 5 |, X=|y|y B=|37/2], sepide:
3 4 5« z 11

a) (1.25 puntos) Discutir el rango de la matriz A, en funcion de los valores del parametro a.
b) (0.75 puntos) Para « =0, calcular, si es posible, A™.
c) (0.5 puntos) Resolver, si es posible, el sistema AX =B, enelcaso a=0.

Ejercicio 2 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.
8™ si x<2
Se considera la funcion f(X)=1<y3 _4x . y se pide:
X—2 g
a) (0.75 puntos) Estudiar la continuidad de fen x=2.
b) (1 punto) Calcular las asintotas de f(x). ¢Hay alguna asintota vertical?

2
¢) (0.75 puntos) Calcular If(x)dx
0

Ejercicio 3 : Calificacion méaxima: 2.5 puntos.
Se consideran los vectores u=(-12,3), v=(2,0,-1) y el punto A(-4,4,7). Se pide:
a) (1 punto) Determinar el vector Wl que sea ortogonal a u y v, unitario y con tercera
coordenada negativa.
b) (0.75 puntos) Hallar el vector no nulo w, que sea combinacion lineal de uyv y

ortogonal a V..
c) (0.75 puntos) Determinar los vértices del paralelogramo cuyos lados tienen las

direcciones de los vectores U y Vv y una de sus diagonales es el segmento OA.

432 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU 2018 Extraordinaria Matemadticas Il en Madrid

Ejercicio 4 : Calificacidén maxima: 2.5 puntos.
Segun los datos de la Fundacién para la Diabetes, el 13,8% de los espafioles mayores de 18
afos tiene diabetes, aunque el 43% de ellos no sabe que la tiene. Se elige al azar un espafiol
mayor de 18 afos.
a) (1 punto) ¢Cual es la probabilidad de que sea diabético y lo sepa?, ¢ cual la de que no sea
diabético o no sepa que lo es?
b) (1,5 puntos) Cierto test diagnostica correctamente el 96% de los casos positivos de
diabetes, pero da un 2% de falsos positivos. Si un espafiol mayor de 18 afios da positivo en
el test, ¢cudl es la probabilidad de que realmente sea diabético?

OPCION B

Ejercicio 1 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Un grupo de estudiantes ha realizado un viaje por tres paises (Francia, Alemania y Suiza). En los
hoteles cada estudiante ha pagado: 20 euros diarios en Francia, 25 euros diarios en Alemania y
30 euros diarios en Suiza.

En comidas cada uno ha gastado: 20 euros diarios en Francia, 15 euros diarios en Alemania 'y 25
euros diarios en Suiza. Ademas, el transportista les ha cobrado 8 euros diarios a cada uno.
Sabiendo que el gasto total del viaje ha sido 765 euros por persona, que ha durado 15 dias y que
han estado en Francia el doble de dias que en Suiza, obtenga el nimero de dias que han estado
en cada uno de los tres paises.

Ejercicio 2 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.

El dibujo adjunto muestra la grafica de una funcion

y = f(x) . Usando la informacion de la figura, se pide:
a) (0.5 puntos) Indicar los valores de f(-1) y f "((2).

b) (1 punto) Justificar, usando limites laterales, si f es
continua en los puntos x =-1y x=0.

c) (0.5 puntos) Indicar razonadamente si f es derivable
en los puntos x=-1y x=0.

T 1
0
d) (0.5 puntos) Determinar el valor de j f(x)dx .
-2

Ejercicio 3 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Dados el punto P(0,—1, 1) y la recta r, que pasa por el punto Q(1, 0, 1) y tiene como vector
director v=(0,1,2), se pide:

a) (0.5 puntos) Hallar la ecuacién implicita del plano que contiene a r y pasa por P.

b) (0.5 puntos) Encontrar el punto S contenido enr tal que el vector SP sea perpendicular a
larectar.
c) (1.5 puntos) Hallar el area del triangulo cuyos vértices son el punto P y dos puntos T1, T,

contenidos en la recta r, que estan a distancia \/g de P.

Ejercicio 4 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.
La variable aleatoria X sigue una distribucién normal de media x=8.5 y desviacion tipica
o =2.5 . Se pide:

a) (1.25 puntos) Calcular el valor a tal que P(X < a) =0,05.

b) (1.25 puntos) Calcular la probabilidad de que la variable tome un valor comprendido
entre 8 y 9.3.
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SOLUCIONES

OPCION A

Ejercicio 1. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

14 0 10 X 2
Dadas las matrices A=| 0 7 5 |, X=|y|y B=|37/2], sepide:
3 4 5a z 11

a) (1.25 puntos) Discutir el rango de la matriz A, en funcion de los valores del parametro .
b) (0.75 puntos) Para =0, calcular, si es posible, A™.
c) (0.5 puntos) Resolver, si es posible, el sistema AX =B, enel caso a =1.

a) El determinante de la matriz es:

14 0 10
|A/=|0 7 5 |=490c —210-280=490c —490
3 4 5a
Si igualamos a cero:
490
|Al=0=4900-490=0=>a=——=1
490
Hay que estudiar dos casos distintos.
CASO 1. a#1
En este caso el rango de A es 3, pues su determinante es no nulo.
CASO 2. a=1.
La matriz queda
14 0 10
A=| 0 7 5 |.Sudeterminante es 0, por lo que el rango de A no es 3.
3 4 5

¢Elrango de A es 2?
Tomamos el menor de orden 2 que surge de quitar la fila 32 y columna 32.

14 0
=980 . Elrango es 2.
0 7
14 0 10
b) Para =0 la matrizqueda A= 0 7 5
3 4 0
14 0 10
con determinante |A|=|0 7 5|=-210-280=-490+0

3 4 0

Existe la inversa y calculamos su expresion.
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14 0 3 7 4 0 4 0o 7
Adi| 0 7 4 ‘5 o‘ _‘10 0‘ ‘10 5‘
L Adi(A) (10 5 0) 1 ‘0 3‘ ‘14 3‘ ‘14 o‘
A 490 —490| [5 0 0 0 [0 5
0 3 14 3 40
‘7 4‘ _‘o 4‘ ‘o 7‘
20 40 -70 20 —40 70

A’l:L 15 -30 -70 L -15 30 70

-490 490
-21 -56 98 21 56 -98

14 0 10

c) Para ¢ =1 lamatrizqueda A={ 0 7 5

3 4 5
14 0 10

con determinante |A|=|0 7 5|=490-210-280=0

3 4 5

La matriz no tiene inversa. Hay que resolver la ecuacion AX =B planteando el sistema
asociado.

14 0 10)(x 2
AX=B=|0 7 5|ly|=|37/2
3 4 5)\z 11
14X +10z =2 7X +57=1 7 - Ecuacion 32 - 3 - Ecuacion 12
37 37 21x  +28y 435z =77
7y+52:? = 7y+52:? = 1x 157 —_3 =
3X+4y+5z=11 3Xx+4y+5z=11 28y +20z =74
7X +57=1 Ecuacion 32 - 4 - Ecuacion 22
37 28y +20z =74
= 7y+52=? = 28y 207 =74 =
28y +20z =74 0 =0
xowez=l 7x+5z=1 7x=1-57 x:1_752
= 7y+52=? - 7y+52:£ :>7y:£—52 - 37 5z
0=0 2 2 y=ﬂ—7
1-5z
7
La matriz X solucién de la ecuacion AX =B es X = i—Z—%
z
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Ejercicio 2 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.
8™ si x<2

Se considera la funcion f(X) =< y3 _4x . y se pide:
Si

X—2
a) (0.75 puntos) Estudiar la continuidad de fen x=2.
b) (1 punto) Calcular las asintotas de f(x). ¢Hay alguna asintota vertical?
2

¢) (0.75 puntos) Calcular j f (x)dx
0

a) La funcidn exponencial es continua y la funcion racional solo presenta problemas en x = 2
no incluido en la definicion de f(x). Hay que estudiar la continuidad en el cambio de
definicion de la funcién, en x = 2.

Deben cumplirse:

o Existe f(2)=8¢""=8
e Existe lim f(x)=lim8** =8

X—2" X—2"

e Existe lim f(x)

x—2"

3_ X X+2
lim £ (x) = lim X =% = 9 _ ndeterminacion= lim A (x+2) X(x+2)=8

x—2" x—2" X—2 0 x—2" },Zf x—2"
e Los tres valores son iguales.
Se cumplen las cuatro condiciones y la funcién es continua en x = 2 y por tanto, en todo R.

b) Asintota vertical, x = a.

No presenta ninguna, ya que podria ser x = 2, pero hemos calculado el limite
. X3 —4x

lim f(x)=lim

x—2" x=2" X —

=8. Por lo que no es asintota vertical.

Asintota horizontal, y = b.

X% —4x s

. : X

lim f(x)= lim = lim == lim x* =+
X—>+a0 Xt X —2 X—+0 X X—>+0

. . - . 8 8

lim f(x)=lim8** = lim ——=—=0

X—>—00 X—>—0 x—>—0 @ 72X+ o

La funcion presenta una asintota horizontal en —co: y=0

Asintota oblicua, y =mx+n
Como la funcion presenta una asintota horizontal en x < 0, solo estudiamos la posibilidad
de asintota oblicua en x > 0.

x® —4x
f(x)_

- 3
. . _ . X°—=4x
m= lim — = lim X=2_— |jm = "= -
X—+0 X X—>+00 X X—>+00 X —2X

La funcion no tiene asintotas oblicuas.

+00

2 2

c) I f (x)dx = .:[8e2”dx = [gez”l = [4e2x*4]§ = [4e4’4]—[4e*4] _|a 2

0

S
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Ejercicio 3 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Se consideran los vectores u = (-1,2,3), V= (2,0,-1) y el punto A(—4,4,7). Se pide:

a) (1 punto) Determinar el vector Wl que sea ortogonal a u y V., unitario y con tercera coordenada
negativa.
b) (0.75 puntos) Hallar el vector no nulo WZ que sea combinacion lineal de u y v y ortogonal a

V.
c) (0.75 puntos) Determinar los vértices del paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de

los vectores U y v y una de sus diagonales es el segmento OA..

a) Un vector ortogonal a u y v es el producto vectorial de ambos vectores.

i j ok
Uuxv=|-1 2 3|=-2i+6j-4k—j=-2i+5j-4k=(-2,5-4)
2 0 -1

Como ademas queremos que sea unitario, lo dividimos por su médulo.

\G xv\ —J4+25+16 =/45 =35

—uxvV (—2,5,—4)_(_2 5 —4}

T Y A CY NN

b) Imponemos al vector w, las dos condiciones pedidas.

= auv+bw=0=a(-12,3)(2,0,-1)+b(2,0,-1)(2,0,-1)=0=

= a(-2-3)+b(4+1)=0= 5a+5b=0=5b=5a=[a=b]

El vector es W, =au +av = a(ﬁ +\7) =a((-12,3)+(2,0,-1))=(a,2a,2a) siendo a0

c) Al no ser los vectores paralelos, nos indican la direccion de cada uno de los lados adyacentes
del paralelogramo.

La diagonal OA= (—4,4,7) significa que un vértice es 0(0,0,0) y el otro es A(—4,4,7).
Falta determinar los otros dos vértices, que estan en la diagonal contraria.

B A
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El vértice B es la interseccion de la recta con direccién u que pasa por Oy la recta que pasa
por A con direccién v.

- X=—t
U=(-1 2,3)} oyt

0(0,0,0) 723t 44 2t=—t
) ] —4+2t=-2
—4=2t =>t=2= =
442t 7-t=3t e
B, X=—4+ T
V:(ZIO!_]')}
=>y=4

J

X=-4+2=-2

2t=2
> St=1=>y=4 =|B(-2,4,6)
- 2=7-1=6

El tercer vértice tiene coordenadas B(-2,4,6).
El cuarto vértice C lo obtenemos sumando el vector BO al punto A.

C=BO+A=(2,-4,-6)+(-4,4,7)=(-2,0,1)

A
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Ejercicio 4 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Segun los datos de la Fundacién para la Diabetes, el 13,8% de los espafioles mayores de 18

afios tiene diabetes, aunque el 43% de ellos no sabe que la tiene. Se elige al azar un espafiol

mayor de 18 afos.

a) (1 punto) ¢Cuadl es la probabilidad de que sea diabético y lo sepa?, ¢ cual la de que no sea
diabético o no sepa que lo es?

b) (1,5 puntos) Cierto test diagnostica correctamente el 96% de los casos positivos de diabetes,
pero da un 2% de falsos positivos. Si un espafiol mayor de 18 afios da positivo en el test,
¢cudl es la probabilidad de que realmente sea diabético?

a) Llamamos D al suceso “ser diabético” y S al suceso “Sabe que es diabético”.
Los datos del ejercicio nos permiten afirmar que P(D)=0.138 y que

P(S/D)=1-P(S/D)=1-043=057.
Nos piden calcular P(DNS).

P(DNS)=P(D)-P(S/D)=0.138-0.57 =[0.078]

Nos piden calcular P(B ug). Aplicamos las leyes de Morgan.

P(DuUS)=P(DNS)=1-P(DN$)=1-0.078=[0.922]

b) Realicemos un diagrama de arbol para ayudarnos a resolver este problema.

Test correcto
(diabético)

Diabético
Test erroneo
(No diabético)
¢Es diabético?
Test correcto
(No diabético))

No diabético
Test erroneo

(diabético)

Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P (Diabético y Test da diabético)

P (Diabético / Test da diabético) = P (Test da diabético)
iabéti

0,138-0,96

= =10,885
0,138-0,96+0,862-0,02
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OPCION B

Ejercicio 1 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Un grupo de estudiantes ha realizado un viaje por tres paises (Francia, Alemania y Suiza). En los
hoteles cada estudiante ha pagado: 20 euros diarios en Francia, 25 euros diarios en Alemania y
30 euros diarios en Suiza.

En comidas cada uno ha gastado: 20 euros diarios en Francia, 15 euros diarios en Alemania 'y 25
euros diarios en Suiza. Ademas, el transportista les ha cobrado 8 euros diarios a cada uno.
Sabiendo que el gasto total del viaje ha sido 765 euros por persona, que ha durado 15 dias y que
han estado en Francia el doble de dias que en Suiza, obtenga el nimero de dias que han estado
en cada uno de los tres paises.

Sea x = numero de dias en Francia, y = nUmero de dias en Alemania, z = namero de dias en
Suiza.
Con la informacion proporcionada en el ejercicio obtenemos las ecuaciones siguientes.

El viaje ha durado 15 dias > x+y+z=15

Han estado en Francia el doble de dias que en Suiza > x =2z
El total del viaje ha costado 765 € >

Hoteles — 20x + 25y + 30z
comida — 20x+15y +25z ; = 20x+ 25y +30z +20x+15y + 252 +120 = 765 =
Transporte — 8:15=120

= 40x+40y +552 =645 =8x+8y +11z =129

Unimos las tres ecuaciones en un sistema y lo resolvemos.

X+y+z=15
X=22

27+y+2=15 } y=15-3z }
—
8x+8y+11z =129

= =
16z +8y +112 =129 27z+8y =129

=272 +8(15—32)=129:> 272+120-247=129=32=9=

9 x=23=6
=|z===3|=> |

y=15-33=15-9=6

Han estado 6 dias en Francia, 6 en Alemania y 3 en Suiza.
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Ejercicio 2 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

El dibujo adjunto muestra la grafica de una funcién y = f (x).

Usando la informacion de la figura, se pide:

. a) (0.5 puntos) Indicar los valores de f(-1) y f "((1).

b) (1 punto) Justificar, usando limites laterales, si f es continua
\ en los puntos x =-1y x=0.

/-2 LI CHE S ¢) (0.5 puntos) Indicar razonadamente si f es derivable en los

puntos x=-1y x=0.

0
d) (0.5 puntos) Determinar el valor de I f(x)dx .
-2

a) Mirando la grafica observamos que en x = —1 la funcion pasa por el pico que esta a una altura
del> f(-1)=1.

g /
jf Y )
// !\“a.\ .ff _r

4
;
£

Como en x =1 hay un minimo la primera derivada de la funcién debe anularse > f (1) =0.

iMinimo!

b) Escontinuaen x = -1 ya que |ir{] f(x)=1= Iinlﬂ+ f(x).

Es discontinua en x = 0 ya que )!'T f(x)=0=1= X“T f(x).

c) f(x) no es derivable en x = —1 pues presenta un pico. Las derivadas laterales son distintas.
f(-I')=1y f'(-1")=-1.
Tampoco es derivable en x = 0 ya que no es continua en x = 0.

d) Laintegral definida de x = -2 hasta X = 0 es el area de la region limitada entre la funcién vy el

: . . . 21
eje X. Este recinto es un tridngulo de base 2 y altura 1. Esta area vale E3 =1.

])' f(x)dx=1

-2
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Ejercicio 3 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Dados el punto P(0,—1, 1) y la recta r, que pasa por el punto Q(1, 0, 1) y tiene como vector
director v=(0,1,2), se pide:

a) (0.5 puntos) Hallar la ecuacion implicita del plano que contiene a r y pasa por P.

b) (0.5 puntos) Encontrar el punto S contenido en r tal que el vector SP sea perpendicular a la
rectar.
c) (1.5 puntos) Hallar el area del triangulo cuyos vértices son el punto P y dos puntos Ty, T,

contenidos en la recta r, que estan a distancia «/3 de P.

a) El plano que contieneary pasa por P(0,—1,1) tiene como vectores directores V= (0,1, 2) y
PQ=(10,1)-(0,-1,1)=(121,0). Su ecuacién implicita es:

X y+1 z-
0 1 2 |=0=22y+2-2+1-2Xx=0=|-2Xx+2y—-2z+3=0
1 1 0

b) La recta r tiene ecuacion:

\7:(0,1,2)} *=t

=t
ooy |

z=1+2t
Si S esun punto de r tiene coordenadas S (1,t,1+ 2t).
El vector SP =(0,-1,1)—(Lt,1+2t)=(~1-1-t,~2t) es perpendicular al vector v =(0,1,2),
por lo que su producto escalar es cero.

SPv=0= (-1 -1-t,~2t)(0,1,2)=0=> —1—t -4t =0 = 5t :1:t:—%
S(Lt,1+2t) :(1,—1,1_3):(1,_1&]
5" 5 5'5

El punto S buscado tiene coordenadas S = (1, —%g}

c) Averiguamos las coordenadas de los puntos Ty, T,
Estos puntos pertenecen a la recta r por lo que sus coordenadas son:

T, (Lt1+2t); T,(Lt,1+1)
La distancia de los puntos T1y T, a P es \/g
T,P=(0,-11)—(Lt,1+2t) = (-1 -1-t,~2t)
d(T, P):ﬁ:\ﬁ\:@:\/u(ut)zwtz 5=
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=1+1+t2+2t+4t> =5=5t°+2t—-3=0=

{_2+8_6_3
:t:—Zimz—ZiSZ 10 10 5
10 10 |,_-2-8_-10_,

10 10

Obtenemos dos valores que corresponden a cada uno de los dos puntos.
t=§:>T1(1,t,1+2t) (1314813 1
5 5 5 55
t=—1=T,(Lt,1+2t)=(1-11-2)=(1,-1-1)

El &rea del tridngulo PT1T es la mitad del médulo del producto vectorial de los vectores
PT, y PT,.

pP

V§) Ty

§§j Lok
5'5)=PT,xPT,=[1l 8/5 6/5/=
0

PT, =(1,-1,-1)~(0,-1,1) = (1,0,-2) 1 0 -2
:__16 +_J_§k+2j:i6 Ej—gk:(_—]ﬁ,ﬁ,_—Bj
5 5 5 5 5 5 5
s LT 3 3
PT, x PT. £ =
Area—‘ : 2‘ > > °) _N25 :i:ﬁ:2,4 2
2 2 2 10

El 4rea pedida vale 2,4 u?.
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Ejercicio 4 : Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

La variable aleatoria X sigue una distribucion normal de media x =8.5 y desviacion tipica

o =2.5. Se pide:

a) (1.25 puntos) Calcular el valor a tal que P(X <a)=0,05.

b) (1.25 puntos) Calcular la probabilidad de que la variable tome un valor comprendido entre 8

y 9.3.
X = N(8.5, 2.5)
a) P(X <a)={Tipificamos} =P X85 2-835) pf;,3-85 =0,05
2.5 2.5 25

Como es una probabilidad menor que 0,5 la expresion a

es negativa, para poder

buscarlo en la tabla de la N(0, 1) lo pasamos a positivo.

P(X <a)= P(Z <2783

- j:o,os: P(Z > _2-85

j=0,05:>
5

a_i'5j:1—o,05=0,95

:P(ZS—

z 0,00 001 002 0,03
00 0500 0500 05080 05120
0,1 05398 05438 05478 05517
02 | 05798 05832 05871 0,5910 ,
03 | 06179 06217 06255 06293 0331 0,
04 |0655¢ 06591 06628 06664 0, ;
05 |06915 06950 06985 07019 0f0o54 07

-~ =
SO

o000

06 | 07257 07291 07324 07357 0, t
0,7 |0,7580 0,7611 07642 07673 0J704 07
08 | 0,7881 0,7910 07939 0,797 095 0,
09 | 08159 08186 08212 08238 0)264 0,
1,0 | 0,8413 08438 08461 08485 0F508 0,

8
SO0 O00

1,1 | 08643 08665 08686 08708 04729 0,
1,2 | 08849 08869 08888 08907 04925
1,3 | 09032 09049 09066 09082 0

1,4 | 09192 09207 09222 09236 (0

1,5 0,9345 09357 0,9370 04382

SO0 00

o

o

554 09564 09573 09582

Buscando en la tabla de la normal tipificada N(0, 1) obtenemos que _a;_i;.s =0.1645.

885 1 645=-a+85-4.1125=a=8.5-4.1125=3.3875

b)

P(8< X <9.3)={Tipificamos} = P(8_8'5 285, 93_85) -
2.5 2.5 2.5

=P(-02<Z<0.32)=P(Z<0,32)-P(Z<-0.2)=P(Z<0,32)-P(Z2>0.2)=

=P (2 <0,32)~(1-P(Z <0.2)) =0.6255— (1 0.5793) =[0.2048
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UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID chm
EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS
UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO

Universidad

Curso 2017-2018 Carloslll
MATERIA: MATEMATICAS II de Madrid

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno debera escoger una de las dos opciones
propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opcién elegida.
Para la realizacidon de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las
siguientes caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla gréfica, resolucién de
ecuaciones, operaciones con matrices, calculo de determinantes, célculo de derivadas, calculo de integrales
ni almacenamiento de datos alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas sera
retirada.

CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.

Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

TIEMPO: 90 minutos.

OPCION A

Ejercicio 1. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.
Dado el sistema de ecuaciones
X+my =1
-2x—(m+1)y+z=-1
X+(2m-1)y+(m+2)z=2+2m

se pide:
a) (2 puntos) Discutir el sistema en funcién del parametro m.
b) (0.5 puntos) Resolver el sistema en el caso m=0.

Ejercicio 2 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.

a) (1.5 puntos) En un experimento en un laboratorio se han realizado 5 medidas del mismo
objeto, que han dado los resultados siguientes: m1 =0.92; m2 = 0.94; mz = 0.89; m4 = 0.90;
ms = 0.91.
Se tomara como resultado el valor de x tal que la suma de los cuadrados de los errores sea
minima. Es decir, el valor para el que la funcion
E(x) =(x-m,)" +(x—m,)" +(x—m,)’ +(x-m,)’ +(x—m;, )’ alcanza el minimo.
Calcule dicho valor x.

b) (1 punto) Aplique el método de integracion por partes para calcular la integral

2
Ixz In(x)dx, donde In significa logaritmo neperiano.
1

Ejercicio 3 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dados los planos 7, =4x+6y-12z+1=0, 7, =-2X-3y+62—-5=0, se pide:
a) (1 punto) Calcular el volumen de un cubo que tenga dos de sus caras en dichos planos.
b) (1.5 puntos) Para el cuadrado de vértices consecutivos ABCD, con A(2, 1, 3) y B(1, 2, 3),
calcular los vertices C y D, sabiendo que C pertenece a los planos 7,y 7, =X-y+z=2

445 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU 2018 Ordinaria Matemdticas Il en Madrid

Ejercicio 4 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.
El 60% de las ventas en unos grandes almacenes corresponden a articulos con precios
rebajados. Los clientes devuelven el 15% de los articulos que compran rebajados, porcentaje
que disminuye al 8% si los articulos han sido adquiridos sin rebajas.

a) (1.25 puntos) Determine el porcentaje global de articulos devueltos.

b) (1.25 puntos) (Qué porcentaje de articulos devueltos fueron adquiridos con precios

rebajados?
OPCION B
Ejercicio 1 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.
m 0 2 -2
Dadas las matrices A=| -2 4 m |y B=| 0 |, se pide:
0 1 -1 0

a) (1 punto) Obtener los valores del pardmetro m para los que la matriz A admite inversa.
b) (1 punto) Para m=0, calcular AB y A™*B.
c) (0.5 puntos) Calcular B'-B y B-B', donde B' denota la matriz traspuesta de B.

Ejercicio 2 : Calificacibn méaxima: 2.5 puntos.
Dada la funcion f(x) = l , Se pide:
x> +9
a) (0.5 puntos) Determinar, si existen, las asintotas horizontales de f(x).
b) (0.75 puntos) Calcular f "(4).
c) (1.25 puntos) Hallar el area del recinto limitado por la curvay =f(x), el eje OXy las
rectas x=-1y x=1.

Ejercicio 3 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.
2X+y=2 — —
Dados el punto P(1, 1,1) y lasrectas r = y , S X=2 = erl= 21
5X+2=6 -1 1 1/3
a) (1 punto) Hallar la distancia del punto P a la rectar.
b) (1 punto) Estudiar la posicion relativa de las rectasr y s.
¢) (0.5 puntos) Hallar el plano perpendicular a la recta s y que pasa por el punto P.

se pide:

Ejercicio 4 : Calificacion maxima: 2.5 puntos.

En una fabrica se elaboran dos tipos de productos: Ay B. EI 75% de los productos fabricados
son de tipo Ay el 25% de tipo B. Los productos de tipo B salen defectuosos un 5% de las veces,
mientras que los de tipo A salen defectuosos un 2.5% de las veces.

a) (1 punto) Si se fabrican 5000 productos en un mes, ¢ cuéntos de ellos se espera que sean
defectuosos?

b) (1.5 puntos) Un mes, por motivos logisticos, se cambid la produccion, de modo que se
fabricaron exclusivamente productos de tipo A. Sabiendo que se fabricaron 6000 unidades,
determinar, aproximando la distribucién por una normal, la probabilidad de que haya més
de 160 unidades defectuosas.
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SOLUCIONES

OPCION A

Ejercicio 1. Calificacibn maxima: 2.5 puntos.
Dado el sistema de ecuaciones

X+my =1
-2x—-(m+1)y+z=-1
X+(2m-1)y+(m+2)z=2+2m

se pide:
a) (2 puntos) Discutir el sistema en funcion del parametro m.
b) (0.5 puntos) Resolver el sistema en el caso m=0.

1 m 0
a) El sistema tiene asociada la matriz A=| -2 —(m+1) 1 con determinante
1 2m-1 m+2
1 m 0
|Al=]-2 -(m+1) 1 |=—(m+1)(m+2)+m+2m(m+2)-2m+1=
1 2m-1 m+2

=—m’-2m-m-2+m+2m?>+4m-2m+1=m?-1

Lo igualamos a cero > [Al=0=>m?-1=0=>m’ =1=>m=+1=+1
Hay tres casos distintos a considerar.

CASO 1l m=+1
En este caso el rango de A es 3 al igual que el de la matriz ampliada y el nimero de
incdgnitas. El sistema es compatible determinado. Tiene solucién Unica.

CASO 2. m=1
1 1 0
Lamatriz A=| -2 -2 1| notienerango 3 ya que su determinante es nulo.
1 1 3

¢El rango de A es 2?

Consideramos el menor que resulta de quitar la 12 columna y 32 fila.
1 0

‘ 1=1¢o - Elrango de Aes2

1 1 0 1
La matrizampliadaes A/B=|-2 -2 1 -1
1 1 3 4

Si consideramos el menor de orden 3 que resulta de quitar la 12 columna (es igual que la
1 0 1

2% columna) su determinante vale -2 1 -1]=4-6-1+3=0.
1 3 4
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El rango de A/B no es 3.
Si consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la columna 12y 22y la fila 32.

0 1
1 -1
El rango de A/B es 2.

El sistema es compatible indeterminado, ya que rango de A es 2 al igual que el de A/ B,
pero menor que el nimero de incdgnitas (3). Tiene infinitas soluciones.

=-1+0

CASO 3. m=-1
1 -10
Lamatriz A=|-2 0 1| notienerango 3 ya que su determinante es nulo.
1 31

¢El rango de A es 2?
Consideramos el menor que resulta de quitar la 32 columna y 32 fila. Su determinante vale

‘_12 _0]1 =—-2=0.Como esno nulo el rango de A es 2.
1 -1 0 1
La matrizampliadaes A/B={-2 0 1 -1
1 310
Consideramos el menor de orden 3 que resulta de quitar la 12 columna. Su determinante
-1 0 1
vale |0 1 -1=3-1=2=%0
-3 1 0

El rango de A/B es 3.
El sistema es incompatible, ya que el rango de A (2) es distinto del rango de A/B (3). El
sistema no tiene solucion.

x=1
b) Si m =0 el sistema es compatible determinado y queda {—-2x-y+z=-1.
X—y+2z=2
Lo resolvemos:

x=1
—2X-y+71=-1=

X—-y+22=2

—2-y+z=-1 -y+z=1 z=1+y
= = =
l-y+2z=2 -y+2z=1 -y+2z=1

= -y+2+2y=1=|y=-1=[z=1-1=0

Lasoluciones x=1, y=-1, z=0.
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Ejercicio 2 : Calificacibn maxima: 2.5 puntos.

a) (1.5 puntos) En un experimento en un laboratorio se han realizado 5 medidas del mismo
objeto, que han dado los resultados siguientes: my = 0.92; mz =0.94; m3 = 0.89; m4 = 0.90;
ms = 0.91.

Se tomara como resultado el valor de x tal que la suma de los cuadrados de los errores sea
minima. Es decir, el valor para el que la funcion

E(x)=(x—m,)" +(x=m,)" +(x—m,)’ +(x—m,)" +(x—m;)* alcanza el miimo.
Calcule dicho valor x.

2
b) (1 punto) Aplique el método de integracion por partes para calcular la integral sz In (x)dx,
1

donde In significa logaritmo neperiano.

a) La funcion es E(x) =(x—0,92)" +(x—0,94)" +(x—0,89)" +(x—0,9)" +(x—0,91)" con
derivada
E"(x) =2(x—0,92)+2(x~0,94)+2(x—0,89)+2(x~0,9)+2(x~0,91)
E’(x)=10x—1,84-1,88-1,78-1,8-1,82
E"(x) =10x—9,12

Igualamos a cero la derivada en busca de los puntos criticos de E(X).

E’(x):0:>10x—9,12:0:>10x=9,12:>x=%:0,912

Comprobamos el signo de la derivada antes y después de 0,912.

e En (—oo, 0.912) tomamos x =0y la derivadaes E"(0)=0-9,12=-9,12<0. La
funcion decrece.
e En (0,912,+oo) tomamos x = 1y laderivadaes E"(1) =10-9,12=0,88>0. La

funcion crece.

La funcion sigue el esquema siguiente.

tot
-

f=1 -

(=]

b

SO

—_

]
-
bt
L

Como observamos en el esquema la funcion tiene un minimo en x = 0,912.

b) Calculamos primero la integral indefinida usando integracion por partes.
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Integracién por partes

3
Ilen(x)dx: u:ln(x)—>du=%dx :%In(x)— %ldx—

3
dv:xzdx—>v:J'x2dx=X—
3

Lo aplicamos al célculo de la integral definida pedida.

sz '”(X)dX{gln(x)_X_T _

3 3 3 3
= 2—In(2)—2— — 1—In(l)—l— =§In2—§+1: §In2—Z
3 9 3 3 9 9 |3 9
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Ejercicio 3 : Calificacidén maxima: 2.5 puntos.

Dados los planos 7, =4x+6y-12z+1=0, 7, =-2Xx-3y+62-5=0, se pide:

a) (1 punto) Calcular el volumen de un cubo que tenga dos de sus caras en dichos planos.

b) (1.5 puntos) Para el cuadrado de vértices consecutivos ABCD, con A(2, 1, 3) y B(1, 2, 3),
calcular los vértices C y D, sabiendo que C pertenece a los planos 7, y 7,=Xx-y+z=2.

a) Veamos la posicion relativa de los planos. Utilizamos sus vectores normales.
n, =(4,6,-12) y n, =(-2,-3,6).
¢Son paralelos los vectores?
4 6 -12 . .
5 36 e iguales a —2. Los vectores normales son proporcionales y los planos son
paralelos.

El cubo del que nos piden su volumen tiene sus dos caras opuestas en cada uno de los planos.
Averiguamos la distancia entre los planos y el volumen del cubo sera esa distancia al cubo.

P
’ 1
: "

d(my,m3) = d(B,m3)

2

)

Obtenemos un punto del plano 7, =4x+6y—-12z+1=0.

x=0
z=0 :>6y+1:0:>y:%1:>Pl(0,%1,0)
4x+6y—-122+1=0

Calculamos la distancia entre los planos paralelos como la distancia de un punto de uno de
ellos al otro plano.

‘3_5‘ =21 27
6 6 27 9
d(ﬂl’ﬂZ):d(Pl’EZ): = -6 ._2_

=—u
J4+9+36 f49 7 42 14

729
2744

3
Volumen del cubo es (gj =
14

b) Averiguamos las coordenadas del punto C.
El punto de corte de los dos planos se obtiene de resolver el sistema de ecuaciones formado

por las ecuaciones de los planos 7, =—2X—-3y+62-5=0y 7,=Xx-y+z=2.
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m,=-2X-3y+6z2-5=0 —2x—-3y+6z2-5=0
= = -2y+27-4-3y+6z2-5=0=

Ta=X—y+2=2 X=y—-2+2
s 5y+87-9= ij_g SZ:> 9-8z oo 9- 82+52—1O:>X:—32—1:1+32
-5 -5 5
El punto C tiene coordenadas C(1+53Z ,825_9 , zj.
B c

4 D

Observando el dibujo se aprecia que deben ser ortogonales los vectores AB y BC. Su
producto escalar debe ser cero.

AB=(12,3)-(2,1,3)=(-110)

E:(HBZ’82—9’Zj_(1’2’3)2(3z—4’82—19,2_3] .
5 ' 5 5 5

AB LBC — AB-BC=0

:(32_4,82_19,z—3j(—1,1,0):0:_3Z+4+82_19=0:>
5 5 5 5
=57-15=0=z=3= C(% % 3j=(2,3,3)

Ademas, debe cumplirse que AB=DC. Averiguamos las coordenadas del cuarto punto del
cuadrado, el punto D(a,b,c).

AB=DC = (12,3)-(2,1,3)=(2,33)-(a,b,c)=(-110)=(2-a,3-b,3-¢c)=
-1=2-a a=3

=1=3-b =b=2;=|D(32,3)
0=3-c c=3
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Ejercicio 4 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

El 60% de las ventas en unos grandes almacenes corresponden a articulos con precios
rebajados. Los clientes devuelven el 15% de los articulos que compran rebajados, porcentaje
que disminuye al 8% si los articulos han sido adquiridos sin rebajas.

a) (1.25 puntos) Determine el porcentaje global de articulos devueltos.

b) (1.25 puntos) ¢Qué porcentaje de articulos devueltos fueron adquiridos con precios rebajados?

Construyamos un diagrama de arbol asociado al experimento.

Devuelve el articulo

Rebajados

No devuelve el
articulo

Rebajados o no

Devuelve el articulo

No rebajados

No devuelve el
articulo

Llamamos R al suceso “articulo rebajado” y D al suceso “articulo devuelto”.
Sabemos que P(R)=0.6, P(D/R)=015y P(D/R)=0.08.

a) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(D)=P(R)-P(D/R)+P(R)-P(D/R)=06-0.15+0.4-0.08=[0.122
El porcentaje de articulos devueltos es del 12,2%.

b) Tenemos que calcular P(R/D).
Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(R/D)= P(RND) P(R)P(D/R)_O.6-O.l5_

P(D) P(D) 0.122

El porcentaje de articulos devueltos que fueron adquiridos con precios rebajados es del
73,7%.

453 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU 2018 Ordinaria Matemdticas Il en Madrid

OPCION B

Ejercicio 1 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

m 0 2 -2
Dadas las matrices A=| -2 4 m |y B=| 0 |, sepide:
0 1 -1 0

a) (1 punto) Obtener los valores del parametro m para los que la matriz A admite inversa.
b) (1 punto) Para m=0, calcular AB y A™"B.
c) (0.5 puntos) Calcular B'-B y B-B', donde B' denota la matriz traspuesta de B.

a) Para que una matriz tenga inversa debe tener determinante no nulo.

m 0 2
El determinante de la matriz Avale |A|=|-2 4 m|=-4m-4-m?
0O 1 -

Averiguamos cuando se anula este determinante.

_A+ _ _
Al=0=m? +4m+4=0=m=_22V10716_~4_ ,
2 2
La matriz A tiene inversa siempre que m=—2.
0 0
b) Para m=0 la matriz Aqueda A=|-2 4 0
0 1 -1
0 0 2)\-2 0
AB=|-2 4 0 0 |=|4
0 1 -1){O0 0
Para calcular A™-B debemos hallar primero la inversa de A.
0 0 2
|A|=|-2 4 0|=-4=0= Existe lainversa
0 1 -
0 -2 0 4 1 0 1 0 4
Adjj0 4 1 0 -1 2 -1 |2 0
o Adi(A) 2 0 1) -1l |2 o Jo of fo -2
A —4 41 |0 -1 2 - 2 0
-2 0 0 0o |0 -2
4 1 01 |0 4
-4 2 -8
4 -1
Ar=—|-2 0 4
4
-2 0 O
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4 2 -8\(-2 8) (-2
AB="H 2 0 4| 0 :_71 4|=| -1
2 0 0)lo 4) (-1
c)
-2
B=| 0 |yB'=(-2 0 0)
0
—2
BYB=(-2 0 0)| 0 |=(4)
0
(1x3) . (3x1) = 1Ixl1 N
—2 4 0 0
BB'=| 0 |(-2 0 0)=|0 0 0
0 0 0O
(3Xl) . (1X3) = 3x3

v

455 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU 2018 Ordinaria Matemdticas Il en Madrid

Ejercicio 2 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Dada la funcion f(x) = | | , Se pide:
VX2 +9

a) (0.5 puntos) Determinar, si existen, las asintotas horizontales de f(x).

b) (0.75 puntos) Calcular f "(4).

c) (1.25 puntos) Hallar el area del recinto limitado por la curvay = f(x), el eje OX y las rectas
x=-1y x=1.

a) Asintota vertical. x=a
Como el dominio es todo R. no hay asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b

b= tim 1 (x) = lim XL | = lim —— = lim - = lim = =1
B X—>+00 B X—>+00 ’ B X—>+00 , B X—>+0 2 B X—>+00 ¥
. . —X —X
b= lim f(x)= lim | | = lim =lim —==Ilim —=1

X—>—0 X—>—00 / X—>—00 / X—>—00 , 2 X—-0 —¥

La asintota horizontal es y =1.

Asintota oblicua. y=mx+n
No hay, al existir asintota horizontal.

= si x<0
X
i se puede expresar como f(x) = X +9

X .
= si x>0

b) La funcion f(x) =

x2+9

Calculamos la expresion de su derivada.

2X
X9+ x A X249+
_ 20%°+9 _ X+9 & y<o

(M)z x> +9

f(x)=
\/x2+9—\/)2(2_
= > gx 9 §i x>0
X% +
42
N S
El valor de f (4) = - A+9__ 5 _5_1 7
4°+9 25 25 (125
X

c) Lafuncion f(x)= solo corta al eje OX en x = 0, pero siempre es positiva. La

x?+9

region de la cual nos piden el area es la de la figura:
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Como se puede apreciar es menor que 1 u?.
Calculémosla con el uso de una integral definida y teniendo en cuenta la simetria, el area
pedida es el doble del areaentre Oy 1.

- L e N )

Area:2(J1_0—3)=2J1_0—6u —|0,32 12

Areazzj dx = 2.[

OTRA FORMA DE CALCULAR EL AREA
Como la funcion siempre es positiva, aunque corte el eje OX en x =0, el area es:

jidx:

) 0 _x 1 X 0
Area = dx + dx =
:[\/x2+9 !\/x2+9 J;Z x? +9 2+/x2

B [_\/m}01 i [MT -

0

=([—M}—[— (—1)2+9D+([ 12+9}—[M}):—3+\/1_0+\/1_0—3

Area =210 -6 u® =|0,32 u?
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Ejercicio 3 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.
2X+y=2 - -

Dados el punto P(1, 1, 1) y lasrectas r = y , S X=2 _y+t_z-1
5x+2=6 -1 1 1/3

a) (1 punto) Hallar la distancia del punto Pa larectar.

b) (1 punto) Estudiar la posicion relativa de las rectasr y s.

c) (0.5 puntos) Hallar el plano perpendicular a la recta s y que pasa por el punto P.

se pide:

a) La situacion es la del dibujo.

o

Podemos hallar esta distancia calculando las coordenadas del punto P” que pertenece a la

rectar, tal que el segmento PP" es perpendicularar.
Determinamos la ecuacion de la recta r” perpendicular a r y que pasa por P.

X=X
2X+y=2

r= =>r=<y=2-2x
5X+2=6

Z=6-5X

El vector director der es u, =(1,—2,-5). Si P" pertenece a r sus coordenadas son
P’(x,2—-2x,6—-5Xx) .

Los vectores PPy el vector director de la recta r son ortogonales por lo que su producto
escalar es nulo.

PP’ =(x,2-2x,6-5x)—(111) = (x~11-2x,5-5X)
PP’ -u, =0=(x—~11-2%,5-5x)(L,~2,-5) = 0= x—1-2+4x—25+25x =0

30x—28=0:>x=§:E
30 15

PP =14 11 2— - )

15 15" 15 '15

1 (- 195
d(P,r)=|PPl=,[ = | +
‘ ‘ J(15] (15] ( j \/225 225 " 225 \/225
=/@:\/E=o,93u
225  \15

OTRA FORMA DE HACERLO
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AP
d(P, 1)

A

X=X

£l

La ecuacion de larectaes r =4y =2-2x, un punto de esta recta es A(0,2,6). La distancia
Z=6-5X
del punto P a la recta r es el cociente del mddulo del producto vectorial del vector I y AP

(el &rea del paralelogramo formado por los vectores), dividido entre el mddulo del vector
director u, ( la base del paralelogramo).

AP =(1,2,1)~(0,2,6)=(1~1,-5)

i j Kk

APxu =[l -1 -5/=5i-5j—2k+k+5j-10i =-5i—k =(-5,0,~1)
1 -2 -5
_\APXUr J25+1 26 | [13

d(P,r)

© ] Vivass Va0 |Vis

b) Para estudiar la posicion relativa de las rectas veamos si sus vectores directores tienen
coordenadas proporcionales (rectas paralelas o coincidentes).

o =(1-2,-5)

-2 -5
— 1 S —F—F —
U, :(—1,1,5) -1 1 1/3

Las rectas no son paralelas ni coincidentes.

¢, Son secantes o se cruzan?

Planteamos el sistema formado por las dos rectas, si tiene solucion se cortan (al haber punto
de interseccidn entre ellas) y si no tiene solucion se cruzan (al no haber punto de interseccién
entre ellas).

x=t
y=2-2t
Z=6-5t

_1
1l

t'=2-t 2-2(2-t)=-1+t| 2-4+2t=-1+t

=2-2=-1+t; = 1 = 1=
X=2-t 6—5(2—t):1+§t 6—10+5t=1+§t

. 1
y=_1_|_t 6—5t:1+§t

z:1+1t

%)
If
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t=1

= 1 = 5—1 =5 Esta igualdad es imposible.
5t—§t =5 3

El sistema no tiene solucién y las rectas se cruzan (no tienen punto en comun, pero no son
paralelas).

Xx—2 y+1 z-1
-1 1

tiene como vector normal el

c) El plano perpendicular alarecta s=

director de s, es decir, @ = (—1,1,%) . El plano tiene ecuacion 7 =—x+ y+%z +D=0.

Como pasa por el punto P(1, 1, 1), las coordenadas del punto deben satisfacer la ecuacién

del plano - —1+1+%+D=0:>%+D=0:>D=—%.

El plano pedido tiene ecuacién 7z =—-x+ y+%z—%:0:>|7rz—3x+3y+z—1=0
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Ejercicio 4 : Calificacién maxima: 2.5 puntos.

En una fabrica se elaboran dos tipos de productos: Ay B. El 75% de los productos fabricados

son de tipo Ay el 25% de tipo B. Los productos de tipo B salen defectuosos un 5% de las

veces, mientras que los de tipo A salen defectuosos un 2.5% de las veces.

a) (1 punto) Si se fabrican 5000 productos en un mes, ¢cuantos de ellos se espera que sean
defectuosos?

b) (1.5 puntos) Un mes, por motivos logisticos, se cambi¢ la produccién, de modo que se
fabricaron exclusivamente productos de tipo A. Sabiendo que se fabricaron 6000 unidades,
determinar, aproximando la distribucién por una normal, la probabilidad de que haya més de
160 unidades defectuosas.

Realizamos un diagrama de arbol con la situacion planteada.
Defectuoso

No defectuoso
No defectuoso

a) Obtenemos la probabilidad de que un producto sea defectuoso.

Tipo de
producto

P (Defectuoso) = P(Es del tipo A) - P(Es defectuoso/Tipo A)+
+P (Es del tipo B) - P(Es defectuoso/Tipo B)=0,75-0,025+0,25-0,05 =|0,03125

Multiplicamos esta probabilidad por los 5000 productos del mes - 5000 - 0,03125 = 156,25
saldran defectuosos.
De 5000 productos aproximadamente 156 productos saldran defectuosos.

b) Sea X = Numero de productos defectuosos del tipo A.
n = namero de repeticiones = 6000.
Probabilidad de sacar un producto defectuoso es de 0,025 - p = 0,025

X =B(6000, 0,025)

Se aproxima a una normal de media gz =n-p =6000-0,025 =150 y desviacion tipica
o = \npg =+/6000:0,0250,975 =12,1. Esto es posible dado que n es muy grande y
np =150 >5 y nq=6000-(1-0.025) =5850 > 5.

X = B(6000, 0,025) se aproxima a una normal N(150, 12,1).

P(X >160) = {Correccion de Yates} = P(X >160,5) =

X -150 < 160,5-150 |
12,1 12,1

=1-P(X <160,5) = {Tipifico} =1- P(

~1-P(Z <0,867)=1- 0’805120'8078 =[0,193
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UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO o

Universidad

Curso 2016-2017 Carlos Il

MATERIA: MATEMATICAS I de Madrid

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno debera escoger una de las dos opciones
propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opcién elegida.

Para la realizacidon de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no disponga de capacidad de
representacion grafica o de calculo simbdlico.

CALIFICACION: Las preguntas 12 y 22 se valoraran sobre 3 puntos, la 32 y la 42 sobre 2 puntos.

Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

TIEMPO: 90 minutos.

OPCION A
Ejercicio 1. Calificacion maxima: 3 puntos.
xe* si x<0
Dada la funcién f(x) = In(x+1) , donde In significa logaritmo neperiano, se
———= si x>0
x+1

pide:
a) (1 punto) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(x) en x = 0.
b) (1 punto) Calcular lim f(x) y lim f(x).

¢) (1 punto) Calcular _[_Olf(x)dx

Ejercicio 2 : Calificacion maxima: 3 puntos.
6Xx—-y—-z=1, 3Xx-5y—-2z=3
Dadas las rectas r, = yr,=
2X—y+z=1 3X+y+4z=3
a) (1 punto) Estudiar la posicion relativa de r1 y r».
b) (1 punto) Calcular la distancia entre las dos rectas.
c) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano que contiene a r1 y el punto P(1, 2, 3).

" se pide:

Ejercicio 3 : Calificacion maxima: 2 puntos.

Se dispone de tres aleaciones A, B y C que contienen, entre Oro Plata

otros metales, oro y plata en las proporciones indicadas (%) (%)

en la tabla adjunta. A 100 0
B 75 15

Se quiere obtener un lingote de 25 gramos, con una proporcion del 72% de oro y una
proporcion del 16% de plata, tomando x gramos de A, y gramos de B y z gramos de C.
Determinese las cantidades x, y, z.

Ejercicio 4 : Calificacion maxima: 2 puntos.

Dados dos sucesos, Ay B, de un experimento aleatorio, con probabilidades tales que
4

1 2 .
p(A)=§, p(B):E y p(Au B)=§’ se pide:
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a) (1 punto) Comprobar si los sucesos Ay B son independientes o no.
b) (1 punto) Calcular p(z\/ B), donde A denota el suceso complementario de A.

OPCION B
Ejercicio 1. Calificacion maxima: 3 puntos.
2 00 100
Dadalamatriz A={0 0 1| ylamatrizidentidad I ={0 1 O |, sepide:
010 0 01

a) (0.5 puntos) Calcular la matriz B =(A—1)(21 +2A) .

b) (1.5 puntos) Determinar el rango de las matrices A—1, A>—1y A’ —1.
¢) (1 punto) Calcular la matriz inversa de A, en caso de que exista.

Ejercicio 2. Calificacion maxima: 3 puntos.
e—X
x> +1

a) (1 punto) Obtener la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto de
abscisa x=0.

b) (1 punto) Estudiar la existencia de asintotas horizontales y verticales de la funcion f y, en
su caso, determinarlas.

c) (1 punto) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion y sus
extremos relativos en el caso de que existan.

Se considera la funcion f(x) =

y se pide:

Ejercicio 3 : Calificacion maxima: 2 puntos.

Sea r la recta que pasa por los puntos Pl(3, 2,0) y P, (7,0, 2), se pide:

a) (1 punto) Hallar la distancia del punto Q(3,5,—3) a larectar.
b) (1 punto) Hallar el punto de corte de la recta r con el plano perpendicular a r que pasa por
el punto Q.

Ejercicio 4 : Calificacibn maxima: 2 puntos.

Se considera el triangulo cuyos vértices son los puntos A(1,3,-1), B(3,1,0) y C(2,5,1) y se
pide:
a) (1 punto) Determinar razonadamente si el triangulo es equilatero, isdsceles o escaleno.
b) (1 punto) Obtener las medidas de sus tres angulos.
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SOLUCIONES

OPCION A

Ejercicio 1. Calificacion maxima: 3 puntos.
xe* si x<0

Dada la funcion f(x) = In(x+1) , donde In significa logaritmo neperiano, se
——2~ si x>0

X+1
pide:
a) (1 punto) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(x) enx = 0.
b) (1 punto) Calcular XIiﬁm f(xX)y XILT f(x).

c) (1 punto) Calcular ﬁf(x)dx

a) Para que sea continua en x = 0, la funcion en dicho valor y sus limites laterales deben
coincidir.

In(0+1
f0)= "0+ _
0+1
lim (%) = lim x> = 0e° = 0
x—0" x—0"
In 1) In(0+1
lim £ (x) = lim MY _(0+1)
x—>0" x->0"  X+1 0+1

Son todos los valores iguales y la funcion es continua en x = 0.

Para que sea derivable estudiamos sus derivadas laterales y vemos si coinciden.

e +2xe* si x<0

, 1
f(x)= m(XH)_l'In(XH):1—In(x+1) e
(x+1)2 (x+1)2

f70)=lim f (x)=¢e® +20€° =1
x—0"
1-In(0+1)

I f°(07)=1f'(0")=1= f(0) =1
(0+1)°

£707) = lim f"(x) = _1
x—0" 1

La funcion es derivable en x =0y su derivada vale f "(0) =1.

b) Calculamos el limite en —co.

lim f(x)= lim xe* = lim X__ 2 _ Indeterminacién (L"Hépital)=
o0

2X

X—>—00 X—>—00 X—>—0 @~
. 1
= lim ——=—=
X—>—00 _2e7 X —00

Calculamos el limite en +oo.
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In(x+1
lim f(x)=lim szz Indeterminacion (L"Hbépital)=
X—>400 x>+o X 4+1 0
1
= fim X1 _ jjm L _1_
xo40 ] x>+0 X +1 oo @

c) Calculamos primero la integral indefinida usando el método de integracion por partes.

[ £ (9dx =] xe?dx =

12x

= 2 jezxdx x;e ;%ezxzie“(x—

La integral definida valdra:

0
[© fdx=" xeax = 1e“(x—lj _|Le
1 1 2 2)|, |2

1 3

4 4e?

Integracién por partes
u=Xx—du=dx

dv:ezxdx—>v:Ie2de:—e

2

2x

_xle —fle“dx=
2 2
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Ejercicio 2 : Calificacion maxima: 3 puntos.
6x—-y-z=1, {3x—5y—22:3

Dadas las rectas r, = yr,= " se pide:
2X—y+z=1 3X+y+4z=3
a) (1 punto) Estudiar la posicion relativade 1, y T, .

b) (1 punto) Calcular la distancia entre las dos rectas.
c) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano que contiene a r1 y el punto P(1, 2, 3).

a) Pasamos las ecuaciones de las rectas a paramétricas y obtenemos un punto y un vector
director de cada una.

6x—-y—-z=1,
[

2X—y+z=1

6X—-y=1+z 6X-y=1+z
=
2x—-y=1-z —2X+y=-1+2

1
4x =271 X==2lDz2-y=1-71=>|-1+2z2=
; y

x:%z N S
v,=| =,2,1 u,=2v,=(14,2
L=iy=-1+2z=r={" (2 ):> rlz{l 1= (1.4.2)
Sy Pl(O,—l,O) Pl(O,—l,O)
. 3Xx—-5y—-2z=3,
2 |3x+y+4z=3
3x—5y:3+22:> 3x—-5y=3+2z2
3X+y=3-4z —-3X—-y=-3+4z

—6y=671=|y=-2|=3x-2=3-42=3x=3-37=[x=1-1]
=1- —
X=ie {uzz(—l,—l,l)

=1y=-z =\, =
P,(1,0,0)

1=17

Los vectores directores de las rectas no tienen coordenadas proporcionales.
u,=(14,2) 1 4 2
_ =>—F—F—
u,=(-1,-11)] -1 -1 1

Las rectas no son ni paralelas ni coincidentes. Las rectas se cortan o cruzan.
Para averiguar cudl de estas dos situaciones cumplen r1 y r> calculamos el producto mixto de

los vectores U, =(1,4,2), u, =(-1,-11) y BP, =(1,0,0)-(0,-1,0)=(11,0).

1 4 2
(U, PP, |=|-1 -1 1/=0+4-2+2+0-1=3%0
1 1 0
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Al ser no nulo el producto mixto las rectas se cruzan, estan en distintos planos y no

coinciden en ningln punto sin ser paralelas.

b) La distancia entre dos rectas que se cruzan es el volumen del paralelepipedo dividido entre
el area de su base tomando como aristas del paralelepipedo los vectores directores de las

rectas y un vector que una un punto de ry con un punto de ra.

i j k
Uxu,=|1 4 2/=4i-2j—k+4k-j+2i=6i-3j+3k=(6,-3,3)
-1 -1 1

|:u1’u2’P1P2} 3 3

Distancia(r,1,) =

uxu]  36+9+9 B2 B

u

N
6

c) El plano m que contiene a r1 y el punto P(1, 2, 3) es un plano con vectores directores

u,=(14,2) y RP=(12,3)-(0,-1,0)=(13,3).

P23 ex x-1 y-2 z-3
u=u=(142) t=z=[1 4 2
v=PP=(133) 13 3

=0=

=12x-12+2y—-4+32-9-42+12-3y+6-6x+6=0

T=6Xx-y-2-1=0
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Ejercicio 3 : Calificacibn maxima: 2 puntos.

Oro Plata
Se dispone de tres aleaciones A, B y C que contienen, (%) (%)
entre otros metales, oro y plata en las proporciones A 100 0
indicadas en la tabla adjunta. B 75 15
C 60 22

Se quiere obtener un lingote de 25 gramos, con una proporcion del 72% de oro y una
proporcion del 16% de plata, tomando x gramos de A, y gramos de B y z gramos de C.
Determinese las cantidades x, y, z.

Se quiere obtener un lingote de 25 gramos tomando x gramos de A,y gramos de By z
gramos de C > x+y+z=25.

Construimos una tabla.

Gramos de oro Gramos de plata

Gramos de A (x) X 0
Gramos de B (y) 0.75y 0.15y
Gramos de C (2) 0.6z 0.22z

TOTALES Xx+0.75y + 0.6z 0.15y+0.22z

Como deseamos conseguir un lingote de 25 gramos con un 72% de oro, es decir, 25 - 0.72 =
18 gramos de oro > x+0.75y+0.6z2 =18

El 16% de los 25 gramos del lingote son plata, es decir, 0.16 - 25 = 4 gramos de plata >
0.15y+0.22z=4

Tenemos dos ecuaciones mas que completan el sistema de 3 ecuaciones con 3 incdgnitas:
X+y+2=25
X+0.75y+0.62 =18
0.15y+0.22z =4

Lo resolvemos.

X+y+2=25 X=25-y-z2
25-y-z+0.75y+0.62 =18
X+0.75y+0.62 =18}, = x+0.75y+ 0.6z =18, = =

0.15y+0.22z=4
0.15y+0.22z=4 0.15y+0.22z =4

~0.25y-04z=-7] 0.25y+04z=7 ] 0.25y=7-0.4z
= = = =
0.15y +0.22z = 4 0.15y+0.22z=4]  0.15y+0.22z =4

7-0.42
— Y7025 015/ 7042

0.15y+0.22z =4

+0222=4=>

= 0.15(7-042)+0.25-0.227 =4-0.25 =
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—1.05-0.062+0.0552 =1=> —0.0052 = -0.05=> |z = 29 _10[=
0.005
|y 1=9410 4, —|x=25-12-10=3|
0.25

Son necesarios 3 gramos de la aleacion A, 12 gramos de la B y 10 de la C.

OTRA FORMA DE RESOLVERLO

Construimos una tabla.

Gramos de oro Gramos de plata

Gramos de A (x) X 0 0
Gramos de B (y) 0.75y 0.15y 0.1y
Gramos de C (2) 0.6z 0.22z 0.18z

TOTALES Xx+0.75y +0.6z 0.15y+0.22z 0.1y +0.18z

Como deseamos conseguir un lingote de 25 gramos con un 72% de oro, es decir, 25 - 0.72 =
18 gramos de oro.

El 16% de los 25 gramos del lingote es plata, es decir, 0.16 - 25 = 4 gramos de plata.

El resto del lingote, es decir, 25 — 18 — 4 = 3 gramos de “otros metales”.

Nos queda un sistema de tres ecuaciones.

x+0.75y+0.6z2 =18 100x + 75y + 60z =1800 20x+15y+12z7 =360
0.15y+0.22z2=4 =15y +22z =400 = 15y +222=400 ;} =
0.1y+0.18z2=3 10y +18z =300 5y+9z =150

3 -Ecuacion 32 — Ecuacion 22
20x+15y +12z =360

15y +27z = 450 15V + 227 — 400
—1-15y -227 = -400 = y+5 25‘0 =
52 = 50 — Nueva ecuacion 32 2=

20x+15y+12z = 360
20x+15y+120 =360
= 15y +222 =400 ;} = =

20x+15y =240
15y +220 =400
2=10

15y =180

20x+15y =240
= [, 180
15

1| = 20x+180=240= 20x =60 = [x = 3]

Son necesarios 3 gramos de la aleacion A, 12 gramos de la B y 10 de la C.
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Ejercicio 4 : Calificacibn maxima: 2 puntos.

Dados dos sucesos, Ay B, de un experimento aleatorio, con probabilidades tales que

4 1 2 .
p(A):g, p(B):E y p(Au B):g, se pide:

a) (1 punto) Comprobar si los sucesos A y B son independientes o no.
b) (1 punto) Calcular p(z\/ B), donde A denota el suceso complementario de A.

a) Calculamos la probabilidad de la interseccién de Ay B 'y comparamos su valor con el
producto de las probabilidades de Ay B.

p(AUB)=p(A)+p(B)- p(AmB):>§:3+%— p(ANB)=

:>p(AmB):—+——Z:%
41 4 5
A)-p(B)=2.2-% .2 _H(ANB
P(A)P(B)=55=15" 15~ P(A"B)

No coinciden los valores obtenidos y los sucesos A 'y B no son independientes.

b) Aplicamos el teorema de Bayes.

< 1.5 9 5 4
p(;,B):p(A“B):D(B)—p(AﬂB)zz 18 _18 18:Q:§:
p(B) 1 1 11 18
2 2 2 2
AMNB =
A
= B—ANB
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OPCION B

Ejercicio 1. Calificacion maxima: 3 puntos.
2 00

10
Dadalamatriz A={0 0 1| ylamatrizidentidad I =|{0 1
010 00

a) (0.5 puntos) Calcular la matriz B=(A—1)(21 +2A) .

b) (1.5 puntos) Determinar el rango de las matrices A—1, A*—1y A —1.
¢) (1 punto) Calcular la matriz inversa de AS, en caso de que exista.

, Se pide:

= O O

a)
B:(A—I)(2I+2A)
(2 00 1 00 1 00 2 00 1 0 0)Y)6 0 O
B={|0 O 1(-|0O 1 0/|{2/0 1 0O+2/0 O 1||=/0 -1 110 2 2
010 0 01 0 01 010 0O 1 -1)l0 2 2
6 0 0 6 0 0
B=|0 -2+2 —2+2J{0 0 0
0 2-2 2-2 0 0O
b)
2 00 1 00 1 0 O 1 0 O
A-1=/0 0 1|-|0 1 0|=|0 -1 1 |—>0 -1 1:O—>Rango(A—I)<3
010 0 01 0 1 -1 0 1 -1

1 0
‘O JJ:—1¢O—>Rango(A—I):2

2 0 0)y2 0 0y (1 00O 4 0 0y (1 0O 3 00
A°-1=|{0 0 110 0 1|-/|0 1 0|=/0 1 0|-|0 1 0|={0 0 O
0 10)l0 1 0) (001 0 0 1) (001 0 00O
Rango(A2 -1 ) =1, pues la matriz so6lo tiene un elemento no nulo.
4 0 02 0 0) (1 0O
A—I=AA-1=/0 1 0[|0 0 1|-|0 1 0=
0 0 1)l0 1 0) (0 0 1
8 00y (2 00 7 0
=0 0 1|-|0 1 0|=|0 -1 1
0 10) (001 0 1 -1
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0 0
-1 1|=7-7=0->Rango(A’-1)<3
1 _

O N O o N

_OJJ=—7¢0—>Rango(A3—|):2

¢) Hemos calculado la expresion de A3. Seguimos a partir de ahi.

8 0 0
A=|0 0 1
010
8 0 0Y(8 0 0) (64 0 O
A =A*A*=|0 0 1|0 O 1|={0 1 O
01 0/)l0 10 0 0 1
‘AG‘ =64 = 0; Existe la inversa de A°.
64 0 0 10 00 0 1
+ - +
~ Adjj0 10 01 01 0 0
[ ( p6
o AdJ((A)) 0 01) 1| |00 64 0 64 0
(A) 6 - + -
\A\ 64 64| [0 1 0 1 0 0
0 0 64 0 64 O
+ - +
1 0 0 0 0 1
1 0 0) (1/64 0 0
syt 1
(A):—0640:010
64

0 0 o4 0 01
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Ejercicio 2. Calificacion maxima: 3 puntos.
=X

Se considera la funcion f (x) :S— y se pide:
X +1

x=0.

caso, determinarlas.

relativos en el caso de que existan.

a) (1 punto) Obtener la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto de abscisa

b) (1 punto) Estudiar la existencia de asintotas horizontales y verticales de la funcién f y, en su

c) (1 punto) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion y sus extremos

a) Calculamos los valores de la funcién y su derivadaen x=0.

e70

x=0= f(0)=—— =1
0°+1
—x _aX 2 _ —X _aX 2
(0= = 700 - e (x +1)22xe _-e (x +1:—2X)
x“+1 (x*+1) (x*+1)
) —e’°(02+1+0)
x=0= f(0)= -

(07 +1)
Hallamos la ecuacion de la recta tangente.

y—f(a)=f"(a)(x-a)
a=0

f(a)=1

f"(a)= -1

—X

b) El dominio de la funcién f(x) = S
X“+1

exponencial siempre existe.

Asintota vertical. x=a
No tiene, pues su dominioes R .

Asintota horizontal. y=b

= y-1=-1(x-0)=|y=—x+1

estodo R, pues el denominador no se anulay la

. et 1 1

b= Ilim f(x)=lim 3—: lim ——=—=0
X—>+00 x40 X L] x>0 ex(Xz +1) +00

b= lim f(x)= lim —— = = Indeterminacién(L Hopital) = lim —— = —= =
X—>—00 x>-o X +1 4o Xx—-0 22X —0

-X

A . e
= Indeterminacion(L"Hopital) = lim = +00

Existe asintota horizontal en y =0 cuando X — +oo.
No existe asintota horizontal cuando X — —o0.

c) Averiguamos cuando se anula la derivada de la funcién.
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e e (X +2x+1)
F()=——=f(x)= —
x*+1 (x +1)

—e*(x*+2x+1 o4 o2 _

f'(x)=0=> ( - ):O:>x2+2x+1:0:>x:£:—1
(x2 +1) 2
Estudiemos el signo de la derivada antes y después de x = 1.
e En (—o,—1) tomamos x = -2y la derivada vale
,(,2) 2
—e =2) +2(-2)+1) _ga2
f(-2)= (( ) (=2) )= € <0. La funcion decrece en (—o0,-1).

((-2) +2) 25
—e°(0*+0+1)

(2 )2 =-1<0.La
0°+1

e En (—1, +oo) tomamos x =0 y la derivada vale f "(0) =

funcion decrece en (—1,+x).

La funcion decrece en todo su dominio. En x = -1 la funcion presenta un punto de inflexion.

No presenta extremos relativos.

Fy ¥

=]

(=)

e

[3%)

\\ f@)= o
1 41
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Ejercicio 3 : Calificacion maxima: 2 puntos.

Sea r la recta que pasa por los puntos P,(3,2,0) y P,(7,0,2), se pide:

a) (1 punto) Hallar la distancia del punto Q(3,5,—3) a larectar.

b) (1 punto) Hallar el punto de corte de la recta r con el plano perpendicular a r que pasa por el
punto Q.

a) Hallamos primero el vector director de la recta y su ecuacion.

\7=F>1P2:(7,0,2)—(3,2,0)=(4,—2,2)
(3 } X=3+4A4 L
=TI = y=2—2ﬂ,
( =2,2 2=24

-

\/

Hallamos el plano m que contienea Q y es
perpendicular alarectar.

Q(35-3)ex }3Q(3,5,—3)e7z

=12-10-6+D=0=D=4
=(4,-2,2)] #m=4x-2y+2z+D=0

T=4x-2y+272+4=0=>7=2x-y+2+2=0
Hallamos el punto Q" de corte de plano y recta.

T=2X-y+2+2=0

X=3+44
=6+81-2+24+24+2=0=2121=-6=1=-05
r=y=2-24
71=21
Xx=3-2=1
y=2+1=3;=Q(13,-1)
z=-1

La distancia de Q a la recta r es la distancia entre los puntosQy Q”.

QQ =(13,-1)-(3,5,-3)=(~2,-2,2)
Distancia(Q, r) = Distancia(Q,Q’) ‘QQ‘_\/4+4+4 V12 u

b) Lo hemos determinado para hallar la distancia del punto Q a la rectar. Es Q’(l, 3, —1).
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Ejercicio 4 : Calificacibn maxima: 2 puntos.

Se considera el triangulo cuyos vértices son los puntos A(1,3,-1), B(3,1,0) y C(2,5,1) y se
pide:

a) (1 punto) Determinar razonadamente si el tridngulo es equilatero, isosceles o escaleno.
b) (1 punto) Obtener las medidas de sus tres angulos.

a) Eltipo de tridngulo se decide comparando las longitudes de sus lados.

B

A b c

Calculamos la longitud de cada lado.
BC =(2,51)-(31,0)=(-14,1) >a=BC mide|BC| = \1+16+1=+18

AC=(2,51)-(1,3-1)=(12,2)>b=AC mide |AC| =1 +4+4 =3
AB=(310)-(13-1)=(2-21)>c=AB mide‘@‘ —J41411=3

Tiene dos lados iguales b = c y el tercero desigual, por lo que es un triangulo isosceles.

b) Para calcular los angulos utilizamos los vectores que definen cada lado.
BC =(-14,1)

BA=(-2,2,-1)

= (-1,41)(-2,2,-1)= \/1+16+1\/§cos(8):> 2+8-1= 3J1_8cos(B)

}:ﬁ-ﬁ:\%\-‘ﬁ\-cos(ﬁi,ﬁ):

cos(B):%: B=7=45°
AC-(2.2) }:A—C.E\A—c\.\m\.cos(ﬁ,m):
AB =(2,-2,1)

= (1,2,2)(2,-2.2) =88 cos( A| = 2—4+2 = 9cos( A|

cos(A):O: A=%:90°

CA=(-1-2,-2)
CB=(1,-4,-1)
= (-1-2,-2)(1,—4,~1) =818 cos(C) = ~1+8+2 =318 cos(C)

}:ﬁ-@=‘@‘-‘@‘-cos(@,@):

cos((:):i:» C=%=45°

J18

Los angulos son de 90°, 45° y 45°, Es un triangulo rectangulo is6sceles (una escuadra).
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UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID uc3m

EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS
UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO _—

Universidad

Curso 2016-2017 Carlos Il

MATERIA: MATEMATICAS I de Madrid

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno debera escoger una de las dos opciones
propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opcién elegida.

Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no disponga de capacidad de
representacion grafica o de calculo simbdlico.

CALIFICACION: Las preguntas 12 y 22 se valoraran sobre 3 puntos, la 32y la 42 sobre 2 puntos.

Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

TIEMPO: 90 minutos.

OPCION A

Ejercicio 1. Calificacion maxima: 3 puntos.
2Xx+ay+z=a
Dado el siguiente sistema de ecuaciones x—4y+(a+1) z=1, se pide:
4y—-az=0
a) (2 puntos) Discute en funcion de los valores del parametro real a.

b) (0,5 puntos) Resolver el sistema para a=1.
c) (0,5 puntos) Resolver el sistema para a=2.

Ejercicio 2. Calificacion maxima: 3 puntos.
Dados los puntos P(1,-2,1), Q(—4,0,1), R(-3,1,2), S(0,-3,0), se pide:

a) (1 punto) Hallar la ecuacion del plano que contienea P, Q y R.

b) (1 punto) Estudiar la posicion relativa de la recta r, que pasa por los puntos Py Q, y la
recta s, que pasa por Ry S.

c) (1 punto) Hallar el area del triangulo formado por los puntos P, Q y R.

Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2 puntos.
Se administra una medicina a un enfermo y t horas después la concentracién en sangre del

principio activo viene dada por c(t) =te™* miligramos por mililitro. Determine el valor maximo

de c(t) e indigque en qué momento se alcanza dicho valor maximo. Sabiendo que la maxima
concentracion sin peligro es de 1 mg/ml, sefiale si en algin momento hay riesgo para el paciente.

Ejercicio 4. Calificacion maxima: 2 puntos.

2
Dada la funcion f(x) = LX;G se pide:

a) (0,5 puntos) Determinar su dominio y asintotas verticales.

b) (0,5 puntos) Calcular Iimm .

X—0 X

¢) (1 punto) Calcular Jj f(x)dx.
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OPCION B

Ejercicio 1. Calificacion maxima: 3 puntos.

Dadas las funciones f(x) = 2 y g(x) =sen(x), se pide:
X

2
9(x)
b) (0,75 puntos) Calcular la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f (x) en el punto

1

c) (1,25 puntos) Calcular el &rea delimitada por la curva y= f(x) ylarecta y=—x+3.

a) (1 punto) Calcular Ixing(f(x)——].

Ejercicio 2. Calificacion maxima: 3 puntos.
Dadas las matrices

1 21 -1 00
P=3 2 2|, J={0 2 0],
2 3 2 0 01

a) (1 punto) Determinar la matriz P, inversa de la matriz P.
b) (1 punto) Determinar la matriz B, inversa de la matriz B=P*J .
¢) (1 punto) Calcular el determinante de la matriz A, siendo A=PJP™".

Ejercicio 3 : Calificacion maxima: 2 puntos.
a) (1 punto) Determine la distancia entre las rectas

{x+y—1=0
L=X=y=2 Yy T

X—z+1=0
b) (1 punto) Obtenga el punto de corte de larecta s=x=2-y=2z-1 con el plano
perpendicular a s, que pasa por el origen.

Ejercicio 4 : Calificacion maxima: 2 puntos.

El 40% de los sdbados Marta va al cine, el 30% va de compras y el 30% restante juega a
videojuegos. Cuando va al cine, el 60% de las veces lo hace con sus compafieros de baloncesto.
Lo mismo le ocurre el 20% de las veces que va de compras, y el 80% de las veces que juega a
videojuegos. Se pide:
a) (1 punto) Hallar la probabilidad de que el préximo sabado Marta no quede con sus
comparfieros de baloncesto.
b) (1 punto) Si se sabe que Marta ha quedado con los compafieros de baloncesto, ¢ cual es la
probabilidad de que vayan al cine?
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SOLUCIONES
OPCION A

Ejercicio 1. Calificacion maxima: 3 puntos.
2x+ay+z=a

Dado el siguiente sistema de ecuaciones { x—4y+(a+1)z =1, se pide:
4y—-az=0

a) (2 puntos) Discute en funcion de los valores del parametro real a.

b) (0,5 puntos) Resolver el sistema para a=1.
c) (0,5 puntos) Resolver el sistema para a=2.

2 a 1
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|1 -4 a-+1| condeterminante
0 4 -a
2 a 1
|Al=|1 -4 a+l=8a+4+a’-8a-8=a’-4.
0 4 -a

Buscamos cuando se anula el determinante.
A=0=a’-4=0=a=+4==+2
Distinguimos tres casos que analizamos por separado.

CASO1l a=2ya=#-2

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la

matriz ampliada A/B y el nimero de incdgnitas.
El sistema es compatible determinado.

CASO 2. a=-2
El determinante de A es 0 por lo que su rango no es 3.
¢Elrango de A es 2?

2 -2 1

A=|1 -4 -1| Consideramos el menor que resulta de quitar la filay columna 32 >

0 4 2

2 2 i 2
con determinante
1 4 1

‘:—8+2:—6¢0.
4

El rango de A es 2.

2 -2 1 =2
Averiguamos el rangode A/B=|1 -4 -1 1
0 4 2 0
2 1 -2
Tomamos el menor de orden 3 que resulta de quitar la columna22 >|1 -1 1
0 2 0
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2 1 =2
condeterminante |1 -1 1|=-4-4=-8=%0
0 2 O

El rango de A/B es 3.
Rango de A =2 = 3 = Rango de A/B.
El sistema es incompatible.

CASO 3. a=2
El determinante de A es 0 por lo que su rango no es 3.
¢El rango de A es 2?

2 2 1
A=|1 -4 3 | Consideramos el menor que resulta de quitar la filay columna 3% >
0 4 =2

2 2 i 2
con determinante
1 4 1

2
‘=—8—2=—10¢0.
4

El rango de A es 2.

2 2 1 2
Averiguamos el rangode A/B=|1 -4 3 1] esel mismo que A pues solo hemos
0 4 20

afiadido una columna, la 42 que es igual que la 12,

Rango de A = Rango de A/B =2 < 3 = Numero de incdgnitas.
El sistema es compatible indeterminado.

b) Para a=1el sistema es compatible determinado (CASO 1).

2X+y+z=1 2X+y+z=1
2X+y+4y=1 2x+5y =1
X—4y+27=1=Xx-4y+2z=1= = =
X—4y+8y=1 X+4y=1
4y—-72=0 4y =12
2x+5y =1
=
—2X—-8y=-2
-3y=-1= y:1 :>x+ﬂ:1:> x:—l = z:ﬂ
3 3 3 3
., 1 1 4
Lasolucidnes [ x=—-=; y==;, z=—
3 3 3

c) Para a=2 el sistema es compatible indeterminado.
2X+2y+2=2 2X+2y+2=2 2X+2y+2=2

2X+2y+2y=2
X—4y+3z=1 = {X-4y+3z=1 = {X-4y+3z=1 =

Xx—4y+6y=1
4y_22=0 2y_Z=O Z=2y
2x+4y=2 {Son ecuaciones iguales} = x+2y =1
= = = i
X+2y=1 ’ ' :

Lassolucionesson|x=1—2t; y=t; z=2t|
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Ejercicio 2. Calificacion maxima: 3 puntos.
Dados los puntos P(1,-2,1),Q(—4,0,1), R(-3,1,2), S(0,-3,0), se pide:

a) (1 punto) Hallar la ecuacion del plano que contienea P, Q y R.

b) (1 punto) Estudiar la posicion relativa de la recta r, que pasa por los puntos Py Q, y la recta
S, que pasa por Ry S.

c) (1 punto) Hallar el area del triangulo formado por los puntos P, Q y R.

a) Si el plano contiene a los puntos P, Q y R tiene como vectores directores
PQ=(-4,01)-(1,-2,1)=(-5,2,0) y PR=(-3,1,2)—(1,-2,1) =(-4,31).

P(L-21)ex x-1 y+2 z-1
U=PQ=(-520){=z=[-5 2 0|=0
v=PR=(-4,31) -4 3 1

2X—2-152+15+82-8+5y+10=0= |7 =2Xx+5y-72+15=0

b) Hallamos las ecuaciones de lasrectasr y s.
P(L-21)er } x=1-54

R, =>r=y=-2+24
u, =PQ=(-5,2,0) ,1

R(-312)es
. =>s=y=1-4a
v, =RS =(0,-3,0)-(-3,1,2)=(3,-4,-2) J—2_2g
Las coordenadas de los vectores directores de ambas rectas no son proporcionales:
5 2 0
3 4 2
Las rectas no son ni paralelas ni coincidentes.
¢ Se cortan o se cruzan?

Calculamos el producto mixto de u, =(-5,2,0), v, =(3,—4,-2)y PR=(-4,3,1).

} X=-3+3a

5 2 0
[uu,PR|=|3 -4 -2/=20+16-6-30=0
4 3 1

Como este producto mixto es nulo significa que las rectas se cortan, son coplanarias.

c) El area del triangulo PQR es la mitad del médulo del producto vectorial de los vectores PQ

y PR.
PQ=(-520) . . 'Lk _ o
. = PQxPR=|-5 2 0/=2i-15k+8k+5j=2i+5j-7k =(2,5-7)
PR =(-4,3,1) 43 1

_|POxPR|_yav255a9 (V78
2

=12 = 4,410
2 2

Area triangulo PQR
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Ejercicio 3. Calificacion maxima: 2 puntos.
Se administra una medicina a un enfermo y t horas después la concentracién en sangre del

principio activo viene dada por c(t) =te™* miligramos por mililitro. Determine el valor maximo

de c(t) e indique en qué momento se alcanza dicho valor maximo. Sabiendo que la maxima
concentracion sin peligro es de 1 mg/ml, sefiale si en algin momento hay riesgo para el paciente.

Derivamos la funcién y la igualamos a cero en busca de sus puntos criticos.

C(t) — teft/2 — C'(t) — eft/2 _%81/2 — eft/2 (1_%j

c’(t):0:>e“2(1—8:0:1—%:0: 2 t-0=[=2]

Obtenemos un punto criticoen t = 2.
Comprobamos si es maximo o minimo utilizando el signo de la segunda derivada.

C'(t) — eft/2 _leftIZ — C"(t) — _leftIZ _le—t/Z +£e7t/2 — _eft/2 +£eft/2
2 2 2 4 4

c(t)=e"? —1+1 :>c"(2):e2’2(_1+3 :_efll<0
4 4 2

Al ser la segunda derivada negativa la funcién c(t) =te™' presenta un maximo relativo en
t =2. La concentracion presenta un maximo en t =2, a las 2 horas la méxima concentracion en

sangre es de ¢(2) =2e %% = E =0,735mg/ml .

La concentracion siempre toma valores por debajo del maximo pues la funcidn es continua y
todos sus valores son inferiores al valor maximo 0,735 mg/ml. No hay riesgo para el paciente
en ningln momento.

(=

gor c(t)=te ’

I—ll_'_

[3¥]

L
[+
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Ejercicio 4. Calificacion maxima: 2 puntos.

2
Dada la funcion f(x) = X+—X2+6 se pide:

a) (0,5 puntos) Determinar su dominio y asintotas verticales.
b) (0,5 puntos) Calcular lim——= (X)

X—>0 X

c) (1 punto) Calcular Ef(x)dx.

a) El dominio son todos los reales menos los valores de x que anulan el denominador.

Dominio = R—{2}

Asintotas verticales. x=a.

¢ X =2 esasintota?

X +X+6 12
I|mf(x)_I| — ==

x—2 X—2 0
X =2 esasintota vertical.

b)
X +x+6 X, x 6
2 2 2
||m f(X) =||m X—2 _I X+—X+6 ||mxz#=
I ' X—>0 X X—© X —2X e X 2X
X X
1 6 1 6
A e T 040
=lim 5 = 5 =
X—00 1_7 1_7 1_0
X 00

c) Calculamos primero la integral indefinida.

2
jf(x)dX:JXJF—XJFde:

X—2
Realizamos la division.
x> 4+Xx 46 [x=2
x> +2x X+3
3x +6
3 46 ,
12 —>LX+6:X+3+£
X—2 X—2

Jx+3+£dx_x—+3x+12In|x 2]+C
X—2 2

Lo aplicamos a la integral definida pedida:

2 5 2 2
5 X 5 3
L 1‘(x)dx:{—2 +3x+12In|x—2|} ={—2 +15+12In|5—2|}—[—2 +9+12In|3—2|}:

3

:%+15+12In3———9 4+12In
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OPCION B

Ejercicio 1. Calificacion maxima: 3 puntos.

Dadas las funciones f(x) =E y g(x) =sen(x), se pide:
X

a) (1 punto) Calcular Iim[f(x)—ij.
x>0 9(x)

b) (0,75 puntos) Calcular la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto

0

c) (1,25 puntos) Calcular el &rea delimitada por lacurva y= f(x) ylarecta y=—x+3.

a) |im(f(x)-ij=|im£3— 2 j:lim(wji:
x->0 g(x) ) »o(x sen(x)) »x»o( xsen(x) 0

= Indeterminacion (L"Hopital) =lim (Mj _0_

x—=0{ SeNX + X COS X 0
. A . —25€enx 0
= Indeterminacion (L"Hopital) =lim =—= @
x=0\ COS X + COS X — XSenx 2

b) La ecuacion de la recta tangente en x =a tiene la expresion y— f (a)=f"(a)(x—a).

y= f(x):E:ZX’l > f'(x):—2x’2:—£
X

XZ
1
=>y-4=-8| x—=|=y-4=-8x+4=|y=-8x+8
y ( 2) y _

c) Hallamos los puntos de corte entre ambas graficas.

+.9—
2 X135 2= 43X -3+ 2=0m x= 2O _} 2
X 2 3-1
—=1=X
2
Entre 1y 2 tomamos x = 1.5, la funcion vale f (1.5)= % =133 ylarectavaley=-1.5+3
= 1.5. Larecta esta por encima de la funcion. N

2

2
Area:Lz—x+3—gdx:{—%+3x—2ln x} =
X

2 2
= —2—+6—2In2 - —1—+3—2In1 =
2 2

=_2+6_|n4+%_3= g—ln4:0.113u2

1

484 de 489 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU 2017 Ordinaria Matemdticas Il en Madrid

Ejercicio 2. Calificacion maxima: 3 puntos.
Dadas las matrices

1 21 -1
P=|3 2 2| J=

2 3 2

a) (1 punto) Determinar la matriz P, inversa de la matriz P.
b) (1 punto) Determinar la matriz B, inversa de la matriz B=P*J .
¢) (1 punto) Calcular el determinante de la matriz A2, siendo A=PJP™".

o N O

0
0 0|,
0 1

a) Veamos si existe la inversa de la matriz P.

1 21
|P|:3 2 2|=4+8+9-4-12-6=-1+0
2 3 2
Existe y la calculamos.
1 3 2 2 3 2 3 2 2
+ = +
Adj|2 2 3 2 2 1 2 1 2
L Ad(P) (1 22) (B op2 o po3
R -1 Sl 22 b2 o2
3 2 1 2 1 3
+ = +
2 3 2 3 2 2
-2 -1 2 2 1 -2
P'=—|-2 0 1|=/2 0 -1
5 1 -4 -5 -1 4
b) Para calcular B = P~'J ™" necesitamos la inversa de la matriz J.
-1 00
|J|= 0 2 0=-2+#0
0 01
100 2 0 00 0 2
+ - +
Adjl 0 2 0 0 1 01 00
L Adi(3Y) (o o 1) 1] oo g9 o
e ) - 01 |0 1 [0 O
00 -1 0 -1 0
+ - +
2 0 0 O 0 2
12 0 O -1 0 O
J'=-2|0 -1 0|=|0 1/2 0
0 0 -2 0 0 1

Calculamos la expresion de B.
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2 1 =2 0 0) (-2 1/2 =2
B=P™J'=|2 0 0 1/2 0|=|-2 0 -1
5 -1 4 0 1 5 -1/2 4
Pasamos a calcular la inversa de la matriz B.
-2 1/2 =2
5 1
B|=]-2 0 —1:———2+4+1:5¢0
5 -1/2 4
Existe la inversa de la matriz B.
2 2 5 +o —1/2‘ ‘1/2 —1/2‘ +1/2 OJJ
Adj|1/2 0 -1/2 -1 4 -2 4 -2 -
L Adi(BY) |2 1 4 25 25 2 -2
T 1/2 -1 4 -2 4 2 -1
-2 5 -2 5 2 =2
+ - +
0 -1/2| /2 -1/2| /2 O
-1 -2 -1
B'=|6 4 4
2 3 2
OTRA FORMA DE RESOLVER ESTE APARTADO
-1 0 01 2 1 -1 -2 -1
B-lz(P-lJ-l)‘l_(J-l) (P-l)‘lzJ P=|0 2 0[|3 2 2|=|6 4 4
0 0 1)l2 3 2 2 3 2
c) Como A=PJP"entonces A*> = AA=PJIP'PIJP ' =PJIP".

Por propiedades de determinantes:

\AZ\Z\P”P1\=|PI'IJ|-IJ|'\Pl\=|PI'IJI'IJI-ﬁ=IJI-IJ|=(—2)(—2)=

OTRA FORMA DE RESOLVER ESTE APARTADO

-1
A?=PJIP' =

N W -
w NN

-1 4 1)\(-2
=-3 4 2
-2 6 2){-5

13 0 6

\A2\=12 1 —6|=-104+108=4

18 0 -8

N N -

-1 2

3

-1 4

0
0

0
2
0

13 0
12 1

2 1 2
2 0 -1|=
-5 -1 4
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Ejercicio 3 : Calificacion maxima: 2 puntos.
a) (1 punto) Determine la distancia entre las rectas

{x+y—1=0
L=X=y=2 Yy T

X—z+1=0
b) (1 punto) Obtenga el punto de corte de larecta s=x=2-y=z-1 con el plano perpendicular
a s, que pasa por el origen.

a) Veamos la posicion relativa de las rectas.
Para ello planteo el sistema formado por sus ecuaciones y veo si tienen puntos en comun.

h=Xx=y=z
z+z-1=0 22-1=0
X+y-1=0,= =
r, = z-z+1=0 |1=0
X—2z+1=0

Situacion imposible, por lo que las rectas no tienen puntos en comun. Pueden ser paralelas o
se cruzan.
Hallemos los vectores directores de las rectas y un punto de cada una de ellas.

_ _ _ V. = (111
[=x=y=z=r=2 0_y-0_z O:{l (111)

11 1 R(0,0,0)

B {v: @1y

X=t
. x+y—1=O:> y=1—x:>rE y=1-
27 | x=z+1=0 7=1+x ° L1

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales:

Las rectas se cruzan.

Se puede obtener la distancia con la formula del cociente entre el producto mixto de los
vectores v,, v, ¥ PP, y el modulo del producto vectorial v, xVv, , pero vamos a resolverlo

determinando el plano T que contiene a r1 y es paraleloa r,. Y a partir de ahi la distancia entre
las rectas es la distancia del punto P, al plano .
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R(0.0,0) X

y 2
v,=(L11) t=>z=[1 1 1=0=x+y-z-z-y+x=0=
\72=(l,—1,1) 1 -11

=2X-22=0=>r7=x-2=0

7=X—-2=0
P, (0,1,1)

~ |5

_ I o I S N
}Dd(ryrz)—d(Pz,ﬂ')—\/12+02+(_1)2 =5 =0,707 u

x-0 y-2 z-1
-1

b) La recta s tiene la expresion s = , por lo que tiene como vector director

v =1L

El plano " perpendiculara s=x=2-y=2z-1 que pasa por O(0,0,0) tiene como vector
normal el director de la recta.

0(0,0,0)e 7 :>O(0,0,0)efr'
X-y+z+D=0

_ =0+D=0=>D=0=>7=x-y+z=0
n'=v, =(1,-11)

Resolvemos el sistema formado por ecuacion de recta y plano para hallar el punto de corte.

X-y+z=0 X-y+z=0
=>X=2-Yy =>X=2-Yy =>2-y-y+3-y=0=

r=X-y+2=0 }
2—-y=1z-1 3-y=z2

SEX=2—y=Z—1

5 1
X=2—-—= X=-
5 3 3

=>-3y=-5=|y=—|= =
3 5 4
3——=z2 7 =—
3 3

. 1 4
El punto de corte tiene coordenadas (g,g,gJ
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Ejercicio 4 : Calificacibn maxima: 2 puntos.

El 40% de los sdbados Marta va al cine, el 30% va de compras y el 30% restante juega a

videojuegos. Cuando va al cine, el 60% de las veces lo hace con sus compafieros de baloncesto.

Lo mismo le ocurre el 20% de las veces que va de compras, y el 80% de las veces que juega a

videojuegos. Se pide:

a) (1 punto) Hallar la probabilidad de que el proximo sabado Marta no quede con sus compafieros
de baloncesto.

b) (1 punto) Si se sabe que Marta ha quedado con los comparfieros de baloncesto, ¢cual es la
probabilidad de que vayan al cine?

Realizamos un diagrama de arbol.

Con sus compafieros de
basket

0,6
Va al cine J

0,4

No va con sus
compaiieros de basket

0,4

Con sus compafieros de
basket

0,2
Va de compras s

0,3

Los amigos de Marta

No va con sus
compaiieros de basket

0,8

Con sus compafieros de
basket

0,8
Va de videojuegos 7

0,3

No va con sus
compaiieros de basket

0,2

J

a) Aplicamos el teorema de la probabilidad total y los datos que nos proporciona el diagrama
de arbol.

P (Marta no quede con sus amigos)=0,4-0,4+0,3-0,8+0,3-0,2 :m
b) Es una probabilidad a posteriori, utilizamos el teorema de Bayes.

P(Vaya al cine/ Ha quedado con sus amigos de baloncesto) =

_ P(Vaya al cine » Ha quedado con sus amigos de baloncesto)

P(Haya guedado con sus amigos de baloncesto)

:0,4-0,6:0,24:ﬂ:01444
1-0,46 0,54 |9
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