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Introduccién

Este cuaderno contiene los examenes de matematicas Il propuestos en las pruebas de acceso a la
universidad de Navarra del afio 2017 al 2026. Los examenes estan resueltos por Juan Antonio
Martinez Garcia que ha sido profesor de matematicas de educacion secundaria.

La web www.ebaumatematicas.com dispone de los examenes de matematicas Il resueltos de otras
comunidades auténomas de Espafia, asi como distintas formas de recopilar los ejercicios que aparecen
en todas las pruebas, también existen unos apuntes de la materia.
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Responde P1, P2y P3, una de entre P4.1 y P4.2 y otra entre P5.1 y P5.2.

P1) En Navarra, aproximadamente un 1.4% de la poblacién es intolerante al gluten. Un test de
intolerancia al gluten tiene una sensibilidad del 97% (es decir, si se aplicase a 100 personas
intolerantes al gluten, se espera que 97 darian positivo y 3 negativo). EI mismo test tiene una
especificidad del 96% (aplicando el test a 100 personas sin intolerancia, 96 darian negativo y 4
positivo). Elegimos una persona al azar:

(i) ¢Cual es la probabilidad de que el test le dé positivo?
(ii) ¢Cual es la probabilidad de que le dé negativo?
(iii) ¢Cudl es la probabilidad de que, si le da positivo el test, sea intolerante al gluten?

P2) Sea y = f (x) la funcién positiva que cumple la ecuacion (x—l)2 +y?=1
(i) Expresa y en funcion de x y demuestra que existe un punto ¢ en su dominio tal que
f (c) =-1. Enuncia el resultado teorico utilizado, y justifica su uso.

(ii) ¢Cuanto vale el area comprendida entre la curva y = f (x) y el eje OX?

P3) Encuentra la ecuacion continua de la recta t que pasa por el punto A(2,4, —2) y corta a las
rectas

5 . X=-1+4
X— y+ Z
1 2 17 y ©
z=1+31

P4.1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que sea compatible indeterminado:

(a2—4)x+(a+2)y+22:4
(4-a%)x+z=2
(a®-4)x+(a+2)y+az=—4

Menciona el resultado teérico empleado y justifica su uso

P4.2) Dadas las siguientes matrices A y B, calcula ‘A-B‘l‘ en funcion del parametro t. ¢Para qué

valores de t no existe ‘A- B‘l‘ 2
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t+1 t? 2 t 3t t?-1
A=|t+1 t?+t-2 2-t| : B=|0 t 2-t
t+1 t? 4 t 4 t°

P5.1) Calcula la siguiente integral indefinida y el limite:

e2 _etan(x) ) 2X _ 2
—————adx X lim —;
4-cos’® (x) O g

X242

P5.2) Estudia las asintotas y simetrias de la funcién f (x)=

AYUDA

e \/olumen de una esfera: %ﬂRB

e Area de una esfera: 47R’
e Ecuacion de circunferencia de radio R centrada en (a, b): (x—a)” +(y—b)’ = R?
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SOLUCIONES

P1) En Navarra, aproximadamente un 1.4% de la poblacion es intolerante al gluten. Un test de
intolerancia al gluten tiene una sensibilidad del 97% (es decir, si se aplicase a 100 personas
intolerantes al gluten, se espera que 97 darian positivo y 3 negativo). EI mismo test tiene una
especificidad del 96% (aplicando el test a 100 personas sin intolerancia, 96 darian negativo y 4
positivo). Elegimos una persona al azar:

(i) ¢Cudl es la probabilidad de que el test le dé positivo?

(ii) ¢ Cudl es la probabilidad de que le dé negativo?

(iii) ¢Cuadl es la probabilidad de que, si le da positivo el test, sea intolerante al gluten?

Llamamos I al suceso “la persona es intolerante al gluten”, T+ a “el test da positivo” y T— a “el test
da negativo”.
Por la informacion proporcionada tenemos las siguientes probabilidades:

P(1)=0014; P(T +/1)=097; P(T~/1)=0.03; P(T~/1)=0.96; P(T +/1)=004.

(i) Debemos calcular P(T +) . Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(T+)=P(1)P(T+/1)+P(T)P(T +/1)=0.014-0.97+0.986-0.04 = 2051 _ 4 05302
50000

La probabilidad de que a una persona elegida al azar el test le de positivo vale 0.05302.

(ii) Debemos calcular P(T —). Utilizamos la probabilidad del suceso contrario T + que ya hemos
calculado.

P(T -)=1-P(T +)=1-0.05302 =

La probabilidad de que a una persona elegida al azar el test le dé negativo vale 0.94698

(iii) Debemos calcular P(I IT +). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

p(11T+) = P(InT+) _P()P(T+/1) _0014-0.97 | 679 — 0.2561
P(T +) P(T+) 0.05302  |2651

La probabilidad de que una persona que ha dado positivo en el test sea intolerante al gluten es de
0.2561.
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P2)Sea y=f (x) la funcidn positiva que cumple la ecuacion (x—l)2 +y?=1
(i) Expresa y en funcion de x y demuestra que existe un punto ¢ en su dominio tal que f (c) =-1.

Enuncia el resultado tedrico utilizado, y justifica su uso.
(ii) ¢Cuanto vale el area comprendida entre la curva y = f (x) y el eje OX?

(i) Despejamos y de la expresion.

(x—1)2+y2 =1=y? :1—(x—1)2 :1—(x2—2x+1):2x—x2 =y =+V2x—X°

La funcidn es y =+v2x—x2.

El dominio de la funcién es [0,2].

2x — X? :0:>x(2—x):O:>{

1€[0,2]=2-1-1° =1> 0= Existe \J2x X2

La funcion y =++2x—x* es continua en [1,2] y derivable en (1,2). Aplicando el teorema del

valor medio tenemos que existe ¢ (1,2) tal que f(c)=

(ii) La ecuacion (x—l)2 +y® =1 es la ecuacion de una circunferencia de radio 1y centro en C(l, 0)

. La funcién y = +y2x—x? es la parte positiva de la circunferencia.
El area contenida en la circunferencia es 7R? = z-1* = 7 unidades cuadradas.
El area comprendida entre la curva y = f (X) y el eje OX es la mitad del &rea del circulo y vale

% unidades cuadradas.

Vv=+v2rx—x
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P3) Encuentra la ecuacion continua de la recta t que pasa por el punto A(2,4, —2) y corta a las

rectas
Xx=-1+1
SEZ:E:Xiiz_ y r=y=-2 AeR
- 2 z=1+31

Determinamos la posicion relativa de ambas rectas. Para ello obtenemos un vector director y un

punto de cada una de ellas.
-2 + u =(-12,1
X y+l z { s ( )

-1 2 1 |p(2-10)

X=-1+4 {\7,=(1,0,3)
r=qy=-2 AeR=

7=1+31 Q (-1-21)

Las coordenadas de los vectores directores no son proporcionales. Las rectas no son coincidentes

ni paralelas.
u =(-121 _

Las rectas se cortan o cruzan. Determinamos el valor del producto mixto [us,v,, PSQ,] :

2710 | oa (C1-2.0)(2,-1.0)=(-3 1.1

Q. (-1-2.) =PRQ, =(-1-21)-(2,-1,0)=(-3,-11)

u,=(-12.1) 1021

v, =(10,3) =|u,v,PQ [=[1 0 3=0-18-1-0-2-3=-2420
PO, - (311 A

Como el producto mixto es distinto de cero las rectas se cruzan.
Hallamos las coordenadas de un punto genérico de cada recta.

X=2-«a

_ u =(-121
SEX_ZZV_H:ES u, =( ):>SE y=-1+2a=B(2-a,-1+2a,a)
- 2 1 |P(2-10)
l=x
X=-1+4
r={y=-2 =C(-1+4,-21+32)
z=1+34

www.ebaumatematicas.com

8 de 296


http://www.ebaumatematicas.com/

PAU extraordinaria 2026 Matemadticas Il en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

La recta t debe contener los puntos A, By C. Para ello los puntos deben estar alineados y para

ello los vectores AB y AC deben tener coordenadas proporcionales. Hallamos los valores de o
y A para que esto ocurra.

A(2,4,-2)

MAB=(2-a,~1+2a,a)—(2,4,-2)=(~a,~5+2a,a +2
B(2—a,—1+2a,a)}:> (2—a,-1+2a,a)—( )=(-a,-5+2a,a+2)

A(2,4,—2) .
= AC =(—1+ /I,—2,1+3/1)—(2,4,—2) = (—3+ /1,—6,3+3/1)
C(—1+i,—2,1+3/1)
A—B'”A—C'::) 04 :—5+2a:a+2
-3+4 -6 3+31
—-a -5+2a
= — 6 =15-6¢ -51+2la -5 12a +51-2a1 =15
-3+4 -6
= =
S5+2a a+2
= = -15+6a —-154+ 60l =-6a—-12 >12a —154A +6a4 =3
) 3+31

120 +54-201=15—(x3)  [36a+151 -6l =45
- -
12 —154+6aA =3 1200 154 +6aA =3

48t =48= a=1=|AB=(-1-3,3)

La recta t buscada es la recta que pasa por el punto Ay que tiene como vector director
AB =(-1,-3,3).

W=AB=(-1-33)| x-2_y-4 2-3
A(2,4,-2) et +os s
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P4.1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que sea compatible indeterminado:

(a®-4)x+(a+2)y+2z=4

(4-a%)x+z=2

(a2—4)x+(a+2)y+az:—4
Menciona el resultado teérico empleado y justifica su uso

a’-4 a+2 2
El sistema de ecuaciones planteado tiene como matriz de coeficientes A={4-a* 0 1|y
a’-4 a+2 a

a’-4 a+2 2 4
como matrizampliada A/B={4-a> 0 1 2
a’-4 a+2 a -4

Usamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente al dado pero mas facil
de estudiar.

- s 5 4 Fila 22 + Fila 128
a — a
- 4-a2 0 1 2

AlB=|d4-a> 0 1 2
“la’-4 a+2 2 4

2
a’-4 a+2 a -4 0 a+2 3 6— NuevaFila2?
A
a’—4 a+2 2 4
=| 0 a+2 3 6
0 0 a-2 -8

A/B

Fila 32 — Fila 12
a’-4 a+2 a -4
—a’+4 —a-2 -2 -4
0 0 a-2 —-8—> NuevaFila3?

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes A.

a’-4 a+2 2
A=| 0 a+2 3 |=(a’-4)(a+2)(a-2)=(a+2) (a-2)
0 0 a-2

A=0= (a+2) (a—2) =0 | B==2
[Al=0=(a+2)
a=2

Analizamos tres situaciones diferentes.

CASOl. a=—2ya=2

En este caso el determinante de A es distinto de cero y su rango es 3, al igual que el rango de la
matriz ampliada y el nimero de incdgnitas. Aplicando el teorema de Rouché-Frobenius el
sistema tiene una Unica solucion.
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CASO 2. a=-2

En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. La matriz ampliada
A

—
00 2 4
queda [0 0 3 6 |.Lacolumna tercera es el doble de la columna segunda. El rango de
0 0 4 -8
A/B

la matriz Ay A/B es 1, menor que el nimero de incdgnitas. Aplicando el teorema de Rouché-
Frobenius el sistema tiene infinitas soluciones. Determinamos la expresion de estas

soluciones.
A
—
00 2 4 22=4 X=a
0 0 3 6 |=432=6 =z=2=|jy=4;a,4€R
0 0 -4 -8 —47=-8 =2
A/B
CASO 3. a=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. La matriz ampliada
—
0 4 2 4
queda |0 4 3 6
0 00 -8
%,—J
A/B

El rango de A es2 y el de A/B es 3. Los rangos son distintos y aplicando el teorema de Rouché-
Frobenius el sistema no tiene solucion.
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P4.2) Dadas las siguientes matrices A y B, calcula ‘A-B‘l‘ en funcion del pardmetro t. ;Para qué

valores de t no existe ‘A- B‘l‘ ?

t+1 t? 2 t 3t t’-1
A=|t+1 t*+t-2 2-t| B=|0 t 2-t
t+1 t? 4 t 4 t°

Para que exista la inversa de B su determinante debe ser distinto de cero.

Fila3?-Filal?
t 3t t*- ) t 3t t°-1
t 4t
|B|:(t) :t 2t;t= s e :8 : th:
0 t 1
Fila3?—-Fila 22 st t2_1
ot =0 t 2-t|=t*(t-1)
0 -t t-2
50 -1 0 0 t-1

El determinante de B se anula para t =0y para t =1.
La expresion ‘A- B’l‘ solo existe para valores de t distintos de O y de 1.

Calculamos el determinante de la matriz A.

, 5 Fila22-Filal? Fila3?—Filal?
t+1  t
N , t+1 tP+t-2 2-t||t+1 t* 4
|Al=t+1 t?+t-2 2-t|= 1l g o (Totel 2 of"
t+1  t°
0 t—-2 —t 0 0 2
t+1 t* 2
= 0 t-2 —t|=2(t+1)(t-2)
0 0 2

Sabemos que |Al=2(t+1)(t—2) y |B|=t*(t—1). También sabemos que ‘B‘l‘ :é .

Calculamos la expresion de ‘A- B‘l‘ para valores de t distintos de O y 1.

A _2(t+1)(t-2)

A A e g
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P5.1) Calcula la siguiente integral indefinida y el limite:

e2 _etan(x) ) 2X _ 2
————dx X lim —;
4-cos®(x) e el _q

Calculamos la integral indefinida usando un cambio de variable.

Cambio de variable
2 tan(x) 2 tan(x)
JLd _e_Je_dx: tan (x) =t > — k=t >/ =

4-cos’(x) 4 ) cos®(x) cos? X
— dx = cos? (x)dt

2 t 2 2 2
& e—cosz(x)dt:e—je‘dt:e—et: € et 4 K
4 4 4

. - . 2-2 . 2 -2
fim = = fim ——— = im =~
4201 _q (22)2x+1 -1 22x+1 _1
2X 4 4 4
N S el v 240
lim :Ilm2 1=I|m 1= —i’o_ =
x——0 2X +1 xa—ooi 4 X—)—002+7 2. 2+0
X X X —00
1
27 -2 F_ 1
= = =—-2=0-2=|-2
2'—1 1 +00 -

www.ebaumatematicas.com
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. ] N L 3x% +2
P5.2) Estudia las asintotas y simetrias de la funcion f (x) = 5
X_

Estudiamos la simetria de la funcion.

X2 +2
f(x)= o

3(-x)"+2 3x2+2
f(—x): (—x)—2 :—x—Z

_f(x)__3x2+2_3x2+2
X—2 —X+2

La funcion no presenta ningun tipo de simetria, ni par ni impar.

El dominio de la funcion son todos los nimeros reales menos los valores que anulan el
denominador. EI dominio de la funcién es R —{2}.

Asintota vertical. x=a
¢ X =2 es asintota vertical?
) . 3P +2 32242 14
lim f (x)=1im = —— =
xX—>2 x>2 X—2 2-2 0
X =2 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b

3¢ 2 3+ 2 3+
L B2 2 2 "o 340
b= lim £ ()= lim == - lim -~ lim 2 - % - 55
N X X2 oo o
La funcion no tiene asintota horizontal.
Asintota oblicua. y=mx+n
3x*+2 3x2+2 3+2 3+2
. f(x) . . 2 T2 T2 ) —
m:|lmL=|lmX;2:|lm32( 2 _lim XX —lim—% = o _3+0_g4
x—0 X X—>00 X X200 X —2X  x—>w Xﬁ_% X—>00 1_3 1_2 1-0
x* X2 X 00
2 2 _nay2
nzllm(f(x)—mx):|m3x +2—3x: .m3x +2-3x +6x:“m6x+2:
X—>0 X—>0 X—2 X—>0 X_2 X—o0 X —
Q+E 6+g 6+g 640
:Iim;(( szllm ;(— 7= =6
X—>00 X z X—>0 1_7 1_7 1_0
X X o0

www.ebaumatematicas.com
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Larecta y=3x+6 esasintota oblicua de la funcion.

TR

$=
[==]

La grafica es simetrica respecto del punto (2, 12).

2
Para x=2-1=1 tenemos que 1‘(1)=31l ;2:—5
2
Para X =2+1=3 tenemos que f(3):33 ;2:29.
Se cumple que S+24_ 4,
2
Para Xx=2-2=0 tenemos que f(O):3 0 +2:—1.
2
Para X =2+2=4 tenemos que f(3):3:' ;2:25.

-1+25

Se cumple que 12.

Y asi se cumple para cualquier par de valores simétricos respecto de x=2.
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Responde P1, P2y P3, una de entre P4.1 y P4.2 y otra entre P5.1 y P5.2.

P1) Dada una hoja de papel de dimensiones 20cm x 30cm, calcula el lado del cuadrado a recortar en
cada esquina de forma que la caja resultante de subir las solapas que quedan, sea de volumen
maximo.

P2) Calcula los valores posibles de r y t para que |A|+|B|=4, sabiendo que

t t t 1+r r 3r
A=|t 3+t -3+t|; B=| 2 -1 1
2 -1 5 r r 3r

P3) Encuentra la ecuacion continua de la recta t que corta perpendicularmente a las rectas

X=-4+31
rEEZy_H:z;Z y s=:y=1+41 AelR
1 1 -2
z=-1+21

P4.1) En un examen tipo test de 10 preguntas, cada pregunta tiene para elegir 4 respuestas, de las
cuales solo una es correcta. Si se responde al azar:
(i) ¢Cual es la probabilidad de fallar todas?
(i1) ¢ Cuél es la probabilidad de acertar 7 exactamente?
(iii) Para aprobar se deben responder al menos 7 bien. ¢ Cudl es la probabilidad de aprobar?

P4.2) Desde hace siglos, tal y como quedé reflejado en una sentencia de 1375, cada 13 de julio los
habitantes de Bearne entregan tres vacas a los roncaleses, conociéndose tal tratado como el Tributo
de las Tres Vacas o Iror Emontarzuna (en roncalés). Dado que los habitantes del valle del Roncal
hablaban roncalés (dialecto del euskera) y los habitantes de Bearne hablaban bearnés (dialecto del
gascén), se cree que fueron los suletinos quienes, ademas de participar en el arbitraje junto con
habitantes de Anso, facilitaron las labores de traduccion, pues es sabido que algunos de ellos
hablaban tanto el suletino (dialecto del euskera cercano al roncalés) como el bearnés.
Supongamos que se juntaron 5 bearneses, 5 roncaleses y 2 suletinos sobre la Piedra de San Martin.
Suponiendo que los bearneses se comunican entre si en bearnés, los roncaleses en euskera y que
los suletinos también hablaban entre ellos Unicamente en euskera (pero siendo estos ultimos
capaces de comunicarse en bearnés con los habitantes de Bearne), responde:

(i) Cogiendo dos personas al azar, ¢cual es la probabilidad de que se comuniquen en euskera?
(ii) Cogiendo dos personas al azar, ¢ cual es la probabilidad de que se comuniquen en bearnés?
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(iii) En 1375, tras firmar la paz, los 5 roncaleses y 5 bearneses se fueron a la cantina de Joantxo a
celebrarlo. Si en una mesa han sido sentados tres ellos al azar, ¢cudl es probabilidad de que no
hablen todos el mismo idioma?

P5.1) El pintor Coreano Tokien-co Lorelari idea sus cuadros mediante funciones matematicas. El
cuadro mostrado (conformado por cielo azul, sol amarillo, monte verde y mar azul oscuro) esta
compuesto por las curvas correspondientes a las siguientes tres ecuaciones:

1 1 .
y= O.15+2—Ocos(47rx); (x=0.3)" +(y-07)" = T 0.2+ X-[sin (27zX)|
Asocia cada curva con su ecuacion. ;Qué porcentaje del cuadro es monte visible (verde)?

l T I T

0,8

0,6

0,4}

1

0.2

0() 02 04 06 08 |

P5.2) Sea f(x)=log, (x-(sin(7x)+2)). Demuestra que existe un punto ¢ en [2, 4] tal que

f'(c):%.

AYUDA

4
e \olumen de una esfera: — 7R?

e Area de una esfera: 47R?
e Ecuacidn de circunferencia de radio R centrada en (a, b): (x—a)2 +(y—b)2 = R?
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P1) Dada una hoja de papel de dimensiones 20cm x 30cm, calcula el lado del cuadrado a recortar en

cada esquina de forma que la caja resultante de subir las solapas que quedan, sea de volumen
maximo.

Dibujamos la situacion planteada.

20-2x 20 cm

30-2x

X

30 cm X
La caja tiene de base un rectangulo de lados 30—2x y 20—2x, siendo su altura x. EI volumen de

esta caja es V (x) =(20—-2x)(30—2x)x, siendo 0<x<10.
Derivamos la funcion volumen de la caja y averiguamos cuando se anula dicha derivada.

V7(x)=-2(30-2x)x+-2(20-2x)x+(20—-2x)(30-2x) =
=—60X +4x* — 40X+ 4x* + 600 — 40x — 60x + 4x* =V "(x) =12x* — 200x + 600

V7(x)=0=12x*-200x+600 = 0 = 3x* ~50x +150 =0 =

50-10V7 |25-57
50+ (~50)° —4-3:150 50107 5 | 3 %
= 2.3 "6
50+10V7 _ 25+5*ﬁ=12.74>1o
6 3
Sustituimos x = ﬂ en la segunda derivada.
V7(x) =12x* —200x+600 =V "(x) = 24x — 200 =
v BT 5 55T o o5
3 3
25-5J7 . g .
Para x :T la primera derivada de la funcion volumen se anula y la segunda derivada toma
valor negativo. La caja es de volumen maximo para un recorte en cada esquina de un cuadrado de
lado x = ﬂ =3.92 centimetros.
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P2) Calcula los valores posibles de r y t para que |A|+|B|=4, sabiendo que

t t t 1+r r 3r
A=|t 3+t -3+t|; B=| 2 -1 1
2 -1 5 r r 3r

Obtenemos la expresion de los determinantes de Ay B.

t t t t O t
|A|=|t 3+t -3+t|={Columna22—Columnald}=|t 3 -3+t|=
2 -1 5 2 -3 5

t 0 O
={Columna3?—Columnal?} =t 3 —3/={Columna3*+Columna 23} =
2 -3 3
t 0 O
=t 3 0/=t-3-0=0
2 -3 0
1+r r 3r 1+r r 3r
B]=| 2 -1 1|={Fila®*-Filal}=| 2 -1 1|=
r r 3r -1 0 O
1+r r A4r
={Columna3*+Columna2?}=| 2 -1 0|=—4r
-1 0 O

Comprobamos cuando se cumple la igualdad.

|Al+|B|=4=0-4r=4=|r=—=-1

La igualdad se cumple para r =—1y cualquier valor de t.
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P3) Encuentra la ecuacion continua de la recta t que corta perpendicularmente a las rectas
3 5 X=—-4+31
r=X_YE2 272y s2ly-144 AeR
1 1 -2
z=-1+24

Determinamos la posicion relativa de ambas rectas. Para ello obtenemos un vector director y un
punto de cada una de ellas.

coX_y+3_z-2_ Ju=(11-2)
1 1 =2 P (0,-3,2)
X=-4+31 —
{vs:(?,,l,z)
s=qy=1+4 AeR=
z=-1+2A Q. (-41-1)

Las coordenadas de los vectores directores no son proporcionales. Las rectas no son coincidentes

ni paralelas.
u=(13-2) 1 1 -2
. S oFoFE—
v.=(312) | 371" 2

Las rectas se cortan o cruzan. Determinamos el valor del producto mixto [ur,vs, RQS] :

P03 | o - (41-1)-(0,-3.2) = (-4,4-3

QS(—4,1,—1) = rQs_(_ Ul )_( 1T )_(_ ! ’_)

U, =(11-2) 11 -2

v, =(312) =|u.v,,PQ =3 1 2|=-3-8-24-8+9-8=-4220
RO~ (449 4

Como el producto mixto es distinto de cero las rectas se cruzan. Hallamos la recta t que corta
perpendicularmente a ambas. Un vector director de la recta t es el producto vectorial de los vectores

u, yv,.
u, =(11,-2)

v, =(31,2)

i j k
}:»ufm?sl 1 -2/=(2+2)i+(-2-6) j+(1-3)k =(4,-8,-2)
31 2

Hallamos el plano m que contiene las rectas r y t. Este plano tiene como vectores directores u, y

1— — .
W, =§u’ xV, .Y contiene el punto P.
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0 =(11-2)

X y+3 z-2
Wt:%IX\TS:(z,—4,—1) s>zl 1 -2|=0=
P(0,-32)ex 2 =4 A

= -X-4y-12-47+8-27+4+y+3-8x=0=>

= -9x-3y-62+3=0=|7:3Xx+y+2z-1=0

Hallamos el punto de corte de la recta s y el plano 7 :3x+y+2z—1=0. Este punto pertenece a la
recta t que intentamos determinar.

mT:3X+Yy+22-1=0

X =—4+3
= 3(—4+31)+1+A+2(-1+24)-1=0=
S=qy=1+41
1=-1+21

=-12+91A+1+1-2+41-1=0=>141=14>

X=—4+31=-1
= 1=1={y=1+1=2  =[R(-121)
z=-1+21=1

Determinamos la ecuacion continua de la recta t.

R(-121) x+1 y-2 z-1
. =t = =
W = (2,-4,-1) 2 4

x+1 y-2 z-1

La recta t que corta perpendicularmente a r y s tiene ecuacién t: 2 L

S
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P4.1) En un examen tipo test de 10 preguntas, cada pregunta tiene para elegir 4 respuestas, de las
cuales s6lo una es correcta. Si se responde al azar:

(i) ¢Cudl es la probabilidad de fallar todas?

(if) ¢Cuél es la probabilidad de acertar 7 exactamente?

(iii) Para aprobar se deben responder al menos 7 bien. ¢ Cual es la probabilidad de aprobar?

Consideramos la variable aleatoria X = Numero de respuestas falladas en un examen tipo test de 10
preguntas cuyas respuestas se realizan al azar.

Esta variable es una binomial, siendo n = nimero de repeticiones = 10 y p = probabilidad de fallar
una pregunta = 3/4 = 0.75. X =B(10,0.75).

(i) Como las respuestas son independientes entre si la probabilidad de fallar todas las respuestas es
el producto de las probabilidades de fallar cada una de ellas.

P(X =10)=0.75" =|0.0563
(i1) Debemos calcular la probabilidad de fallar 3 respuestas: P(X = 3) :

10 9.
P(X =3)=(3 jo.753-o.257 =%0.753-0.257 =|0.0031

(iii) Para aprobar se deben responder correctamente a 7, 8, 9 0 10 preguntas. Para ello se deben
fallar 3, 2, 1 0 0 preguntas.

P(X=3)+P(X=2)+P(X =1)+P(X =0)=
1 1 1 1
= (30]0.753 -0.257 +[20j0.752 -0.25% + (10J0.751 -0.25° +(00]0.75° .0.25% =

10-9-8

0.75%.0.25 +¥0.752 -0.25° +10-0.75-0.25° +0.25" = |0.0035

La probabilidad de aprobar tiene un valor aproximado de 0.0035.
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P4.2) Desde hace siglos, tal y como quedd reflejado en una sentencia de 1375, cada 13 de julio los
habitantes de Bearne entregan tres vacas a los roncaleses, conociéndose tal tratado como el Tributo
de las Tres Vacas o Iror Emontarzuna (en roncalés). Dado que los habitantes del valle del Roncal
hablaban roncalés (dialecto del euskera) y los habitantes de Bearne hablaban bearnés (dialecto del
gascon), se cree que fueron los suletinos quienes, ademas de participar en el arbitraje junto con
habitantes de Anso, facilitaron las labores de traduccion, pues es sabido que algunos de ellos
hablaban tanto el suletino (dialecto del euskera cercano al roncalés) como el bearnés.
Supongamos que se juntaron 5 bearneses, 5 roncaleses y 2 suletinos sobre la Piedra de San Martin.
Suponiendo que los bearneses se comunican entre si en bearnés, los roncaleses en euskera y que
los suletinos también hablaban entre ellos Unicamente en euskera (pero siendo estos ultimos
capaces de comunicarse en bearnés con los habitantes de Bearne), responde:

(i) Cogiendo dos personas al azar, ¢cual es la probabilidad de que se comuniquen en euskera?

(ii) Cogiendo dos personas al azar, ¢ cual es la probabilidad de que se comunigquen en bearnés?

(iii) En 1375, tras firmar la paz, los 5 roncaleses y 5 bearneses se fueron a la cantina de Joantxo a
celebrarlo. Si en una mesa han sido sentados tres ellos al azar, ¢cual es probabilidad de que no
hablen todos el mismo idioma?

(i) Hay 12 personas en la cantina. Una vez elegida la primera persona (una entre 12) solo quedan 11
personas, entre las cuales se elige una de ellas. Las distintas parejas que se pueden formar son
12-11=132. Hay 5 roncaleses y 2 suletinos que hablan euskera entre ellos y con los roncaleses,

por lo que las formas de elegir dos personas que hablen euskeraes7 - 6 = 42.
La probabilidad de que las dos personas elegidas al azar se comuniquen en euskera vale

42 T 0.3182.

132 22

(if) Hay 5 bearneses que hablan bearnés, por lo que las formas de elegir dos personas que hablen
bearnés es 5 - 4 = 20. A estos le sumamos las posibles parejas de un bearnés y un suletino: 5 - 2 +
2 - 5=20. La probabilidad de que las dos personas elegidas al azar se comuniquen en bearnés vale

20+20 _10 _ 403,

132 33

(iii) Las formas de sentarse las 10 personas en la mesa son 10 - 9 - 8 = 720. Existen muchas maneras
de sentarse en la mesa de forma que no hablen todos el mismo idioma. Resulta méas sencillo
contabilizar los casos favorables al suceso contrario “hablan todos el mismo idioma”. Para ello
deben ser las tres personas roncaleses (5 - 4 - 3 =60) o las tres personas bearneses (5 - 4 - 3 =60).

P(No hablen todos el mismo idioma) =

60+ 60 21_1: g=0.8333

=1- P(Hablen todos el mismo idioma) =1
720 6
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P5.1) El pintor Coreano Tokien-co Lorelari idea sus cuadros mediante funciones matematicas. El
cuadro mostrado (conformado por cielo azul, sol amarillo, monte verde y mar azul oscuro) esta
compuesto por las curvas correspondientes a las siguientes tres ecuaciones:

1 1 .
y= 0.15+2—0cos(47rx); (x=0.3)"+(y-0.7)" = T 0.2+ x-[sin (27zx)|
Asocia cada curva con su ecuacion. ;Qué porcentaje del cuadro es monte visible (verde)?

l I I T T

|
0,8 @
0,6

0,4

( -
)(J 02 04 06 08 L

., 2 2 1 ] ] .,
La ecuacion (x — 0.3) +(y —0.7) = 100 corresponde a una circunferencia, por lo que es la ecuacion
del sol amarillo.

: - L 1
La curva del mar oscila de forma periodica, por lo que su ecuacion es y = 0.15+—cos(47zx) .

Por eliminacion la ecuacion y=0.2+ x-|sin (27zx)| es la montana.

La montafa visible es la integral definida de 0 a 1 de la diferencia entre y =0.2+ x-|sin(27rx)| e
1
=0.15+—cos(4rX).
y 20 (47)
Representamos la funcion y=0.2+ x-|sin (27zx)| como una funcion a trozos. Para ello averiguamos
cuando se anula sin(27zx).
2rx=0—->x=0

sin(2zx)=0= 27rx:7r—>x:2£:
T

N~

2rXx=27r > x=1

Para 0< X s%se cumple que sin(2zx)>0 y para %< x <1se cumple que sin(27x)<0

0.2+ x-sin(27zx) si 0<x < %
La funcion se puede expresar como y =0.2+ x-‘sin (Zﬁx)‘ = _

0.2—x-sin(2zx) si %s x<1

Calculamos el area de la montafia visible.
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1/2
J 0.2+ x-sin (27rx)—[0.15+2—10cos(47rx)} dx +

0

rl 1/2
+ 0.2—x-sin(27zX){0.15+2—10005(47zx)}dx:J 0.05+ x-sin(27zx)—2—locos(47zx)dx+
0

J 12

rl
+| 0.05—x-sin (27[X)—%COS(47Z‘X)C|X =..

J 12

Calculamos la integral J'x-sin(27zx)dx usando el método de integracion por partes.

U=Xx—du=dx

X-sin(2zx)dx = 3 _
I (2mx) dv:sin(27zx)dx—>V:Isin(27rx)dx:_COSZ(Z”X)
T
:—COS(Zﬂ'X)-X_J—COS(Zﬂ'X) dX:_X.COS(ZEX)+iJ'COS(27z'X)dx:
27 27 27 21

_—x-cos(Z;:x)Jr 1 .sin(27zx)_ —x-cos(27rx)+sin(27zx)

27 Z 2 27 47’

Seguimos con el calculo de la integral definida.

o 0.05x—X'COS(Z”X)+Sin(22[x)—5in(4ﬂx) l/2+
27 A 20-4rx .
1
X-cos(2zx) sin(2zx) sin(4xx
+| 0.05x + (ﬂ)— (f)_ (”) =
2 A 20-4rx "
1-005(27:1) Siﬂ(Zﬂ'l) Sin(472'1)
1 2 2 2 2
=10.05—- + — -
27 A 20-47x

—10.05-0- + >
27 A 20-4rx

0-cos(27-0) sin(27z-0)_sin(47z-0)}

+| 0.051+

1-cos(27-1) _sin (27-1) _sin (47-1) ~
27 47 20-4rx
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1 ;-003(27;;) Sin(Zﬂ';j sin(%éj
— 0.055+ - — =

27 4P 20-4rx B

= 0.025+i+o.05+i—o.025+i = 0.05+i =0.368u?

A 27 Ar T

La montafia visible tiene un area de 0.05+1 =(0.368 unidades cuadradas y el cuadro es un
T

cuadrado de lado 1 y tiene una superficie de 1 unidad cuadrada.

El porcentaje del cuadro que ocupa la montafa visible vale w =0.368=36.8% .
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P5.2) Sea f(x):logz(x-(sin(ﬂx)+2)). Demuestra que existe un punto ¢ en [2, 4] tal que

La funcién f(x)=log, (x-(sin(;rx)+2)) es continua en [2,4] si la expresion que esta dentro del

logaritmo es positiva.

xe[2,4]= x>0

—1<sin(zx)<1=1<sin(7x)+2<3

}:> X-(sin(7x)+2)>0

La funcion es continua y derivable en el intervalo [2,4].

Aplicando el teorema del valor medio tenemos que existe ¢ <(2,4) tal que f’(c)= %
f (4)=log, (4-(sin(47)+2))=log, (8) =3 = [0 f(4)-1(2) 3-2 1
f(2)=log, (2:(sin(27)+2))=log, (4)=2 4-2 2 2
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PAU Extraordinaria 2025

Prueba de Acceso a la Universidad u p n a

Curso: 2024-2025

Universided Publica ce Navara
Mafarroaken Uninertsitats Publikog

Asignatura: MATEMATICAS II

Elige una pregunta de cada bloque P, A, B y C y respéndelas.

P1) El ayuntamiento de Baigorri quiere modificar la estructura del skate park que obedece a la funcion
negativa y = f (x) correspondiente a la ecuacién x* +y* =4, pasando este de ser un semicirculo

de 2 metros de radio a tener la siguiente forma (simétrica respecto al eje OY):

[TITTTIT] [ - T 1]
,;j;:rr-wz’??;ﬁm AT -—--.\;;\\
LA 4 )
f.,' | L# “‘ ‘14 ) —
t' | X
_,‘\ 0 |
X B 3 B
N
L] S
(a) Calcula el punto P. (0.5 puntos)

(b) De entre todas las rectas que prolongan el arco de circunferencia QP y pasan por P, calcula la

ecuacion de aquella que permite que la trayectoria del skate no se vea alterada al pasar de la
curva a la recta (no hay baches). (2 puntos)

P2) Un ciclista de montafia quiere ir de un punto A, localizado en el monte a 8 km de una pista recta,
a un punto C ubicado al final de la misma. Sabiendo que por la pista circulara a 20 km/h y fuera
de ella a 12 km/h, calcula a qué distancia de B debe unirse a la pista para llegar a C en el menor
tiempo posible. (2.5 puntos)

12 km/h

P 20 km/n 9

Y

15km
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Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real m y resuélvelo
en los casos en que sea compatible:

(mz—m)x+(m+2)y—z:1—m2
(m*—m)x+(2m+1)y=2
(m-m?)x—(2m+1)y+(m+2)z=2m+2

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

A2) Sean Ay B dos matrices cuadradas 3x3 tales que |A| :% y |B|=3. Calcula |C| sabiendo que

c=3(AY) (AB)
(2,5 puntos)

B1) Calcula la ecuacidn continua de la recta t que corta perpendicularmente a las rectas r y s, siendo:

(2,5 puntos)
(e X+y-2z-10=0 S_x—4_y+1_ Z
~|x+2-3=0 o1 1 41

B2) Calcula la ecuacion del plano que equidista de los puntos A(3,3,5) y B(1,-11). Calcula la
ecuacion de los planos que distan del plano anterior 6u. (2.5 puntos)

Cl1)Sea f(x)= exsm{%xj,

(2) Demuestra que existe un punto c en (2, 3) tal que f(c)= % Enuncia y justifica el resultado

tedrico empleado. (1,25 puntos)
(b) Demuestra que existe un punto d en (0, 2) tal que f (c) =0. Enuncia y justifica el resultado
tedrico empleado. (1,25 puntos)

C2) Calcula los tres puntos de corte entre f (x)=sin(zx) y g(x)=x>-x. Calcula el 4rea
encerrada entre ambas curvas. (2,5 puntos)

30 de 296 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU extraordinaria 2025 Matemadticas Il en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

SOLUCIONES

P1) El ayuntamiento de Baigorri quiere modificar la estructura del skate park que obedece a la funcion
negativa y = f (x) correspondiente a la ecuacién x* +y* =4, pasando este de ser un semicirculo

de 2 metros de radio a tener la siguiente forma (simétrica respecto al eje OY):

HEF R [ y =
i :" | ' /“"' I,, \“ =
;. \ : X ; X
| 0 ‘ Vel
| 1% HEEEE ] B
[ =
(a) Calcula el punto P. (0.5 puntos)

(b) De entre todas las rectas que prolongan el arco de circunferencia QP y pasan por P, calcula la

ecuacion de aquella que permite que la trayectoria del skate no se vea alterada al pasar de la curva
a la recta (no hay baches). (2 puntos)

(@) Siel angulo QOP esde 90°y la figura es simétrica el angulo que forma el vector OP con respecto
al eje OY es de la mitad de 90° (@,OY)=45°, por lo que las coordenadas del punto P son
P(x,—X).

Aplicando el teorema de Pitagoras tenemos que x* +y* =2°.

X +y*=4
P(x,—x)

}: x2+(—x)2:4:2x2 4= X =2=x=2> P(\/f—\/i)

Las coordenadas del punto P son P(«ﬁ —«/5) y las del punto Q son Q(—«/Z —\/E)

(b) Para que la trayectoria no se vea alterada la recta debe ser tangente a la curva.

La curva tiene ecuacion x> +y> =4 — y?> =4—x*> - y=—J4—x? . Tomamos la raiz negativa
pues la funcion es negativa.
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Hallamos la tangente a la funcion en f (x)=—yJ4—x* en x= J2.

f(x)= AR = () =2 X

PN ) Ja—x?

()= (] =72
f,<ﬁ):$:%=1 :>y+\/§:1(x—\/§):> y=X—2\/§
- 1(2)- ) )

La recta que pasa por el punto P y cumple lo pedido es la recta tangente al circulo y que pasa por
P, que tiene ecuacion y=x—2+/2.
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P2) Un ciclista de montarfia quiere ir de un punto A, localizado en el monte a 8 km de una pista recta,
a un punto C ubicado al final de la misma. Sabiendo que por la pista circulara a 20 km/h y fuera de
ella a 12 km/h, calcula a qué distancia de B debe unirse a la pista para llegar a C en el menor tiempo
posible. (2.5 puntos)

12 km/h

P 20 kmi/n 9

[
=

15 km

Completamos el dibujo para establecer la funcién tiempo total en hacer el recorrido en funcién.

12 kmih

8 km
20 km/h
B P 75.x C

[
—

15 km

e,

La distancia de A a P es la hipotenusa del triangulo rectangulo de catetos 8 y “x”.
AP’ =x2 +82 = AP =/64+ x2

64+ x°

Esta distancia la recorre a 12 km/h por lo que tarda en recorrerla 0 horas.

15— x

La distancia de P a C vale 15—Xx. Se tarda en recorrerla
El tiempo que tarda en ir de A a C pasando por P es la suma de los dos tiempos obtenidos.

J64+x> 15-x
f(x)= o +

20

. x[0,15]

Derivamos la funcién obtenida y obtenemos sus puntos criticos.

fx)=soare + 2 X g (=22 . o x 1

12 122J64+x% 20 1264+ x* 20

F(x)=0m—2 T 0= — X _ 1 o0x=12{64+ ¢ =
12\64+x> 20 1264 +x*> 20

:§x= a2y it — 0y _ga 36— x=+/36=6
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Solo consideramos el valor positivo de la raiz pues estamos trabajando con una distancia que debe
ser positiva. Y menor o igual a 15.
Estudiamos el signo de la derivada antes y después de este valor.

: 5 1

Antes de X =6 tomamos x=5y la derivada vale f"(5)= ——-—=-0.005<0.
) 12\/64 52 20

Después de x =6 tomamos x =7 y la derivada vale f’( ——_O 005>0.

12»\/64+72 20

La funcion decrece antes de X =6 y crece después. La funcion tiene un minimo relativo para este
valor.

Valoramos la funcién en los extremos del intervalo de definicion para decidir donde se sitda el valor
minimo absoluto.

1\/64 15 O 8 BT per

12 20 12
1 15 6 10 9 77
\/64 62 + = =1.283 minimo absoluto
12 20 60
f(15)= = \oar15t + 2108 17y 167
20 12 12

La distancia de B a la que debe unirse a la pista para llegar a C en el menor tiempo posible es de 6
Kilometros.
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Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real m y resuélvelo
en los casos en que sea compatible:

(m*—m)x+(m+2)y-z=1-m’
(mz—m)x+(2m+l)y:2
(m-m’)x—(2m+1)y+(m+2)z=2m+2

Menciona el resultado teérico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

m -m  m+2 -1
La matriz de coeficienteses A= m’-m  2m+1 0 |y lamatrizampliada es
m-m? —(2m+1) m+2

m’ —-m  m+2 -1 1-m?
A/B=|m>*-m 2m+1 0 2
m-m’ —(2m+1) m+2 2m+2
Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente mas sencillo.

2 , o Fila 3% +Fila 28

m-—m m+ — —Mm

, m-—m? —(2m+1) m+2 2m+2
A/IB=m"—m 2m+1 0 2 =9,

“me —(2m+l) m+2 2me2) [ amel 0 -

m-m 0 0 m+i2 2m+4

Fila 22 —Fila 12

2 m omal 0 ) m>—m m+2 -1 1-m?

-m*+m -m-2 1 -1+m? = 0 m-1 1 m+1
0 0 m+2 2m+4

0 m-1 1 m?+1 — Nueva fila22

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes del sistema triangular
equivalente obtenido.

m’—m m+2 -1
0 m-1 1 :(m+2)(m—1)(m2—m):(m+2)(m—1)m(m—1)=
0 0 m+2

m=0
=m(m+2)(m—1)2=0:> m+2=0—[m=-2]
m-1=0—[m=1]

Se anula cuandom =-2, m =0y cuando m = 1.
Nos surgen 4 situaciones distintas que analizamos por separado.

CASOLl m#=-2, m=0ym=1
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El determinante de A es no nulo, por lo cual su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada y el nimero de incdgnitas. Aplicando el teorema de Rouché el sistema es compatible

determinado (tiene solucion Unica).
Resolvemos el sistema equivalente obtenido aplicando el método de Gauss.

mom m+2 -1 1-m?) (M'-m)x+(m+2)y-z=1-m’
0 m-1 1 m’+1l|=> (m-1)y+z=m*+1 =>{m+2#0}=

0 0 m+22m+4 (m+2)z=2(m+2)

(m*—m)x+(m+2)y-z=1-m’

(m*—m)x+(m+2)y—2=1-m’
= (m-1)y+z=m*+1;= =
(m-1)y+2=m*+1
2(m+2)
I=——+=2
m+2
2_ 2 :3_ 2
(m*—m)x+(m+2)y=3-m’ (140} (m?—m)x-+(m+2)y m
= ={m-120!= 2 _ =
(m—l)y:m2—1 y:m —1:(m 1)(m+1):m+1
m-1 m-1

:>(m2—m)x+(m+2)(m+l):3—m2:(mz—m)x+m2+2+m+2m:3—m2:>

-3m?-3m+1
=(m?>-m)x=1-3m-2m?*={m(m-1)#0! = |[x=—— =
(m?~m) {m(m-1)=0} -

—_— 2_
La solucion es x:3m2—3m+1, y=m+1,z=2.
m?—m

CASO 2. m=0
En este caso el determinante de A es 0 y su rango no es 3. Estudiamos el rango de A y de A/B.

Triangulamos la matriz ampliada.

2-Fila 22 +Fila 12

0 2 -11 0 2 2 o
AIB=0 -1 1 1= , =
00 24 0 0 1 3— Nuevafila2?
Fila 32 —2-Fila 22 — N
02 -11 00 2 a4 02 -1 1
=100 1 3= 0, ¢ =0 0 1 3
00 24 150 0 25 Nuevafilaze| |22 0 2

A
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Por lo que el rango de A es 2 y el de la ampliada es 3. Al tener rangos distintos por el teorema de
Rouché el sistema es incompatible (sin solucién).

CASO 3. m=1
En este caso el determinante de A es 0 y su rango no es 3. Estudiamos el rango de A 'y de A/B.
Triangulamos la matriz ampliada.

Fila 32 —3-Fila 22 M

03 -10) |00 5 ¢ 0 3 -1 0
AIB=[0 0 1 2|4 o T ~lo o0 1 2
003 586) 1570 0 0oNuevafilaz| |22 00

A

Por lo que el rango de A es 2, al igual que el de la ampliada A/B. Los rangos son iguales, pero
menores que el nimero de incdgnitas (3). Por el teorema de Rouché el sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

Resolvemos el sistema a partir del sistema triangular equivalente obtenido.

A/B —ﬂ,
03 10 X=
00 1 2|=277 L3y 220 2 2. AeR
= =3y-2=0=|y==|=|yy=—; A€
’ 737773
00 0O
A
X=4
Las soluciones del sistema son <y :g; AeR
z2=2
CASO 4. m=-2
En este caso el determinante de A es 0y su rango no es 3. Estudiamos el rango de A 'y de A/B.
A/B
6 0 -1 -3
La matriz ampliada queda A/B=|{0 -3 1 5
0O 0 0 O
\—,_J

A

Por lo que el rango de A es 2, al igual que el de la ampliada A/B. Los rangos son iguales, pero
menores que el nimero de incognitas (3). Por el teorema de Rouché el sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

Resolvemos el sistema a partir del sistema triangular equivalente obtenido.

A/B
6 0 -1 -3
6Xx—z=-3 6X+3=z
A/B=|0 -3 1 5 | =
-3y+z=5 -3y+z=5
0O 0 0 O
%{_J

A
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= -3y+6X+3=5=06x-2=3y=> y=—§+2x:>

X=A1
Las soluciones del sistema son y=—§+ 21; LeR.

z2=3+641

X=A1

2
y:—§+2/1; AeR
z2=3+64

Resumiendo: Si m= -2, m=0ym =1 el sistema es compatible determinado siendo su solucién

-3m?-3m+1
X=——m———

o ,yy=m+1lz=2.

Si m=1 el sistema es compatible indeterminado siendo sus soluciones <y =

Si m=0 el sistema es incompatible.

X=A

Si m=-2 el sistema es compatible indeterminado siendo sus soluciones <y = —§+ 21, 1eR.

2=3+64
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A2) Sean Ay B dos matrices cuadradas 3x3 tales que |A| :% y |B| = 3. Calcula |C| sabiendo que

c=3(A) (AB)
(2,5 puntos)

Como no tenemos las matrices A ni B solo podemos utilizar las propiedades de los determinantes
para determinar el valor de |C|.

|C|:‘3-(At)2-(A-B)1 =3|(A) (AB) =3 (At)ZH(A-B)l -
2 1 .1 2 JMIA 27)A 27'; 9
=27 A =27 A = uld i PR
o A-B| A |A-[B| W'|B| B| 3 3

He utilizado varias propiedades de los determinantes.
1. Si M es una matriz 3x3 entonces Det(3M) =3’Det(M ).

2.Si My N son dos matrices entonces Det(M -N )= Det(M )-Det(N).
3. Si M es una matriz entonces Det(M‘): Det(M).

) .. ) 1
4.Si M es una matriz invertible entonces Det(M ‘1) = r

(M)
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B1) Calcula la ecuacidn continua de la recta t que corta perpendicularmente a las rectas r y s, siendo:
(2,5 puntos)
r_{x+y—22—10:0 G_X=4_y+l_ 2

X+2-3=0 -1 1 -1

Hallamos un punto, un vector director y las ecuaciones paramétricas de las dos rectas.

X+y—-2z-10=0 X+y—-2z-10=0
r= = =3-2+y-22-10=0=>

X+z2-3=0 X=3-12

X=3-4 —
v, =(-131)
=>y=7+31=>r:yy=7+34, AeR=
P,(37,0)
Z2=4
L=(11-1) <7
g=X—4_y+1_z-0_ JU=(=%4=0) o y=-1l+a,aecR
-1 1 -1 |Q,(4,-10)
1=-a

Debemos determinar la posicion relativa de las dos rectas.
Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no son paralelas

ni coincidentes.
(-13.1) } 13 1
=

(-11-1)

Vr

uS

Las rectas se cortan o se cruzan. Obtenemos el valor del producto mixto [v, U, RQS] :

P (3,7,0) .
=PQ, =(4-10)-(3,7,0)=(1-8,0)
Q. (4,-10)
v, =(-131) 1 3 1
0 =(-11-1) {=[V,U,PQ]=l1 1 -1=0-3+8-1-0+8=12%0
PQ, =(1,-8,0) 1 8 0

Al ser distinto de cero las rectas no se cortan. Las rectas se cruzan.

Un vector director de la recta t perpendicular comin a ambas rectas es el producto vectorial de los
vectores directores de lasrectasr y s.

VI'

(23 | . |} o
. =V, xu =|-1 3 1|=-4i-2j+2k=(-4,-2,2)
u, =(-11,-1)
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Tomamos como vector director de la recta t el vector w, = _71\7r XU, = _71(—4, -2,2)=(2,1,-1).

s

™

Hallamos la ecuacion del plano 7z, que contiene a la recta r y que tiene como otro de sus vectores
directores el vector director de la recta t.

l_j:wt.z(z’l’_l) Xx-3 y-7 1z
v=v,=(-131) t=>7:| 2 1 -=0=
P (3,7,0) e -1 3 1

=>X-34+y-7+62+72-2y+14+3x-9=0= |7, :4X-y+72-5=0

Hallamos el punto A de corte del plano 7, y la rectas.

7 4X—y+72-5=0

X=4-a
:>4(4—a)+1—a—7a—5=O:>16—4a+1—a—7a—5=0:>
siyy=-1+a
I=-a
x=4-1=3
= -12a0+12=0=a=1=:y=-1+1=0= A(3,0,—1)
z=-1

La ecuacion continua de la recta t que corta perpendicularmente a las rectas r y s es la ecuacion de
la recta que pasa por A con vector director w, =(2,1,-1).

A(3,0,—1)€t .X_3 y z+1
— = -
w, =(2,1,-1) 1

. . ., X—3 z+1
La recta t que corta perpendicularmente a las rectas r y s tiene ecuacion t: > = % = 1
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B2) Calcula la ecuacion del plano que equidista de los puntos A(3,3,5) y B(1,—1,1). Calcula la
ecuacion de los planos que distan del plano anterior 6u. (2.5 puntos)

A

1

*l'
J,
l s

El plano que equidista de los puntos A y B contiene el punto medio del segmento AB 'y tiene como
vector normal el vector AB o un vector proporcional (en la misma direccion).

A(335))
B(1, _1,1)} = AB=(1-11)—(335)=(-2,-4,4)

S P |
n=—-AB=—-(-2-4-4)=(122) ﬁ;x+2v+22+D:0}
=

(1-11)+(3.3,5) T M=(213)ex

2

M = =(2,1,3)e;z

=2+21+2:3+D=0=10+D=0=D=-10=|7:x+2y+2z-10=0

La ecuacion del plano que equidista de los puntos Ay B es 7:x+2y+2z-10=0.

Un plano " paralelo a m tienen ecuacién z":x+2y+2z+D=0.

Como el punto M pertenece al plano m determinamos el valor de D para que la distancia del
punto M a otro plano t ~ paralelo a él valga 6 unidades.

7 Xx+2y+2z+D=0
M =(2,1,3)
d(M,ﬂ')zG

- |2+2:1+2-3+D)| P 10+ D| PN

V12422422

10+D=18 >D=8— |, :x+2y+22+8=0

= [10+D|=18=

10+D=-18 >D=-28>|7, : Xx+2y+22-28=0

Los planos que equidistan 6 unidades del plano 7z son 7z, : x+2y+2z+8=0y
7T, X+2y+22-28=0.
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Cl)Sea f(x)= ex'sm(?xj.

a) Demuestra que existe un punto c en (2, 3) tal que f (c) = % Enuncia y justifica el resultado

tedrico empleado. (1,25 puntos)
b) Demuestra que existe un punto d en (0, 2) tal que f (c) =0. Enuncia Yy justifica el resultado
tedrico empleado. (1,25 puntos)

a) Vamos a utilizar el teorema de los valores intermedios (teorema de Darboux):

Sea f :[a,b]—>R una funcion continua en [a, b] . Entonces, para todo valor u comprendido

entre f(a) y f(b) se tiene que existe ce(a,b) tal que f(c)=u.

X-sin| —-
La funcion f (x) =e (2 J es una funcion continua pues el exponente es producto de funciones
continuas. La funcion es continua en R y en particular en el intervalo [0, 3].

0-sinf —-0
Si consideramos el intervalo [0,3] tenemos que f (0)=e [2 ] =e’=1y
3sin 3z
f(3)=¢e % =e¥V =g =13:o.o498.
e
Como f(1)=0.0498< % <1= f (0) podemos aplicar el teorema de Darboux y afirmar que existe

€(0,3) tal que f(c)==

b) Vamos a utilizar el teorema de Rolle.

Sea f(x) una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b), Si f(a)= f(b) entonces existe
ce(a,b) tal que f’(c)=0.

La funcidn f(x):eX'sm(z'XJ es continua en [0,2] y derivable en (0,2). Como f(0)=1y

f(2)= ezsm(7j =e?™"") =¢° =1 se cumple que f(0)= f(2) por lo que aplicando el teorema de

f
Rolle podemos afirmar que existe ¢ €(0,2) tal que f“(c)=0.
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C2) Calcula los tres puntos de corte entre f (x)=sin(zx) y g(x)=x’—x. Calcula el area
encerrada entre ambas curvas. (2,5 puntos)

Hallamos los puntos de corte de las dos funciones.
f (x)=sin(7zx) x=0->sin(7-0)=0=0°-0
X)=x’=x ¢=>sin(zx)=x"-x=x(x*~1)={x=1-sin(r)=0=1:(1"-1)

F(x)=9(x) x=-1->sin(-7)=0=(-1)((-1)*-1)

«©«
—~

Los tres puntos de corte son A(0, 0), B(-1, 0) y C(1, 0).
Dibujamos las funciones para establecer los limites de integracion.

g(r)=v-r | fHHRA
/ A
N/
{ 4
, {\! Zona 1 NEeonae 2
\
\ g

f(x)=sin(mx)

Hallamos el area de la zona 1.

4 2 0
Arealzj'o x* —x—sin(zx)dx = X——X—+£cos(7rx) =
1 4 2 .

T

PR 1Y (—1)
|:%—%+1COS(7[-0)}—{%—%+1C03(ﬂ'(—1))}

e e
4 4

Hallamos el area de la zona 2.
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4 P
Area Z:I:sin(zrx)—x3 +xdx:[_;1cos(7rx)—xj+%} =

0

4 2 4 2
:{_—1005(7:)—1—+1—}{_—lcos(n-0)—o—+o—}=l—
T 4 2 V4 4 Vs

2

1 1
+ o+ ==+ =
2 4

1
4

El area encerrada entre ambas curvas es la suma de las dos areas obtenidas.

Area=241.2.1 4.1 17
T 4 n 4 & 2
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PAU Ordinaria 2025

Prueba de Acceso a la Universidad u p n a

Curso: 2024-2025

Universided Publica ce Navara
Mafarroaken Uninertsitats Publikog

Asignatura: MATEMATICAS ||

Elige una pregunta de cada bloque P, A, B y C y respéndelas.

P1) Para la realizacion de un trabajo se precisan de 80 horas haciendo uso de una sola maquina. Cada
maquina en funcionamiento genera unos gastos de 10 euros por puesta en marcha y de otros 5
euros por cada hora de uso. Sabiendo ademas que por cada hora que dure el trabajo hay que pagar
18 euros a un unico operario que supervisa la tarea, calcula el nimero de maquinas a usar para que
el gasto sea minimo. Justifica su condicion de minimo. (Observacién: el tiempo necesario para
realizar el trabajo es inversamente proporcional al nimero de maquinas empleadas). (2,5 puntos)

P2) Siendo p(t)=0.15+sin’ (%-tj-cos(%-tj el precio del kilowatio/hora de la luz doméstica

entre los instantes t, =0y t, =1:

(a) Calcula los instantes en los que el precio ha sido maximo y en los que ha sido minimo.
(1,25 puntos)

(b) Calcula el precio medio E de la luz entre los instantes t, =0 y t, =1, sabiendo que el valor
medio de una funcion continua f en el intervalo [a, b] (a < b) es: (1.25 puntos)

— 1 °
fzm_a[f(x)dx

Observacion: Recuerda la necesidad de trabajar en radianes.

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real my
resuélvelo en los casos en que sea compatible:

(m*—3m)x—my+2mz=3
(m® —3m)x+3y+3mz=m-+9
(3m—m?)x+my-mz=0

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

. 1 :
A2) Sean Ay B dos matrices cuadradas 3x3 tales que |A| = y |B| =2. Calcula |C| sabiendo que

c=2(AB) (B’
(2,5 puntos)
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B1) Calcula la ecuacion continua de la recta t que pasa por el punto P(2, 0,—1) y corta a las
siguientes rectas: (2,5 puntos)

_|2x+y-3z-6=0 r=x+1_x_z+2
2x-32-8=0 - 1

B2) Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos A(1, 0,—1) y B(1, 4, 2) y los otros dos vértices
estan contenidos en la recta que pasa por el punto P(6,—4,—4).

(a) Calcula la ecuacion de dicha recta. (0,5 puntos)
(b) Calcula la ecuacion del plano perpendicular al segmento AB que pasa por A. (0,75 puntos)
(c) Calcula los otros dos vértices del cuadrado. (1,25 puntos)

C1) Sea f (x):cos[%-xj-ln(x2 +X-5).

a) Demuestra que f es continua en [2, 3]. (0,75 puntos)
b) Demuestra que existe un punto ¢ en (2, 3) tal que f'(c) = 0. Enuncia el resultado teorico utilizado,
y justifica su uso. (1,75 puntos)

3x°

X2

C2) Se considera la funcién f (x)= . Estudia sus asintotas y simetrias.

Estudia la aproximacion de la funcion a sus asintotas verticales. (2,5 puntos)
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SOLUCIONES

P1) Para la realizacion de un trabajo se precisan de 80 horas haciendo uso de una sola maquina. Cada
maquina en funcionamiento genera unos gastos de 10 euros por puesta en marcha y de otros 5
euros por cada hora de uso. Sabiendo ademas que por cada hora que dure el trabajo hay que pagar
18 euros a un Unico operario que supervisa la tarea, calcula el nimero de maquinas a usar para que
el gasto sea minimo. Justifica su condicion de minimo. (Observacion: el tiempo necesario para
realizar el trabajo es inversamente proporcional al nimero de maquinas empleadas). (2,5 puntos)

Llamamos “x” al nimero de maquinas que se usan.

- - 90 C
Como 1 maquina tarda 80 horas, con 2 maquinas tardaremos > =45 horas y si utilizamos “x”

- 90 . :
maquinas tardaremos — horas en realizar el trabajo.
X

Hallamos la expresién de la funcidn gasto G(x) que depende del nimero de maquinas en uso.
Cada maquina en funcionamiento genera unos gastos de 10 euros por puesta en marcha y de otros 5

euros por cada hora de uso > G(Xx) :10x+5%x =10x+400.

Hay que sumarle el gasto del operario que cobra 18 euros por hora.

G(x) :10x+400+18@ :%+10x+400

X X

Hallamos la derivada de la funcién y vemos cuando se anula.

G(x) ~1490 1 10x 1 400> G'(x)= _1424O+1o
X X
G'(x)=0= _14240 +10=0= 240 _ 10 1440 -10% =

X x?

=% :%:144: X=+144 =12

Como estamos hablando de nimero de maquinas no nos sirve el valor negativo de la raiz.
Sustituimos x =12 en la segunda derivada para decidir si es maximo o minimo.

G'(x)= _14240 +10=-1440x2+10 = G”(x)= 2880x7° =
X

288

X3

2880

23

>0

=G (12) =

Como la segunda derivada toma valor positivo podemos afirmar que en x =12 hay un minimo
relativo de la funcion gasto.
Con 12 maquinas se consigue un minimo gasto.
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P2) Siendo p(t) =0.15+sin? (%-t)-cos(%-tj el precio del kilowatio/hora de la luz doméstica

entre los instantes t, =0y t, =1.:

(a) Calcula los instantes en los que el precio ha sido maximo y en los que ha sido minimo.
(1,25 puntos)

(b) Calcula el precio medio p de la luz entre los instantes t,=0y t, =1, sabiendo que el valor
medio de una funcion continua f en el intervalo [a, b] (a <b) es: (1.25 puntos)

— 1 &
fzm;[f(x)dx

Observacion: Recuerda la necesidad de trabajar en radianes.

a) Derivamos la funcién y averiguamos cuando se anula.
p(t):0.15+sin2[E-t}cos(z-t]:
2 2
= p'(t):Zsin(z-tjcos(z-tjf-cos(z-tj—sinz(Z-tj-sin(z-tjzz
2 2 )2 2 2 2 )2
:>p'(t):£sin 7t 2COSZ( -t]—sin2 Zitl|= sinz(z-tjzl—cos2 Tills
2 2 2 2 2

=p(t)= %sin (%-tJ_Zcos2 ( -tj—1+ cos’ (%tﬂ = %sin (%-tj{Bcosz [%-t}—l}

N

N

.

sin(z-tj:0—> 2
2 z,

2

2 2
% t=cos? \/i — tzgcos’l \/i =0.60817
2 3 T 3

Tenemos dos extremos relativos. Valoramos la funcidn en los extremos del intervalo y en estos
dos valores y determinamos los valores maximo y minimo del precio.
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p(0)=0.15+sin’ (%-Oj-cos(%-oj =0.15

p(0.60817)=0.15+ (l—%] \/% =0.5349

p(1)=0.15+sin’ (%-1j-cos(%-1j ~0.15

El valor méximo se produce en t = ECOS_{\EJ =0.60817 y el minimo se produce en t, =0y
T

t =1.

b) Calculamos lo pedido.

— 1 : ! . T T
=— | p(t)dt=| 0.15+sin’| =t |-cos| =-t |dt
P 1—0!'0() J ’ (2 ] (2 j

0

Calculamos primero la integral indefinida.

J0.15+sin2 (z-tj-cos(z-tjdt =0.15t +jsin2 (E-tj-cos(z-tjdt =
2 2 2 2

Cambio de variable

sin| Zt |=x o dx=Zcos| Z-t |dt — cos| Z-t dtzgdx B
2 2 2 2 T

3
- 0.15t+J£x2dx _0.15t+ 2 X _0.15t +£sin3(f-tj+c
T 7 3 3T 2

Lo aplicamos al calculo de la integral definida.

1 1
P =J 0.15+sin? (Z-tj-cos(z-tjdt =|0.15t +£sin3(£-tj =
. 2 2 3t (2 )],

- 0.15-1+isin3(1-1j - 0.15-0+£sin3(£-0] 015+ -2 ~0.3622
3 2 3 2 3

El precio medio B de la luz entre los instantes t, =0 y t, =1 es de 0.3622 por kilowatio/hora
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Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real m y resuélvelo
en los casos en que sea compatible:

(m* —3m)x—my+2mz =3

(m*—3m)x+3y+3mz=m+9

(3m—m?)x+my—-mz=0
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

m’-3m -m 2m
La matriz de coeficienteses A=[ m>-3m 3 3m |y la matriz ampliada es
3m-m> m -m
m?-3m -m 2m 3
A/B=m’-3m 3 3m m+9
3m-m> m -m 0
Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente mas sencillo.

) 4 ) 3 Fila 22 —Fila 12
m--=3m -m 2m
, m? —3m 3 3m m+9
A/B=m"-3m 3 3m m+9|=> )
—m°+3m m -2m -3
3m-m* m -m 0

0 3+m m m+6— Nueva fila 22

Fila 32 +Fila 12
3m-m> m -m O
m’-3m -m 2m 3
0 0 m 33— Nuevafila3?

m>-3m -m 2m 3
= 0 3+m m m+6
0 0 m 3

Averiguamos cuando se anula la matriz de coeficientes del sistema equivalente obtenido.
m’-3m -m 2m
0 3+m  m|=m(3+m)(m*-3m)=m(3+m)m(m-3)=
0 0 m

m=0
=m?(3+m)(m-3)=0={3+m=0-[m=-3|
m-3=0—[m=3]

Se anula cuando m =-3, m =0y cuando m = 3.
Nos surgen 4 situaciones distintas que analizamos por separado.

CASO1 m#-3, m#0ym=3

El determinante de A es no nulo, por lo cual su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada y el nimero de incdgnitas. Aplicando el teorema de Rouché el sistema es compatible
determinado (tiene solucion Gnica).
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Resolvemos el sistema equivalente obtenido aplicando el método de Gauss.

m2-3m -m 2m 3 (m*—3m)x—my+2mz=3

0 3+m m m+6 |= (B+m)y+mz=m+6;={m=0}=
0 0 m 3 mz =3
(m2_3m)x—my+2mz:3 (m2—3m)x—my+2m§:3
= (B+m)y+mz=m+6 = m3 =
3 —= 6
zzi (+m)y+mm m+

2 _ _ — 2 _ - _
:(m Bm)x my+6=3 }j(m 3m)x my =-3 }:

(3+m)y+3=m+6 (3+m)y=m+3

(m*—3m)x—my=-3

= {m+3=0}= m3

= =1
m+3

:>(m2—3m)x:m—3:>{m2—3m¢0}:> X=— :m(m—3)_

La solucion es x:i, y=1, zzi
m m

CASO 2. m=0

A/B

La matriz ampliada equivalente obtenida queda A/B =

o O O
o w O
o O O
w o w

1

Por lo que el rango de A es 1y el de laampliada es 2. Al tener rangos distintos por el teorema de
Rouché el sistema es incompatible.

CASO 3. m=3
A/B
0 -3 6 3
La matriz ampliada queda A/B=|{0 6 3 9
0 0 33
A
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Por lo que el rango de A es 2, al igual que el de la ampliada A/B. Los rangos son iguales, pero
menores que el nimero de incdgnitas (3). Por el teorema de Rouché el sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

Resolvemos el sistema a partir del sistema triangular equivalente obtenido.

A/B
0 -3 6 3 -3y+6z2=3 -3y+6z2=3
A/B=|0 6 3 9|=6y+3z=9 }=6y+3z=9 ;=
0 0 33 3z=3 7=1
A
3y+6=3 3y =-3 x=4
— y+ — _ y:_
= =>= =>|ly=l=)ky=1; 1eR
6y+3=9} 6y=6 } :_1 -
X=A
Las soluciones del sistemason <y=1; 1eR.
z=1
CASO 4. m=-3
La matriz ampliada queda
— N Fila 32 —Fila 22 —
18 3 6 3 18 3 6 3
A/B 0 0 -3 3
oo s [l02 “lo o oo
+ 0 0 0 0 — Nuevafila3? —

Por lo que el rango de A es 2, al igual que el de la ampliada A/B. Los rangos son iguales, pero
menores que el nimero de incdgnitas (3). Por el teorema de Rouché el sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

Resolvemos el sistema a partir del sistema triangular equivalente obtenido.

A/B
18 3 6 3 18x+3y—-6z=3
18x+3y—-6z2=3
A/B=/0 0 -3 3|= -3z=3;}= =
-3z=3
0 0 -3 3 -3z2=3
A
18x+3y—-6z=3
= 3 1 =18Xx+3y+6=3=18Xx+3y=-3=6x+y=-1=
l1=—=—
-3
X=4
> y=-1-6x=|y=-1-64; 1€R
z=-1
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X=A
Las soluciones del sistema son < y=-1-64; A€R.
z=-1

Resumiendo: Si m= -3, m=0ym = 3 el sistema es compatible determinado siendo su solucion

1 3 . : o : . :
x=—,y=1 z=—,si m=-3 el sistema es compatible indeterminado siendo sus soluciones
m m

X=A4
y=-1-64; AR, si m=0 el sistema es incompatible y si m=3 el sistema es compatible
z=-1
X=A
indeterminado siendo sus soluciones <y =1; AeR.
z=1
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A2) Sean Ay B dos matrices cuadradas 3x3 tales que |A| :% y |B| = 2. Calcula |C| sabiendo que

c=2(AB) (B
(2,5 puntos)

Simplificamos la matriz C.

c=2-(AB(B)" =2:(A-B)(AB)(B) =

=2-A-Bt-A-B‘-(B‘)_1:{Bt-(Bt)_1= Id}=2-A-Bt-A

Calculamos el determinante de C.

A-B'-Aes

|C|:‘2-A-Bt-A‘:{ _
una matriz 3x3

}:ﬂA-Bt-A\:

Determinante de un
=< producto de matrices es igual al } =
producto de sus determinantes

1,1 1
:8-|A|-\Bt\-|A|:{\B‘\:|B|} =87 -|B|-Z:8-—-2-Z:1
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B1) Calcula la ecuacion continua de la recta t que pasa por el punto P(2, 0,—1) y corta a las
siguientes rectas: (2,5 puntos)

_|2x+y-3z-6=0 r=x+1_l_z+2
2x-3z-8=0 B 1

Debemos buscar un punto A de la recta r y un punto B de la recta s tales que los puntos A, By P
estén alineados.
Hallamos las ecuaciones paramétricas de las dos rectas.

J—(le) X=-1+2c«
rEX—H:X:iZ: AT V=«a :A(—1+2a,a,—2+a)
2 1 1 P (-10,-2)
I1=-"2+a

2X+y—-32-6=0 2X+y-32-6=0
E{ y :{ y — 37 +8+y—3f —6-0=

2Xx-32-8=0 2X=3z+8

S>y=-2=s=qy=-2 = B(4+g/1,—2,ﬂ,j

Para que los puntos A, B y P estén alineados los vectores AP y BP deben tener coordenadas
proporcionales.

A(-1+2a,a,-2+a) .
3 AP =P(2,0,-1)-(-1+2a,a,-2+a)=(3-2a,~a,1-a)
B(4+—/1,—2,/1j =_ . 3 3

2 BP:P(2,0,—1)—(4+E/1,—2,/1j:(—2—5/1,2,—1—/1j

P(2,0,-1)
3_230{ =ﬁ—>6—4a=2a+ga/1
L e L =
—2-_4 -a l-a
2 —=—>Sa+tal=2-2a
2 -1-1

=>3a+4-4a=2=

6—6a=§a/1 {12—12a=3a/1 {4—4(1:0{1
= 2 =

g+l =2 3a+al=2 3a+al=2

A(3,2,0)

S>-—ag=-22=Da=2=
64+21=2>2A=-4 > 1=-2> B(l,—2,—2)

Hallamos la recta que pasa por A, By P.
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A(3.2,0)et -
AB=(1,-2,-2)-(3,2,0)=(-2,-4,-2)
B(L-2-2)et;= =
P(Z,O,—l)et
P(2,0,—l)et
Wz_—lﬁ:_—l(—z,—4,—2):(l,2,l) X—2 'y z+1
to2 2 = |t: ===
P(2,0,-1)et S —
La ecuacion continua de la recta t que pasa por el punto Py corta a lasrectas ry s es
t-X_Z_X—Z_H'
12 1
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B2) Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos A(1, 0,—1) y B(1, 4, 2) y los otros dos vértices
estan contenidos en la recta que pasa por el punto P(6,—4,—4).

(a) Calcula la ecuacion de dicha recta. (0,5 puntos)
(b) Calcula la ecuacion del plano perpendicular al segmento AB que pasa por A. (0,75 puntos)
(c) Calcula los otros dos vértices del cuadrado. (1,25 puntos)
A B
P 7
D C —

(a) Hallamos el vector AB que serd el vector director de la recta r que contiene los puntos C y D.
A(1,0,-1)

8(14.2) }:‘ﬁ=(1,4,2)—(1,0,—1)=(o,4,3)

Hallamos la ecuacion de la recta que contiene los puntos C y D.

- — X=6
vrzAB=(0,4,3)}:r_

y=—4+42
P(6,—4,—4)er s 443

(b) El plano perpendicular al segmento AB que pasa por A tiene como vector normal AB .
n=AB=(0,4,3)| 7:4y+3z+D=0
=
A(LO0,-1)ex A(L0,-1)ex

}:—3+D:0:> D=3=|7:4y+32+3=0

(c) El punto de corte de la recta y el plano es el vértice D del cuadrado.

X=6
r:qy=—4+44
:>4(—4+4ﬁ)+3(—4+3;t)+3:0:>—16+162—12+9/1+3=0:>
z=-4+31
7:4y+32+3=0
X=6
=250-25=0=>1=1=:y=-4+4=0 = D(6,0,-1)
z=-4+3=-1

Tenemos que D(6,0,-1). El vértice C lo hallamos sumando al punto D el vector AB.
AB =(0,4,3)

D(6,0.-1) }:cz D+ AB=(6,0,-1)+(0,4,3)=(6,4,2)

El cuarto vértice del cuadrado es C(6,4,2).
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C1) Sea f (x):cos(%-xj-ln(x2 +x—5).

a) Demuestra que f es continua en [2, 3]. (0,75 puntos)
b) Demuestra que existe un punto ¢ en (2, 3) tal que f'(c) = 0. Enuncia el resultado teorico utilizado,
y justifica su uso. (1,75 puntos)

a) Para que sea continua debe ser x*+x-5>0.

xe[23]|=>2<x<3=22<x*<F¥ =22 +2<x* +x<3F +3=>

=22 +2-5<x*+x-5<3*+3-5=1<x’+x-5<7

Por lo que existe el logaritmo neperiano y la funcién es un producto de funciones continuas en el
intervalo [2,3] y por tanto continua en dicho intervalo.

b) Vamos a comprobar si se cumple las condiciones del teorema de Rolle.
La funcion es continua en [2,3].

Tenemos que f(2)= cos[%-Zj-ln(Z2 +2—5) =cos(7)In1=-1.0=0y

f (3):cos(%-3)-ln(32 +3—5):cos(3§jln7 =0-In7=0, por lo que f(2)=f(3).

La funcion es derivable, siendo su derivada

f (x) =z sen[z-xj-ln(x2 + x—5)+cos(£-xj-22x—Jrl . Esta derivada no plantea ningun
2 2 2 X°+X—=5

problema en el intervalo (2, 3) pues x*+x-5>0.

Podemos aplicar el teorema de Rolle a la funcién f (x) = cos(%-xj-ln(x2 + x—5) en el

intervalo [2,3] y afirmar que existe un punto ¢ en (2, 3) tal que f'(c) =0.
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3
C2) Se considera la funcion f (x) = f h Estudia sus asintotas y simetrias.
X J—
Estudia la aproximacion de la funcion a sus asintotas verticales. (2,5 puntos)

Estudiamos la simetria.

La funcion es impar.
Estudiamos sus asintotas.
El dominio de la funcién son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.

X2—4=0=x2=4= x=/4 =42
El dominio de la funcién es R—{-2,2} .

Asintotas verticales. x=a
¢ X=-2 esasintota vertical?
s 3(=2) -
fim £ (x) = fim X _ 32 24
X—-2 x>-2 X —4 (_2) -4 0

X =—2 es asintota vertical.

¢ X =2 esasintota vertical?

. .33 322 24
limf (x)=lim——=—"—="—=0
X—2 x>2x2—4 2°—-4 0

X =2 esasintota vertical.

Asintota horizontal. y=b

3 3
b=lim f (x) = lim—— = lim>%_ = lim3x =

X—>00 x—w X —4 X—>00 X2 X—>00

La funcion no tiene asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n
3x°

(X)) . yi_a .. s ) s
m = lim ( ):Ilmx —4 _ 3x |m3i:3

x—w X X—>0 X x>0 X° — 4 xoo X

n=|im(f(x)—mx)=|im[ 3Xs4—3szlim3%_%+12x:

X—>00 X—0

. 12x L 12x .. 12 12
=lim :|Im—2:|lm—=—:

X—00 — X—00 X—00
X —4 X X

0

Larecta y=3x esasintota oblicua de la funcion.

Estudiamos la aproximacion de la funcion a sus asintotas verticales.
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=—2 es asintota vertical.
3 3(-2) -24

xI—I>r—r;’ f(x)le—[r—g’ X2—4:(_2)2_4= 0" =%
3 _n\3 _

fim £ (x)= lim X 32 24

X—>—2" x>-2" X2 —4 (_2) -4 0

X =2 es asintota vertical.
3x° 3.23 24

lim f (x)=lim—=—— = -0
xX—2~ X—2" X 4 2 4 0_
. 3X3 3.2 24
lim f (x)=lim—==— =
x—2* x—2" X 4 2° -4 O+
Bsl -
:20 E = 3%
fist o2
Yol i
H
Y‘:—Z E ::E 1“:2
i5 -10 5 - : 10 15
E.'r E
Sk
_ ¥
f(x)==
x"—4
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EvAU Extraordinaria 2024

Evaluacién del Bachillerato para el Acceso a la Universidad u n a
Curso: 2023-2024 p

Universided Fiblica ce Navarra

Asignatura: MATEMATICAS II Moo nibertsite Fusiios

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que sea compatible:

x+(a’+a)z=0
x+(2a-1)y+(a+l)z=a
(2a-1)y+(a+1)z=0

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.
(2.5 puntos)

P2) Sean A, Py Q tres matrices cuadradas regulares tales que Q-A-P =1, donde | es la matriz
identidad de la misma dimensién.
a) Demuestra que A-P-Q-A=Q*-P*
(1,5 puntos)
b) Calcula la matriz A para el caso en que P y Q sean las siguientes:

SPREE R

(1 punto)
) X+2z2+3=0
P3) Se consideran el plano 7=2x+y-z-5=0, la recta r= y los puntos
—X-y+2+4=0
A(3,2,-1) y B(1,1,-1). Sea C la interseccion entre la recta y el plano.
a) Demuestra que los puntos A, B y C no estan alineados. (1.25 puntos)
b) Calcula el area del triangulo que conforman los tres puntos. (1,25 puntos)

P4) El punto P(4,5,0) es el punto medio de un lado de un cuadrado. El lado paralelo al anterior

, . _, 2X+2y+2=0 .
estd contenido en la recta de ecuacion r = 5 20 Calcula los dos vértices que
X—2-2=
determinan este segundo lado.
(2,5 puntos)
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P5) Calcula los siguientes limites:

In x)2
a) lim ( (1.25 puntos)
X—>+00 \/;
2x
b) lim XL (1.25 puntos)

P6) Se considera la funcion f (x)=cos(zx)+sin(zx).

a) Estudia la continuidad de la funcion en el intervalo [0, 1]. (0,5 puntos)
b) Halla sus extremos relativos y absolutos en ese mismo intervalo. Enuncia el/los resultado(s)
teorico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(2 puntos)

P7) Se considera la funcién f(x) =+/2x*+2x+3 .

a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [-1,3] y derivable en (-1,3).
(1.25 puntos)

. 3 _
b) Comprueba que existe un valor « (-1,3) tal que f'(a)= - Enuncia el/los resultado(s)

tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso. (1.25 puntos)

P8) Encuentra los dos puntos en los que se cortan las graficas de estas dos funciones:
x-1
f(x)=Inx X)=——
(x)=Inx y 9(x)=2—
Calcula el area de la regidn del plano encerrada entre ambas gréaficas. (2.5 puntos)
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SOLUCIONES

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que sea compatible:

x+(a’+a)z=0
x+(2a-1)y+(a+l)z=a
(2a-1)y+(a+1)z=0

Menciona el resultado teérico empleado y justifica su uso. (2.5 puntos)

1 0 a*+a
La matriz de coeficienteses A=|1 2a-1 a+1 |y lamatrizampliada es
0 2a-1 a+1

1 0 a’+a 0
A/B=|1 2a-1 a+l a
0 2a-1 a+1 O
Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente mas sencillo.

Fila 22 —Fila 12

1 2a-1 a+l1l a

-1 0 -a’-a 0

0 2a-1 -a*+1 a— Nuevafila?2?

1 0 a°+a 0
A/B=|1 2a-1 a+l1l al|l=
0 2a-1 a+1 O

1 0 ) 0 Fila 32—Fila 22
a +a 0 2a-1 a+l 0
=|0 2a-1 -a’+1 a|=

0 231 L o 0 -2a+1 a*-1 -a
a-i a+ 0 0 a’+a -a— Nueva fila 32

1 0 a’+a
=|0 2a-1 -a’*+1 a
0 0 a’+a -a

Averiguamos cuando se anula la matriz de coeficientes del sistema equivalente obtenido.

1 0 a’+a 2a-1=0—>2a=1—> a:%

0 2a-1 -a’+1=(2a-1)(a’+a)=0=

0 0 a'+a a’+a=0—a(a+1)=0—>
a+1:0—>

Se anula cuandoa=-1,a=0Yy cuando a= %

Nos surgen 4 situaciones distintas que analizamos por separado.
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CASO1. a#-1 a=0 ya;&%

El determinante de A es no nulo, por lo cual su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada y el nimero de incognitas. Aplicando el teorema de Rouché el sistema es compatible

determinado (tiene solucion Gnica).
Resolvemos el sistema equivalente obtenido aplicando el método de Gauss.
0) X+ (a®+a)z=0

1 0 a’+a ax-1

0 2a-1 -a’+1 a |= (2a-1)y+(l-a’)z=a =a=0 (=

0 0 a’+a -a (a%+a)z=-a axl
2
X + (a*+a)z=0 - (a2+a)_—1=0
= (2a-1)y+(1-a’)z=a = aj =
_a _a 1 (2a—1)y+(1—a2)m:a
I=——= =
a’+a a(a+l) a+l

2 —
—a’-a_, - a(a+1):O
a+l a+l
2 —
a’-1_. (2a—1)y+(a 1)(a+1):a
a+1

X+

2a-1
(a )y+ a+l

X=a
x—a=0 x—a=0
:>(2a—1)y+a—1=a}:>(2a—1)y:1}:> 1\

., 1 -1
Lasoluciones x=a, y= ,Z= .
2a-1 a+l

CASO 2. a=-1

A/B

—
1 0 0 O

La matriz ampliada equivalente obtenida queda A/B=|0 -3 0 -1

0 0 01

[N —
A

Por lo que el rango de A es 2 y el de la ampliada es 3. Al tener rangos distintos por el teorema de
Rouché el sistema es incompatible (sin solucion).

OTRA FORMA DE RAZONAR LA INCOMPATIBLIDAD DEL SISTEMA
El sistema equivalente triangular queda:
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x=0
-3y=-1; {IMPOSIBLE!
0=1

El sistema es incompatible (no tiene solucion)

CASO 3. a=0

La matriz ampliada queda:
A/B

/_/%
1 0 00
A/IB=|0 -1 1 0
0 0 0O

| —
A

Por lo que el rango de A es 2, al igual que el de la ampliada A/B. Los rangos son iguales, pero
menores que el nimero de incdgnitas (3). Por el teorema de Rouché el sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

Resolvemos el sistema a partir del sistema triangular equivalente obtenido.

x=0
x=0 x=0
O}: }:> y=4; 1eR
—-y+z= =
y y -2
1
c:A504.a=E
La matriz ampliada queda:
/ Fila 32—Fila 22 —s 2’74 5
/ ; 8 2/4 ? 0.0 374 /2 0 0 3/4 1/2
AB_003/211/22300_3/4_1/2 jooo 1
a 00 O —1 —> Nueva fila 3 — -

Por lo que el rango de A es 2 y el de la ampliada es 3. Al tener rangos distintos por el teorema de
Rouché el sistema es incompatible (sin solucion).

Resumiendo: Si a=-1, a0y a=# > el sistema es compatible determinado siendo su solucion

- . 1 . i . i .
X=a, y= 1 , z=—l ,si a=-1 0 a=— el sistema es incompatible y si a=0 el sistema es
2a-1 a+l 2
x=0
compatible indeterminado siendo sus soluciones 1 y=41; 1€R.
=41
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P2) Sean A, Py Q tres matrices cuadradas regulares tales que Q-A-P =1, donde | es la matriz
identidad de la misma dimension.
a) Demuestra que A-P-Q-A=Q*-P* (1,5 puntos)
b) Calcula la matriz A para el caso en que Py Q sean las siguientes:
P= (_1 1 j Q= [1 Oj (1 punto)
2 -1 y 1 2

a) Partimos de la igualdad Q-A-P=1.

Q-AP=1=Q"Q-AP=Q"1=Q"'=AP=Q" N
Q-AP=1=Q-APP'=1-P'=P'=Q-A=P"

— A-P-Q-A=Q P

b) La matriz A debe ser una matriz cuadrada de orden 2 que cumple Q-A-P=1.

S ) S ) P P
o U il B G

—-a+2b=1

—-a+2b a-b 10 a-b=0
= = = =
—-a—-2c+2b+4d a+2c-b-2d 0 1 —-a+2b-2c+4d =0
a-b+2c-2d =1

—-a+2b=1

acb —b+2b:1—>—>

= =<{-b+2b-2c+4d =0 =
—a+2b-2c+4d =0
b-b+2c-2d =1

a-b+2c-2d =1

=-1-2d+4d=-1=22d=0>

1-2¢c+4d =0 -2c+4d =-1
= =
2c—-2d =1 2c=1+2d

1 1
:>:>20—0:1:> c:1 :A:( ]

1/2 0

1 1
La matriz A tiene la expresion A= .
1/2 0
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) X+2z+3=0
P3) Se consideran el plano 7=2x+y—-z-5=0, la recta r= y los puntos
—X-y+2+4=0
A(3, 2,—1) y B(l,l, —1). Sea C la interseccidn entre la recta y el plano.
a) Demuestra que los puntos A, B y C no estan alineados. (1.25 puntos)
b) Calcula el area del triangulo que conforman los tres puntos. (1,25 puntos)

a) Hallamos las coordenadas del punto C.

—X-Y+2+4=0,=>-X-y+2+4=0;=>-Xx+z+4=Yy =
r=2X+y-2-5=0 2X+y—-2-5=0 2X+y—-2-5=0

r_{x+22+3:0 X+2z+3=0 X+22+3=0

X+22+3=0 X+2z2+3=0 14274320
= = =1+22+3=0=>
2X—X+2+4-7-5=0] " x-1=0-[x=1]
=27=-4= z:_?4:—2 =|y=-1-2+4=1=C(11-2)

Las coordenadas del punto C son C (1,1, —2) .

Si los puntos A, B y C estan alineados los vectores AB y AC deben tener coordenadas
proporcionales.

B(L1-1) {=1__

A32.1) AC=(11-2)-(32-1)=(-2-1-1) o —1 _1
{AB —(11-1)-(32-1)=(-2-10) 2 -1 0

C(LL-2)
Como los vectores no tienen coordenadas proporcionales los tres puntos no estan alineados.

b) El area del triangulo ABC es la mitad del mddulo del producto vectorial de los vectores AB y
AC.

AB=(-2-10) ] . |'" ] ‘| .
. = ABxAC=|-2 -1 0|=i+0+2k-2k-2j-0=
AC =(-2,-1,-1) o1 1

=i-2j=(1-2,0)

) ABx AC w/12 —2) +0?

AreaABC:‘ > ‘: +(2)+ :?uz

N3

El area del triangulo ABC es - unidades cuadradas.
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P4) El punto P(4,5,0) es el punto medio de un lado de un cuadrado. El lado paralelo al anterior esta
2X+2y+z2=0
2x—-2-2=0

este segundo lado. (2,5 puntos)

contenido en la recta de ecuacion r E{ . Calcula los dos vértices que determinan

La situacion planteada es la del dibujo.

A B
Nos piden hallar las coordenadas de los puntos Ay B.
Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta r

= 2X+2X+2y-2=0=

2x+2y+2=0 Z=-2X-2Yy
r= =
2x-2-2=0 2Xx—-2-2=0

=4x+2y-2=0=2x+y-1=0=>y=1-2x=
X=A1

= 7=-2X-2(1-2X)=-2X-2+4x=-2+2x=>r:qy=1-21
72=-2+2A

Hallamos la proyeccion ortogonal del punto P sobre la recta r.
P

A P’ B

El punto P” pertenece a la recta y tiene coordenadas P'(/I,l—z/l,—2+21) . El vector PP’ es

perpendicular al vector director de la recta vT = (1, -2, 2) y su producto escalar debe ser nulo.

PP’ =(2,1-24,-2+22)—(4,5,0) = (A—4,-4—-22,-2+22)

PP"=(A-4,-4-24,-2+22)
v, =(1,-2,2) = (A-4,-4-22,-2+22)(1,-2,2)=0=
PP’ Lv, = PP"-v, =0
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= 1-4+8+41-4+41=0=91=0=>1=0=[P" (0,1 -2)

Hallamos la longitud del lado del cuadrado obteniendo el médulo del vector PP’ .

PP’ =(0,1,-2)~(4,5,0) =(~4,-4,-2)

Lado = \/(—4)2 +(~4)" +(~2)" =6unidades

Si A es uno de los vértices del cuadrado pertenece a la recta tiene coordenadas
A(ar,1-2a,—2+2a). Ademés, la distancia de A a P “ es la mitad de la longitud del lado (3).

AP’ =(0,1,-2)~(a,1-2a,~2+2a) = (~a, 22, 2c)

0= e <2y 2y = o=

d(AP)=3

=

3a=3-a=1->A(11-2,-2+2)—> A(1,-10)
—3a=3—>a=-1-B(-13-4)

Los vértices del cuadrado situados en la recta son A(1,-1,0) y B(-1,3,-4).
Comprobamos que P” es el punto medio del segmento AB.

(1,-1,0)+(~1,3,-4)
2

-(0,4,-2)=P’
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P5) Calcula los siguientes limites:

In x)2

a Iim( 1.25 puntos

) Jim = (1.25 puntos)
2x

b) lim x*1 (1.25 puntos)

x—1

a) Utilizamos la regla de L "Hépital.

1
In x)° 2Inx-=
lim u=f= Indeterminacion (L Hépital) = lim ——% = lim 4/xInx _
X—>+0 & o0 X>hoo i st
2\x
4t
= lim dlnx _=_ Indeterminacion (L"Hépital) = lim —%- = lim 8x -
X \/; Y X—H'OOL X—>+0 X
24x
8
=lim—==—=

X—>+00 , o0

b) Tomamos logaritmo neperiano.

2X 2X
2X
Ilmxx1—L:>I|mlnxX1—InL:>I|m—Inx InL=...

x—1 x—1 x>l x—1

Iimﬁln x=1lim 2xIn x = 9 = Indeterminacion (L"Hopital) =
x-1 X —1 -1 x—1

2In x+2x1
:Iirr}flein"lmlnx+2:2lnl+2:2

.=>2=InL=>L=¢?

2x

Hemos obtenido el valor del limite: limx* = ¢?
Xx—1
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P6) Se considera la funcion f (x)=cos(zx)+sin(zx).

a) Estudia la continuidad de la funcion en el intervalo [0, 1]. (0,5 puntos)
b) Halla sus extremos relativos y absolutos en ese mismo intervalo. Enuncia el/los resultado(s)
teorico(s) utilizado(s), y justifica su uso. (2 puntos)

a) La funcion es suma de funciones continuas y es una funcién continua en el intervalo [0, 1].

b) La funcion f(x) es continua y derivable en el intervalo [0, 1].
Podemos aplicar el teorema de Weierstrass que nos dice que si la funcion es continua en un intervalo
existen puntos dentro del intervalo donde la funcion alcanza su maximo y minimo absolutos.
También podemos aplicar el teorema de Fermat que nos dice que si una funcién derivable tiene un
extremo relativo en un intervalo en dicho punto la derivada se anula.

Utilizamos la derivada para encontrar los puntos criticos de la funcion.

f (x)=cos(zx)+sin(zx)= f’(x)=—zsin(zx)+cos(xzx)

f’(x)=0= —zsin(zx)+zcos(zx)=0= —sin(zx)+cos(zx)=0=

O<xx<l

O<nx<rm

:cos(nx):sin(nx):{ }:wzx:%: x:%

Averiguamos si el punto critico hallado es maximo o minimo relativo sustituyendo su valor en la
segunda derivada.

f(x)=-zsin(zx)+wcos(zx)= f(x)=-z’cos(zx)—z*sin(zx)=

= f"(%j:—ﬂz COS(%j—ﬂz Siﬂ(%}z—ﬁzﬂ—ﬂig:—ﬂzﬁ<o

2

. . 1 L. .
Al ser la segunda derivada negativa sabemos que en x = " hay un méximo relativo.

Valoramos la funcion en los extremos del intervalo y en el punto critico.

f (0)=cos(0)+sin(0)=1

f(1)=cos(z)+sin(z)=-1+0=-1

La funcion tiene un maximo absoluto en el punto G\/Ej y un minimo absoluto en (1,-1).
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P7) Se considera la funcion f(x) =+/2x*+2x+3 .

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [—1, 3] y derivable en (—1, 3). (1.25 puntos)

, 3
b) Comprueba que existe un valor ae(—1,3) tal que f (a)=7. Enuncia el/los resultado(s)

tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso. (1.25 puntos)

a) Comprobamos que el radicando es positivo en el intervalo [—1, 3] :

—2+./22-4(2)(3) _ + /-
2X* +2Xx+3=0=x= 2 (2)( ): 2_4 20 _ No existe
El polinomio no cambia de signo en el intervalo [-1,3]. Tomamos 0&[-1,3] y la expresion del
radicando toma el valor 3 > 0.

El radicando es positivo en el intervalo [-1,3].

La funcion es suma de funciones continuas y composicién de funciones continuas.
La funcion es continua en [—1,3]. La funcion es derivable en el intervalo (—1,3) por ser
composicién de funciones derivables.

b) Utilizamos el teorema del valor medio.
Sea f continua en [a,b] y derivable en (a,b) entonces existe un valor ¢ (a,b) tal que

f'(c): f(b)_ f (a).

b-a

La funcion f(x) =v2x*+2x+3 en el intervalo [-1,3] cumple las condiciones del teorema del

f(3)-1 (1)

valor medio, por lo que existe a €(-1,3) tal que f"(a)= (1)

((a)= £(3)-f(-1) J2:3+2:3+3-\2(-1) +2(-1)+3 33-E_B

3-(-1) 4 4 2

, 3
Por lo que queda demostrado que existe un valor « € (—1, 3) tal que f'(a)= PR
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P8) Encuentra los dos puntos en los que se cortan las graficas de estas dos funciones:

x-1
f(x)=Inx X)=——
(x)=Inx y 9(x)=2—
Calcula el area de la regidn del plano encerrada entre ambas gréaficas. (2.5 puntos)
Hallamos los puntos de corte de ambas graficas.
« Inx = X—i =0—>x=1
f(x)=g(x)=>Ix=—= €=
e-1 x-1
Inx=——-=1->x=e
e-1

El area se encuentraentrex=1y x =e.

I'\)
|
-

=0.58.

Tomando un valor x = 2 entre 1 y e tenemos que f (2) =In2=069y ¢ (2)

'_\

e—
Tenemos que f (x)>g(x) en el intervalo (1, e).
El valor del area es la integral definida entre 1y e de f(x) — g(x).

Area Jlnx——dx J‘Inxdx—il Xx—=1dx =..
e_

Integracion por partes

In xdx = u:lnx—>du:1dx =XIn x—flxdx:xlnx—jdx:xln X—Xx+C
X X

dv=dx > v=xX

2 e_12 _ —
gL oef-2esl 1 (e-1) _ 81 3-8 g4
e-1 2 e-1 2 2 2

. . - . 3-e
El area de la region del plano encerrada entre ambas graficas tiene un valor de 5 =0.14

unidades cuadradas.

Flx)=Inx
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Asignatura: MATEMATICAS II Moo nibertsite Fusiios

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que sea compatible:

(2-a)x—ay+2z=—4
(a—2)x+(a+1)y=5
y+(a*-a)z=3-a

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.
(2.5 puntos)

P2) Halla el rango de la matriz M segun el valor de m, siendo

m-1 3 0
-1 m 1
M =
m -1 -1
-2 m+l 2
(2.5 puntos)
P3) Los puntos A(4,-2,-3),B(2,—-11) y C(0,-3,—1) son vértices de un rombo.
a) Encuentra el cuarto vértice del rombo. (1.75 puntos)
b) Calcula el area del rombo. (0,75 puntos)

P4) Queremos construir un tetraedro de volumen 3 u?, siendo tres de los vértices los puntos de corte
del plano 7:2x—y—2z—-2=0 con los ejes de coordenadas.

a) A qué distancia de m tiene que estar el cuarto vértice del tetraedro? (1,5 puntos)
b) Encuentra dos puntos que sirvan como cuarto vértice de tetraedros con la base dada y el
volumen sefialado. (1 punto)
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P5) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(x)= (l)m (1.25 puntos)

X

(1.25 puntos)

P6) Halla los maximos y minimos (relativos y absolutos), los puntos de inflexion y las asintotas de
la funcién f(x)= e, Representa, de manera aproximada, la gréafica de f. (2.5 puntos)

X

P7) Se considera la funcion f(x)=x*+e* .
a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [—2, 4]. (1.25 puntos)

b) Comprueba que existen dos valoresrealesa y 3 en (—2, 4) talesque f(a)=2=f (ﬂ) . Enuncia
el/los resultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso. (1.25 puntos)

P8) Calcula los puntos del plano en los que se cortan las graficas de estas dos funciones:
f(x) 9 y 9(x)=10x-x’
X

Tomando los dos puntos de corte con X >0, calcula el area de la region del plano encerrada
entre ambas graficas en el semiplano de abscisa positiva. (2.5 puntos)
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SOLUCIONES

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que sea compatible:

(2-a)x—ay+2z=—4
(a—2)x+(a+1)y=5

y+(a*-a)z=3-a

Menciona el resultado teérico empleado y justifica su uso. (2.5 puntos)
2-a -a 2
La matriz de coeficienteses A=|a-2 a+1 0 |y lamatrizampliada es
0 1 a*-a
2-a -a 2 —4

A/B=|a-2 a+l O 5
0 1 a*-a 3-a
Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente mas sencillo.

Fila 22 + Fila 18
2-a a2 4 a-2 a+l 0 5
A/B= a;2 a:l az()_a 3fa = 9_a -a 2 -4 | =
0 1 2 1 —>Nuevafila2?
Fila 32—Fila 28
2-a a2 4 0 1 a°-a 3-a
=| 0 1 2 1 = =

0 -1 -2 -1

0 1 a’-a 3-a )
0 0 a’-a-2 2-a—> Nuevafila3®

2—-a -a 2 -4
=| 0 1 2 1
0 0 a*-a-2 2-a

Averiguamos cuando se anula la matriz de coeficientes del sistema equivalente obtenido.

2—-a -a
0o 1 2 |=(2-a)(a’-a-2)=0=
0 0 a’-a-2

2-a-0-[a=2]
1+3

- 1+ (1) - 4(1)(-2 — ~12=
g o Y AM(2) 123 |
2 2 1-3

— CH=a

77 de 296 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU ordinaria 2024 Matemdticas Il en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

Se anula cuando a = -1y cuando a = 2.
Nos surgen 3 situaciones distintas que analizamos por separado.

CASOl.a=-1 y a=#2

El determinante de A es no nulo, por lo cual su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada y el nimero de incdgnitas. Aplicando el teorema de Rouché el sistema es compatible

determinado (tiene solucion unica).
Resolvemos el sistema equivalente obtenido aplicando el método de Gauss.

2-a -a 2 -4 (2-a)x—ay+2z=-4 |
a —
0 1 2 1 |= y+2z=1 :{aiz}:
+
0 0 a’-a-2 2-a (aZ_a_z)zzg_a
(2-a)x—ay+2z=-4 (2—a)x—ay+2—_1 -4
= y+2z=1 = 1 a+l =
+2—=1
a’-a-2 (a-2)(a+l) a+l
(2—a)x—ay=—4+ 2 =—4a—4+2=—4a—2
a+l a+l a+l
= =
2 a+l+2 a+3
y=1+——= =
a+l a+l a+l
—4a— —4a— a(a+3
:>(2—a)x—aa+3: 42 2:)(2—a))(: 4a 2+ ( ):
a+1l a+1 a+1 a+1
—4a— 2 2_g_ a-2
=(2-a)x= 4a—2+a +3a:>(2—a)X=a a 2=M( )=a—2:>
a+1 a+1 a+1
:>x:a—_2=—1
2—-a
La solucién es x =—1, y:a+3, 7= L
a+1 a+1
CASO2. a=-1
A/B
/—/%
31 2 4
La matriz ampliada equivalente obtenida queda A/B={0 1 2 1
0 0 0 3

1
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Por lo que el rango de A es 2 y el de la ampliada es 3. Al tener rangos distintos por el teorema de
Rouché el sistema es incompatible.

OTRA FORMA DE RAZONAR LA INCOMPATIBLIDAD DEL SISTEMA
El sistema equivalente triangular queda:

3X+y+2z2=-4
y+2z=1; {IMPOSIBLE!
0=3

El sistema es incompatible (no tiene solucién)

CASO 3. a=2

La matriz ampliada queda:
A/B

/—/%
0 -2 2 4

A/IB=|0 1 2 1
0 0 0 O
%,—/

A

Por lo que el rango de A es 2, al igual que el de la ampliada A/B. Los rangos son iguales, pero
menores que el nimero de incognitas (3). Por el teorema de Rouché el sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

Resolvemos el sistema a partir del sistema triangular equivalente obtenido.

oy+421=-4) -2y+272=-4
y }:> y }:—2(1—22)+22:—4:>

y+2z=1 y=1-2z
-2 -1
= -2+41+271=-4=62=-2=> Z:E:? =
X=A1
= y=1—2_—1:1+g:§ = y=E ; AelR
3 3 3 3
-1
z1=—
3
Resumiendo: Si a= -1y a = 2 el sistema es compatible determinado siendo su solucion
X=-1, y:a—+3, z - , si @a=-1 el sistema es incompatible y si a=2 el sistema es
a+1 a+1
compatible indeterminado siendo sus soluciones X = A; yzg; z =_?1; para cualquier Le R .
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P2) Halla el rango de la matriz M segun el valor de m, siendo

m-1 3 0
-1 m 1
M =
m -1 -1
-2 m+1l 2

(2.5 puntos)

La matriz M tiene 4 filas y 3 columnas. Su rango puede ser 3, 2 0 1.
Hacemos transformaciones en la matriz para obtener otra matriz M” con su mismo rango, pero que
el estudio del mismo sea mas sencillo.

m-1 3 0 Fila 42 —2-Fila 22

-1 m 1 -2 m+1 2
M=lm 1 Z1P)2 —2m =2
-2 m+1 2 0 1-m 0 — NuevaFila 42
Fila 32 —Fila 12 m-1 3 0
m -1 -1 -1 m 1
“m+l -3 0 ]
1 —4 —1— Nueva Fila 3 0 1-m O
Fila 32 + Fila 22 m-1 3 0
1 -4 -1 -1 1
1 om 1 0o m-40
0 m-4 0 —>NuevaFila3® 0 1-m O

Consideramos el menor de orden 3 que resulta de quitar la tercera fila y calculamos su
determinante:

m-1 3 O
-1 m  1=0+0+0-0-0—(m-1)(1-m)=(m-1)’
0 1-m O

Este determinante se anula param =1,
Analizamos dos situaciones diferentes.

12 situacion. m=1.
En esta situacion el determinante del menor de orden 3 anterior es no nulo y el rango de la matriz
M es 3.

22 situacion. m=1.
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En esta situacion el determinante del menor de orden 3 anterior es nulo. Seguimos estudiando el

0 3 0

: . . : -1 1 1

rango de M partiendo de la matriz equivalente obtenida que queda 0 -3 0
0 0 O

Observamos que la fila cuarta es nula y que la fila primera y tercera son proporcionales, por lo
que el rango de M no puede ser 3.

Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar las filas tercera y cuarta, y la columna
tercera y calculamos su determinante.

‘03

=3%0
-1 1

Al ser no nulo el rango de M es 2.

Resumiendo: Si m=1el rango de M es3 ysi m=1 el rango de M es 2.
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P3) Los puntos A(4,-2,-3),B(2,-11) y C(0,-3,—1) son vértices de un rombo.

a) Encuentra el cuarto vértice del rombo. (1.75 puntos)
b) Calcula el area del rombo. (0,75 puntos)

a) La situacion planteada es la del dibujo.

A

El vértice se obtiene sumando al vértice B el vector AC .
AC=(0,-8,-1)~(4-2.-3)=(-4,-1.2)
D=B+AC =(2,-11)+(-4,-12)=(-2,-2,3)
El cuarto vértice del rombo tiene coordenadas D(-2,-2,3).
b) El rombo lo podemos dividir en dos triangulos: CBD y CBA. Los dos tienen el mismo valor de

area. El area del rombo es el doble del area del triangulo CBD. El area del triangulo CBD es la
mitad del médulo del producto vectorial de los vectores CB y CD.

CB=(2,-11)-(0,-3,-1)=(2,2,2) } i ; ;:
1 4

- — CBxCD =|2
CD =(-2,-2,3)—(0,-3,-1) = (-2,1,4) -2

—8i—4]+2k+4k—8j—2i =6i—12] +6k = (6,-12,6)

‘@xﬁ‘ ~ \/62 +(—12)2 +6°
- 2

=36 u?

Area CBD =

El area del rombo es 6\/6 =14.7 unidades cuadradas.
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P4) Queremos construir un tetraedro de volumen 3 u?, siendo tres de los vértices los puntos de corte
del plano 7:2x—y—2z—-2=0 con los ejes de coordenadas.

a) A qué distancia de m tiene que estar el cuarto vértice del tetraedro? (1,5 puntos)
b) Encuentra dos puntos que sirvan como cuarto vértice de tetraedros con la base dada y el volumen
sefialado. (1 punto)

La base del tetraedro es el triangulo ABC del dibujo.

X

a) Hallamos las coordenadas de los puntos A, By C.

mi2X-y-22-2=0
y=0 =2x-2=0=2x=2=x=1= A(1,0,0)

ejeOX —>{

m2X—y—-22-2=0
x=0 :>—y—2=0:>y=—2:>B(0,—2,0)

ejeOY —>{
mT:2X—y—-22-2=0
x=0 :>—22—2=O:>22:—2:>z=—1:C(0,0,—1)

ejeOZ —>{
y=0

Hallamos el area del triangulo ABC (base del tetraedro).

AB =(0,-2,0)-(1,0,0) =(-1,-2,0) :Exﬁ:':—il _j2 gz
AC =(0,0,-1)-(1,0,0) =(~1,0,~1) 1 0 -

=2i+0+0-2k - j—0=2i—j-2k =(2,-1,-2)

, ABxAC| \[22 +(-1) +(-2)
Area ABC = 5 :\/ +HED ):guz

El volumen del tetraedro es la tercera parte del producto del area de la base por la altura.
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Volumen — Areabas3e-altura 3 1.5-h - % Che

El cuarto vértice del tetraedro debe estar a una distancia de 6 unidades del plano T que contiene
la base.

b) Hallamos un plano " paralelo al plano m a distancia 6.
Al ser paraleloa 7:2x—y—2z—-2=0 su ecuaciones z":2x—y—2z+K =0. Hacemos que la

distancia de A a " sea 6 para hallar el valor de K.

A(1,0,0)

7 2X—y—-22+K=0,=6= |2'1_0_0+K| :>6:_|2+K|:>
- 2 2 2 3

d(A7)=6 V24 () +(-2)

2+K=8—>K=6—>7":2x-y-22+6=0
=[2+K|=18= o . e o
2+K=-8->K=-10>7":2x-y-2z-8=0

De los dos planos elegimos uno de ellos, por ejemplo 7":2x—y—-2z+6=0.

Cualquier punto del plano " junto con los puntos A, B y C forman un tetraedro de volumen 3
unidades cubicas. Elegimos dos puntos cualesquiera del plano.

x=0ey=0

] = -22+6=0=2z=6=2=3=D(0,0,3)
i 2X—-y—-22+6=0
x=0yz=0

7r':2x—y—22+6:0} y d ( )

Dos puntos que sirven como cuarto vértice de tetraedros con la base dada y el volumen sefialado
son D(0,0,3) y D'(0,6,0).
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P5) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(x)= [ljm (1.25 puntos)

X
2
b) (X)ZL"X”

(x+2)2

(1.25 puntos)

a) Antes de derivar simplificamos la expresion de la funcion en busca de una derivacion mas
comoda. Despues aplicamos logaritmo neperiano a la expresion de la funcién y derivamos.

f (x)z(ijw :(x’l)COSX =X = In(f(x))= In(x’°°”):> In(f (x))=—-cosx-In(x)=

:{Derivamos}: ff ((;()) =senx-In X—COSX-%: f,(X): f (X)(Senx-lnX—Con]:

, _ COS X
=|f"(x)=x C"“(senx-lnx——j
X

La derivada de f(x) es f"(x)=x"" (senx- Inx— <% Xj _
X

b) Aplicamos la regla de derivacion de un cociente.

z 2
2 2X+4)(X+2) —(Xx"+4x+1)2
_ X +4x+1 “(x ( )(x+2) ( ) M_

T (x+2)"

9(x)

(2x+4)(x+2)—(x* +4x+1)2 _ 287 + Tx+dx +8— 247 —Bx —2 _ 6

(x+2)3 (x+2)3 (x+2)3

6

La derivada de g(x) es g"(x)= s 2)3 .
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P6) Halla los maximos y minimos (relativos y absolutos), los puntos de inflexién y las asintotas de
la funcién f(x)= e . Representa, de manera aproximada, la gréafica de f. (2.5 puntos)

Utilizamos la derivada para encontrar los puntos criticos de la funcién.

¢ _ ¥ £ ) —x? , )
(X) e = (X) xe = _2xe~* =O:>{e_x ¢0}:>X=O
f’(x)=0

Averiguamos si el punto critico hallado es maximo o minimo relativo sustituyendo su valor en la
segunda derivada.

f/(x)=-2xe™ = f(x)=-2e" —2x(-2x)e ™ =e™ (-2+4x’) = f7(0)=€°(-2) <0

Al ser la segunda derivada negativa sabemos que en x = 0 hay un maximo relativo.
Este méaximo relativo es absoluto pues antes de x = 0 crece y después decrece sin ningin cambio
de tendencia ni antes ni después.
-, _02 ;. .
Como la funcién vale f (0)=e™ =1 el maximo absoluto tiene coordenadas (0, 1).

Para hallar los posibles puntos de inflexion de la funcion averiguamos cuando se anula la
derivada segunda.

—e¥ (—2+4x2):0:>{e’xz ¢o}:>—2+4x2 0=

zzzsz\ﬁ:iﬁ
4 2 2 2

Comprobamos que la derivada tercera no se anula para estos dos valores.

=S A’ =2= X2 =

f7(x)= e ¥ (—2 + 4x2) = f7(x)= —2xe™™ (—2 +4x? ) +e ¥ (8x) = e ¥ (—2 +8x+ 4x2)

f [iQJ =g ? [—2+8[i£}+4% =8e"? Liﬁl #0
2 2 2 2
\/E —1/2] y

L, 2 _ . o
Como la funcion vale f Ei%] =e™? |os puntos de inflexion tienen coordenadas (T,e

2 ).

Asintota vertical. x=a
El dominio de la funcion son todos los numeros reales y la funcidn no puede tener asintotas
verticales.

86 de 296 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU ordinaria 2024 Matemdticas Il en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

Asintota horizontal. y=b

. . e .11
b=lim f(x)=lime™ = lim —===0
X—>+00 X—>+00 X—>+00 eX o0
. L2 1
b=lim f(x)=lime™ = lim —===0
X—>—00 X—>—00 X—>+0 eX o0

Larecta y =0 esasintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n
No existe pues la funcion tiene asintota horizontal.

Realizamos una tabla de valores y representamos la grafica de la funcion.

x | f(x)= e
2| e*=0.02
-1]1/e=0.37

0 | 1maximo

1 |1/e=0.37

e =0.02
Mexim

Punto de inflexion Punto de inflexion

flx)=e \

-2 -1 Asintota horizontal

87 de 296 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU ordinaria 2024 Matemdticas Il en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

X

P7) Se considera la funcion f(x)=x*+e* .

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [—2, 4]. (1.25 puntos)

b) Comprueba que existen dos valores reales ay B en (-2,4) tales que f(a)=2=f (,8) Enuncia
el/los resultado(s) teorico(s) utilizado(s), y justifica su uso. (1.25 puntos)

a) La funcién es suma de funciones continuas y composicion de funciones continuas.
La funcion es continuaen R.

b) Utilizamos el teorema de Bolzano:
Sea f continua en [a,b] y se cumple que f(a)-f (b)<0 entonces existe un valor c e(a,b) tal

que f(c) =0.

Consideramos la funcion g(x)= f(x)—2=x"+e* -2, que es continua en [-2,0]

-2 0

Como f(—2):(—2)2+e7—2:2+e‘1’2:2.6>0 y f(0)=0%+e4-2=1-2=-1<0.

Aplicando el teorema de Bolzano existe « €(—2,0) tal que g(a)=0, esdecir f(a)=2.

Consideramos la funcion g(x)= f(x)—2=x’+e*-2, que es continua en [0,4]

0 4

Como f(0)=0*+e4-2=1-2=-1<0y f(4)=4*+e*—-2=14+e=16.7>0 .
Aplicando el teorema de Bolzano existe S €(0,4) tal que g(3)=0, esdecir f(8)=2.

Queda demostrado haciendo uso del teorema de Bolzano en intervalos distintos que existen dos
valores reales a y B en (-2,4) tales que f(a)=2=f(f).
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P8) Calcula los puntos del plano en los que se cortan las graficas de estas dos funciones:
f (x) _9 y g(x)=10x—x’
X

Tomando los dos puntos de corte con x>0, calcula el area de la region del plano encerrada entre
ambas gréaficas en el semiplano de abscisa positiva. (2.5 puntos)

Hallamos los puntos de corte de ambas graficas.

f(x):g(x):>2=10x—x3:>9:10x2—x“:>x4—10x2+9=0:>

El &rea se encuentraentre x=1y x = 3.
Tomando un valor x = 2 entre 1y 3 tenemos que f(2) :2: 45y g(2)=20-2°=12.
Tenemos que g(x)> f(x) en el intervalo (1, 3).

El valor del area es la integral definida entre 1y 3 de g(x) — f(x).

Area—j3 (x) f(x)dx—fle X 9dx— 5x? Xt 9] x3—
, 9 ), X 4 " 1_

4 4
:{5-32—%—QInB}{S-lz—lz—anl}:45—%—9In3—5+%: 20-9In3=10.11 u?

El 4rea tiene un valor de 20—9In3=10.11 unidades cuadradas.
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EvAU Extraordinaria 2023

Evaluacién del Bachillerato para el Acceso a la Universidad u p n a

CURSO: 2022-2023
Universided Publica ce Navara
Matarcakes Uninertsitte Punikos

ASIGNATURA: MATEMATICAS I

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que sea compatible:

ax+y-2z=1
3ax+a’y—2a’z=3
—ax—y+(a’-1)z=a++3-1

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2.5 puntos)

P2) Calcula el valor de a para que la siguiente matriz no sea regular

-3 2 -1 -1

-2 0 1 a+3
A=

-3 1 2 2

-2 0 2 2

(2.5 puntos)

P3) Halla la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P(—3, —2,3) y que corta a las rectas
rys, siendo

rE{X+y—2—1=0 ySEx—3:y+5:z+3
X—-y+2z+1=0 -1 2 1
(2.5 puntos)
P4) Halla el plano paralelo a r y s que se encuentra a 3u de r y 6u de s siendo
rE{2x—y+22+7=0 SEx—1:y+3:z—5l
SX+2y+2z-2=0 2 0 -1
(2,5 puntos)
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P5) Calcula las derivadas de las siguientes funciones y sus valores en el punto x = 0.
a) f(x)= In[cos(;zx)-exmx} (1.25 puntos)

b) g(x)=arctany1+2x+e* (1.25 puntos)

cos[;r(x—l)} |

x* —6x+10
a) Estudia la continuidad de la funcion en el intervalo [1, 4]. (0,75 puntos)

P6) Se considera la funcion f(x) =

b) Comprueba que existen dos valores a y 8 en el intervalo (1, 4) tales que f (a) = _?1 =f (ﬁ) .

Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.

P7) Se considera la funcion f(x) = /%—sin(%xj ,

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [7, 11] y derivable en (7, 11).
(1,25 puntos)
b) Comprueba que existe un valor «<(7,11) tal que f”(a)=0. Enuncia el/los resultado(s)

(1.75 puntos)

teorico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1,25 puntos)

P8) La curva de la imagen corresponde a la funcién f (x) =X-sinx. Tal y como se intuye, la curva
corta el eje OX en infinitos puntos:

f(z) =z sin(z)

VoV

Encuentra los puntos P y Q, y, a continuacidn, calcula el area de la region del plano sombreada.
(2.5 puntos)
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SOLUCIONES

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que sea compatible:

ax+y-2z=1
3ax+a’y—-2a’z=3

—ax—y+(a’-1)z=a++3-1

Menciona el resultado teérico empleado y justifica su uso. (2.5 puntos)
a 1 =2
La matriz de coeficienteses A=| 3a a> -2a’
—a -1 a’-1
a 1 -2 1
La matrizampliadaes A/B=|3a a* -2a° 3

-a -1 a’-1 a4\3-1
Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente mas sencillo.

Fila22 —3 -Fila 12
a 1 -2 1 ,

A/B=|3a a2 —2a 3 N 3a a 2a’® 3
—a -1 a*-1 B 6 >
a a a++3-1 0 a’-3 -2a’+6 0 — Nueva fila 22
Fila 32 + Fila 12
—a -1 a’-1 a+3-1 2 0 ; :
= —|0 a’-3 -2a*+6 0

a 1 =2 1
0 0 a*’-3 a++3 — Nuevafila3®

0 0 a’-3 4.3

Averiguamos cuando se anula la matriz de coeficientes del sistema equivalente obtenido.

a 1 -2
0 a*-3 —2a2+6:a(a2—3)(a2—3)
0 0 a?-3

a=0

Se anula cuando
{az —3=0—a’=3—>a=+/3

Nos surgen 4 situaciones distintas que analizamos por separado.

CASO 1. a=#0, a;t—\/§ y a¢+\/§

El determinante de A es no nulo, por lo cual su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada y el nimero de incognitas. Aplicando el teorema de Rouché el sistema es compatible
determinado (tiene solucion Gnica).

Resolvemos el sistema equivalente obtenido aplicando el método de Gauss.
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a 1 -2 1 ax+y-2z=1

0 a’-3 —2a’+6 0 |= (a-3y+(-2a°+6)z=0(=[a»+3}=
o 0 a’-3  a+3 (a®-3)z=a+3

a.X+y—22:1 ax+y-— 2a+\/_

= (a*-3)y-2(a’-3)z=0;=

a+«/_
G (a2 —3)y— 2N

7=

a’-3
2(a+J§) ax+y:1+w
ax+y=1+ 73 N a’ -3 .
(a2_3)y—2(a+\/§)=0 (32—3)y:2(a+J§)_> y:2<a2+f)
a —_
:>ax+2(:2+_f)=1+2(:2+_f):>ax:1:>{a¢0}:> x=§

Simplificamos las soluciones.

_a+\3 _ a+3 1

75 (o )+

2(a+ 3)_ 2

. 1
Lasoluciones x==, y=

B
&

CASO 2. a=0
01 -2 1
La matriz ampliada queda A/B=|0 -3 6 0
0 0 3.3
0o 1 -2
y la matriz de coeficientes queda A=|0 -3 6
0 0 -3

El rango de A es 2 pues tiene la primera columna nula. Comprobamos que el rango de A/B es 3
tomando el menor de orden 3 que resulta de quitar la columna 12..
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1 -2 1
3 6 0[=63+9+643%0
0 -3 43
El rango de A es 2 y el de laampliada es 3. Por el teorema de Rouché el sistema es incompatible.
CASO 3. a=+/3
La matriz ampliada queda:
A/B
312 1
A/IB= 0 0 0 O
0 0 O
A 2\/§

Por lo que el rango de A es 1y el de laampliada A/B es 2. Los rangos son distintos. Por el
teorema de Rouché el sistema es incompatible (sin solucion).

CASO 4. a=—3

-3 1 21
La matrizampliada queda A/B=| 0 0 0 O
0O 0 0 O

3 1 =2
y la matriz de coeficientesqueda A=| 0 0 O
0 0 O

Por lo que el rango de A es 1y el de la ampliada también es 1, pero es menor que el nimero de

incognitas (3). Por el teorema de Rouché el sistema es compatible indeterminado (infinitas
soluciones). Lo resolvemos.

X=«
—3x+y-2z=1=y=3x+22+1= [{y=Ba+2B8+1, o, BeR
z=f

Resumiendo: Si a=0, a=# —\/§ y a# +\/§ el sistema es compatible determinado siendo su

solucion x:l, y= 2 —— ! . Si a:\/§ o0 a=0 el sistema es incompatible. Si
a a—+/3 a—+/3
X=a
a=—/3 el sistema es compatible indeterminado con soluciones y=\/§a+2,3+1, a,feR.
2=
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P2) Calcula el valor de a para que la siguiente matriz no sea regular

-3 2 -1 -1

-2 0 1 a+3
A=

-3 1 2 2

-2 0 2 2

(2.5 puntos)

Para que la matriz sea no regular su determinante debe ser nulo.
Averiguamos cuando se anula su determinante.

Columna 42 — Columna 3?
-3 2 -1 -1
-1 1 0
-2 0 1 a+3
|A| = =<a+3 -1|a+2
-3 1 2 2 5 5
-2 0 2 2 5 5 — Nueva Columna 42
-3 2 -1 0
-2 0 1 a+2
|A| = = {Desarrollo por la 42 columna} =
-3 1 2
-2 0 2 0
-3 2 -1

=(a+2)-(—1)2+4 -3 1 2|=(a+2)(-6-8+0-2+12-0)=—-4(a+2)

-2 0 2

|A=0=-4(a+2)=0=>a+2=0=[a=-2|

La matriz A es no regular cuando a=-2.
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P3) Halla la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P(—3, —2,3) y que corta a las rectas

rys, siendo

‘e X+y-z-1=0 y S:x—3_y+5_z+3
| x—y+2z+1=0 | 2 1
(2.5 puntos)
Estudiamos previamente la posicion relativa de las dos rectas.
X+y-z-1=0 X=-y+z+1
r= = =>-y+z+1-y+22+1=0=
X—-y+2z+1=0 X—y+2z+1=0
3 3 -1
= 2y+32+2=0=>-2y=-32-2=> y:§z+1 :x:—Ez—1+z+1:> x:?z =

-1
X=—a

2 _
3 ur:(_
r=<y=l4+—a, ceR=r=
2

Y P.(0,1,0)
v, =(-1,2,1) x=3-4
SEX—13ZY;‘5:ZISZ>SE{S_ "/ =s=Jy=-5+21, 1eR
- Q. (3-5-3) Z=-3+1

Las coordenadas de los vectores directores de las rectas no son proporcionales, por lo que las rectas
no son paralelas ni coincidentes.

w,=(-132)| -1 3 2
17271

. = =
v, =(-121)

Las rectas son secantes o se cruzan. Realizamos el producto mixto de los vectores directores w, , v,

y el vector PQ, .

P.Q, =(3,-5,-3)—(0,1,0)=(3,-6,-3)

w, =(-13,2) 13 2
v,=(-121)  t=[w,v,RQ|=|-1 2 1|=6+9+12-12-9-6=0
PO =(3-6-9 36 3

Como el producto mixto es nulo las rectas se cortan.
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P

La recta t que nos piden que hallemos pasa por el punto de corte de las rectas y por el punto
P(-3, —2,3).

Hallamos el punto C de corte de las rectas.

X=3-1
S=qy=-5+24, 1eR )
z2=-3+1 3-A=—a
2 -1
1 3 3—}L=?(/1—3)
XZ?“ =>:{5+21=1l+—-a= 3 =
S5+24=1+—-(1-3
r= y:1+§a 3+1l=«a 2( )
I=a
Xx=3-3=0
6-21=-1+3 3=1
= = =1y=-5+6=1=C(0,1,0)
-10+44=2+31-9 A=3
z2=-3+3=0

Escribimos la ecuacion continua de la recta t.

X+3 y+2 7-3
1 1 -1

,_.
If

PC =(0,1,0)-(-3,-2,3)=(3,3,-3) >V, =(11,-1)
P(-3-2,3)ct }3
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P4) Halla el plano paralelo a r y s que se encuentra a 3u de r y 6u de s siendo
{2x—y+22+7:0 x-1 y+3 z-5

S
5X+2y+22-2=0 2 0 -1

r

(2,5 puntos)

Estudiamos previamente la posicion relativa de las dos rectas.

2X—-y+2z2+7=0 2X+22+7 =Yy
:>5x+2(2x+22+7)+22—2:0:>

r= =
{5x+2y+22—2=0 5X+2y+2z-2=0

=5X+4x+42+14+22-2=0=29x+62+12=0=>3x+22+4=0=>

=>3x=-4-21= x:_—4—gz :>y:2(_—4—ng+22+7:_—8—ﬂz+22+7:0:>
3 3 3 3 3 3
_4 2
3 3 . 2 9 .
13 2 13 2 ur :[__i_vlj_)wr :(_2;2;3)
=|y=g+g7=rs y=—+§a,aeR:>rE 33
a=1-P (-2,51)
l=«a
. ; \7_(20 1) x=1+21
ssxz_ =y; =Z_15:>SE{S_ " V= s=ly=-3 | 1eR
Q. (1.-35) 2=5-1

Las coordenadas de los vectores directores de las rectas no son proporcionales, por lo que las rectas
no son paralelas ni coincidentes.

o — =
v, =(2,0,-1)

w, =(-2,2,3) 2 2 3
2 0 -1
Las rectas son secantes o se cruzan. Realizamos el producto mixto de los vectores directores Wr v,

y el vector PQ; .
PQ. =(1,-3,5)—(-2,51)=(3,-8,4)

w, =(-2,2,3) 2 2 3
v,=(2,0,-1) (=[wW,v,RQ |2 0 -1-0-6-48-0-16+16=-54+0
PQ=(3-8.4) 3 8 4

Como el producto mixto es no nulo las rectas se cruzan.
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El plano paralelo a r y s tiene como vector normal el producto vectorial de los vectores directores de
las rectas.

w=(-223)| - — — | ] 6 L
_ =>nN=W,xV,=-2 2 3|=-2i+6j-4k-2j=-2i+4j—-4k=(-2,4,-4)
v, =(2,0,-1) 5 0 -1

Hallamos la ecuacion de los planos paralelos a las rectas r y s. Tomaremos como vector normal del
plano el obtenido con el producto vectorial pero dividido por 2.

n=(-12-2)=7:-x+2y-2z+D=0

Le aplicamos que se encuentra a 3u de r y 6u de s. También sabemos que las rectas y el plano son
paralelos, por lo que la distancia de cualquiera de las rectas al plano es la distancia de uno de sus
puntos al plano.

Ti-X+2y-2z+D=0 2+10-2+D|  [10+D|

P (-251) }:d(r,ﬂ)d(F’rﬂ)\/(1)2+22+(2)2 3

10%[)=3—>10+D=9—>

d(r,ﬂ)=3:>@:3:>

104D _ 3 ,104D=-9-5D=-19
—X+2y-2z+D=0 ~1-6-— _
03 y }:d(sﬂ):d(Qs’”): [-1-6-104D] _|-17+D|
Q(1-35) EE T
74D 6, 17+D-18>D=35
-17+D|
d(S,]Z')=6:>T=6:> 174D
- 3+ - 6--17+D=-18 »[D=—1

Las dos condiciones se cumplen simultaneamente para D = -1, por lo que el plano buscado tiene
ecuacion z:—x+2y—2z-1=0.
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P5) Calcula las derivadas de las siguientes funciones y sus valores en el punto x = 0.
a) f(x)=In [cos(;rx)-exzm]

b) g(x)=arctan/1+2x+e*

(1.25 puntos)

(1.25 untos)

[COS(”X)'GXZHX] _ —msen(zx)e” " +cos(7x)(2x+2)e*

X2 +2X

f (x)= -
X +2X

cos(zx)-e cos(zx)-e

X2 +2x

_ —7sen (7rx)eX2+2X +(2x+2)cos(zx)e

f(x)= -
(%) cos(x)-e* %
. —zsen(0)e”*° +(0+2)cos(0)e”*® 042
cos(0)-e 1

OTRA FORMA DE HACERLO

f(x)=1In [cos(;rx) -exz*zx] =In[cos(7x)]+In [e*z*zx] =In[cos(7x) |+ x* +2x

f'(X):%ix;()+2x+2=2x+2—mg(nx)

f7(0)=2-0+2-ntg(z-0)=0+2-7-0=2

b)
2+ 2e*

’ 2x \~ —_—
( 1+2X+e ) _ 2 ,1+2X—l_e2>( _ 2+262x
1+(,/1+2X+ezx )2 L+1+2x+€”  2(242x+e™ )1+ 2x+e*

9’(x)=

1+e*
(2+ 2x+e2x)\/1+ 2X + e

9’(x)=

NA

1+€° _ 2 N2
(2+0+e°) 1+0+e° 32 3

9°(0)=
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cos[;r(x—l)J |

x> —6x+10
a) Estudia la continuidad de la funcion en el intervalo [1, 4]. (0,75 puntos)

P6) Se considera la funcion f (x) =

b) Comprueba que existen dos valores a y B en el intervalo (1, 4) tales que f (a)= _?1 =f(8).

Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso. (1.75 puntos)

-z T . .y . . ;.
La funcion cos {E(x—l)} es composicidon de funciones continuas, el tnico problema es cuando

se anula el denominador y si eso ocurre en el intervalo [1,4].

X —6x+10=0= x =

6+ (-6)'~4()(10) 64 _
2 2
El denominador nunca se anula y por tanto la funcién es continua.

a) Usaremos el teorema de Darboux:
Sea f continua en [a,b] y seam tal que f(a)<m< f(b) entonces existe un valor c €[a,b] tal

que f(c) =m.
En el intervalo [1, 4] buscamos valores de la funcidn con distinto signo.

7 V3
1Tl)zM:— f(2):M:9:0
1°-6+10 5 2°-12+10 2

cos[Z(S—l)} 1 005[2(4—1)} 0
f@) =t =""=1 fd)=—pr"—d===0
3°-18+10 1 4°-24+10 2

Consideramos la funcion g(x)=—f (x).Asig(2)=0yg(3) = 1.

La funcion g(x) es continua en el intervalo [2,3] y se cumple que g(2)=0< % <1=g(3)

aplicando el teorema de Darboux existe & €(2,3) tal que g(a)= % :

Esto implica que existe « €(2,3) tal que f (&)= —%.
Como la funcion f(x) es continua en el intervalo [3,4] y se cumple que f (3)< —% < f(4)

aplicando el teorema de Darboux existe 5 €(3,4) tal que f ()= —%.

Como los valores o y 3 pertenecen a intervalos distintos son valores diferentes y pertenecientes
al intervalo (1,4).

Existen a, fe(1,4) talesque f(a)=—=f(A).
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P7) Se considera la funcion f(x) = %_Sm(?j |

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [7,11] y derivable en (7, 11).
(1.25
puntos)
b) Comprueba que existe un valor ae(?,ll) tal que f"(a)=0. Enuncia el/los resultado(s)

teorico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1,25 puntos)

a) La funcion es suma y composicion de funciones continuas.
Solo falta comprobar que el radicando es positivo en el intervalo [7,11].

6[7,11]:>7SXSllé?S?S—zﬂS—<—S—S272':>

ﬂ—xe(ﬂ,272'):>Sin X <0= -sin X >0=> 1—s.in X >l>0
6 6 6 2 6 2

La funcion es continua en [7,11].

La derivada de la funcién es f " (X) =
1 7rX
2 /2—sm — | 12 /——sm

Esta derivada existe en el intervalo 7 11] pues hemos comprobado que eI denominador nunca se

anula.
La funcion es derivable en (7,11)

b) Utilizamos el teorema de Rolle:
Sea f continua en [a,b] y derivable en (a,b) siendo f(a)= f (b) entonces existe « (a,b) tal

que f'(a)=0.

Consideramos la funcion f(x) = /%—sin(%xj , que es continua en [7,11] y derivable en (7,11)

, COMO = f(7)=f(11)=1.
f@1D = %—sm[llﬁjzl

Aplicando el teorema de Rolle existe  €(7,11) tal que f"(a)=0.
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P8) La curva de la imagen corresponde a la funcion f (x) = X-sin x. Tal y como se intuye, la curva
corta el eje OX en infinitos puntos:

f(x) = sin(x)

V|V

Encuentra los puntos P y Q, y, a continuacién, calcula el area de la region del plano sombreada.
(2.5 puntos)

Hallamos los puntos de corte de la grafica con el eje OX.

f (x)=x-sinx _ x=0
=X-sinx=0=< . = P(7,0); Q(27,0)
y=0 SinXx=0=x=0; X=r;, X=2rx;...

El area la calculamos en dos partes que luego sumaremos.

Elareaentre Xx=0y x=rx.
Calculamos primero la primitiva de la funcion usando el método de integracion por partes.

Integracién por partes
jf(x)dx=jx-sinxdx: U=X—du=dx =

dv=sinxdx > v= Isin Xdx = —Ccos X

:—xcosx—_[—cosxdx=—xcosx+fcosxdx=—xcosx+sin X+ K

Calculamos el &rea como la integral definida de la funcion entre Xx=0y X=7.
T
Areal= jxsin xdx = [-xcos x+sin x| = [~z cos z +sin 7] —[-0-cos0+sin 0] = 7 u?
0

Elareaentre x=7 y X=2r.
Calculamos el area como la integral definida de la funciénentre X=7 y x=2r.

. . 2
Area 2 = :‘[—xcosx+sm x]ﬂ”‘:

2z
I Xsin xdx
V3

= ‘[—27: €S 277 +5in 277~ [~z cos 7 +sin 7[]‘ =|-37| =37 u?

El area total es la suma del area 1y el area 2, es decir, 7+37 =4z u®.
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EvAU Ordinaria 2023

Evaluacién del Bachillerato para el Acceso a la Universidad

CURSO: 2022-2023 u p n a

Universided Publica ce Navara

ASIGNATURA: MATEMATICAS I Mataricake: Unibertsitte Puinikoa

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que sea compatible:

X—y—-2=0
2x+(2a-1)y+(v2-2)z=2

—ax+ay+2a’z=+2

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.
(2.5 puntos)

P2) Calcula los valores de t para los que el rango de la matriz A-B es maximo, siendo

0 0 -1 t+1 1 t
A=|0 1 t-1|yB=| O t -2t+1
1 t 1 t+1 t+1 -—-t-1

(2.5 puntos)

P3) Calcula la ecuacién continua de la recta perpendicular a r y s que corta a ambas, siendo

; {x—y—z+2:0 _x=2_y+5_2-0

y s
X—-3y+3z2-8=0 3 -4 -2

(2.5 puntos)

x=1 y-2 z+4
1 2
a) Calcula el punto Q er tal que la distancia de P a Q sea minima.

P4) Sean P(1,5-1) ylarecta r =

(1,25 puntos)
b) Halla los puntos Q1 y Q2 pertenecientes a r tales que d (P,Q,)=d(P,Q,)= 32.
(1,25 puntos)
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P5) Calcule las siguientes integrales indefinidas:
2X—5
a) | 5———=dx
X“+X-2

b) len xdx

P6) Estudia la continuidad en R de la siguiente funcion:

cos® (7x)—1
f(x)= 1-x
In(x-ex*l)—2x

P7) Se considera la funcion f(x) =(x+1)sin(zx) .
a) Demuestra que es continuaen R.

(1.25 puntos)

(1.25 puntos)

x<1

(2.5 puntos)

(0,5 puntos)

3
b) Comprueba que existe un valor ae(O,l) tal que f(a)zz. Enuncia el/los resultado(s)

teorico(s) utilizado(s), y justifica su uso. (2 puntos)
P8) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de estas dos funciones:
f(x)=2-2x* y g(x)=x"-x*
Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas gréaficas. (2.5 puntos)
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SOLUCIONES

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que sea compatible:

X—y-2z=0
2x+(2a-1)y+(V2-2)z=2
—ax+ay+2a’z=+2

Menciona el resultado teérico empleado y justifica su uso.
(2.5 puntos)

1 -1 -1
La matriz de coeficienteses A=| 2 2a-1 2-2
-a a 2a°
1 1 1 g

La matrizampliadaes A/B=| 2 2a-1 J2-2 2

-a a 2a> 2
Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente mas sencillo.

Fila2® —2 -Fila 12

2 2a-1 J2-2 2

-2 2 2 0

0 2a+1 2 22— Nuevafila2?

1 -1 1 9
A/IB=| 2 2a-1 2-2 2 |=>
-a a 2a’ J2

Fila 32 +a-Fila 12 1 . L
—a a 222 2 0
(a#0}= =10 2a+1 <2 2

a -a -a 0 AR
0 0 2a’-a +/2—> Nuevafila3 a’-a 2

Averiguamos cuando se anula la matriz de coeficientes del sistema equivalente obtenido.

1 -1 -1

0 2a+1 2 =(2a+1)(2a2—a):a(2a+1)(2a—1)
0 0 2a’-a

a=0

Se anula cuando <2a+1=0—>a= —%

2a—1:0—>a=%

Nos surgen 4 situaciones distintas que analizamos por separado.
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CASO 1. a0, a¢‘?1 y azl

2

El determinante de A es no nulo, por lo cual su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada y el nimero de incognitas. Aplicando el teorema de Rouché el sistema es compatible
determinado (tiene solucion Gnica).

Resolvemos el sistema equivalente obtenido aplicando el método de Gauss.

1 -1 -1 0 X-y-2z=0

a=0
0 2a+1 V2 2 |=> (Ra+l)y+2z=2 [={ 1!l=
az=
0 0 2a°-a \/5 (2a2_a)22\/§ 2
X-y-z=0 X—y— V2 -0
2
= (2a+l)y+V2z=2}= 2a”-a N =
2
~ {2 (2a+l)y+\/§2a2_a:2
2a*-a
2 2
X_y=2 2 X_y=2 2
- e 2 - S 2 43> —2a-2 -
a’-2a-
2a+1)y+ =2 2a+1)y=2— -
( )Y 2a°-a (2a+1)y 2a°-a  2a°-a
2
X— =
2a°-a
= , =
(2a+1) 2(2a’-a-1) 2.(a-1)(2a+1)
T PO 2a° -a
X=Yy+ \2/5
N 2a”—a :>X_2-(a—1)+ V2 2a-2+42
y:2-(a—1)(2a+1):2-(a—1) 2a’—a  2a’-a  2a’-a
(2a*-a)(2a+1) 2a’-a

2a—2++2 _2-(a-1) L 2

La solucibnes x=——F———

2a’—a ~2a’-a’  2a’-a
CASO 2. a=0
1 -1 -1 0
La matrizampliada queda A/B={0 1 22
0 0 0 2
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1 -1 -1
y la matriz de coeficientes queda A={0 1 J2
0O 0 O

Por lo que el rango de A es 2 y el de la ampliada es 3. Por el teorema de Rouché el sistema es
incompatible.

OTRA FORMA DE RAZONAR LA INCOMPATIBLIDAD DEL SISTEMA
El sistema equivalente triangular queda:

X-y—-z=0
y++2z=2" |IMPOSIBLE!
0=+2
El sistema es incompatible (no tiene solucion)
-1
CASO3.a=?
La matriz ampliada queda:
2-Fila 3% —+/2- Fila 22 —
1 -1 -1 ¢ \/_\/_ 1 -1 -1 ¢
0 0 2 22
AIB=[0 0 2 2 |= 5 =0 0 2 2
00 1 3] |20 =2 22 00 0 0

0 0 O 0 — Nueva Fila 32 —

Por lo que el rango de A es 2 y el de la ampliada A/B es 2. Los rangos son iguales, pero menores
que el numero de incognitas. Por el teorema de Rouché el sistema es compatible indeterminado
(infinitas soluciones).

Resolvemos el sistema a partir del sistema triangular equivalente obtenido.

0 X—-y—-z=0
X—y—2=
= 2 S x—y-J2=0=x=y+/2=
J2z=2 } z=-"—==42 d y
2
X=+2+1
Soluciones:<y=4 ; AeR
z=+2
1
CASO4.a=§
1 -1 -1 0
La matrizampliada queda A/B={0 2 22
00 0 2
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1 -1 -1
y la matriz de coeficientes queda A=|0 2 J2
0O 0 O

Por lo que el rango de A es 2 y el de la ampliada es 3. Por el teorema de Rouché el sistema es
incompatible.

OTRA FORMA DE RAZONAR LA INCOMPATIBLIDAD DEL SISTEMA
El sistema equivalente triangular queda:

X—y—-2=0
2y ++2z2=2} {IMPOSIBLE!

0=+2

El sistema es incompatible (no tiene solucién)

. . -1 1 . . . . L .
Resumiendo: Si a=0, a# > y a# > el sistema es compatible determinado siendo su solucion

x:2a_22—+ﬁ, y= 2'(?_1), Z= \2/5 . Si a=1 0 a=0 el sistema es incompatible. Si
2a°—a 2a°—a 2a°—a 2
X=~2+1
az%l el sistema es compatible indeterminado siendo sus soluciones 1y =1 ; AeR.
z=+2
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P2) Calcula los valores de t para los que el rango de la matriz A-B es maximo, siendo

0 0 1 t+1 1 t
A=|0 1 t-1|yB=| O t  -2t+1
1 t 1 t+1 t+1 -—-t-1

(2.5 puntos)

La matriz A - B es una matriz de dimensiones 3x3, por lo que su rango maximo posible es 3.

Para que su rango sea maximo su determinante debe ser no nulo.
Averiguamos cuando se anula su determinante.

0 0 -1
|Al=0 1 t-1=1
1t 1
t+1 1 t t+1 1 t
B]=[ 0 t -2t+l=(t+1)| 0 t -2t+1=
t+1 t+1 —t-1 1 1 -

= (t+1)[ ~t(t+1) -2t +1-t* —(t+1)(-2t+1) | =

= () Dt 2 4T 2t 2 1] =
=(t+1)[-2t]
|A-B|=|A-|B|=(1)(t+1)(-2t) =-2t(t+1)

t=0

|A-B|=0:>—2t(t+1)=0:>{t_ .

El rango de A - B es maximo cuando el valor de t es distinto de 0 y de —1.
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P3) Calcula la ecuacién continua de la recta perpendicular a r y s que corta a ambas, siendo
{x—y—z+2:0 _Xx=2_y+5_2-0

r y s

X—-3y+3z2-8=0 3 —4 -2
(2.5 puntos)

Estudiamos previamente la posicion relativa de las dos rectas.

=>Yy+2-2-3y+3z2-8=0=

; X—y—-z+2=0 X=y+2-2
= =
Xx-3y+3z2-8=0 Xx-3y+3z2-8=0

= 2y+47-10=0=y-2z+5=0=|y=-5+2z|=|x=-5+27+2-2=-7+37|=

r=qy=-5+2A=r=
) P (—7,—5,0)

S

X-2 y+5 z-0 v, =(3,-4,-2)
= = —> S =
3 -4 2 Q.(2,-5,0)

Las coordenadas de los vectores directores de las rectas no son proporcionales, por lo que las rectas
no son paralelas ni coincidentes.

l'II'

(3,2,1) 3 2 1
. > -F—=—
v,=(3-4,-2) 3 4 2
Las rectas son secantes o se cruzan. Realizamos el producto mixto de los vectores directores u_, v,

y el vector PQ, .
PQ, =(2,-5,0)-(~7,-5,0)=(9,0,0)

u, =(3,21) 3 2 1
v, =(3,-4-2)=[u,v,RQ|=3 -4 -2/=0-36+0+36=0
RQ. =(9,0,0) 200

Como el producto mixto es nulo las rectas se cortan.

La recta t que nos piden que hallemos pasa por el punto de corte de las rectas y tendra como vector
director el producto vectorial de los vectores directores de larectar y s.

Hallamos el punto C de corte de las rectas.

\7_(3 A 2) X=2+3a
SEX;Z:yZS:Z_ZO:SE{S_ " Y Ss=ly=5_4q
- - Qs(z'_s’o) 7=-2ca
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X=-7+34
== 7431243
=1 TITSASETSE (7.3(-2a)=2+30
943 =.5+21=-b-4a= EL (2 4 =
X=2+3cx A e 20 —5+2(-2a)=-5-4a
S=<y=-5-4a
1=—"2«a
x=2-3=-1
—7-6a=2+3x -9=9«x
= = S a=-1=y=-5+4=-1=|C(-1-1,2)
S-4a=-5-4x 0=0 _—

Hallamos el vector director de la recta t.

5 =(32) } _ o

_ :szx\Z:3 2 1=
v, =(3,-4,-2) 3 4 o

= —4i+3j-12k —6k +6 ]+ 4i =9j-18k =(0,9,-18)

Escribimos la ecuacion continua de la recta t.

Xx+1 y+1 z-2
0 1 —2

=t

w, =(0,9,-18) v, =(0,1,-2)
M (-1-1,2) }
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x-1 y-2 z+4
1 2
a) Calcula el punto Q er tal que la distancia de P a Q sea minima.

P4) Sean P(1,5-1) ylarecta r =

(1,25 puntos)
b) Halla los puntos Q1 y Q2 pertenecientesa r tales que d (P,Q,)=d(P,Q,)= 32:
(1,25 puntos)

a) El punto Q buscado es la proyeccion ortogonal del punto P en la recta r.

P r

Para determinar el punto Q determinamos el plano  perpendicular a la recta que pasa por P.
Dicho plano tiene como vector normal el director de la recta.

r

x-1 y-2 z+4 u, =(2,1,2)
2 1 2 A (L2,-4)

:I:(Z,l,z)} r:2X+y+2z+D=0

" = =2+5-2+D=0=>D=-5=>
P(L5-1)er | P(L5-1)ex

=>r:2X+y+22-5=0

El punto Q es el punto de corte del plano my larectar.

J—(212) Xx=1+24
rEX;lzyIZZZ‘;4:>rE{r_ T S r= y=2+41
A (12,-4) 2=-4+22

Ti2X+Yy+22-5=0

Xx=1+24
=2(1+24)+2+A+2(-4+21)-5=0=
r= y:2+/1
1=-4+21

=2+41+2+1-8441-5=0=291=9=>1=1=>

X=1+2=3
={y=2+1=3 :>Q(3,3,—2)
1=-4+2=-2
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Xx=14+21
b) Larectatiene ecuaciones r=qy=2+41
z2=-4+21

Los puntos estan en la recta y tienen coordenadas Q, (1+ 2a,2+a,—4+ 2a) .

PQ, =(1+2a,2+a,~4+2a)-(1,5,-1)=(2a,a~-3,2a~-3)

d(P.Q)=3v2=[PQ|=3V2 = |/(2a) +(a-3)' +(2a-3)’ =32 =

—J4a’ +a2+9—6a+4a’+9-12a =32 =

2 2 2 a=0
9a“-18a+18=18 »9a“-18a=0—>a —2a:0—>{a_2
0
—(9a2—18a+18)=18—>9a2—18a+36=0—>

2
2+ (-2 -4()(4) _

2

— \/9a? —18a+18 = /18 =

—>a’-2a+4=0=a=

Obtenemos dos valores que sustituimos en las ecuaciones de la recta obteniendo los puntos Q1 y

Q2.

a=0=Q,(1+0,2+0,-4+0)=(1,2,-4)

a=2=Q,(1+4,2+2,-4+4)=(5,4,0)

Los puntos buscados son Q,(1,2,-4) y Q,(5,4,0)
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P5) Calcule las siguientes integrales indefinidas:
) J—Zx‘s dx
X2+ Xx—-2

b) J.xln xdx

(1.25 puntos)

(1.25 untos)

a) Aplicamos el método de descomposicion en fracciones simples.

j 2x-5
2—dx=...
X+ X—-2

= 2x-5=A(x+2)+ B(x—l):{

2x-5 _ -1 3
X24+x-2 x-1 x+2

-1+3 1—x
—1+ .12 —4(1)(-2 _ -
X*+Xx-2=0=>Xx= Ol ): 1+3_) 2
2 2 -1-3

S Y

2
2x-5  2x-5 A . B . 2x-5 _A(x+2)+B(x—1)
x2+x—2_(x—1)(x+2)_x—1 X+2 (x—l)(x+2)_ (x=1)(x+2)

x=-2—->-9=B(-3)>B=3
X=1->-3=3A—>A=-1

=

-1 3

= —+—dx=J—dx+J—dx_
X—-1 X+2

b) Aplicamos el método de integracidn por partes.

Integracion por partes

u:lnx—>du=1dx

lenxdx: ”

2
dv:xdx—>v:dex:X—
2

—In|x-1+3In|x+2|+ K

:—Inx J— Zdx =

x?Inx x?
2 2 2 2 4
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P6) Estudia la continuidad en R de la siguiente funcion:
cos® (7x)-1
f(x)= 1-x

In(x-ex”)—2x x>1

(2.5 puntos)

En el intervalo (—oo,l) la funcién es composicién de funciones continuas, el inico problema es

cuando se anula el denominador y si eso ocurre en el intervalo (—oo,l).

1-x=0=x=1¢(—0,1)

En el intervalo [1, +oo) la funcion es composicion de funciones continuas, el Gnico problema es

comprobar que existe el logaritmo neperiano, para ello la expresion x-e** debe ser positiva, como
la funcion exponencial siempre es positiva, debe ser positivo el valor de x, lo cual se cumple, pues

son valores mayores que 1.

Falta comprobar la continuidad en el cambio de definicion x = 1

2 P—
lim f (x) =lim W = 0 = Indeter min acion(L"Hopital) =
X1~ X1~ 1—X 0
2 — _
i 2900 sen(7))7) _ 2meos(mx)sen(ax) _, cos(z)sen(z)=0
x—1" -1 x—1" -1

f@)=In(1-e")-2-1=In(e*)-2=2-2=0

x—1" x—1"

(
lim f (x)=0

x—1"

x—1"

La funcion es continua en x = 1. La funcién es continuaen R.

['cos:-[: Tx)—1
f(x)=4 1-x

[

|In et —2x

lim f (x)=limIn(x-e**)-2x=0 = lim f (x)=lim f (x)=f (1)=0

x—1"

[

%]
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P7) Se considera la funcion f(x) =(x+1)sin(zx) .
a) Demuestra que es continuaen R. (0.5 puntos)

3
b) Comprueba que existe un valor « e (0,1) tal que f (@)= r Enuncia el/los resultado(s)

tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso. (2 puntos)

a) La funcion es producto y composicion de funciones continuas.
La funcion es continuaen R.

b) Utilizamos el teorema de los valores intermedios (Teorema de Darboux):
Sea f continua en [a,b] y seam tal que f(a)<m< f(b) entonces existe un valor c [a,b] tal

que f(c) =

Consideramos la funcién f(x) =(x+1)sin(zx), que es continua en (O ;j

)
Como f(0)=(0+1)sin(z-0)= f[%]:( +1]sm(2j g

Tenemos que f (0) = 0<3<f( j:g
4 2) 2

, , , , 1 3
Aplicando el teorema de los valores intermedios existe o (Ozj tal que f(a)= 7 Este valor

a obtenido también esta incluido en el intervalo (0, 1).
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P8) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de estas dos funciones:
f(x)=2-2x* y g(x)=x"-x?
Calcula el area de la regién del plano encerrada entre ambas graficas. (2.5 puntos)

Hallamos los puntos de corte de ambas graficas.

f(x)=g(x)=>2-2x*=x'-x*=x"+x*-2=0=

-1+3 )
=1=x —>x=\/I:J_r1
L T A)(2) _ 1x3 )2
2 2 %_3:—2:x2—>x=\/3:2f

El &rea se encuentraentre x =-1y x = 1.
Tomando un valor x =0 entre -1 y 1 tenemos que f (0)=2-2-0°=2y g(0)=0"-0°=0.

Tenemos que f(x) > g(x) en el intervalo (-1, 1).
El valor del area es la integral definida entre -1y 1 de f(x) — g(x).

Area =J‘_11 f(x)—g(x)dx= j.2—2x2—(x4—x2)dx= Jl‘2—2x2—x4+x2dx=
O

-1

1 5 3 1 5 43 AV (L1)3
=I—x4—x2+2dx= XX o] = -EiLoal- —ﬂ—ﬂ+2(—1) =
he' 5 3 B 5 3 5 3

P S S L P YT
3 75 3

F(x)=2-24
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EvAU Extraordinaria 2022

Evaluacién del Bachillerato para el Acceso a la Universidad

CURSO: 2021-2022 u p n a

Universided Publica ce Navara

ASIGNATURA: MATEMATICAS I Mataricake: Unibertsitte Puinikoa

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que sea compatible:

(az—l)x+ay+a22:1
(a®-1)x+(a+1)y+(a’+a)z=2
y+(a®+2a)z=a+2

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.
(2.5 puntos)

P2) Demuestra que se cumple |A-B|=0 para toda matriz A de dimensién 3x2, siendo B la
1 01
B=
01 2

P3) Calcula la ecuacion general del plano m perpendicular al plano a =2x—y—-z-1=0, sabiendo

que contiene al punto P (-1, 2, 1) y que la interseccién de ambos planos es paralela a la siguiente
recta:

siguiente matriz:

(2.5 puntos)

(e X+y—-2z-3=0
|ly-z-3=0
(2.5 puntos)
3X—-y+z-6=0 i
P4) Encuentra los puntos de la recta r = que son centro de una esfera de radio 3,
X—-y+3z-8=0
tangente al plano 7 =2x+2y—-z-7=0
(2.5 puntos)
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P5) Sea la funcién f (x) :sin(%ln 1).

X
a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [l,e} : (0.75 puntos)
e
. 1 , eV2 .
b) Demuestra que existe un valor « €| —,e | tal que f (a) = Lo Enuncia el/los resultado(s)
e —e

utilizado(s). y justifica su uso.
(1.75 puntos)

P6) Calcula los siguientes limites:

2x-1
. X2
lim| ———
xote| XT4+X—-1

(1.25 puntos)

(1.25 puntos)

P7) Sea la funcién f(x)= In(sin%x—cos%xj ,

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [2, 4] .
(1 punto)
b) Demuestra que existe un valor « e(2,4) tal que f () =0. Enuncia el/los resultado(s)

tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1.5 puntos)

P8) Calcula el area de la region del plano encerrada entre las graficas de estas dos funciones:
f(x)=x"-3x-2 y g(x)=x-2
(2.5 puntos)
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SOLUCIONES

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que sea compatible:

(a®-1)x+ay+a’z=1
(a®-1)x+(a+1)y+(a®+a)z=2
y+(a*+2a)z=a+2

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.
(2.5 puntos)

Intentamos simplificar el sistema y obtener otro equivalente de expresion mas sencilla.

Ecuaciéon 22 —Ecuacién1?

2 2 (a®-1)x +(a+l)y +(a’+a)z =2
(a®-1)x+(a+1)y+(a’+a)z=2= @Ok —ay IR

(az—l)x+ay+a22 =1

y+(a?+2a)z=a+2 5 ; e 1

, , Ecuacion 32 —Ecuacion 22
(a®-1)x+ay+a’z=1 y +(a*+2a)z = a+2
= y+az=1 = _y _az _ 4 (>
y+(a?+2a)z=a+2 0 (d+a)z = arl

(a®-1)x+ay+a’z=1
—<y+az=1
(a®+a)z=a+1
a®-1 a a’
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=| 0 1 a

0 0 a’+a
Calculamos su determinante.

a’-1 a a°

A=| 0 1 a =(a2—1)(a2+a)
0 0 a’+a

Comprobamos cuando se anula.
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a+1=0=[a=-1]
|A=0=(a’-1)(a’+a)=0=(a+1)(a-1)a(a+1)=0=
a-1=0=[a=1]
Estudiamos por separado cuatro casos diferentes.

CASO1l. a=#0a=lya=-1

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada A/B y el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado.

Como a=0;a=1ya=-—lentonces a=0;a-1#0y a+1=0 y podemos resolverlo.

(a®-1)x+ay+a’z=1 |(a’-1)x+ay+a’z=1 (az—l)x+ay+a21:1
y+az=1 =><y+az=1 = 1 a o
(a®+a)z=a+1 ,_a+tl__a+l 1 y+a—=1

a’+a a(a+l) a

2 1 =1
= (a )x+ay+a :>(a2—1)x+a-0+a=1:>(a2—1)x:1—a:>
y+1=1->|y=0

_1-a () -1
Ca’-1 (a-1)(a+l) a+l

La soluci6n es x = ——; y=0; ;-1
a+1 a

CASO 2. a=0
El determinante de A es nulo y su rango no es 3.
-x=1
El sistema queda 1y =1 = jlgualdad imposible!
0=1
El sistema es incompatible (sin solucién)

CASO 3. a=1
El determinante de A es nulo y su rango no es 3.
y+z=1
) y+z=1
El sistema queda 1 y+z=1= :>y+1:1:>
9y 2

El sistema es compatible indeterminado. Sus soluciones son x=t; y=0; z=1, teR
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CASO 4. a=-1
El determinante de A es nulo y su rango no es 3.

-y+z=1
T {—y+z:l

El sistema queda \y-z=1 =
y=1+z

0=0

= -1-z+z=1=-1=1 jlgualdad imposible!

El sistema es incompatible.

Resumiendo: Si a=0;a=1y a=—1 el sistema es compatible determinado, siendo la solucion del

sistema: x=_—11; y=0; z :i,si a=0 o0 a=-1 el sistema es incompatible (sin solucién) y si a=1
a+ a

el sistema es compatible indeterminado, siendo sus soluciones: x=t; y=0; z=1; te R.
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P2) Demuestra que se cumple |A- B| =0 para toda matriz A de dimension 3x 2, siendo B la siguiente

matriz:
1 0 1
B =
01 2
(2.5 puntos)
a b
Si A={c d | tenemos que:
e f
a b 10 1 a b a+2b
A-B=|c d =lc d c+2d
01 2
e f e f e+2f
a b a+2b
Columna32—-Columnal®—2-Columna 22
|A-B|:c d c+2d|= . . =
El determinante no cambia de valor
e f e+2f
a b O
=|c d 0f={Una columna con todo ceros} =[0]
e f O
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P3) Calcula la ecuacion general del plano m perpendicular al plano a=2x—y-z-1=0, sabiendo
que contiene al punto P (-1, 2, 1) y que la interseccion de ambos planos es paralela a la siguiente
recta:

r

X+y—-2z-3=0
y—-z-3=0
(2.5 puntos)

Hallamos el vector director de la rectar.

X+y—2z-3=0 X+y—2z-3=0
r= =>X+2+3-22-3=0=x=71=>

y-z-3=0 y=2+3

El plano T que nos piden hallar tiene como vector director el normal del plano a y su otro vector
director es el vector director de la recta.

a=2x-y-z-1=0=n=(2,-1,-1)

ﬁ:ﬁ:(z,—l,—l) X+l y-2 z-1
v=v,=(111) (=>z=[2 -1 -1|=0=
P(-121)ex 11 1

=X -1-y+2+422-R+2-1-2y+4+ X +1=0=-3y+3z+3=0=

:>|7Z'Ey—Z—1=0|
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3X—-y+z-6=0 .
P4) Encuentra los puntos de la recta r = y que son centro de una esfera de radio 3,
X—y+3z-8=0
tangente al plano 7 =2x+2y-z-7=0

(2.5 puntos)

El centro de la esfera de radio 3 tangente al plano esta a una distancia 3 del plano.
El problema se reduce a determinar que puntos de la recta r estan a distancia 3 del plano .

Pasamos la ecuacion implicita de la recta a ecuaciones paramétricas.

‘e 3x—y+z—6:O:> 3X-y+z-6=0
~|x-y+3z-8=0 ~ |-x+y-3z+8=0

2X -22+2=0

=2x-22+2=0=>x-2+1=0=[x=-1+7|=3(-1+2)-y+2-6=0=

X=-1+t
=-3+32-y+2-6=0=>-y+42-9=0=|y=-9+4z|=>r={y=-9+4t
z=t

Un punto A genérico de la recta tiene coordenadas A(—1+t, —9+4t,t) :
Determinamos la expresion de la distancia de A al plano.

=2X+2y-2-7=0 2(-1+t)+2(-9+4t)-t-7
=Xy L a(ar)= PELDR 2O AT
A(—1+t,—9+4t,t) 22 4 92 +(_1)2

. d(Ar) |-2+2t-18+8t—-t—-7| [|9t—27|
,jZ' = =
NE) 3

Igualamos esta distancia a 3.

N=2T 5 9t 27-9-59t=36>t=4
d(A;r)=3:>M=3
’ ot 27
— 3.50t-27=-9 50t=18 >t=2

Sit=4= A(-1+4,-9+16,4)=|A(3,7,4)

Sit=2= A(-1+2,-9+8,2)=|A(1,-1,2)

Los dos puntos buscados son A(3, 7,4) y B(1, -1, 2)
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P5) Sea la funcion f (x) :sin(%ln lj :

X
a) Demuestra que la funcidn es continua en el intervalo F,e} . (0.75 puntos)
e
. 1 , e2 .
b) Demuestra que existe un valor o €| —,e | tal que f (a) = e Enuncia el/los resultado(s)
e —-e
utilizado(s). y justifica su uso. (1.75 puntos)

a) Si xe [l,e} entonces existe 1 , ademas 1 >0, por lo que existe In i.
e X X X

Como la funcion f(x) es composicion de funciones continuas la funcion es continua en el

. 1
intervalo {—,e} .
e

b) Comprobamos que la funcidn es derivable y que su derivada es continua.

f(x) :sin(%lnij :sin(%(lnl— In x)j :sin(%(—ln x)) :sin(—%In x)

, T 71l T T
f (x):cos —ZInx || === |===—cos| —=Inx
4 4 x 4x 4

Esta funcion derivada también es continua en el intervalo {—,e
e

Calculamos el valor de la derivada en los extremos del intervalo.

f'(lj = —icos(—%ln lj = —%ecos(Z] = —”—eﬁ =— mey2
e

e) 41 4 4 2 8

e
f'(e):_lcos(_£|nej=_lcos[_1j:_1£:_&
de 4 de 4 de 2 8e

Comprobamos que 1e

— esta comprendido entre estos dos valores.

- mev2 eJEZ <—”“/§?:>¢—”—e< ® - Z9= ;~1.0675<-0.425<—0.1444?
8 l-e 8e 8 1-e 8e

Es cierto y por tanto se cumplen las condiciones del teorema de Darboux o de los valores
intermedios.

a) f'(x)=—£cos ~Znx | es continua en el intervalo l,e :
4x 4

b) f'(l)< N2 _(q) e

e) 1-¢?

e\2

1-¢e%°

. . : : 1 ,
Aplicando el teorema de los valores intermedios existe « € (—,ej tal que f (a) =
e
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P6) Calcula los siguientes limites:

X2 2x-1
lim (2—J (1.25 puntos)
X +x-1

X—>+0

lim——— 1.25 t
XILrO]In(x+1)—x (1.25 puntos)

Primer limite

X2 2x-1 XZ 2x-1
lim | —— =1" = Indeter minacion(n°e) = lim | 1+ -—+—-1 =
x=+o| X7 4+X—-1 X—>te0 X“+x-1

2x-1

2 2 2x-1 2x-1
=|im(1+%j :.im(1+x_+1j him|— | -
X—>+00 X+X_

) —x+1 22X 2x4x-1 o —2x%+3x-1
lim (2x-1)- 5 lim ———~— lim —>
=@ XT+x-1 — e X +x-1 =@ X +x-1 e—2

Segundo limite

lim = :9: Indeter minacion(L Hépital) =
=0 In(x+1)-x In(0+1)-0 0

2 e)< —1 e)< 2X _ X 2X _ X 2e2X _2eX X+1
=1lim ( ) =1lim 2e 2e :|im_2e 2e :"m( )( ):
x—0 1 _1 x=0 1—X—-1 x—0 —X x—0 —X
X+1 x+1 Xx+1

2x X 2X X _ 0 nxo
=Iin8 2xe” —2xe +2¢ —2¢ :0 0+28 2¢ :%:Indeterminacién(L’Hc“)pitaI)=
X—>! _X —

_lim 2e™ +2x2e** —2e* —2xe* +4e” —2e* lim 6e” +4xe® —2xe* —4e*
x50 -1 x50 -1 B

0 _N_ 0 _
=6e +O_1O 4e =6_14:
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P7) Sea la funcién f(x)= In(sin%x—cos%xj .

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [2,4]. (1 punto)

b) Demuestra que existe un valor « € (2,4) tal que f(a)=0. Enuncia el/los resultado(s) teorico(s)
utilizado(s), y justifica su uso. (1.5 puntos)

. . TTX X o\ .
a) Comprobamos que siendo X€[2,4] el valor de sm%—cos% es positivo y por tanto existe

. X X
In| sin——cos— |.
[ 6 6)

Sixe[24]=2<x<dm LT g00 T X 2T _qop0y
6 6 6 36 3

Si60°£”—xs90°—>sinﬂ—x>cos”—x—>sin7r—x—cos7r—x>0
6 6 6 6 6
X
= X COS?<O X X
Si90°<”—£120°—> —sin—-cos— >0
6 . TX 6
Sln? >O

Por lo tanto, en el intervalo [2,4] esta definido In(sin%x—cos%xj y existe f(X).

Ademas, la funcion es continua pues es composicion de funciones continuas.

b) Aplicamos el teorema de Bolzano a la funcién f(x) = In(sin%x—cos%)(} en el intervalo [2,4]

Se cumplen las condiciones exigidas en el teorema: f(x) es continua en [2,4] y toma valores
de distinto signo en los extremos del intervalo.

f(2)= In(sinﬁ—z—cosﬁ—zj = In(sinz—coszj =-0.148<0
6 6 3 3

f(4)= |n[Sinﬂ—4—cos”—4j = In(sinz—”—cosz—”) ~0.311>0
6 6 3 3

Segun el teorema de Bolzano existe « €(2,4) tal que f(a)=0.

129 de 296 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU extraordinaria 2022 Matemdticas Il en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

P8) Calcula el area de la region del plano encerrada entre las graficas de estas dos funciones:
f(x)=x"-3x-2 y g(x)=x-2 (2.5 puntos)

Averiguamos los puntos de interseccion de las dos graficas.

f(x)=g(X)=x°-3x-2=x-2=x*-4x=0= x(x2—4):0:>

x=0
—
X—4=0>x2=4>x=b=42

Como coinciden en tres puntos el area de la region que encierran la calculamos con dos integrales
definidas, una entre—2 y 0 y la otra entre O y 2.

Areale_ozf(x)—g(x)dx‘:U_Ozxa—3x—2—(x—2)dx‘:U_Ozx3—3x—2—x+2dx‘:
4 _ 4

{__2.02}_{ﬂ_2(_2)2}
4 4

. 2 d 2, d X4 , 2

Area2=“0 f(x)-g(x) x‘:‘fox — 4 x‘= Z—Zx

0
4 4
[2——2-22}{0——2-02}
4 4

El area de la region del plano limitada por las dos gréficas es igual a la suma de las areas calculadas
y tenemos que vale 4 + 4 = 8 u?. Dibujamos las graficas y la regién limitada por ellas.

“|-a-8) =[aw

0 x* °
= U X —4xdx‘ = ‘[——sz}
-2 4 ,

=|4-8|=|4u’

1 |
T

/(x) =x3 —3x—2

Region 2
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EvAU Ordinaria 2022

Evaluacion del Bachillerato para el Acceso a la Universidad

CURSO: 2021-2022 u p n a

Universided Publica ce Navara

ASIGNATURA: MATEMATICAS II Hatlrscakar iertsie Puika

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que sea compatible:

x+(a’-2a)y-z=-a’

x+(a2—4)y+(2a—3)z=—az—2a

x+(a2—4a+4)y+(a2—2a)z ——a’+a-1

Menciona el resultado tedrico empleado v justifica su uso.
(2.5 puntos)

P2) Calcula los valores de t para los que la matriz A% + A% es matriz singular, siendo

0 -1
A=
5 )

P3) Calcula la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto T E(l, -5, 3) y corta a las

(2.5 puntos)

siguientes rectas:

r_{—x—y—z+3=0 X y+2
B =y

7-2
3x+z-10=0 -2 1

(2.5 puntos)

P4) Calcula la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P = (1, 2,—1), es paralela al plano
r=2X—-Yy+2=0 ycortaa la recta:

r

X-y+2z2+2=0
3X—y-z-3=0
(2.5 puntos)
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P5) Calcule las siguientes integrales indefinidas:
J' dx
2x4/x—1

[(3-2x)e™dx

(1.25 puntos)

(1.25 puntos)

1
P6) Se considera la funcion f (x) = esinx+cosx

a) Estudia la continuidad de la funcién en el intervalo [0, 7]

(0.75 puntos)
b) Halla su extremo relativo en ese mismo intervalo.
(1.75 puntos)

X2-2

P7) Se considera la funcién f(x)= ¢

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [-2,—1].

(0.75 puntos)
b) Comprueba que existe un valor o € (—2,—1) tal que f () =e. Enuncia el/los resultado(s)

tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1.75 puntos)

P8) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de estas dos funciones:
f(x)=2-| y g(x)=x*-10
Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas gréaficas.
(2.5 puntos)
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SOLUCIONES

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a y resuélvelo
en los casos en que sea compatible:

x+(a’—2a)y-z=-a

x+(a’-4)y+(2a-3)z=-a’-2a

2

x+(a2—4a+4)y+(a2—2a)z ——a’+a-1

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.
(2.5 puntos)

1 a’-2a -1
La matriz de coeficienteses A=|1 a’—4 2a-3
1 a’-4a+4 a’-2a
1 a*-2a -1 —a’
La matrizampliadaes A/B=1 a’-4 2a-3 -a’-2a
1 a’-4a+4 a*-2a -a’+a-1
Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente mas sencillo.

. 2 s . , Fila 22 — Fila 12
a’-2a - -a
N > 4 2a 3 2y 1 a*-4 2a-3 -a’-2a
= a’— a— —a’-2a
1.1 -a’+2a 1 a’

1 a’-4a+4 a*-2a -a’+a-1

0 2a—4 2a-2 —2a — Nueva fila 22

Fila 32 —Fila 12

1 a*-4a+4 a’-2a -a’+a-1

-1 -a’+2a 1 a’ -

0 -2a+4 a’-2a+l a-1 — Nueva fila 32

L a2 2a 9 2 Fila 32 + Fila 22

0 —2a+4 a*-2a+1 a-1

R AN PP -
0 0 a’-1  —a-1-> Nuevafila3?

1 a*-2a -1 -a?
=|0 2a-4 2a-2 -2a
0 0 a?-1 -a-1

La nueva matriz de coeficientes tiene determinante

1 a’*-2a -1
|Al=[0 2a-4 2a-2 =(2a—4)(a2—1):2(a—2)(a—1)(a+1)
0 0 a’-1
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a=2
Vemos cuando se anula.|A|=0=2(a-2)(a-1)(a+1)=0=<a=1

a=-1
Nos surgen 4 situaciones distintas que analizamos por separado.

CASO1l. a=#l a=#2 y a=-1

El determinante de A es no nulo, por lo cual su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada y el nimero de incdgnitas. Aplicando el teorema de Rouché el sistema es compatible
determinado (tiene solucion Gnica).

Resolvemos el sistema equivalente obtenido por Gauss anteriormente.

1 a*-2a -1 -a’° X+(32—23)Y—Z=—32
0 2a-4 2a-2 -2a |= (2a-4)y+(2a-2)z=-2a ;=

x+(a’-2a)y-z=-a’

= 2(a-2)y+2(a-1)z=-2a = {a+lesnonulo} =
(a-1)(a+1)z=—(a+1)

2 2

x+(a’-2a)y-z=-a
= 2(@-2)y+2(a-1)z=-2a;=> (a-2)y+(a-1)z=-a;=

x+(a’-2a)y-z=-a

(a-1)z=-1 -1
‘Taa
x+(a’ —2a)y——1:—a2
- a-1 ) :>x+(a —2&1)y+a:—a2 N

1 (a _za)y —a3+a -1
x+(a’-2a)y=-a’-—— a-1
= a-l;= =
(a-2)y=-a+1 y:—a+1
a—2

—a+1 -a*+a*-1
= =

:>x+(a2—2a) P T

—a+l_ —a’+a’ -1 —a’+a’ -1
= X+a =>x+a(-a+l)=—=
N =) (ra+l)=——"
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_a3.42_ _a®+al— —1Y* -a*+a’-l1+a(a’+1-2a
T ta 1—a(—a+1)= a’+a’-1+a(a-1) _ ( )
a-1 a-1 a-1

X:—}a"(Jraz—lJr)a(KJra—Za2 :—a2+a—1

a-1 a-1
, —a’+a-1 —a+1 -1
Lasoluciones x=————, y= . Z=——
a-1 a-2 a-1
CASO 2. a=1
1 -1 -1 -1
La matrizampliada queda A/B={0 -2 0 -2
0O 0 0 -2
1 -1 -1
y la matriz de coeficientes queda A=|0 -2 O
0 0 O
Por lo que el rango de A es 2 y el de la ampliada es 3. Por el teorema de Rouché el sistema es
incompatible.

OTRA FORMA DE RAZONAR LA INCOMPATIBLIDAD DEL SISTEMA
El sistema equivalente triangular queda:

X—y—-z=-1

-2y =-2} Ladltima ecuacion plantea una igualdad imposible.
0=-2

El sistema es incompatible (no tiene solucion)

CASO 3. a=2
10 -1 -4
La matrizampliada queda A/B={0 0 1 -2
0 0 3 -3
1 0 -1
y la matriz de coeficientes queda A=|0 0 1
0 0 3

Por lo que el rango de A es 2 y el de la ampliada es 3. Por el teorema de Rouché el sistema es
incompatible.

OTRA FORMA DE RAZONAR LA INCOMPATIBLIDAD DEL SISTEMA
El sistema equivalente triangular queda:

X—2=-4 X—2=-4
z=-2; = 1=-2;iIMPOSIBLE!
3z=-3 z=-1
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El sistema es incompatible (no tiene solucion)

CASO 4. a=-1
1 3 -1 -1
La matrizampliada queda A/B=|0 -3 -2 1
0 0 0 O
1 3 -1
Y la matriz de coeficientes queda A={0 -3 -2
0 0 O

por lo que el rango de A es 2, el de la ampliada también 2 y es menor que el nimero de
incognitas. Por el teorema de Rouché el sistema es compatible indeterminado.

Lo resolvemos. El sistema equivalente triangular queda:

X+3y—-z=-1 X+3y=-1+z2
X+3y=-1+2
-3y-2z=1;= 3v=1 22} 1 2 [/ =
— =1+ :___—Z
0=0 y y 3 3

= x+3(—%—§zj:—1+z:> X—-1-27=-1+7=

La solucidén es x =3t; yz—%—gt; z=t; teR

Resumiendo: Si a=1, a#2y a=-1 el sistema es compatible determinado, siendo la solucion del

2
. -a“+a-1 -a+1 -1 . . . . .
sistema: x= = z=——,s a=1 0 a=2 el sistema es incompatible (sin

y_ ’
a-1 a-2 a-1
solucion) y si a=-1 el sistema es compatible indeterminado, siendo sus soluciones:

X =3t; y:—%—gt; z=t; telR .
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P2) Calcula los valores de t para los que la matriz A% + A% es matriz singular, siendo

0 -1
A:
b

(2.5 puntos)

Calculamos la expresion del determinante de A% + A%,
A+ AP = A (A1) = |+ A%|=|A%[| A+ 1= A A+ 1]
0 -1 26 25 25 25
Como |A|:‘1 t_letenemosque ‘A +A ‘=|A| |A+1|=1"|A+ 1| =|A+I|

Para que la matriz A% + A% sea singular su determinante debe ser nulo y para ello debe serlo el

determinante de A + I.
0o -1 10 1 -1
A+l = + =
(1 t—lj [0 1] (1 t ]

1 _
|A+I|=‘ J"=t+1
1 t

A+1|=0=t+1=0=[t=—1]

El valor buscado es t = —1.
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P3) Calcula la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto T = (1, -5, 3) y corta a las siguientes
rectas:

r

y s=—=

—X—-y-z+3=0 X y+1
3x+z-10=0 -2 -1

-2
1

(2.5 puntos)

Estudiamos previamente la posicion relativa de las dos rectas.

-X—-y-z+3=0 -X-y-2+3=0
rs{ =y :>{ y = -X-y-10+3x+3=0=>

3x+z-10=0 z=10-3x

- {I -(12,-3)

=S2X-y-T7=0=2X-T=y=>r=y=-T7+2t=>r=
z=10-3t R (0.-7.10)

X y+1 z-2 \75=(—2,—1,1)
S=—="——=—"-=S=
-2 -1 1 Q,(0,-1,2)

Las coordenadas de los vectores directores de las rectas no son proporcionales, por lo que las rectas
no son paralelas ni coincidentes.

u=(12-3)] 1 2 -3
27T

_ =>—F—#*—
v, =(-2,-11)
Las rectas son secantes o se cruzan. Realizamos el producto mixto de los vectores directores u, , v,
y el vector PQ, .

PQ, =(0,-2,2)-(0,~7,10)=(0,5,-8)

1 2 -3
[Uv,,PQ, [=|-2 -1 1|=8+0+30-0-32-5=1+0
0 5 -8

Como el producto mixto es no nulo las rectas se cruzan.

La recta t que nos piden que hallemos pasa por T = (1, -5, 3) Yy N0 conocemos su vector director

w, =(a,b,c).

Las rectas r y t se cortan por lo que los vectores Wt I y ﬁ: deben tener producto mixto nulo.
w, =(a,b.c) ab c
u, =(1,2,-3) =[w,u,PT]|=0=1 2 -3=0=
PT =(1,-53)—(0,-7,10) =(1,2,-7) 12 -7

— —14a-3b+2c—2c+7b+6a=0=—-8a+4b=0=—-2a+b=0=[b=2a]
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Las rectas s y t se cortan por lo que los vectores Wt \75 y @ deben tener producto mixto nulo.

W =(ab.c) a b c
v, =(-2,-11) 3[@@@]:0:—2 1 1=0=
QT =(1-53)-(0,-1,2)=(1,-4,1) 1 -4 1

—-—a+b+8c+c+2b+4a=0=3a+3b+9c=0=|a+b+3c=0

Sustituimos b por 2a.

a+b+3c=0
b=2a

}:>a+2a+3c:0:>30:—3a:>

El vector director de la recta t queda Wt =(a,2a,—a), por lo que tomando a = 1 un vector director
serfa w, =(1,2,~1).
Escribimos la ecuacion continua de la recta t.

o)

T =(1,-5,3)

Xx-1 y+5 z-3
1 2 -1

—+
I

139 de 296 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU ordinaria 2022 Matemdticas Il en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

P4) Calcula la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P = (1, 2,—1), es paralela al plano
m=2X—-y+2=0 ycortaa larecta:

r

X-y+2z2+2=0
3X—y-2z-3=0
(2.5 puntos)

Hacemos un dibujo descriptivo de la situacion planteada.
Il

s

Hallamos el plano " paralelo a T que pasa por el punto P. Al ser un plano paralelo solo cambia el
término independiente D.

r=2X-y+2=0 ,
. y r=2X-y+z+D=0
zllx = i =2-2-1+D=0=>
i P(l,2,—l)e7z
P(1,2,—1)e7r

= D=1=|r'=2x-y+7+1=0)

Hallamos el punto M de corte del plano " con larecta r.

Ecuacicon 22 —3-Ecuacion 12
3x -y -z -3=0

r_{x—y+22+2:0 X-y+2z+2=0
-3x +3y -6z -6=0

3X—y-z-3=0;=>3x-y-z-3=0;=>

r=2x-y+z+1=0 2X=y+z+1=0 0 2y -7z -9=0
Ecuacicon 32 —2-Ecuacion 12 974220 2-Ecuacicon 32 —Ecuacion 22
2X -y 4z +1=0 X=yrezte= 2y -6z -6 =0

= 2y-72-9=0,= =

-2X +2y -4z -4=0
0 y -3z -3=0

=2y +7z +9 =0
0 z +3 =0

y—3z-3=0

X—y+2z+2=0 X—-y+2z+2=0
= 2y-72-9=0;=> 2y-7z2-9=0;=

X—y—6+2=0 } X—y=4 }
=
2+3=0

=
2y+21-9=0 2y =-12
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X—-y=4
= 12 = x+6=4=[x=-2]=|M(-2,-6,-3)
y:—:—
2

La recta s que buscamos pasa por el punto P =(1,2,-1) y el punto M (-2,—6,-3)

=(12,-1)

P _
M (—2,—6,—3)} = PM =(-2,-6,-3)-(12-1)=(-3-8,-2)

Ju=-PM=(382) [x-1 y-2 z+1
. =S = =
P=(12-1)es 3 8 2
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P5) Calcule las siguientes integrales indefinidas:
J' dx
2x4/x—1

[(3-2x)e™dx

(1.25 puntos)

(1.25 puntos)

Primera integral. Realizamos un cambio de variable.

Cambio de variable

dx
JZX«/E - Z(1+t2)\ 1+t2

= x=1+1? = dx = 2tdt

Deshacemos el cambio de variable}

Nt = arctg(\/E)+K
X—1=

= arctgt = {

Segunda integral. Usamos el método de integracion por partes.

Integracion por partes

_[(3—2x)e‘2xdx: u=3-2x— du=-2dx

—2X _ -2x _ 1 —2X _ 1 -2X
dv=e> dx—>v—fe2 dx——Ej(—Z)e2 dx——Ee2

=(3- ZX)(——G_ZXJ —J—Ee‘zx (-2)dx = —ge‘zx +xe 4+ %J.(—Z)e‘zxdx =

x-l=t=x-1=t*= =J 2t =J L
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1
P6) Se considera la funcion f(x) = gsinx+cosx

a) Estudia la continuidad de la funcion en el intervalo [0,72’] (0.75 puntos)
b) Halla su extremo relativo en ese mismo intervalo. (2.5 puntos)

a) La funcion es composicion de funciones continuas, el Gnico problema es comprobar cuando se
anula el denominador y si eso ocurre en el intervalo [071']

Angulo del 2° 0 4° cuadrante N
en la bisectriz de dichos cuadrantes

sinx+cosx:0:>sinx:—cosx:>{

X:£+£:3—”e[0,7r]
S
=—”+£=—”§5[0,7r]
2 4 4

La funcién no estd definidaen x = 37”

La funcidn es continua en {O%ﬂju(%ﬁn}

b) Averiguamos cuando se anula la derivada de la funcién (puntos criticos).

1 0—(cosx—senx) —* —COSX+Senx -
f(X) = gsinx+cosx —, f (X) — - > .@sinx+cosx — - > . @sinx+cosx
(sin x +cos x) (sin x +cos x)
1
. —COSX+Senx -
f'(x)=0= -esinx+eosx — () — —c0S X + senx = 0 = senx = coS X =

(sinx+cos x)*

x=7+2% =" ¢[0,7]
4 4

Estudiamos el signo de la derivada entrex =0y x= % entre x :% y X= 377[ , Y por ultimo

3z
entre X=T y X=r1.

e Enelintervalo [O%} tomamos X :% y la derivada vale
T T 1
. —COS_+sen' - _z = -
f(gJ = 8 8_.¢™"8"™ 8 <0 La funcién decrece en [O’Z]

. T T ?
sin - +cos
( 8 8)
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e Enelintervalo [%37”} tomamos x =% y la derivada vale

1

v/ T
( j —COS—+Sen—

2 sinZ +cos”
2

= 2 ~e 2 2>0.Lafuncién crece en z 3T
in” 4 4’ 4
sin = +cos —
2 2
e Enelintervalo [377[7[} tomamos x = %r y la derivada vale

Vs 1 1
T —COS? + Sen? sin = +o0s % 3
f (—] = ~-6 & % <0.Lafuncion decrece en [—ﬂ'j| .
8 ( . I 77rj 4
Sin—+€0S—
8 8

La funcion sigue el esquema siguiente.

0 w8 g4 3U8 w2 SW8  3gs4 TS T

1

T sinZ+cosZ
.Como f " =e ¢ “‘=e

|

Ng
2

La funcion presenta un minimo relativo en x = =2.03

5 =N

N

€

NG

Las coordenadas del minimo relativo son [

La funcién no estad definidaen x = 37” .
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x2-2

P7) Se considera la funcion f(x) = ¢

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [—2,—1] .

(0.75 puntos)
b) Comprueba que existe un valor « e (—2,—1) tal que f () =e. Enuncia el/los resultado(s)

teorico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1.5 puntos)

a) La funcion es composicion de funciones continuas. El inico problema es en x =0 que se anula
el denominador del exponente, pero 0 ¢ [—2,—1].

La funcién es continua en [-2,-1]

b) Utilizamos el teorema de los valores intermedios (Teorema de Darboux):
Sea f continua en [a,b] y seam tal que f(a)<m< f(b) entonces existe un valor c €[a,b] tal

que f(c) =m.

, 2xeX 2x —
f'(x)= . = =

. _ ] (2x2 —1)ex2‘2
Consideramos la funcion f“(x) R

(2(—1)2 —1)e(’l)
(-1)°

Tenemos que f’'(-1)=0.368<e=2.72< f’(-2) =12.93.

se cumple que es continua en [—2,—1]

(2(-2° -1)e P 7¢2

Como f'(-1)= 2 =

—e1=0368y f'(-2)= ~12.93.

Aplicando el teorema de los valores intermedios existe ¢ e (—2,-1) tal que f’(c)=e
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P8) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de estas dos funciones:
f(x)=2-|x y g(x)=x*-10
Calcula el area de la regién del plano encerrada entre ambas gréaficas. (2.5 puntos)

Hallamos los puntos de corte de ambas graficas.

2-x=x*-10 si x>0 x*+x-12=0
f(x)=g(x)=2-|x=x"-10=10

2+Xx=%x>-10si x<0—>x*—x-12=0

-1+7 3%
12opcion (x>0) = X +x—-12=0=> x = ( ): 17 _| 2
2 2 -1-7
—2 =-4<0.Novale

1+7
14 /(=1 —4(-12 ~—— =4>0. Novale
2%0pcion(x <0) > x* —x-12=0= x = \/() ( ):1i7: 2
2 2 1-7
—=|-3=X
2
\\ oL f(x)=2-J Il
5 -4 3 3
""" g(x)=x"-10 "

El area se encuentra entre x = -3 y x = 3. Dividimos el recinto en dos partes pues la funcion valor
absoluto cambia de definicion en x = 0.
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Area 1 :UO f(x)—g(x)dx‘=UZ(2+X)—(X2—10)dx‘:
0 X X ’

=I —x2+x+12dx‘= -+ +12x| |=
-3 3 2 R

=‘—9—%+36‘= 22.5u°

3

= {—%3+0—22+12-0}— —ﬂ+%+12(—3)}

Area 2 = UOS f(x)-g (x)dx‘ = Uj(Z—x)—(x2 —10)dx‘ -

3 x* X ’
= U i x+12dx‘ = - =-=+12x
0 3 2 .

3 2 3 2
- 03] - 0] =[e-2 36| = [22507
3 2 3 2 2

Sale el mismo valor de area ya que las funciones son simétricas.
El rea total es la suma de las dos areas obtenidas. Area total vale 45 unidades cuadradas.

También podiamos haber utilizado la simetria de la funcion para calcular el area total como el doble
del &rea de la region 2.

- \ L g(x)=x"-10 {

—esigual a el doble de
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EvAU Extraordinaria 2021

Evaluacién del Bachillerato para el Acceso a la Universidad u p na

CURSO: 2020-2021
. |niversidzd H‘ihﬁca_ e I\h'_.ﬂrra
ASIGNATURA: MATEMATICAS I Nt Liertise ulkos

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que es compatible:

ax+(a—-2)y=a-2
ax+(a’—2a)y+2z=a
3ax+(a2—4)y+z:4a—4

Menciona el resultado tedrico empleado v justifica su uso.
(2.5 puntos)

P2) Calcula los valores de t para que se cumpla ‘A- B‘l‘ =1, siendo Ay B las siguientes matrices:

1t -t t-1 t -t
A=[2t-1 t-1 t | yB=|1-2t 2t -1
t-2 0 t-2 0 -1 1

(2.5 puntos)

P3) Encuentra la ecuacién continua de la recta que corta perpendicularmente a las siguientes rectas:

y S

‘e 2y+2=0 X-6 y-6 z-2
Cx+y=0 -1 5 2

(2.5 puntos)

P4) Halla un plano que sea tangente a la esfera de radio 3 y centro (0,0,0), y que corte
perpendicularmente a la recta
Xx-3 y-4 z+4
2 1 -2
Encuentra el punto de tangencia del plano con la esfera, y calcula la ecuacion continua de la recta
que pasa por ese punto y corta perpendicularmente a r.

r

(2.5 puntos)
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P5) Calcula los siguientes limites:

lim Jx

o [3x3 + 2% —/3X°

(1.25 puntos)

. o1
limx-sin=

X—>00 X

(1.25 puntos)

x+1) _*°
P6) Se considera la funcion f(x) = Iog{sin 7 1 )+2 2 }

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [6, 7].
(1 punto)
b) Demuestra que existe un valor a<(6,7)tal que f(a)=0. Enuncia el/los resultado(s)
tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.

(1.5 puntos)
. . , . X
P7) Se considera la funcion f(x) = x+sm7 )
a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [1, 3] . (0.75 puntos)

b) Demuestra que existen dos valores o €(1,2) y fe(2,3)tal que f (a)=f'(8)=0.Enuncia

el/los resultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1.75 puntos)

P8) Teniendo en cuenta los datos que aparecen en el siguiente grafico, calcula el area de la region
sombreada.

oy

OX

(2.5 puntos)
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SOLUCIONES

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a y resuélvelo
en los casos en que es compatible:

ax+(a-2)y=a-2
ax+(a’-2a)y+2z=a

3ax+(a*-4)y+z=4a-4

Menciona el resultado teérico empleado y justifica su uso. (2.5 puntos)
a a-2 0

La matriz de coeficienteses A=| a a’-2a 2
3a a’-4 1

a a-2 0| a-2
Y la matrizampliadaes A/B=| a a*-2a 2 a
3a a’-4 1|4a-4

Vemos cuando se anula el determinante de A.

a a-2 o0 i 1 a-2 0
A=la at-2a 2|- Sacar "a" factor comun en at a(a-2) 2
- ) ~ | columna 12 - -
3a a’-4 3 (a-2)(a+2) 1

1 1 0
Sacar "a — 2" factor comun en
= =a(a-2)1 a 2
columna 22
3 a+2 1

|Al=a(a-2)(a+6-1-2a-4)=a(a-2)(1-a)

a=0
|Al=0=a(a-2)(1-a)=0=-a

Nos surgen 4 situaciones distintas que analizamos por separado.

CASO1l. a=0,a=2ya=1

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, asi como el rango de A/B y el
namero de incégnitas. Aplicando el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible
determinado (una Unica solucion).

Obtenemos la solucion por el método de Cramer.

A=a(a-2)(1-a)
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a-2 a-2 0 a-2 1 0
a a(a-2) 2 M a a 2
X_4a—4 (a-2)(a+2) 1| 4a-4 a+2 1 a*-2a+8a-8-a—2a’+8
a a-2 0 aM(l_a) a(l-a)
a a’-2a 2
3a a‘-4 1
_-a’+5a_a(5-a) 5-a
a(l-a) a(l-a) 1-a
a a-2 o0 1 a-2 0
a a 2 A1 a 2
_|Ba 4a-4 1 |3 4a-4 1 a+6a-12-a+2-8a+8
a a-2 0 4#(a-2)(1-a) (a-2)(1-a)
a a’-2a 2
3a a’-4 1
_ —2a-2 2a+2
“@2ia) (-2
a a-2 a-2 1 1 a-2
a a(a-2) a | A(a~72)1 a a
Z_3a (a—-2)(a+2) 4a-4 3 a+2 4a_4—{FiIa23—FiIa13}—
B a a-2 0 B ,{M(l_a) - B
a a’-2a 2
3a a’*-4 1
1 1 a-2 1 0 a-2 1 0 a-2
0 a-1 2 0 a1 2 | (a-1o 1 2
3 a+2 4a-4 3 a-1 4a-4 3 1 4a-4
= ={Columna 22 — Columna 13} = =
l1-a l1-a 1-a
~(1-4) (4a-4-3a+6-2)
z= =-a
1-a
La solucion es x = 22 _ etz z=-a
“Ta Ty T
CASO 2. a=0
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A/IB=|0 0 2|0

-]

0 -2

0 -4

0
Divido fila 22
=
entre 2

0 -2 0|-2
En este caso la matrizampliada queda A/B={0 0 2| 0
0 4 1|4
Fila3* — 2 -Fila 12
0|-2 0 41 -4 0 -2 0]-2
=< 0 4 0 4 =0 0 2|0 |=
1|-4 0 0 1 O 0 0 1|0
Nueva fila 32
Fila 3% — Fila 22
-2 0]-2 00 1 0 0 -2 0]-2
0 0 1|04 00 -10 ;=0 0 1|0
0O 0 1|0 00 0 O 0 0 0]O
Nueva fila 32

Observando la matriz ampliada equivalente a la de partida tenemos que el rango de A es 2 al igual
que el rango de A/B, pero menor que el nimero de incognitas (3). El sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).
Lo resolvemos partiendo del sistema equivalente obtenido con las transformaciones de la matriz
ampliada asociada.

y=1

—2y=-2
=
22=0

= X es cualquier valor

Las infinitas solucionesson: x =t,y=1,z=0,conteR

CASO 3. a=1

En este caso la matriz ampliada queda A/B=|1

1 -1 01
-1 2|1
3 31|60

La transformamos para establecer el rango de Ay A/B.

1
AlB=|1
3

-1 0]-1
-1 2|1
-3 1|0

1
=10
0

Fila2® — Fila1?| |Fila3* — 3 - Fila 1?
1 -1 21 3 310
=:-1 1 0 1 -3 3 0 3 =
0 0 22 ||lo 0 13
Nueva fila 22 Nueva fila 32
Fila22 — 2 - Fila 32
-1 0]|-1 00 2 2 1 -1 0]-1
0 2|2 |=40 0 -2 -6 =0 0 2|2
0 1|3 00 0 4 0 0 0|4
Nueva fila 32
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Observando la matriz ampliada equivalente a la de partida tenemos que el rango de Aes 2y el
rango de A/B es 3 por lo que el sistema es incompatible (sin solucion)

CASO 4. a=2

2 0 0|0
En este caso la matrizampliada queda A/B=|2 0 2|2
6 0 1|4

La transformamos para establecer el rango de Ay A/B.

Fila22 — 2 -Filal?| |Fila3® — 3 - Fila1?
2 0 0|0 2 0 2 2 6 0 1 4
A/IB=|2 0 2|2|=> -2 0 0 O -6 0 0 O =
6 0 1|4 0 0 2 2 0O 01 4
Nueva fila 22 Nueva fila 32
Fila 3 — Fila 22
2 0 0|0 2 0 0|0 00 1 4
=0 0 2|2|={Dividofila2?por2}=|0 0 1|1|=40 0 -1 -1 ;=
0 0 1|4 0 0 14 0 0 0 3
Nueva fila 32
2 0 0
=0 0 1
0 0 3

Observando la matriz ampliada equivalente a la de partida tenemos que el rango de Aes 2y el
rango de A/B es 3 por lo que el sistema es incompatible (sin solucion)

Resumiendo: Para a=0,a =2 ya=1 el sistema tiene una unica solucion, para a = 0 el sistema
tiene infinitas soluciones y paraa =1 o a = 2 el sistema no tiene solucion.
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P2) Calcula los valores de t para que se cumpla ‘A- B‘l‘ =1, siendo Ay B las siguientes matrices:

1 t —t t-1 t -t
A=|2t-1 t-1 t y B=|1-2t 2t -1 (2.5 puntos)
t-2 0 t-2 0 -1 1

Como el determinante de un producto es el producto de los determinantes y el determinante de la
matriz inversa es el inverso del determinante lo aplicamos a la expresién ‘A- B‘l‘ =1.

e I
et B

Basta hallar el determinante de Ay de B y sustituir en la expresion anterior.

~1=|4=[8

1 t —t 1 t —t
|A|=[2t-1 t-1 t |={Sacarfactor comin "t—2"enfila3*} =(t-2)2t-1 t-1 t|=
t-2 0 t-2 1 0 1
1+t t -t
={Columna 1* — Columna 3} =(t-2)[t-1 t-1 t|={Fila2* - Fila3¥}=
0 0 1
1+t t —t 1+t t —t
=(t-2)[t-1 t-1 t-1={Sacar"t—1"factor cominen fila22} =(t—2)(t-1)| 1 1 1|=
0 0 1 0 O

=(t-2)(t-1)[1+t-t]=(t-2)(t-1)

Hemos obtenido que |A|=(t-2)(t-1)

t-1 t -t t-1 0 —t
|B[=1-2t 2t -1={Columna2®+ Columna3?}=1-2t 2t-1 -1=
0 -1 1 0 0 1
t-1 0 -t
= {Sacar "2t —1" factor comdn en columna 22} = (2t-1)[1-2t 1 -1 =(2t-1)(t-1)
0 0 1

Hemos obtenido que |B|=(2t—1)(t—1).Para t =1yt ¢% el determinante es distinto de 0 y existe

la inversa de B. Sustituimos y vemos cuando ambos determinantes son iguales.

[Al=(t-2)(t-1)
|B|_(2t—1)(t—1) = (t-2) (1-1) = (2t-1) (1-1) > t-2=2t-1= [t =1
|A/=(8]

La igualdad ‘A- B‘l‘ =1 se cumple cuando t = -1.

154 de 296 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU extraordinaria 2021 Matemdticas Il en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

P3) Encuentra la ecuacién continua de la recta que corta perpendicularmente a las siguientes rectas:

y S

‘e 2y+2=0 X-6 y-6 z-2
~|x+y=0 -1 5 2

(2.5 puntos)

Estudiamos la posicion relativa de lasrectasr y s.

X =t
2y+z:0 z:_2y A(0,0,0)EI’
r= 0 =>r= y =>r=y=t —=<_. 112
X = = — —( = —
-y B A D
S=

-1 5 2 v, =(-15,2)

Las coordenadas de los vectores directores no son proporcionales, por lo que las rectas no son
paralelas ni coincidentes.

Hacemos el producto mixto de los vectores \7r \75 y AB para ver si es nulo o no.

AB =(6,6,2)-(0,0,0)=(6,6,2) 11 -2
U =(-11-2)t =[u,, v, AB|=|-1 5 2[=-10+12+12+60+2+12
\Z:(_l’az) 6 6 2

[J\Tﬁ]zssio

ri sy

Por lo que las rectas r y s se cruzan.

| SRR M .
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Nos piden la recta t perpendicular comin a ambas rectas. Para ello hallamos la ecuacion del plano
7, que contiene a la recta r y tiene como vector director el perpendicular a ambas rectas. Después

hallamos el punto C interseccion del plano 7, y la recta s.

La recta t es la recta con vector director el producto vectorial de los vectores directores de las rectas
y pasando por el punto C.

El vector director de la recta t es el producto vectorial de los directores de ambas rectas, a su vez
sera un vector director del plano 7z, .

G =(-11-2)] . |1 1k .
= =uxv,=|-1 1 -2/=(12,4,-4)=>w,=(31-1)
v, =(-152) 45 9
La ecuacion del plano 7, .
ﬁ:ﬁr:(—l,l,—z) X y z
m=v=w,=(31-1) =z=-1 1 -2/=0
A(0,0,0) e, 31 4

~X—6y-2-32-y+2x=0= |7, =X-7y—-47=0

El punto C de corte entre plano 7, y rectas.

6 6 ) X=6-t
Xx-6 y-6 z-
S= = = =qy=6+5t B
-1 5 2 P = (6-t)-7(6+5t)-4(2+2t)=0=

m=X-1y-4z=0
=6-1-42-35t-8-8t=0=-44-44t=0=>t=-1=>

x=6-(-1)=7

Ya tenemos el vector director de la recta t y un punto C por el que pasa.

1 -1

C(7,1,0)et _ _
La recta t tiene ecuaciéon t = _,( ) = |t X—7 y-1
W, =(3,1,-1) 3
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P4) Halla un plano que sea tangente a la esfera de radio 3 y centro (0,0,0), y que corte
perpendicularmente a la recta
Xx-3 y-4 z+4

2 1 -2
Encuentra el punto de tangencia del plano con la esfera, y calcula la ecuacién continua de la recta que
pasa por ese punto y corta perpendicularmente a r.

r

(2.5 puntos)

El plano 7 pedido es perpendicular a la recta, por lo que su vector normal sera el director de la recta.

Xx-3 y-4 z1+4

> I =V, =(21,-2)=n=v,=(21-2)

r

r=2Xx+y-22+D=0

Como el plano es tangente a la esfera, la distancia de su centro O(0,0,0) al plano debe ser igual al
radio que vale 3.

D=9
4(0,7)=32 00700 5 IOl 5 9= lo
22 +1% +(-2)’ 3 D-_9

Hay dos planos como solucion de esta situacion:
|1, =2x+y-22+9=0| y |r,=2Xx+y-22-9=0

Hallamos los puntos de tangencia, que llamamos T1y To.

La recta s que contiene el radio de la esfera es perpendicular al plano 7, =2x+y—-2z+9=0 y tiene

como vector director el normal del plano \7:(2,1,—2)y pasa por el punto O(0,0,0) luego tiene
ecuacion:

- Xx=2t
V:(2,1, 2)

S= =S=qY=
O(0,0,0)es "

El punto de tangencia T1 es el punto de corte de la recta s con el plano 7.

157 de 296 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU extraordinaria 2021 Matemdticas Il en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

X=2t
S=qy=t
z=-2t
7, =2X+Yy—-22+9=0

=2(2t)+t-2(-2t)+9=0=4t+t+4t+9=0=>

X=-2
=>9%t="9=>t=-1=y=-1=|T,(-2,-12)
z2=2

Larectas” que contiene el radio de la esfera es perpendicular al plano 7, =2x+y—-2z-9=0 y tiene

como vector director el normal del plano \7:(2,1, —2)y pasa por el punto 0(0,0,0) luego tiene la
misma ecuacion que la anterior recta s:

-~ X=2t
. |v=(21-2) ]
S= =>s=:y=t
O(0,0,0)es —

El punto de tangencia T2 es el punto de corte de la recta s” con el plano 7,.

X =2t
S=qy=t

z=-2t
w,=2X+Yy—-22-9=0

=2(2t)+t-2(-2t)-9=0=4t+t+4t-9=0=>

X=2
=>9%t=9=>t=1=y=1 =|T,(21-2)
z2=-2

Como la recta r es perpendicular a los planos 7z, y 7z, hallamos los puntos de corte A1y Az de la

recta con cada uno de los planos y las rectas que pasan por los puntos de tangencia y son
perpendiculares a r seran:
Una de ellas la que pasa por A1y T1Y la otra la que pasa por A2y To.

3 A A X=3+2t
X=3_ Y=o _Z%% o y=4+t

2 1 -2 = 2(3+2t)+4+t-2(-4-2t)+9=0=
z=-4-2t

r

7, =2X+Yy-22+9=0

x=3-6=-3
= 6+4t+4+t+8+4t+9=0=>9t=-27=t=-3=.y=4-3=1 =|A(-312)
z=-4+6=2
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X=3+2t
x—3:y—4:z+4:>rE y=drit

2 1 -2 = 2(3+2t)+4+t-2(-4-2t)-9=0=>
z=-4-2t

r=
7w, =2X+Yy-22-9=0
Xx=3-2=1

=6+4t+4+t+8+4t-9=0=>9t=-"9=>t=-1=.y=4-1=3 =|A(13-2)
2=-4+2=-2

La recta que pasa por A1y Ty,

T.(-2-12)es,| T,(-2-12)es 1 -2 0

A(-312)es, }:’5\71:ﬁ:(—2,—1,2)—(—3,1,2):(1,—2,0)}:> C_X+2_y+l_2-2

La recta que pasa por Az y Ta.

A (L3,-2)es, :\Tzzﬁ=(2,1,—2)—(1,3,—2)=(1,—2,o) g x-2_y-1_z+2
T,(21-2)es,| T,(21-2)es, 1 -2 0
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P5) Calcula los siguientes limites:

lim X (1.25 puntos)
o [3x3 4 2% —/3X°

Iimx-sin1 (1.25 puntos)
X—>0 X

Primer limite.

Indeterminacion en denominador

o0 — O =

lim Jx

X—>+00 3 2 s )
35 1+ 2x2 —f3x Utilizamos el conjugado

i «/;(\/3x3+2x2 +\/3x3) i

X (\/3X3 +2x% —3%° )(\/3x3 +2%° +\/3x3)

«/;(\/3x3 +2x2 +4/3%° ) «/;(«/3x3 +2x2 +4/3%° )

xl’z(«/3x3+2x2 +\/3x3)
= lim = lim = lim

X—>+00 2 2 X—>+00 3 2_ 3 X—>+00 2
( /3x3+2x2) _( /_3x3) 3X° 4+ 2x° —-3x 2X

3 2 3 3 2 3 3 2 3
_ lim \/3x +2X +\/3x _ lim \/3x +2X +\/3x _ lim \/3x +2X +\/3x _

X—>+00 2X2_1/2 X—>+00 2)(3/2 X—>+00 2'\/X_3
axd 2 3 2 2
—t 5t 1+ +43 1+ +3 23
= lim XXX X~ lim X =1 © = =3
X—>+00 2 X3 X—>+00 2 2 2
3
X

Segundo limite.

: -1 .1 L
lim X -sin — = o0 -sin — =00 - 0 = Indeterminacion =

X—>0 X o0
.1
sin=
=lim TX =5° Indeterminacion (L Hdpital) =
X

Ccos L

X X o 1 1

=lim4&—————=Ilimcos—=cos— =co0s0 =

X—>00 X—>00 X o0
X2
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P6) Se considera la funcion f (x) =log, {sinﬁT

x-5
+2 2

(x+1)

|

a) Demuestra que la funcidn es continua en el intervalo [6, 7].

(1 punto)

b) Demuestra que existe un valor « €(6,7)tal que f(«)=0.Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)
utilizado(s), y justifica su uso.

(1.5 puntos)

a) La funcion es composicion y suma de funciones continuas. Solo hace falta ver que la expresion

que esta dentro del logaritmo es siempre positiva para que no haya problemas en su definicion.

(x+

1
Como -1<sin d ) <1y ademas:

x5 x5
2 2

6_5£ X_5£7_5
2 2 2

xe[6,7]=>6<x<7= <22 <2'=2<272 <2

Sumamos ambas expresiones.

7(x+1) +2X7‘5
4

—1++/2 <sin <2+1=>0.41<sin

72'(X+1
4

x-5
+2 2 espositivo en el intervalo [6, 7].

(x+1)

. T
Por lo que sin

b) Vamos a aplicar el teorema de Bolzano.

Si una funcidn f(x) es continua en [a, b] y cumple que f(a) y f(b) son de distinto signo entonces
existe al menos un valor ¢ e(a,b) tal que f(c) = 0.

x5
+22

1)

que es continua en el intervalo, veamos el valor de la funcién en cada uno de los extremos del

. X+
Tomamos el intervalo [6, 7] y la funcion f(x) =log, {sm ~( 2 } . Hemos comprobado

intervalo.
| 6+1) ©°] !
f(6)|=log, sin”( i )+2 2 :Iogz[sin7—”+22}:Iog{—ﬁjt\/i}:mgzﬂ: —l<0
I 4 ] 4 2 2 | 2
| 7+1) ]
f(7)|=log, sin7[(4Jr )+2 2 =|ng[5in27r+21]=|0922=

Aplicando el teorema de Bolzano existe c € (6,7)ta| que f(c) =0.
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P7) Se considera la funcion f(x) = X+Sin%x .

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [1, 3] . (0.75 puntos)

b) Demuestra que existen dos valores o €(1,2) y S e(2,3)tal que f ()= f (8)=0.Enuncia

el/los resultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1.75 puntos)

a) El radicando es suma de funciones continuas. Solo falta ver que el radicando es positivo en el
intervalo [1,3].

xe[1,3]=1<x<3
= 0< x+sin (”—X)
~1< sin[ﬂ—xjsl B 2
2
La funcion es continua.

b) Vamos a aplicar el teorema de Rolle:
Si una funcidn es continua en [a, b] y derivable en (a, b) y ademas f(a) = f(b) entonces existe al

menos un valor ¢ e(a,b) tal que f "(c) = 0.

La funcion también es derivable en el intervalo [1,3].

T 7X
1+—cos—

2
2 x+sin7z—x
\/ 2

Como el radicando es positivo en el intervalo [1, 3] y no se anula el denominador en dicho

f(x)= x+sin%X:> f(x)=

intervalo entonces la funcion es derivable

Consideramos el intervalo [1, 2].

f(1) = 1+sin% =2

f(2)= 2+sin27ﬁ=\/§

Aplicamos el teorema de Rolle y existe ¢ (1,2) tal que f "(c) =0

Consideramos el intervalo [2, 3].

f(2)= /2+sin2—” =2
2 = f(2)

f(3) = 3+sin37” =2

Aplicamos el teorema de Rolle y existe d €(2,3) tal que f "(d) =0
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P8) Teniendo en cuenta los datos que aparecen en el siguiente grafico, calcula el area de la region
sombreada.

oy

OX

(2.5 puntos)

o

OX

Hallamos las coordenadas del punto A de corte de la pardbola con el eje OX

x=0

2
) =—x 4X}:>—x2—4x:0:—x(x+4):0:> 0

El punto A tiene coordenadas A(—4, 0).

Hallamos el valor de “b” punto de corte de la parabola y la recta del dibujo.
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y:
42
444?12 —4+2 ;3
=X +4x+3=0=> x=—= =— "=
2 2 442
~1
2

De los dos valores obtenidos el valor valido es b = —1.

El punto B tiene coordenadas B(—l, 3).
Calculamos el area de la region sombreada como indica el esquema siguiente.

1 R ST
S@ = —dx | / J)=—x —Ax

“a

1 64 63

:{_ﬁigi-2¢4f}- -Ki@i—2@4f}:5—2—7;+32=30—?;=6

El area del triangulo de color rosa es 3—23 =45

El area del recinto sombreado del ejercicio es9 — 4.5 = 4.5 u?
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EvAU Ordinaria 2021

Evaluacién del Bachillerato para el Acceso a la Universidad u na
CURSO: 2020-2021 p

; |Iniversided H‘ihﬁca e havara
ASIGNATURA: MATEMATICAS I Naterroate Uninertsitate Priyikoa

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que es compatible:

(a—1)x—y=3
(a-1)x+(a+1l)y—(2-a)z=-2a
(—2a+2)x—ay+(a’—a-2)z=3a-1

Menciona el resultado tedrico empleado v justifica su uso.
(2.5 puntos)

P2) Calcula los valores del parametro t para que se cumpla la condicion ‘Aﬂ =8, siendo A la

siguiente matriz:
t-1 t+1 3

A=|t?—t t°+2t t
1-t -1-t =2

(2.5 puntos)
P3) Encuentra la ecuacion general del plano 7 que es paralelo a las rectas
‘e X+2y+z+3=0 S=x—3_y+2_z+2
~ |x+6y-z-7=0 Yy 273 3 1
y equidista de ambas.
(2.5 puntos)
x-1 y+1 z

, -1 .
P4) Un lado de un paralelogramo esta sobre la recta r = > Otro lado lo determinan

-2 -1
los puntos A (-1, -2, 3) y B (2,-2,-1) . Calcula los otros dos vértices del paralelogramo sabiendo
que su perimetro mide 16 u.

(2.5 puntos)
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et i 7(X+2)
P5) Sea la funcion f(x) =(x*-3x +1O)'Og{2 smTﬂ

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [1, 3]
(1.25 puntos)

b) Demuestra que existe ae(l,3) tal que f(a)==. Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)

N w

utilizado(s), y justifica su uso.
(1.25 puntos)

P6) Calcula las asintotas de esta funcion y estudia la posicion de la curva respecto a ellas:

x®—4x-1

f(X)=——
K==z
(2.5 puntos)
5X—2 - xsin "%
P7) Sea la funcién f(x)=In - 2
X°—4X+6
a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [1,3]. (1 punto)

b) Demuestra que existe @ €(1,3) tal que f () =3/2In2. Enuncia el/los resultado(s)

tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1.5 puntos)

P8) Calcula los valores de las abscisas a y b que aparecen en el grafico, y, después, comprueba que
las areas de las dos regiones sombreadas son iguales:

oY

(2.5 puntos)
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SOLUCIONES

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que es compatible:

(a-1)x—y=3

(a-1)x+(a+1l)y—(2-a)z=-2a

(-2a+2)x—ay+(a’-a-2)z=3a-1
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.

(2.5 puntos)

a-1 -1 0
La matriz de coeficienteses A=| a-1 a+1 a-2
-2a+2 -a a’-a-2
a-1 -1 0 3
La matrizampliadaes A/B=| a-1 a+1l a-2 —2a
-2a+2 -a a’*-a-2 3a-1
Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente al inicial.

. . 0 Fila 22 — Fila 12
A/B a_l B . , , a-1 a+l a-2 -2a
ST oame ane TPl a0 1 0 3

— — 2— — -
2a+2 -a a-a-2 3da-l 0 a+2 a-2 -2a-3— Nuevafila2?

Fila32+ 2 - Fila 12

a-1 -1 0 3
—2a+2 -a a’-a-2 3a-1 0 , , 2a_3
. » 0 6 = a+ a— 2a-3|=

. 0 -a-2 a’-a-2 3a+5
0 —a-2 a’—a-2 3a+5— Nueva fila 32
Fila 32 + Fila 22 . . 0 3
a_ —_
0 -a-2 a’-a-2 3a+5 0 ) s 943
a a-2 -2a-
“10 a+2 a-2 -2a-3 = . g .
) a’— a
0 0 a’-4 a+2 — Nueva fila 32 -

La nueva matriz de coeficientes tiene determinante

a-1 -1 0

Al=| 0 a+2 a-2|=(a-1)(a+2)(a’-4)=(a-1)(a+2)(a+2)(a-2)
0 0 a’-4

a=1
Vemos cuando se anula.|A|=0=(a-1)(a+2)(a+2)(a-2)=0=>{a=-2

a=2
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Nos surgen 4 situaciones distintas que analizamos por separado.

CASO1l. a=#1l a%#2 y ax-2

El determinante de A es no nulo, por lo cual su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada y el nimero de incdgnitas. Aplicando el teorema de Rouché el sistema es compatible
determinado (tiene solucion Gnica).

Lo resolvemos por Cramer.

3 -1 0 3 -1 0
—2a-3 a+2 a-2| (3~7)|-2a-3 a+2 1
e a+2 0 a’-4 a+2 0 a+2
a-1 -1 0 (a-1)(a+2)(a+2) (a~2)
0 a+2 a-2
0 0 a’-4
3 -1 0 3 -1 0
(a+7)|-2a-3 a+2 1| |-2a-3 a+2 1
~ 1 0o 1 | 1 0 1 3(a+2)-1-2a-3
© (a-(a+2)(a+7)  (a-D(a+2)  (a-D(a+2)
_3a+6-1-2a-3 a¥? |1
- (a-Y(a+2)  (a-1)(a+2) la-l
a-1 3 0
0 -2a-3 a-2
0 at2 at-4 (a-1)(-2a-3)(a’-4)-(a-1)(a-2)(a+2)
Tt 1 o0 (a-1)(a+2)(a+2)(a-2)

0 a+2 a-2
0 0 a’-4

G221 2as_26-7]
(@) l(a-a) a2 2l

a-1 -1 3
a+2 —-2a-3

0
Jo 0 ar2f (- (a+2) (3xg] 1
Cla-1 1 0 _MMN(a_z)_a—z

0 a+2 a-2
0 0 a*-4

La solucion es x:i, y=-2, 2=L
a-1 a-—2

CASO 2. a=1
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0 -1 0 3
La matrizampliada queda A/B=|{0 3 -1 -5
0 0 -3 3
0 -1 0
y la matriz de coeficientes queda A=|0 3 -1
0 0 -3
Por lo que el rango de A es 2 y el de la ampliada es 3. Por el teorema de Rouché el sistema es

incompatible.

OTRA FORMA DE RAZONAR LA INCOMPATIBLIDAD DEL SISTEMA
El sistema equivalente triangular queda:

-y =3
3y—2=-5/ Lo intentamos resolver.
-3z=3
3y—-z=-5=43y-z=-5 :>3(—3)—(—1):—5:> -9+1=-5{IMPOSIBLE!
-32=3 , :i:—l
-3
El sistema es incompatible (no tiene solucién)
CASO 3. a=2
1 -1 0 3
La matrizampliada queda A/B=|{0 4 0 -7
0 0 0 4
1 -10
y la matriz de coeficientes queda A=|0 4 O

0 0 O

Por lo que el rango de A es 2 y el de la ampliada es 3. Por el teorema de Rouché el sistema es
incompatible.

OTRA FORMA DE RAZONAR LA INCOMPATIBLIDAD DEL SISTEMA
El sistema equivalente triangular queda:
X—y=3
4y =—-7: IMPOSIBLE!
0=4
El sistema es incompatible (no tiene solucion)

CASO 4. a=-2
-3 -1 0 3
La matrizampliada queda A/B=|{ 0 0 -4 1
0O 0 0 O
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-3 -1 0
Y la matriz de coeficientesqueda A= 0 0 -4
0O 0 O

por lo que el rango de A es 2, el de la ampliada también 2 y es menor que el nimero de
incdgnitas. Por el teorema de Rouché el sistema es compatible indeterminado.

Lo resolvemos. El sistema equivalente triangular queda:

-3x—-y=3 -3x-3=y X =t

-4z7=1= 1|;=>|y=-3-3t
7=—=
0=0 4 1

Resumiendo: Para a=1, a=2 y a=-2 el sistema es compatible determinado con solucién:

1

X:a 1’ y=-2 Z=—a 5 para a=1y a=2 el sistema es incompatible y para a=-2 el

sistema es compatible indeterminado siendo sus soluciones: x=t;y=-3-3t;z = R para cualquier

valorde teR.

170 de 296 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU ordinaria 2021 Matemdticas Il en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

P2) Calcula los valores del parametro t para que se cumpla la condicion ‘Aﬂ =8, siendo A la
siguiente matriz:
t-1 t+1 3
A=tP—t t*+2t t
1-t -1-t -2

(2.5 puntos)
Calculamos el determinante de la matriz A.

t-1 t+1 3 1 t+1 3
|A|=[t?~t t*+2t t|={Saco factor cominen 12columna}=(t-1)|t t(t+2) t|=
1-t -1-t -2 -1 -1-t =2

1 t+1 3
={Saco factor comin en 2 fila} =t(t-1)|1 t+2 1|={Lesumoala3*filala 13} =
-1 -1-t -2
1 t+1 3 1 t+1 3
=t(t-1)[1 t+2 1={Lerestoala2*filala 1} =t(t-1)0 1 -2/=t(t-1)(1)=t(t-1)
0 0 1 0 0 1

Ponemos la condicion pedida ‘A:" =8y tenemos que:

Al =t(t-1)=|A :[t(t—l)]3 :>\A3\=[t(t—1)]3 :>|:t(t—1):|3 =8> t(t-1)=2=

-3

2 E:2:t
St 2-0o ot (1) ~4(2) _143_] 2

; S

2

Los valores del parametro t para que se cumpla la condicién ‘A3‘ =8sont=-1yt=2.
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P3) Encuentra la ecuacion general del plano © que es paralelo a las rectas

y S
X+6y—-z-7=0 3 3 1

y equidista de ambas. (2.5 puntos)

r={x+2y+z+3:0 X—3 y+2 z+2

Estudiamos previamente la posicion relativa de las dos rectas.

=>7-6y+7+2y+7+3=0=

X=7-6y+z2

X+2y+2+3=0 X+2y+2+3=0
r= =
X+6y-z-7=0

= -4y+22+10=0=-2y+2+5=0=2=-5+2y=>x=7-6y-5+2y=2-4y

x=2-4t —
=(-4,1,2
:>|’={Vr ( )

r=qy=t
7=-5+2t P (2,0.-5)

S

X-3 y+2 742 v, =(3,31)
3 3 1 P (3-2,-2)

Las coordenadas de los vectores directores de las rectas no son proporcionales, por lo que las rectas
no son paralelas ni coincidentes.

_1 g? No se cumple ninguna de las igualdades.

vo=(-412)| 4
“3 3

v, =(331)
Las rectas o son secantes o0 se cruzan. Realizamos el producto mixto de los vectores directores v, , v,

y el vector P.P,.

PP, =(3-2-2)-(20,-5)=(1-2,3)

4 1 2
[V.v.PP]=[3 3 1/=-3641-12-6-9-8=1-71=-70%0
1 2 3

Como el producto mixto es no nulo las rectas se cruzan.

El plano pedido tendra como vector normal el producto vectorial de los vectores directores de las
rectas.

v=(412) _ |V 18 .
- =V, xV, =|-4 1 2|=-5i+10j-15k =(-510,-15) = n=(1,-2,3)
v, =(3,31) 3 3 1

El plano tiene ecuacion 7 =x-2y+3z+D=0.
Para obtener el valor de D le afiadimos la condicion de ser equidistante de las rectas.
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d(r,ﬂ')Zd(S,?Z'):>d(Pr,7Z')=d(PS,7Z')
r=X-2y+3z+D=0

P.(3-2-2)

P (2,0,-5)

|-13+D| ~ 1+ D|

- JEr (2 48 (P e(2) +3

= |-13+D|=[1+ D|:>{

=

2-0-15+D|  [3+4-6+D|
= = =

JEr(2)+8  \P(-2) +3

~13+D =1+ D =-12=0 jNO ES VALIDO!
~13+D=-(1+D)=-13+D=-1-D=2D=12=[D =§|

El plano equidistante de las dos rectas tiene ecuacion 7 =x-2y+3z+6=0.
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x-1 y+1 z-1
-2 -1

los puntos A (-1, -2, 3) y B (2, -2, -1). Calcula los otros dos vértices del paralelogramo sabiendo
que su perimetro mide 16 u. (2.5 puntos)

P4) Un lado de un paralelogramo esta sobre la recta r = . Otro lado lo determinan

Un punto P de la recta r tiene coordenadas:
Xx=1-2t
=>r=qy=-1-t=P(1-2t,-1-1,1+2t)
z=1+2t

x-1 y+1 z-1
-2 -1

r

x=1-2=-1
El punto A(-1, -2, 3) pertenece a larecta. Cont=1tenemos 1 y=-1-1=-2
z=1+2=3

2=1-2t 1=-2t 1=-2t
El punto B (2, -2, -1) no pertenece alarectar. < 2=-1-t=<-1=-t=41=t {IMPOSIBLE!
-1=1+2t -2=2t -1=t

La situacion planteada es la del dibujo:

El punto D pertenece a la recta r, por lo que sus coordenadas son D(l—2t,—1—t,l+ 2t) y el punto C

se obtiene sumando al punto D el vector AB.

AB =(2,-2,-1)~(~1-2,3)=(3,0,-4)
C=D+AB=(1-2t,-1-1,1+2t)+(3,0,—4) = (4—2t,-1-1,-3+2t)

Los vértices del paralelogramo son A (-1, -2, 3), B (2, -2, -1), C(4—2t,—1—t,—3+ 2t) y
D(1-2t,-1-t,1+2t).

Como el perimetro es 16 se debe cumplir que la suma de los médulos de los vectores AB y AD
sea 8.

AB =(3,0,-4)
AD =(1-2t,~1-t,1+2t)~(-1,-2,3) = (2-2t,1-t,~2+2t) } =

@ME\:%:S
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= \/32 +0? +(—4)2 +\/(2—2t)2 +(1—t)2 +(-2+ 2t)2 =8=

= 54+ At7 —8t+1+1° —2t+4+4t2 —8t =8 =

S JAr 4?8t 11412 —2t+ 4+ 42 -8t =3 =

t=0

=0t’-18t+9=9=9t-18t=0=>9t(t-2)=0=

Existen dos soluciones del problema:

C(4-2t,—1-t,-3+2t)
e Sit=0lospuntosson D(1-2t,-1-t1+2t);=|C=(4,-1-3); D(L-11)
t=0

C(4-2t,-1-t,-3+2t)
e Sit=2lospuntosson D(1-2t,-1-t,1+2t);=|C=(0,-31); D(-3,-35)
t=2
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w1 T(X+2)
P5) Sea la funcion f(x) =(x*-3x +1O)'°g{2 smTﬂ

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [1, 3]

N w

b) Demuestra que existe a<(1,3) tal que f(a)=

utilizado(s), y justifica su uso.

(1.25 puntos)

. Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)

(1.25 puntos)

a) Vemos si la base es positiva.

x2—3x+10=0=x=

2

3+,(-3)"-40 3131
2

= No existe

Es una pardbola que no corta el eje de abscisas y es siempre positiva, pues en un punto

cualquiera, por ejemplo,x =2 2> 2°-6+10=8>0.

VVemos si el contenido del logaritmo es positivo, para que pueda estar definido.

X€[1,3]:>X+2€[3,5]:>%2€[%,gj|:>

7 (x+2) e[

6

2~1>0 1. 7(x+2)
7r(x+2) = 2X7sin >0
6

>0

Xe[l,3]:>sin

z 57
2’6

} =[90°,150°] = sin

7z(x+2)>o

La funcion estéa bien definida y es composicion y producto de funciones continuas. Luego es

continua.

b) Aplicamos el teorema de los valores intermedios.

Si una funcién es continua en el intervalo [a, b] y k es un nimero comprendido entre los valores

f(a) y f(b), entonces existe algun c en (a, b) tal que f(c) = k.
fib)
E @
f{a)
o
Lo aplicamos a nuestra funcion.
f(x) es continua en [1,3].
N 1’1sin”(1+2) log| sinZ
f(1) = (12 -3+10) o gl gy,
og| 25sin #(3+2) og4sin——
f(3) :(32 —9+1o)' 9[2 6 } ~10™ =4sin%” _i,

Como f(1)=1< g < 2= f(3) entonces existe un valor ¢ e(1,3)tal que f(c) :g
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P6) Calcula las asintotas de esta funcion y estudia la posicion de la curva respecto a ellas:
3
X' —4x-1
f(x)= 1 (2.5 puntos)
X —

El denominador de la funcion se anula parax = -2y x = 2.
El dominio de la funcién es R—{-2,2}

Asintotas verticales. x=a

(X =-27?
3 o A( o\ ~
lim £ () = |in21_xx—24x4—1:( 2) 42( 2) 1
X—> X—> _ (_2) _4 0
3 oV AN 2
Iinr;f(x): Iir]r;x —24x—1=( 2) 42( 2) 1:__1:+OO \
X—>— X—>— X< — (_2) _4 0
(X =27
fim () = lim X1 (2 -4(2)-1_-1_
X—2" X—2"~ X2 -4 (2)2 _4 0,

3 8 _ 1
Iirglf(X):"nqu—24x—1:(2) 4(2)-1 1

2 + o0 E :
IO R 3

Las asintotas verticales sonx = -2y x = 2.

Asintota horizontal. y=b

X3 —4x—1 X3

b=lim f (x) = lim 2 —"" == lim = = limx =0
X—>00 X—>00 X =4 X—=0 ¥ X—>00

No existe asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n

x}—4x-1
2 3_ _ 3
m=tlim—+® _jim_ X =4 _jjm X 34X 1:Iimx—3:1
X—00 X X—0 X X—0 X — X X—)OOX
3 3 3
n=lim(f(x)—mx)=Ilim %Xl—x —lim X 4x 21 X +4X:I'm 21 =—1=0
X—>0 X—>00 X _4 X—>00 X _4 x>0 X — 00

La asintota oblicua es y =x
Comprobamos si la funcidn se acerca a la asintota por encima o por debajo valorando la
funcion y la asintota en x = 100 y en x =-100.

100° —400-1
100° —4
En el +oo la funcion se acerca a la asintota por debajo.

(-100)* +400-1
(~100)° -4
En el —oo la funcion se acerca a la asintota por debajo.

f (100) = =99.99 vy laasintota vale y = 100

f (-100) = =-100.0001 vy la asintota vale y = —100
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. TTX
5X—2—Xsin—
P7) Sea la funcién f(x)=In 2

X2 —4X+6

a) Demuestra que la funcidn es continua en el intervalo [1, 3] : (1 punto)

b) Demuestra que existe « €(1,3) tal que f “(a)=3/2In2. Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)
utilizado(s), y justifica su uso. (1.5 puntos)

a) Vemos si el cociente que contiene el logaritmo neperiano es positivo y esta bien definida la
funcion.
¢El numerador es positivo?

XG[1,2]2>7[—X€ 2,2—7[ 0<sinZX <1— -2 < —xsin =2
2 2 2

2 :>1s5x—2—xsin7%X

xe[1,2] = 5x e[5,10] = 5x -2 €([3,8]

XG[Z,B]:ﬂ—xe{E,%}:—1£sin%X£O:>—3£—xsinﬁ—X

2 |2 :>5£5x—2—xsin%x

x €[2,3]= 5x €[10,15] = 5x—2 €[8,13]

En los dos tramos el numerador es positivo.
¢El denominador es positivo?

X2 —4x+6=0=X=

2
44y(=4) _24=4i;/§: iNO EXISTE!

2
El denominador es una pardbola que no corta el eje OX, y por tanto es siempre positiva.
x=10->10°-4-10+6=66>0.
Esta bien definida la funcién en el intervalo [1, 3] y es composicién, producto y division de
funciones continuas que no se anulan, por lo que es continua.

b) Usamos el teorema del valor medio (Lagrange)
Sea f(x) una funcion real. Si se cumple que f(x) es continua en [a, b] y derivable en (a, b)

entonces se tiene que existe un punto ce (a,b) tal que f ’(c)= w :
Lo aplicamos a nuestra funcion.
5x—2 - xsin "X x
f(x)=In . =In| 5x—2-xsin— |~In(x* - 4x+6)
X°—4X+6 2

5—sin7zx—x7[cos7ZX
2 "9 7_ 2x—4

2
5x—2—xsin”2X X" —4x+6

f(x)=
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. X
5x—=2—-xsin —

f(x)=In es continua en [1,3]y derivable en (1, 3).

X —4X+6
Entonces existe ¢ [1,3]tal que f (c)= 1@ -1 (3;_; ) _
. 37 /4
15-2-3sin— 5-2-sin—
In 2 —In 2
9-12+6 1-416 16, 2
an . FR)-1Q) I 3
f(c)= - )
3-1 2 5

IN16—In3-In2+In3 In2°-In2 4In2-In2 3In2

f’(c)=
© 2 2 2 2

Existe ce[1,3]tal que f (c)= mﬂ.
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P8) Calcula los valores de las abscisas a y b que aparecen en el grafico, y, después, comprueba que
las areas de las dos regiones sombreadas son iguales:

oYy

(UL PR, (.

/ a b ox
(2.5 puntos)

Como g(a) = f(a) = 1 entonces g(a)=1= Ina:> .
Como g(b)=2=|nb:>

oy

El area inferior es:

Area inferior = j;dx=ej‘§dx=[eln x]j =[e|ne2]—[elne]=2e—e= e u?

El area superior es el rea encerrada entre la grafica de g(x) y la recta horizontal y =1 entre e y 2.

eZ

Area superior = [ In x—1dx
e
Calculamos primero la integral indefinida.
Integracion por partes

_[In Xx—=ldx=<u=Inx-1—du :ldx = x(lnx—l)—fxidx:
X X

dv=dx—>v:jdx=x

:xlnx—x—jdx:xlnx—x—x:xlnx—2x+K

Calculamos el area superior.

2

Area superior = j Inx —1dx = [xInx - 2x]:2 =[e’Ine? —2¢? |-[elne—2e] =

=2e’lne—2e’*—e+2e=|eu’

Como se comprueba las dos areas valen e u?.
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EvAU Extraordinaria 2020
Evaluacién del Bachillerato para el Acceso a la Universidad u na
CURSO: 2019-2020
ASIGNATURA: MATEMATICAS I U it o N

Natarieake Uninetsitas Punlkog

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que es compatible:

(a®-2)x+2y+z=a+2
(a®-2)x+4y+(a+l)z=a+6

(a2—2)x+2y+(2—a)z:a+\/§

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.
(2.5 puntos)

P2) El plano 1t pasa por los puntos B, (2,0,5), P,(1,-2,2)y P,(3,-1,2). Una esfera con centro en

C (0,1, —3) toca al plano en un unico punto. Calcula el radio de la esfera y el punto de interseccion.
(2.5 puntos)

P3) Calcula las integrales indefinidas:

I zx;?dx (1.25 puntos)
X +X—6
jezx sin(2x+1)dx (1.25 puntos)
(1 X242
3 +1In 2 x<1
P4) Sea la funcion f(x)= 2 .
— Xx>1
3
a) Demuestra que la funcion es derivable entodo R . (1 punto)
b) Demuestra que existe un valor « €(0,2) tal que f “(a)=1. Enuncia el (los) resultado(s)
teorico(s) utilizado(s) y justifica su uso. (1.5 puntos)
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1 j y la inversa de la matriz A-B es

. . . 2
P5) Sabiendo que la inversa de una matriz A es [

-6 1 . .
10 , determina la matriz B.

(2.5 puntos)

P6) Calcula la ecuacién continua de la recta t sabiendo que corta perpendicularmente a las
siguientes rectas:

X+3z-7=0 2 1 0

X+2y+2-1=0
_{ y y SEx+2:y:z+3
(2.5 puntos)

. . . 1
P7) Calcula los extremos absolutos de la funcién f(x)=e™-sinzx en el intervalo {52} .

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.
(2.5 puntos)

P8) Sean las funciones f (x) = g +1Y g(x)=+x—2+2. Encuentra los dos puntos en los que se
cortan sus gréaficas, y calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas graficas.

(2.5 puntos)
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SOLUCIONES

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que es compatible:

(a®-2)x+2y+z=a+2
(a®-2)x+4y+(a+l)z=a+6

(a®-2)x+2y+(2-a)z=a+2
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2.5 puntos)

Utilizamos el método de Gauss para discutir el sistema.

Ecuacion 22 — Ecuacion 12
(a®-2)x+2y+z=a+2 ,

(a®-2)x+4y+(a+l)z=a+6
(a®-2)x+4y+(a+l)z=a+6 =

( 2 ) —(az—Z)X—Zy—z:—a—Z
a —2)x+2y+(2—a)z_a+\/§

2y+az=14

Ecuacion 32 — Ecuacion 12

2 —
(az—z)x+2y+(2—a)z=a+ﬁ (a —2)X+2y+z_a+2
= 2y+az=4

(1-a)z=+2-2

~(a®-2)x-2y-z=-a-2

(l—a)z:ﬁ—z

Comprobamos cuando se anulan los elementos de la diagonal principal del sistema.
La diagonal se anulaena =1y cuando a*-2=0=>a= +2 .

Nos planteamos cuatro situaciones que estudiamos por separado.

CASO 1. a¢\/§;a¢—\/§ya¢1

En este caso ninguno de los elementos de la diagonal se anula y podré determinar los valores
Unicos de la solucion.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos.

(a®-2)x+2y+z=a+2 (a®-2)x+2y+z=a+2
2y+az=4 = 2y+az=4 =

(1—a)2:\/§—2 Z_\/E_g
~ 1-a

(az—z)x+2y+*/§_2=a+2 (az—z)x+2y=a+2—*/f_2

- ~a

= = =
2y:4—aﬁ_2 2y:4—4a—«/§a+2a
l-a l1-a
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(az—z)x+2y=a+2—\/1§_a\2 5 b
- 4-2a—+/2a 2-2
2_2 ST LOTNS a2 C
- _4-2a-+2a = (" -2)x+2 Z(1-a) R TP
~ 2(1-a)

V2-2 4-2a-\2a_

\/5—2+4—2a—\/§a:>

:>(a2—2)x:a+2— T e (a2—2)x:a+2— T
2++2)-al2 2
:>(a2—2)x:a+2—\/§+2_2a_\/§a:>(a2—2)x:a+2—( +\/_) a( +\/_):>

:>(a2—2)x:a+2—

1-a 1-a

M(2+ﬁ):(a2—2)x:a+2—2—ﬁ:

1-a
L (a-2)xmaZox=d2o a2 | 1,
a’ -2 (a—\/i)(aJr\/E) a+2
4-a(2++2 _
La solucion es |x = ! ; y:Q; z:\/E 2
a++2 2(1-a) 1-a
CASO 2. a=+2
En este caso el sistema queda:
2y+z:\/§+2 2y+z:«/5+2 5ol
2 2=~2+2 2y =2
2y++22=4 =2y+21=4 = - N :{ g =|y=1
2y +242 =4 2y+2=4
(1-V2)z=V2-2 J2-2
Z:—:\/E
1-v2

El sistema es compatible indeterminado.

Sus soluciones son |x=t; y=1 z=+/2

CASO 3. a=-/2

En este caso el sistema queda:

2y+z=—\/§+2
2y—«/§z:4

(1+«/§)z:«/§—

2y+72=—2+2
y+\/_ V2 2y+4+\/_:—\/§+2
=32y—-+2z=4 = =
d NG 2y—\/§(4+\/§):4
2 2-2
7= :4+\/§
1+2
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= No es posible

2y=—2J2-2 2y=-2y2-2 [y=-J2-1<0
= = =
2y-42-2=4 |2y=4y2+6 |y=22+3>0

El sistema es incompatible

CASO 4. a=1
(1-2)x+2y+z=3
En este caso el sistema queda 2y+z7=4
0=+/2—2— Es imposible

El Sistema es incompatible.
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P2) El plano 1t pasa por los puntos B,(2,0,5), P,(1-2,2)y P,(3,-1,2). Una esfera con centro en

C (0,1, —3) toca al plano en un unico punto. Calcula el radio de la esfera y el punto de interseccion.

(2.5 puntos)
Hallamos primero la ecuacion del plano.
R(205)ex x—2 y z-5
PP, =(205)-(1,-22)=(123) f=z=| 1 2 3 |=0
PP, =(3,-12)-(1,-2,2)=(2,1,0) 2 10

6y+z-5-42+20-3x+6=0=-3x+6y-32+21=0= |r=x-2y+2-7=0

Hallamos la recta perpendicular al plano que pasa por el punto C. Después determinamos el punto
de corte de plano y recta (P) y el radio es el médulo del vector que une C y P.
La recta tiene como vector director el normal del plano.

\7:ﬁ=(1,—2,1)} x=2

=>r=y=1-21
C(O,l,—3)e r s34

Hallamos el punto P de interseccion de plano y recta.
T=X-2y+2-7=0

x=4 = 1-2(1-22)-3+A-7=0= A-2+44-3+1-7=0=
r=y=1-21
7=-3+4
X=2
= 61=12=1=2=y=1-4=-3 |=[P(2,-3-1)
7=-3+2=-1

El radio de la esfera es la distancia de C a P, el médulo del vector PC.
PC =(0,1,-3)-(2,-3,-1)=(-2,4,-2)

Radio =d (P,C)=[PC|=\J(-2)" +4* +(~2)" =+/24 =|21/6 = Radio
También se puede hallar el radio como la distancia de C al plano .

=X-2 -7=0 —2_3_
C(0,1,-3)

Jer(-2y+r V66
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P3) Calcula las integrales indefinidas:

sz;?dx
X +X—6

jezx sin(2x +1)dx

(1.25 puntos)

(1.25 puntos)

Primera integral. La resolvemos utilizando el método de descomposicion en fracciones simples.

X—7

Z—dX:...
X" +X—-6

J

Descomposicion en fracciones simples
-1+5
2
-1-5

2

1+
x2+x—6:0:>x:M=
2
x-7 A B

= +
X2+Xx-6 x—2 x+3
Xx—7=A(x+3)+B(x-2)
ex=2->2-7T=5A—> A=-1
0X=—3—>—3—7=B(—5)—>B=2
X—=7 -1 2
2 = +
X“+X—-6 xX-—-2 Xx+3

=2

=-3

= X" +x-6=(x-2)(x+3)

—In|x—-2|+2In|x+3|

= —+—dX—

+C

X+3

Segunda integral. La resolvemos utilizando el método de integracion por partes.

Integracion por partes
Iezx sin(2x+1)dx =

:le2X sin(2x +l)—j%e“2cos(2x +1) dx

Integracién por partes

u=sin(2x+1) - du =2cos(2x +1)dx

dv=e¥dx > v= jezxdx =

u =cos(2x+1) - du =-2sin(2x+1)dx

dv=e¥dx > v= J'ezxdx =

1
_e2x

= %ezxsin (2x+1)—J‘e2X cos(2x+1)dx =

EZX
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= %ezx sin(2x +1)—Be2X cos(2x +1)—j%e2X (—23in(2x +1))dx} =

= %ezx sin(2x Jrl)—%e2x cos(2x +1)—.fe2X sin(2x+1)dx

Hemos conseguido que aparezca de nuevo la integral inicial. Planteamos la igualdad y despejamos
la integral que deseamos calcular.

jezx sin(2x+1)dx = %ezx sin(2x Jrl)—%e2X cos(2x Jrl)—'[e2X sin(2x+1)dx =

= Zj.e2X sin(2x+1)dx = %ezx sin(2x +1)—%e2X cos(2x+1)=

2X

e4 (sin(2x+1)—cos(2x+1))+C

= Iezxsin(Zx +1)dx =
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1, xX*+2
3 +1In <1
P4) Sea la funcion F(x)= 2 .
X
— x>1
(3
a) Demuestra que la funcion es derivable entodo R . (1 punto)
b) Demuestra que existe un valor « (0,2) tal que f “(a)=1.Enuncia el (los) resultado(s)
tedrico(s) utilizado(s) y justifica su uso. (1.5 puntos)

a) El dominio de definiciénes RR.
La funcion polinémica y el logaritmo neperiano de una expresion que siempre es positiva es

continua, por lo que es continua en R —{1} .
Comprobemos si es continuaen x=1.

1
f)==
M)=3
2
lim f(x):lim%+ln X +2:1+In1:1 = f@) =Ilim f(x) =lim f(x):%
x—>1" x—1" x—1" x—>1*

2
lim £ () = lim - =1
x—1" x—>1" 3 3

La funcion f(x) es continuaen x=1. La funcién es continuaen R .
La funcion en R—{l} es derivable pues cada una de sus funciones lo es en su dominio.

2x
3 __ 2X x<1
2 2
Siendo f(x) =1~ 3+2 X+2
2X x>1
3
Veamos si es derivable en X =1. Calculamos sus derivadas laterales y vemos si coinciden.
o 2:1 2
R 2
>f'@Q)===1"(1")
212 3
3 3

La funcion es derivable en Xx=1y su derivadaes f (1) = %

22X x<1
. . . Fr =i X +2
La funcion es derivable en R y su derivada es: 2%
3 X>1

b) Consideramos la funcion g(x)= f "(x)—1 . Esta funcién es continua en el intervalo (0, 2).

0 4 . 1
0)=f (0)-1= -1=-1<0 2)=f'(2-1=--1==>0,
90) =T (0)-1=5— <0y 9@=1()-1=o-1=2>
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Podemos aplicar el teorema de Bolzano siendo g(x) = f "(x)—1 continua en (0,2) y como la
funcidn toma valores de distinto signo en cada extremo del intervalo (g(0) <0y g(2) > 0)
entonces existe o €(0,2)tal que g(a)=0.

Por lo que existe a €(0,2)tal que g(a)=f (a)-1=0= f (a) =1.
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2
P5) Sabiendo que la inversa de una matriz A es [

-6 1 ) )
10 , determina la matriz B.

1 J y la inversa de la matriz A-B es

(2.5 puntos)

2 -1 _ -6 1
Sabemos que A = y que (A-B) t= por lo que :
-1 1 1 0

- -6 1
A-B(A-B)1=I:>A-B(16 o]:'

Si multiplicamos por la inversa de A en la igualdad anterior.

-1 _ a1l -6 1 -1 _ -6 1 S -6 1
A--1=A"-AB =A"=1-B = A =B
1 0 1 0 1 0

Gl

. [a bj
SiB= tenemos que
c d

2 -1 a b)-6 1
(—1 1]:(c d}(l OJ
2 -1 —6a+b a
(—1 1 jz(—6c+d cj
2=—6a+b 2=6+Db -4=D
-1=a -1=a -1=a

= =
-1=-6¢c+d -1=-6+d 5=d

=
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P6) Calcula la ecuacion continua de la recta t sabiendo que corta perpendicularmente a las siguientes
rectas:
X+2y+z-1=0
r= y y g=Xt2_y_2z+3 (2.5 puntos)
X+3z2-7=0 2 1 0

Pasamos la ecuacion de r a paramétricas.

X+2y+z-1=0 X+2y+2-1=0
r= = =7-324+2y+7-1=0=2y=-6+271=

X+3z2-7=0 X=7-3z
X=7-31
=>y=-3+z=>r=y=-3+41
z=A

El vector director de r es v, =(=3,1,1) y un punto de la recta es P, (7,-3,0)
El vector director de s es v, =(2,1,0) y un punto de la recta es P, (~2,0,-3)

Veamos la posicion relativa de las rectas r y s.

Sus vectores directores no tienen coordenadas proporcionales:
v,=(-311)] 3 1 1
_ > —F-FE—
v, =(2,1,0) 2 1 0

, luego ni son paralelas ni coincidentes.
Para ver si se cortan (son coplanarias y coinciden en un punto) o se cruzan (no son coplanarias)
tomamos los vectores v, =(-3,1,1), v, =(2,1,0) y PP, =(~2,0,-3)—(7,-3,0)=(-9,3,-3).

Su producto mixto es:

31 1
(Vv PP|=[2 1 0|=9+6+9+6=30+0
9 3 -3

Al ser distinto de cero las rectas se cruzan.

™

Hallo el vector director de la recta t con el producto vectorial de los vectores directores de r y s.
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I J k
V=V, xV,=[-3 1 1/=2j-3k-2k—i=~i+2j-5k=(-12,-5)
2 10
Hallo la ecuacion del 7z, que contiene a la recta r y tiene como segundo vector director \7t :
P (7.-30)ex, Xx-7 y+3 z
v, =(-311) >m=|-3 1 1(=0
v, =(-12,-5) -1 2 5

—5X+35-y-3-62+2-15y-45-2X+14=0= |7, =-7x-16y-52+1=0

El punto de corte del plano 7, y la recta s sera un punto de la recta t.
7w, =—1Xx-16y-52+1=0

X=-2+21
= —7(-2+24)-164+15+1=0=
s=y=4
z=-3
x=-2+2=0
=14-141-164+15+1=0=-301=-30=> A1=1=y=1 = P,(0,1,-3)
z=-3
Tenemos el vector director V, =(—1,2,-5) y un punto de la recta P (0,1,-3). Su ecuacion es:
R(0.1-3) (X _y-1_z+3
v, =(-1,2,-5) -1 2 5

193 de 296 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EvAU extraordinaria 2020 Matemdticas Il en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

P7) Calcula los extremos absolutos de la funcién f(x) =e™-sinzx en el intervalo {52} .

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2.5 puntos)

Derivamos la funcién y averiguamos sus puntos criticos.
f(x) =e™sinzx= f "(x) = 7e™-sin 7x+ 7e™-cos 7Xx = z&™ (Sin ZX +CoS 7X)
f(x) =0= ze™ (sinzx+coszx) =0=>sin zx+coszx=0=

sin X COS X 3T
=— >tgrx=-1=zx=—+kr; keN
COS 7T X COS X

=SiNTX=—-C0STX =

x=§+K keN
4

y x—§+1—Z
4 4’

Mlw

. . 1 3 .
Como nos limitamos al intervalo {52 sb6lo nos sirven: x =

f "(x) = 7™ (sin zx+cos zx) = f “(X) = z%™ (sin X +cos 7X) + 7°€™ (€os £X —Sin 7X)

f (x) = z°e™ (sin ZX +COS 77X + COS 7X —SiN 77X) = 27°e™ COS 77X

3
f (3j =27% 4 cos;z§ <0 > Enx :g hay un maximo relativo

3
f [YJ =2r%"* cos;r% >0 —>Enx :E hay un minimo relativo

Veamos el valor de la funcion en estos puntos criticos y en los extremos del intervalo para obtener

los maximos y minimos absolutos en {52} .

1 1
T— . 1 T—
Extremo inferior del intervalo > f (EJ =e 2.sinr==e 2=481

3
Méximo relativo > f Gj =e 4.sin n% =7.46
7

7 S
Minimo relativo = f(zj:e 4.sin nZ:—172.64

Extremo superior del intervalo > f(2)=e*"-sin27 =0

. . 3 L. .
El maximo relativo x = Z es maximo absoluto en el intervalo 5,2

.. . 7 .,
El minimo relativo x = Z también lo es absoluto.
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P8) Sean las funciones f (x)= g +1Y g(x)=+/x—2+2. Encuentra los dos puntos en los que se

cortan sus gréficas, y calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas graficas.
(2.5 puntos)

Buscamos los puntos de corte de sus graficas.

f(x)=g(x):>§+1:\/x—2+2:>§—1=\/x—2:> ng =JIx-2=

2 2
:(X;ZJ =( x—2)2 :%:x—23x2—4x+4=4x—8:>

2
8+4_6_X
:>x2—8x+12=0:>x:w= 2
2 8-4
—=2=X
2
Lo comprobamos:
F(6)=2+1=4
2 = f(6)=g(6)=4
9(6)=v6-2+2=2+2=4 Se cortan en (6, 4) y en (2, 2)
f2)=24+1=2
2 = f(2)=9g)=2

9(2)=+2-2+2=2

Como f(4)= %+1= 3y g(4)=v4-2+2= 2++/2 =3.4142 la funcion g(x) esta por encima de la

funcion f(x) en el intervalo (2, 6).
El area es la integral definida entre x = 2 y x = 6 de g(x) — f(x).

1
Area:jj\/x—z +2—(§+1)dx:j;\/x—2 +1—§dx:j§(x—2)z +1—%xdx=

6

_ 1_,_1 5 2 6

= qux_lX_ = g (X_2)3+X_X_ =
1 22| |3 4|
2 2

2 2
:F (6—2)3+6—6—}F (2—2)3+2—2—}=E+6—9—2+1:ﬂuz
3 RRE 4| 3 3

W S =341
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EvAU Ordinaria 2020

Evaluacién del Bachillerato para el Acceso a la Universidad u p na

CURSO: 2019-2020
|Universidad H_ihﬁea_ e r\h'_.ﬂrra
ASIGNATURA: MATEMATICAS I N Ut Pk

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que es compatible:

(a+1)x+(a’+a)y=2
(-a-1)x—a’y=0
ay+(a’-1)z=3-a

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.
(2.5 puntos)

P2) Calcula la ecuacion continua de una recta r sabiendo que corta a la recta

3X+y-z2-7=0
S E{ Y 5_0 , es paralela al plano de ecuacion 7 =2x-y+3z-6=0 y pasa por el punto
X+y-5=

P=(-131). (2.5 puntos)

P3) Calcula los siguientes limites
1

Iin}(2+sin ?’”ij - (1.25 puntos)
Jirﬂo(\/x4 NG VT —7) (1.25 puntos)

XY
P4) Sea la funcion T (X) = (1+ Sin 7} :

a) Demuestra que la funcidn es continua en el intervalo [1, 2] . (0.75 puntos)

b) Demuestra que existe « (1,2) tal que f “(a)=0. Enuncia los resultados teéricos empleados
y justifica su uso. (1.75 puntos)
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. N 1 .
P5) Sean Ay B dos matrices de tamafio 3x3tales que |A|=|B|= - Caleula C| teniendo en cuenta

que la matriz C es la siguiente:
c=(2-A-B*)
(2.5 puntos)

P6) Los puntos A=(-1,2,1) y B=(2,5,1) son dos vértices de un cuadrado. Halla los otros dos
vértices sabiendo que estan en la recta de ecuacion

_ X _ y—-4 z+1
11 -4
(2.5 puntos)
P7) Sea la funcion f(x) =(x+3)""™ In(x* —x+2) .
a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [-1,0]. (1 punto)

b) Demuestra que existe « €(—1,0) tal que f “(e) =—In2. Enuncia los resultados tedricos
empleados y justifica su uso.

(1.5 puntos)
P8) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de estas dos funciones:
f(x)=sin(zx) y g(x)=|x"-X|
Calcula el area de la regidn del plano encerrada entre ambas gréaficas.
(2.5 puntos)
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SOLUCIONES

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que es compatible:

(a+1)x+(a’+a)y=2
(-a-1)x-a’y=0
ay+(a’-1)z=3-a

Menciona el resultado teérico empleado y justifica su uso.
(2.5 puntos)

Consideramos la matriz de coeficientes asociada al sistema y la matriz ampliada, comparamos sus
rangos y por el teorema de Rouche- Frobenius vemos que tipo de sistema es.

a+l a’+a O a+l a’+a O 2
A=|-a-1 -a? 0 |yA/B=|-a-1 -a° 0 0
0 a a’-1 0 a a’-1 3-a

Calculamos el determinante de A para establecer los diferentes casos que se nos pueden plantear en
funcion de su valor nulo o no.

a+l a’+a O
A=l-a-1 -a* 0 |=(a+1)(-a’)(a’-1)-(a’+a)(-a-1)(a*-1)=

0 a a’-

= (a+1)(a2 —1)(—612)+(a+1)(a2 —1)(a2 + a) = (a+1)(a2 —1)[—a2 +a’+ a] = a(a+1)(a2 —1)
Igualamos a cero el determinante
a+l=0=a=-1
|A=0=(a+1)(a’-1)a=0=1a’-1=0=a’=1=a=x+1
a=0

El determinante se anula cuando a=-1, a=1 o a=0. Establecemos cuatro casos distintos que
analizamos por separado.

CASO1l. a=-1,a=1ly a=0

En este caso el determinante de la matriz de coeficientes es no nulo y el rango de A es 3. El
rango de la matriz ampliada A/B también es 3 al igual que el namero de incognitas. Segun el
teorema de Rouche — Frobenius el sistema es compatible determinado.

Obtenemos su solucion utilizando el método de Gauss.

. , 0 Fila 12 + Fila 22
a a’+a
+1 +2 0 0 a+l a’+a 0 2
—a-1 -a
. o 4 “l-a-1 -a® 0 0 -
a a-L -a 0 a 0 2—> Nuevafila2?
L 2 0 Fila 32 — Fila 22
a+l a’+a
0 a a’-1 3-a
=| 0 a 0 2 |= =
-a 0 -2

0 a a’-1 3-a
0 0 a’-1 1-a—> Nuevafila3®
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a+l a’+a O 2
= 0 a 0 2
0 0 a’-1 1-a

Pasamos al sistema de ecuaciones y resolvemos teniendo en cuenta que a’ 10 y podemos
despejar en la 32 ecuacion.

(a+1)x+(a2+a)y=2

(a+1)x+(a’+a)y=2

2
ay =2 =>3|y=— =
a
(a2—1)2=1—a
_l-a _ -(a~1) 1
a’-1 M(a-Fl) a+1
:>(a+1)x+(a2+a)§:2:(a+1)x+@=2:>(a+l)x+2a+2:2:>
=(a+l)x=-2a= x:ﬁ
a+l
. . —-2a 2 -1 ., .
La solucién del sistema es x=——; y=—; z=——. Esta solucion existe pues el valor del
a+l a a+l

parametroa noesni0, ni 1, ni —1.

CASO2. a=-1

(-1+1)x+(1-1)y=2 (0=2
El sistema queda (1-1)x-y=0 =:{-y=0
—y+(1-1)z=3+1 -y=4

El sistema es incompatible, pues la primera ecuacion es imposible y las restantes ofrecen
solucion contradictoria.

CASO3. a=0

El sistema queda:
(0+1)x+(0+0)y=2 X =2
(0-1)x-0y=0 ={-x=0
Oy+(0°-1)z=3-0 —2=3

Este sistema es incompatible, pues la solucién para x es doble (0 y 2).

CASO 4. a=1
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(1+1)x+(1* +1)y=2 X+ 2y =2
El sistema queda (—1—1)x—12y=0 = 1—-2x—-Yy =0. Intentamos resolverlo.

y+(1-1)z=3-1 y=2
XFLY=2iacd [2x=—2  (Ecuaci
X+4= X=- cuaciones
—2X-y=0=> = = :>2x:—2:>-x:—1
d {—2X—2=0 {—2x=2 {iguales }
y=2

El sistema es compatible indeterminado con soluciones: x=-1; y=2; z=A. Tiene infinitas
soluciones pues el valor de z puede ser cualquiera.

Resumiendo: Para a=—1, a1y a=0 el sistema es compatible determinado con solucion:
—-2a 2 -1 . : . .
=——,; y=—;2=——,para a=-1y a=0 el sistema es incompatible y para a=1 el sistema
a+l a a+l
es compatible indeterminado con soluciones: X=-1; y=2;z=A41.

X
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P2) Calcula la ecuacién continua de una recta r sabiendo que corta a la recta

3X+y-z—-7=0
S z{ oy 5_0 , es paralela al plano de ecuacion 7 =2x-y+3z—-6=0 y pasa por el punto
X+y-5=

P=(-131) . (2.5 puntos)

Pasamos la ecuacion de la recta s a paramétricas.
S Ity-2-7=0_ |SX+y-2=7=0 3x+(5-x)-z-7=0
= = = —-X)—z-7=0=>
ry=5=0

= 3X+5-X-7-7=0=2x-7-2=0=[z2=—-2+2x]

Las ecuaciones parameétricas de la recta s son:
X=4
S=qy=5-41
1=-2+21

Como la recta r corta a s coinciden en un punto de s que tiene coordenadas Q(}L,S—/I,—2+ 22) :

Un vector director de larecta r es
Q(ﬂ,S—ﬂ,—2+2/1)e r

V, =PQ=(4,5-4,-2+24)—(-1,31)=(4+1,2-1,-3+24
P=(-131)er }:Vr = *2A)~ (A3 =+ +22)

Ademas, es paralela al plano por lo que es perpendicular al vector normal del plano n= (2,—1, 3) .
El producto escalar del vector director de la recta \7, y el normal del plano n debe ser cero.

V, =(A+1,2—-1,-3+24)

=(2,-13) =n-v, =0=(2,-13)-(41+12-4,-3+22)=0

r
Lv,

S ol <

2(A+1)—(2-2)+3(-3+24)=0=21+2-2+1-9+64=0=91-9=0=91=9= 1 =1

Por lo que el vector director de la recta r pedida es
“:(/1+1,2—/1,—3+2/1)}
=1

<

r

=v, =(2,1,-1)

N

x+1 y-3 z-1
2 1 -1

R v, =(2,1,-1)
Y la ecuacion continua de la recta r queda: =|r
(—1, 3,1) er
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P3) Calcula los siguientes limites
1

Iin2(2+sin ?’ETX)X - (1.25 puntos)
XILrEO(\/X4 — X +1—\,:'JX4 —7) (1.25 puntos)

El primer limite es:

1 1
Iim(2+sin 3L2ij - :(2+sin 37”)1 N =(2-1)" =1” = Indeterminacion (n° e) =

x—1
1+sin%
|im(2+sin@—1j 1 |im(1+sin@j 1 lim——2—
— ex—>l X=X — ex—>l X=X — ex—>1 X=X

Calculo el limite del exponente.

. 37X
1+sin—— 0
Iirrllz—2 =0 Indeterminacion(Aplico L"Hopital) =
X—. X" =X
37 3xzx 3m 3w
O+—cos—— —Ccos— 0
— lim—2 2 2 2 _"_j
x—1 2x-1 2-1 1
Colocamos el valor obtenido en el limite que deseamos calcular.
3 1 1+sin3—72[X
. . 7Z'X XZ_X lim
I|m(2+sm —j =g X =g’ =
x—1 2

El segundo limite es:

lim (\/x4 —x2+1-x* - 7) = o0 — o0 = Indeterminacion (Utilizamos el conjugado) =

X—>+00

(\/x“—xz+1—\/x4—7)(\/x4—x2+1+\/x4—7) )

= lim —
X0 X =2 +14UX =7

- lim (m)z _(m)z _jim X ()

SN oo B o SN SO O

X x4l X 47 —x*+8

= lim = lim =
e I w2 +14X =T X X 14X T

—X? X 1

0 ) ] . - .o =1
=—=1Iim = lim = lim = lim —==|-=

—X2
00 X—>+® ,X4 + /X4 X—>+00 X2 + X2 X—>+90 2)(2/ X+ D 2
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_axY
P4) Sea la funcion f(x)= (1-'- sSin 7) _

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [1, 2]. (0.75 puntos)

b) Demuestra que existe o € (1, 2) tal que f () =0. Enuncia los resultados teéricos empleados y
justifica su uso. (1.75 puntos)

: - : . . TTX . o
a) En el intervalo [1, 2] la funcion seno es continua, la funcion 1+sin Ty es siempre positiva pues

en el intervalo [1, 2] toma valores positivos en los extremos del intervalo.

x:1—>1+sin%:1+1:2

x:2—>1+sin%2:1+sin7z:1—0:1

Y no se anula en el intervalo.

X 3z
—=—=X=3
2 2
1+sin%x=0:>sin%x=—1:> %X=—37”:>x=—3NingUn valor pertenece a [1,2].

La funcion exponencial con base positiva también es continua.
La composicion de dichas funciones también es continua y esta es la funcion

_ax)
f(x)_(1+sm7] _

_ax )
b) Calculamos la derivada de la funcion f (X) =|1+sin YR

Al ser la funcion positiva, por derivacion logaritmica la obtenemos.

f(x) :(1+sin %ij =In(f(x))= In(1+sin %ij =In(f(x))=x:In (1+sin %XJ

7 cos X
= f (X):In(1+sinﬂ—xj+x-2—2x:>
() 2) 14sin ™
T TX
X Ecos7
= f'(xX)=f(x)- In(1+sin—)+x-— =
2 1+sin—
/4 X
X\ 2%
= f ’(x):(1+sin7j In(1+sin—)+x-
1+sin—
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Esta derivada en los extremos del intervalo [1, 2]toma valores de distinto signo.

T T
1 ~cos
x=1- f @) =|1+sinZ| -[In[1+sinZ |+1. 2—2 |=2.[In2]=1,38>0
2 2 14sin”
+sin =
2
_ _

) 5087
x=2—-f(2)=(1+sinz) -|In(1+sinz)+2- =1-|0-7|=-7<0
@=( ) ( ) 1+sinz [0-7]

T 7wX
Y’ X 5

La funcion derivada | (X):(1+S'n7) ' In[“‘sm? X | es continua
1+S|n7

n [12], pues 1+ sin%x es positiva en el intervalo [1,2].

Utilizando el teorema de Bolzano para la funcién f “(X) continuay tal que f ‘(1) >0y
f “(2) <0 existe un valor « (1,2) donde f (er)=0.

‘..,"

-

f(x)= [l +sin?]x
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. N 1 .
P5) Sean Ay B dos matrices de tamafio 3x3tales que |A|=|B|= - Caleula C| teniendo en cuenta

que la matriz C es la siguiente:
c=(2-A-B*)
(2.5 puntos)

Utilizaremos las siguientes propiedades de los determinantes:
a)|A'|=|A

_ 1
b)\Al\=m

¢)|A-B|=|Al[8]

[2-B|
d

ensinan| <1282 18
B de dimension 3x 3

Aplicandolas obtenemos:

2
c| =‘(2-At B |=fo A B =(2° A B ) = (22 |A B ) =[23 -|A|-ij

o]=| 22T | =8 =64

N R~
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P6) Los puntos A=(-12,1) y B=(2,5,1) son dos vértices de un cuadrado. Halla los otros dos

vértices sabiendo que estan en la recta de ecuacion
X _y-4 4 z+1

11 4
(2.5 puntos)

Depende de la relacidn entre los puntos y la recta el cuadrado se puede construir de dos formas
distintas.

A

A_oB - ~
=\
\ L]

12 opcidn 2% opcion
Debemos de averiguar la posicién relativa de la recta r con la recta s que pasa por los puntos Ay B.

— — X=2+41
A=(-121)] v,=AB=(251)-(-121)=(33,0)] v,=(110)
B=(251 = = =>s=qy=5+41
Como la recta r tiene ecuacion en paramétricas
X=-a
X y-4 z+1 P(O,4,—1)
rE_—lzT 2 —_— = _. 114 =>rI= y=4+a
v, =(-11,-4) z=-1-4a
Las rectas r y s no son paralelas pues sus vectores directores no tienen coordenadas proporcionales.
1,10
-1 1 -4

Ya sabemos que los vértices A'y B no son consecutivos y estamos en la situacion 22,

¢Las rectas se cortan o cruzan? Esto nos dira si la recta y los puntos estan en el mismo plano.

=(119) 110

v, =(-11,-4) =|-1 1 -4=2-8+2+4=0
B(2.51) 2 1 2

P(0,4,-1 )}3PB=(2’5’1)‘(0’4v—1)=(2'112)

Las rectas se cortan y por tanto los puntos Ay B y la recta r son coplanarios.
El cuadrado se puede formar como aparece en la 22 opcion.

La situacion de los puntos y la recta es:
B
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X=—-a

Buscamos dos puntosCy D delarecta r=<y=4+« tales que el poligono ACBD sea un
z=-1-4«a

cuadrado. Estos puntos tienen coordenadas C(-a,4+a,-1-4a) y D(-a,4+a’,—1-4d")
B

®
r
C
D
A
L ]
Para ser un cuadrado deben ser iguales los vectores AC y DB.

AC =(~a,4+a,~1-4a)-(-121) = (1-a,2+a,~2—4a)
=
DB = (2, 5,1) —(—a', d+ao,-1-4a')= (2 +a 1-d ,2+4d)

:>(2+a',1—a’,2+4a’):(l—a,2+a,—2—4a):>

2+a=1-«a ad=-1-a
=>l-ad=2+a =>-a=1l+a = la=-1-a]
2+4a'=-2—-4a do'=-4-4a

Y ademas el vector AC debe ser perpendicular a CB.Su producto escalar debe ser nulo.
[ ]

\ r

C

A

]
AC=(-a,4+a,-1-4a)-(-1,21)=(1-a,2+a,~2-4a)

— AC-CB=0=
CB =(2,5,1)—(—a,4+a,—1—4a)=(2+a,1—a,2+4a) }
=>(1-a,2+a,2-4a)(2+a,l-a,2+4a)=0=

= (1-a)(2+a)+(2+a)(l-a)+(-2-4a)(2+4a)=0=

=2-a-a’+2-a-a*-4-8a-8a-16a*=0=
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:>—18a2—18az0:>a2+a=0:>a(a+1):02> 0

Tiene dos soluciones posibles.

a=0 a=0 C(-a,4+a,-1-4a)=(0,4,-1)
ad=-1-«a :>a':—1 - D(—a',4+a’,—1-4a")=(1,3,3)

a=-1 a=-1 |C(-a,4+a,-1-4a)=(133)
d=-1-af a=0]" D(—a',4+a’,—1-4a")=(0,4,-1)

Realmente es la misma solucion: C(1, 3, 3) y D(0, 4, -1).
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P7) Sea la funcion f(x) =(x+3)""™ In(x* =x+2) .
a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [—1, O]. (1 punto)

b) Demuestra que existe ae(-10) tal que f’(e)=-In2. Enuncia los resultados tedricos
empleados y justifica su uso. (1.5 puntos)

a) La funcién (x+3) es continua y positiva en el intervalo [—1, O] , pues en los extremos toma
valores positivos: (-1+3)=2>0y (0+3)=3>0, siendo una funcion lineal es positiva en
[-1,0].

La funcion exponencial también es continua.

La composicion de ambas también es continua (x+3)™""

La funcion (x2 - X+ 2) es continua al ser un polinomio y es positivo pues es una parabola que
toma valores positivos en los extremos ((—1)2 -(-D+ 2) =4>0vy (O2 -0+ 2) =2>0 ynocorta

1+./(-1)>-8 _1x4-7 _ A
; .

2
El logaritmo neperiano de (x2 - X+ 2) existe y es continuo.

el eje de abscisas, pues (X" —x+2)=0=x=

El producto de dos funciones continuas es otra funcién continua.

b) Vamos a aplicar el teorema de Lagrange. Para ello la funcion f(X) :(x+3)5i"(”x) In(x2 —x+2)
debe ser continua en [-1,0], ser derivable en (—1,0) y se cumple que existe & e(-1,0) tal que
f “(a) esigual a la pendiente de la recta que une los extremos de la funcion en el intervalo (-1,0)
Existe a €(-1,0) tal que
fO)-f(-1) (0+3)"In(0+2)—(-1+3)" " In(1+1+2)

o= 0-(-1) 1

f'(a)=M:In 2 i L) cimicin2=—m2
2

1 4

La funcion g(x)=(x+3)5i"(”x) es derivable en el intervalo (-1,0), pues en dicho intervalo

-1<x<0=-1+3<x+3<0+3=2<x+3<3 y por tanto la base de la funcion exponencial es
positiva y mayor que 1 y la composicion de funciones derivables es también derivable. También

se cumple en el intervalo (-1,0) que:

0 <1
~1<x<0=> X< =S0<X—X<141=0+42< X —-X+2<2+2=>
-1<x<0—->0<-x<1

:>2<x2—x+2<4:>

Por lo que el logaritmo existe y la funcién h(x) =In (x2 —X+ 2) es derivable en el intervalo (—1, 0)

El producto de funciones derivables es derivable. La funcién f(x) = (x+3)3i"(”x) In (x2 —X+ 2)

es derivable en el intervalo (—1,0). También es continua en [-1,0].
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P8) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de estas dos funciones:
f(x) =sin(zx) y 9(x) =|x* =]

Calcula el area de la regién del plano encerrada entre ambas gréaficas.
(2.5 puntos)

Igualamos las funciones f (X) =sin (7zx) y g(x) = |x2 — X| .

x =0, pues sin(0)=(0*—0|

f () =g(x) =sin(zx)=|x*—x/=10
X =1, pues sin(;z)=|12 —1|

El &rea es el valor absoluto de la integral definida de la diferencia de las dos funciones entre 0 y 1.

En el intervalo [0,1] la funcién g(x) tiene la expresién 9(X) = ‘Xz —X|=x-Xx,
. 1 1 N 1
Area = l‘sin(ﬂx)—(x—xz)dx = {—;cos(;rx)—?+§}0 =
2 3
= [—ECOS(ﬂ')—l-i-1j|—|:—1COS(0)—0—+0—:| SN S 0,47 u?
V4 2 3 V4 2 3 T 2 3 &«

Lo dibujamos para comprobar este valor del area. Concuerda pues en la imagen se observa que la
zona rayada ocupa aproximadamente medio cuadradito.
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EvAU Julio 2019

u na Evaluacién del Bachillerato para el Acceso a la Universidad
p CURSO: 2018-2019

|Iniversided H‘ihﬁca_ i I\h'_.ﬂrra .
Mo otz ke ASIGNATURA: MATEMATICAS |

Realiza una de las opciones, Ao B

OPCION A

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y
resuelvelo en los casos en que es compatible:

(a+1)x—y+(1-a)z=a+1
(—a—l)x+(a+1)y+(a2+a—2)z:—1
(a+1)x—(a+1)y+(1-a’)z=0

(3 puntos)

A2) Los puntos A = (2,-3,2) yB = (0, 1, —2) determinan el lado desigual de un tridngulo isosceles
Xx-3 y-4 z7-4
-1 -2

que tiene su tercer vértice en la recta de ecuacion r = . Calcula este vértice

sabiendo que el area del triangulo vale 18 u?

(2 puntos)
A3) Demuestra que existe o €(1,e) tal que f (a)=e+1, siendo
e
f(x)=(x+ex—e)x
Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso.
(2 puntos)

A4) Encuentra los tres puntos en que se cortan las graficas de las funciones f(x):1+cos Xy
2

—2X , - -
-—+2 . Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas graficas.
T

9(x) =
(3 puntos).
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OPCION B

B1) Calcula los valores del parametro t para que se cumpla la condicién |A-B|=|A+B| , siendo Ay
B las siguientes matrices:

0 0 t-1 t 0 0
A=l 0 -t t |[lyB={t+1 t t+1
t+1 1-t 1 1 t-1 t+1

(2 puntos)

B2) Calcula la ecuacion continua de la recta t sabiendo que pasa por el punto P = (1,-2, -1) y que
corta a las siguientes rectas:

(e —x+y—z—1:OyS:x—3_y—1_z+1
"~ |3y-2z+3=0 0 1 -1

(3 puntos)

B3) Calcula el valor del parametro real a para que la siguiente funcion sea continua en todo R :
log(x* +9) x<1

f(X)=1 cos™*
2

m x>1
(2 puntos)
B4) Demuestra que la siguiente funcion tiene un maximo relativo en el intervalo (-1, 0):
f (x)=cos(zx)- In(x2 —3x+2)
Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso.
(3 puntos)
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SOLUCIONES
OPCION A

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y
resuélvelo en los casos en que es compatible:

(a+l)x—y+(1-a)z=a+1
(-a-1)x+(a+1) y+(a +a- 2) (3 puntos)
(a+1)x—(a+1)y+(1-a°)z=0

a+l -1 l-a
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|-a-1 a+1 a*+a-2|.
a+l -a-1 1-a’
Calculamos su determinante.

a+l -1 l1-a 1 -1 l1-a
|Al=|-(a+1) a+l a*+a-2/=(a+l)]-1 a+l a’+a-2/=
a+l -a-1 1-a° 1 -a-1 1-a°
1 -1 1-a 1 -1 -1
=(a+1)]-1 a+1 (a-1)(a+2)=(a+1)(a-1)|-1 a+l a+2 |=
1 -a-1 (1-a)(1+a) 1 -a-1 —(1+a)
1 -1 -1
={Sumamos a la 3*fila la 28} =(a+1)(a—-1)|-1 a+1 a+2|=
0 0 1
a+l -1 l1-a 1 -1 l1-a
=(a+1l)(a-1)(a+1-1)=|A|=|-(a+1) a+l a*+a-2=(a+l)-1 a+l a’+a-2=
a+l -a-1 1-a? 1 -a-1 1-a?
1 -1 1-a 1 -1 -1
=(a+1)]-1 a+1 (a-1)(a+2)=(a+1)(a-1)|-1 a+l a+2 |=
1 -a-1 (1-a)(1+a) 1 -a-1 —(1+a)
1 -1 -1
={Sumamos a la 3*fila la 28} =(a+1)(a—1)|-1 a+1 a+2/=
0 0 1

=(a+1)(a-1)(a+1-1)=(a+1)(a-1)a

213 de 296 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EVAU julio 2019 Matemdticas Il en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

Lo igualamos a cero.
a=0
|Al=0=(a+1)(a-1l)a=0=<a=-1
a=1

Estudiemos los cuatro casos siguientes.

CASO1l a#0,a#1ya=-1.
En este caso el rango de la matriz de los coeficientes es 3 al igual que el de la matriz ampliada e
igual que el namero de incognitas. El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO. Tiene una
Unica solucion. Utilizamos la regla de Cramer para obtener la solucion del sistema.

atl -1 1-a a+l -1 -1]| Ja+l -1 1
-1 a+l a’+a-2 (a<y)[-1 a+l a+2| |-1 a+l a+2
0 -a-1 1-a® | 0 -a-1 -a-1) |0 -a-1 -a-

X= |A| - (a+1)Na (a+1)a

a+l -1 -1 a+l -1 -1

(&) | -1 a+l a+2 |-1 a+l a+2

0o -1 - 0 -1 -1] -a’-2a-1-1+1+a*+3a+2 a+l

Na a a a

a+l a+1 l-a 1 a+l l1-a
—a-1 -1 (a-1)(a+2)| (a+T)|-1 -1 (a-1)(a+2)
a+l 0 (1-a)(a+1) 1 0 (1-a)(a+1)
y: = =
A M(a—l)a
1 a+l -1 1 a+l -1

(301 -1 (a+2)| |1 -1 (a+2)

1 0 —(a+l) |1 O —(a+1):a+1+a2+3a+2—1—a2—2a—1

- Ma a a

2a+1
y:
a
a+l -1 a+ 1 -1 a+ 1 -1 a+
—a-1 a+l -1 (@)1 a+l -1| -1 a+1 -1
a+l -a-1 0 1 -a-1 O 1 -a-1 O

Z:1+5<+%+1—3<—2/§—1—a—1_ = -1 1

(a-1)a (a-)% a-1 1-a
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., a+1l 2a+1 1
Lasoluciones x=——, y= , Z .
a a 1-a

CASO 2. a=0.
X-y+z=1
El sistema queda {—X+Y—22=-1
X-y+z=0

Este sistema es incompatible. Las ecuaciones 12 y 32 tienen igual el primer miembro y diferente
el 2°.

CASO 3. a=1.
2X—y =2 2X—y =2
El sistema queda | —2X+2y =-1={2x-2y=1
2x-2y=0 2x-2y=0

Vuelve a ser un sistema incompatible, las ecuaciones 22 y 32 no se pueden cumplir al mismo
tiempo.

CASO 4. a=-1
El sistema queda
-y+2z=0 [-y+2z=0
-22=-1 = 1 =-y+1=0=|y=1
0=0 ‘73

El sistema es compatible indeterminado. La soluciones x=t, y=1, z=0,5.

Resumiendo: Si a=0,a=1ya=—1 el sistema es compatible determinado siendo su solucién:

a+l 2a+1 1 . . . . . .
X= E : z=1—,5| a=0 o0 a=1 el sistema es incompatible y si a=-1 el sistema
a -a
es compatible indeterminado siendo sus soluciones x=t, y=1, z=0,5, para cualquier valor

teR.
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A2) Los puntos A = (2,-3,2) yB = (0, 1, -2) determinan el lado desigual de un triangulo isdsceles

x-3_y-4_z-4 . Calcula este vértice

que tiene su tercer vértice en la recta de ecuacion r =

-1 -2
sabiendo que el area del triangulo vale 18 u? (2 puntos)
La recta r tiene ecuaciones paramétricas:
rEX; :y_l :2_2 S }:rz y=4-t
P (3,4,4) 42t

El tercer vértice esta en la recta y tiene coordenadas C = (3 +2t, 41, 4—2t)

El vector AB =(0,1,-2)—(2,-3,2)=(-2,4,-4).
La longitud de la base es ‘ﬁ‘ =\4+16+16 =+/36 =6 .

El punto medio del segmento AB es P = (01 _2);(2'_3’2) = (2’_22’0) =(1-1,0) .

La altura del triangulo es el médulo del vector que une P con C.

[PC|=[(3+2t, 4-t, 4-2t)—(1-1,0)|=|(2+2t,5-t,4-2t)[=

= J(2+2t) +(5-t) +(4—2t) =4+4t +8t+ 25+t ~10t+16+ 4t —16t = \/0t’ 18t +45

Como el area del triangulo es 18 se cumple:

_ Base - altura _ 6-/9t? —18t +45
2

18 5 = 36 = 6+/9t* —18t + 45 = 6 =/9t* —18t + 45 =
++/4—
=36=90t"-18t +45=9t° 18t +9=0=1t" -2t +1=0= t=2_#=1
El tercer vértice del triangulo es el punto C.
C=(3+2t, 4—t, 42t
. 1( )}: C=(532)
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A3) Demuestra que existe o (1,e) tal que f (a)=e+1, siendo

e
X

f(x)=(x+ex—e)
Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso.

(2 puntos)

La funcién es continua en el intervalo [1,e]y derivable en (1,e), determinamos su derivada

utilizando la derivacion logaritmica.

e €

f(x)=(x+ex—e)x =In f(x)=In(x+ex—e)x = In f(x):gln(x+ex—e)

Derivamos la expresion obtenida.

e e l+e
=——In(x+ex—e)+-———
f(x) X X X+ex—e

f7(x) = f(x)[—%ln(x+ex—e)+§%}

f '(x):(x+ex—e)i{—%In(x+ex—e)+§%}
e

e —
Calculamos f(D)=(1+e-e)i =1 f(e)= (e+e2 —e)e — g2
La pendiente de la recta que une el punto (1,1) con el punto (e, €?) es

-1 (e~T)(e+])
e-1  e-T1

pendiente = =e+1

1 o e

f(e)- f (1)

Segun el teorema de Rolle, existe un valor o (1,e)tal que f (o) =————= .

e-1

Es decir, existe un valor « €(1,e) tal que f ()=

fO-f®_, .
e-1

217 de 296 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EVAU julio 2019 Matemdticas Il en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

A4) Encuentra los tres puntos en que se cortan las gréaficas de las funciones f (x)=1+cos x y

—2x? . . e
g(x) =——+2. Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas graficas. (3 puntos).
T

Hallamos los puntos de corte de las funciones.
2 2

f(x)=g(x) =1+cos x= §+2:>cosx: )2(+1
T T

., 0 .
Por tanteo, comprobamos que X =0 cumple la ecuacion, pues cos 0=— +1. Es cierto.
T

. 2

.y, T .
También se cumple para x =7z pues cosz=-——+1=-2+1=-1.Escierto.
T

_ 2
También se cumple para x=-z pues cos(—zz)= 27; +1=-2+1=-1. Es cierto.
T

El area se calcula hallando el valor de la integral definida de la diferencia de las dos funciones entre
x=-x'y X=0 yde la integral definida entre Xx=0y x=r.
El valor del area se obtiene sumando sus valores absolutos.

2

0 2 0 2 0
I1+cos x—( 2)2( +2]dx: j1+cos x+2i2—2dx= Jcos x+2i2—1dx:
4 el T T

-

-

o T 0 2(-x)
=[senx+y—xlﬂ:[sen0+¥—0}— sen(—r)+ 32 —(-n)|=
27 2 1
=S5 A=_A-T=|-27
3z 3 3

7 2 z 2 3 7
jl+cos X— 2)2( +2 dx:jcos x+2i2—1dx: senx+2—X2—x =
0 T 0 T 3 0

27 0 27° 2 1
=|senrt+— -7 |- sen0+3 >—0|= —T=-A-T=|-27
T

37’ 37’ 3 3
. . . 1 1 1 1 2 .
El &rea de la region que nos piden calcular vale |—= 7|+ —§7r == +§7z = §7r unidades cuadradas.
231
P i
(x)= 7 2 S - 54 g e
&l P ;/ o / t \\\\ \\;\‘
o 7 N ;
///// /[-\']:I‘FCDS x T A : %
/ o ol \\\
s _/'/ S S — \ ) —\—*
i3 ; -3 23 2 -13 -1 03 0:3 1 13 3 25 3 3
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OPCION B

B1) Calcula los valores del parametro t para que se cumpla la condicién |A-B|=|A+B| , siendo Ay
B las siguientes matrices:

0 0 t-1 t 0 0
A=l 0 -t t |lyB={t+1 t t+1
t+1 1-t 1 1 t-1 t+1
(2 puntos)
Calculamos la suma 'y el producto de las matrices.
0 0 t-1}(t 0 0 t-1 (t-1°  (t-1)(t+1)
A-B=| 0 -t t |[t+1 t t+1l|=| —t*-t+t P +tP -t P —t+tP 4t

t+1 1-t 1 1 t-1 t+1) [t?+t+1-t°+1 t—-t°+t-1 1-t°+t+1
t-1  (t-1"  (t-1)(t+1)

A-B=| —t? —t 0

t+2 —t*4+2t-1 —t>+t+2

0 0 t-1 t 0 0 t 0 t-1
A+B=| O —t t [+|t+1 t t+1|=|t+1 O 2t+1
t+1 1-t 1 1 t-1 t+1 t+2 0 t+2

Calculamos los determinantes del producto y de la suma.
El determinante de A+B es 0 ya que la columna segunda es todo ceros.
El determinante de A - B es:

t-1  (t-1)°  (t-1)(t+1)

Saco factor coman en 12 fila (t-1)

|A-B|=|-t? ~t 0 ={ . g }:

t+2 —t?+2t-1 —t*+t+2 yen2fila (0

1 t-1 t+1

=(t-1)t| -t -1 0 = {Saco factor comln en 3% columna (t+1)} =

t+2 —t*+2t-1 —t*+t+2

1 t-1 1

= (t-1)t(t+1)| -t -1 0 :(t—l)t(t+1)(t—2+;/—2t2+t+t+2—1/+3t2—2t)

t+2 —t2+2t-1 —t+2
|A-B|=(t-1)t(t+1)(t* +t)=(t-1)t(t+1)t(t+1)

Entonces

|AB|=|A+B|=(t-1)t(t+1)t(t+1)=0=|{t=0
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B2) Calcula la ecuacién continua de la recta t sabiendo que pasa por el punto P = (1,2, -1) y que
corta a las siguientes rectas:

‘e —X+y—Z—1=0ys=x—3_y—1_Z+l
~|3y-2z+3=0 0 A |

(3 puntos)

Hallemos la ecuacion del plano T que contiene a la recta r y el punto P. Después la ecuacion del
plano t” que contiene a la recta sy el punto P. La recta t es la definida por ambos planos.

=a(—-x+y-z-1)+b(3y—-2z+3)=0
7=a(x+y—2-1)+b(3y ) = a(-1-2+1-1)+b(-6+2+3)=0
P (1, -2, —1) eEn

-3a-b=0=>b=-3a

El plano mt tiene ecuacion:
r=a(-x+y-z-1)-3a(3y-2z+3)=0=(-x+y-z-1)-3(3y-2z+3)=0

7=-X-8y+5z2-10=0

El plano " pasa por P = (1,-2, —1) y tiene como vector director u= (O,l, —1) y
AP =(1,-2,-1)—(3,,-1)=(-2,-3,0), siendo A(3,1,-1) un punto de la recta s.

P(L-2-1)er x-1 y+2 z+1
u=(01-1) (=7=[0 1 -1|=0=2y+4+22+2-3x+3=0=
AP =(-2,-3,0) 2 3 0

7=-3X+2y+22+9=0

La recta t es la definida por la interseccién de los planos:
7=-Xx-8y+52-10=0
7'=-3x+2y+2z+9=0

Obtenemos la ecuacién continua de la recta.

. -X—-8y+5z-10=0 .
El vector director de larecta t = es el producto vectorial de los normales de
—-3Xx+2y+22+9=0

cada plano que la definen.

ik
V,=|-1 -8 5|=—16i-15j—2k — 24k +2j—10i = ~26i —13j — 26k = (—26,—13,-26)
3 2 2

Reduciendo las coordenadas del vector dividiendo por —13, podemos tomar como vector director de
larecta v, =(2,1,2)
Un punto de la recta se puede tomar el punto P(1,-2,-1).

x-1 y+2 z+1
2 1 2

La ecuacién continua de la recta t es
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OTRA MANERA DE RESOLVERLO

Veamos cual es la posicion relativa de las rectasr y s.

El vector director de larecta r = {_XJF y-2-1=0 es el producto vectorial de los normales de cada
3y-2z+3=0
plano que la definen.
i j k
V,=|-1 1 -1/=-2i-3k-2j+3i=i-2j-3k=(1-2,-3)
0 3 -2

Y el vector director de la recta s es v, =(0,1,-1)
¢Son paralelas o coincidentes? ¢ Son las coordenadas de los vectores directores proporcionales?

v, =(1-2,-3) 1 -2 -3 : ,

_ = (—=—=—"17, larespuesta es que no son ciertas las igualdades y las rectas
v, =(0,1,-1) 0 1 -1

solo pueden ser secantes o se cruzan.

Averigiiemos un punto de larectar.

-X+y-z-1=0
r= {—x+y—l:0 {—x+y—1:0
- -

3y—2z+3=0
0 3y+3=0 y=-1
7=

= —X-1-1=0=x=-2

El punto de larectar es P, =(—2,-1,0)

Un punto de s puede ser P = (3, 1, —1)

Elvector P, P, =(3,1,-1)—(-2,-1,0)=(5,2,-1)

Calculemos el producto mixto de los vectores v, =(1,-2,-3), v, =(0,1,-1) y TPS =(5,2,-1).

1 -2 -3
0 1 -1=-1+10+15+2=26=%0
5 2 -1

Las rectas se cruzan.

Pasamos las ecuaciones de las rectas a paramétricas y obtengamos las coordenadas genéricas de un
punto cualquiera de cada una de las rectas.
La ecuacion de la recta r es

P, =(~2,-1,0) X=-2+t
- r=<y=-1-2t=0Q, =(-2+t,-1-2t,-3t)
v, =(1-2,-3) I
Y la ecuacion de la recta s es
X=3
s=qy=1+t =Q, =(31+t,-1-t)
z=-1-t
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El vector director de la recta t debe pasar por un punto de r y otro de s. Por lo que los vectores PQ,
y PQ, deben tener coordenadas proporcionales.

PQ, =(-2+t,-1-2t,-3t)-(L,-2,-1)=(-3+t,1-2t,1-3t)| 34t 1-2t 1-3t
. p— = ~ = -
PQ, =(3,1+t,-1-t)—(1,-2,-1)=(2,3+t,-t) 2 3+t

-3+t 1-2t . . Lt
> Tarr| (3+1)(3+t)=2(1-21) —9-3t+3t+tt'=2-4t] 3t+tt'=11-T7t
= =, -2+6t =, —2+6t
=3+t _1-3t|  —t(-3+t)=2(1-3t) e y-—2+0
= -3+t -3+t
2 ~t
; 11-7t
t(-3+t)=11-7t| t=
2+6t B LN R S
t'= e —2 +6t -3+t -3+t
-3+t 341

—Tt—6t=-—2-11=-13t=-13=

Para t =1 el vector director de la recta t es:

Vi = PQr :(3+t’12t’13t)}:>\7t_(_2’_1’_2)

La recta t tiene ecuacion:

v, =(2,1,2) _gx-l_y+2_z4l
P=(1,-2, -1) 2 1 2
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B3) Calcula el valor del parametro real a para que la siguiente funcion sea continua en todo R:
log(x*+9) x<1

f(x)=1 cos™*
2

2 y>1
a-(1-x) x>

(2 puntos)

La funcion en el intervalo (—oo,1) tiene la expresion f(x) =log(x*+9). Esta expresion existe pues

x?+9>0. La funcidn es continua en (—oo,l).

TX
COS——

2
a-(1-x)

denominador se anula para x=1¢ (1, +oo) . La funcién es continua en (1, +oo) :

La funcion en el intervalo (1, +oo) tiene la expresion f(x) = . Esta expresion existe pues el

Para que sea continua en todo R debe de serlo en x = 1. Para ello se deben cumplir:

o Existe f(1)=log(1’+9)=1logl0=1
e Existe lim f(x)=limlog(x* +9)=log10=1
x—1" x—1"

e Existe lim f(x) =

x—1"

TX T
cos7 cosE 0
=lim = = — = Indeterminacién (aplico L"Hopital)=
o1 a-(1-x) a-(1-1) 0 (@p pital)
T TX T T VA
- sen—- —_sen_ ——
= lim —2 2 __2 2 __2_ T
x>t —-a -a -a 2a

. T
e Los tres valores son iguales. >a =l=>r=2a=|a=
a

NN
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B4) Demuestra que la siguiente funcion tiene un maximo relativo en el intervalo (-1, 0):
f (x)=cos(7x)-In(x* —3x+2)

Menciona los resultados teéricos empleados y justifica su uso. (3 puntos)

La derivada de f (x)=cos(zx)-In(x*—3x+2) es

2x—-3
fF(x)=— In(x2 —3x+2 .
(x) =—zsen(xx) n(x X+ )+cos(7rx) N
] 2x—-3
Resolver | on f(x)=0= - In(x* —3x+2 ———=0
esolver la ecuacion f ’(x)=0= —zsen(xx)-In(x* —3x+2)+cos(7zx) 7313

Y esta ecuacion es demasiado compleja.
Acudamos al teorema de Bolzano. La funcién f “(x) es continua en el intervalo (-1, 0), pues el

denominador se anula en x =1y x = 2, que no pertenecen al intervalo.

Hallamos el valor de f “(x) en los extremos del intervalo (-1, 0).

£ /(1) = —sen(—z) - In(1+ 3+ 2) + cos(~7) - 1‘23‘32 :—%5:§>0
+3+
Y
, ) 0-3 -3
f (O):—ﬂ'sen(O)' |n(0 -0+ 2)+C0$(0)'m:7<0

Por lo tanto, existe un punto donde la funcion f “(x) se anula. Este seria un punto critico de la
funcion f(x) y como la derivada pasa de positiva (crece f(x)) a negativa (decrece f(x)), entonces
debe de ser un maximo relativo.
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EvAU Junio 2019

Evaluacién del Bachillerato para el Acceso a la Universidad

u p na CURSO: 2018-2019 CONVOCATORIA: JUNIO

|Iniversided Fithca ce Navara
Natarsoake Uninertsitge Publkia

ASIGNATURA: MATEMATICAS I

Realiza una de las opciones A o B

OPCION A

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a 'y
resuélvelo en los casos en que es compatible:

(a+2)x-y—-az=-a
(-a-2)x+2y+(a’-a)z=3a-1 (3 puntos)
(a+2)x-2y+(2-2a)z=-2a

A2) Dadas las siguientes rectas:
{2x+ y—2z-1=0 y s x+2 y-1 z-1
y+z+1=0 1 2 2
calcula la ecuacion de un plano 7 paralelo a la recta r y que diste de s 3 unidades. (2 puntos)

r

A3) Calcula la derivada de las siguientes funciones y simplifica el resultado:

f(x)=In /ﬂ (1 punto)
sin2x

1 —-X
g(x) = (;j (1 punto)

A4) Demuestra que existe o € (-1,3) tal que f (a)= —% , siendo

39X

f () =[x2 +log (x* —2x+7)] 4

Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso. (3 puntos)
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OPCION B

B1) Resuelve la ecuacién matricial X -A* = A® teniendo en cuenta que A es la siguiente matriz:
-1 -1
A=
1 0

B2) P=(1,-11),Q=(5-35), R=(7,-7,1) son tres vértices de una cara de un cubo. Calcula las
coordenadas del centro de dicho cubo.

(2 puntos)

(3 puntos)
B3) Demuestra que existe « €(1,3) tal que f(a)=0, siendo
In {x—1+sin2 (Zxﬂ
f(x)=
() 4x — X
Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso.
(2 puntos)

B4) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de las funciones f(x)=5-xy

2 . . -
g(x)= <3 y calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas graficas.
X_

(3 puntos)
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SOLUCIONES
OPCION A

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y
resuélvelo en los casos en que es compatible:

(a+2)x-y—-az=-a
(-a-2)x+2y+(a*-a)z=3a-1 (3 puntos)
(a+2)x-2y+(2-2a)z=-2a

a+2 -1 -a
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=| —-a—2 2 a®—a | con determinante
a+2 -2 2-2a
a+2 -1 -a
|A|=|-a—2 2 a’—a|={Sacamos factor comun a+2 en la 1 columna} =
a+2 -2 2-2a

1 -1 -a
=(a+2)|-1 2 az—a:(a+2)(4—4a—a2+a—2a+2a—2+2a+2a2—2a):
1 -2 2-2a

=(a+2)(a’-3a+2)

Si lo igualamos a cero.

a+2=0=a=-2
3+1
=27"=2
— 2_ — —
|A=0=(a+2)(a*-3a+2)=0= 39420 g 3EV0-8_3%1 |72
2 2 |_3-1_,
2

Hay cuatro casos distintos a considerar.

CASO1l. a=2,a=#lya=-2

En esta situacion el sistema es compatible determinado ya que el rango de la matriz de los
coeficientes es 3 al igual que el de la ampliada y el nimero de incégnitas.
Su solucion se puede obtener por Cramer.

-a -1 -a
3a-1 2 a’-a
—2a -2 2-2a] -4a+4a’+2a’-2a’+6a’-2a-4a’-2+2a+6a—6a’—2a’+2a’

= A (a+2)(a®-3a+2)
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2+42a 2(a~1) 2

(a+2)(a*-3a+2) - (a+2)M(a—2) T a’-4

a+2 -a -a 1 -a -a
-a-2 3a-1 a’-a M—l 3a-1 a’-a
a+2 -2a 2-2a 1 -2a 2-2a B

" A T (a7 (2 -3a+2)
B 6a—6a’—2+2a—a‘+a2—-2a’+3a’—a—2a+ 2a” +2a° - 2d%
y= a’-3a+2

y- a’-4a’+5a-2 MN(a—l)

= =a-1
a’—3a+2 MN
a+2 -1 -a 1 -1 -a
—a-2 2 3a-1 (a+Zj|-1 2 3a-1
a+2 -2 -2a 1 -2 -2a

= = =

A (a+7) (a*-3a+2)

_ —4a-3a+l-24+2d +2a+6a-2  a-1 a~l 1

a’-3a+2 _a2—3a+2:N(a_2):a—2

La solucién es x = 2_. y=a-1, z=i.
a-2

a’-4’
CASO2. a=-2
El sistema queda
-y+2z=2 -y+2z=2
2y +62 =—7 = {Divido la ecuacion 32 entre 2} = 1 2y +62=-7=
-2y+6z=4 -y+3z=2
Ecuacion 3?2 - Ecuacion 12 , ,
Y iz =2 ;y— Y I
= y -2z =-2 = y;)— = y—(;
z =0 £= 2=
Este sistema es incompatible.
CASO3. a=2
4X—-y—-271=-2
El sistema queda §—4X+2y+2z=5. Intentamos resolverlo.
4Xx-2y-271=-4
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Ecuacion 32 + Ecuacion 22

AXx—-y—-27=-2 Ax -2y 27 —-4 4x—-y—-22=-2
—A4AX+2y+27=5= Ay 42y 427 =5 = -4X+2y+2z=5
Ax-2y—-27=—-4 0 1 0=1

Este sistema es incompatible.

CASO 4. a=1
El sistema queda
Ecuacion 32 + Ecuacion 22

X—-y-z=-1 I -2y —-2 X-y-z=-1
—3X+2y=2 = 3% 42y =2 = -3X+2y=2 =
3X-2y=-2 5 =0 0=0

-y—2z=-1-3x
3X-y—-z=-1 -y—-z=-1-3x
- - - 2+ 3X =
—-3X+2y=2 2y =2+3X y= >

2 1 3= 2 3Xx-27= -2 6x= 27— 3x=|z=X

. . . g : 3, 3
Este sistema es compatible indeterminado. Con solucién X=t;y=1+—;z=—

Resumiendo: Si a=2,a=#1ya= -2 el sistema es compatible determinado siendo su solucion:

; y=a-1;z=——,si a=-2 0 a=2 el sistema es incompatible y si a=1 el sistema
a’—4 2

a_
L . . . : 3t 3 .
es compatible indeterminado siendo sus soluciones X =t; Y =1+-—;Z =—  para cualquier valor

teR.
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A2) Dadas las siguientes rectas:
rE{ZX‘F y-2z-1=0 y 5= x+2 _y-1_z-1
y+z+1=0 1 2 2
calcula la ecuacion de un plano « paralelo a la recta r y que diste de s 3 unidades. (2 puntos)

Un plano paralelo a r tiene como vector director el director de r y como también debe ser paralelo a s,
por lo que también tiene como vector director v, =(1,2,2).

Hallamos el vector director de r como el producto vectorial de los vectores normales de los planos
que la definen.

i j ok
v,=[2 1 -2|=i+2k-2j+2i=3i-2j+2k=(3-22)
01 1

El vector normal del plano m es el producto vectorial de los dos vectores directores
v-t22)] - _ "1k
_ =vxv, =1 2 2/=4i+6]-2k-6k—-2j+4i=8i+4)-8k :(8,4,—8)
v, =(3,-2,2) 3 o o

El plano m tiene ecuacion

n=v,xv, =(8,4,~8)= 7 =8x+4y—-82+D =0

Como la distancia de sa m es 3 se cumple

d(s.7)=3= d((-2.11),7) =3 848D _5 204D 5

J64+16+64 J144

—20+D 3 . 204D=36=[D=5§
= ZéZD
‘12+ ~ 3= -20+D=-36=[D=_16]

Hay dos planos solucion del problema.

7=8X+4y—-82+56=0=|7r=2Xx+Yy-22+14=0

7'=8x+4y-821-16=0=|7'=2x+y-2z-4=0
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A3) Calcula la derivada de las siguientes funciones y simplifica el resultado:

f(x)=In /ﬂ (1 punto)
sin 2x

1 —-X
g(x) = (;j (1 punto)

Primera derivada.

Simplificamos al maximo la expresion de la funcién antes de derivar.

1
1-c0s2x 1-cos2x)2 1, (1-cos2x) 1, (1—cos?x+sin®x
f(x)=In - =In - =—Inj]—— |==In - =
sin 2x sin 2x 2 sin 2x 2 2sIn X Cos X

.2 .2 . z .
=1In[—Sln X+sin Xj=1 n(—Xsm X J=lln(—smXj=l(lnsinx—lncosx)

=1
2 | 2sinxcosx ) 2 | Rsirxcosx) 2 \(cosx) 2

. ., ., 1 .
Derivamos la nueva expresion de la funcion f(x) = E(In sinx—Incos x)

f’(x)—i cosx —sinx)_1(cos’x+sin*x ) _ 1 1
2\sinXx  cosx 21 sinxcos X 2sin Xcosx  sin2x
1 1

La derivada tiene la expresion f "(x) = — =— .
2sinXCcosXx  sin2x

Segunda derivada. Utilizamos la derivacion logaritmica.
1 - X X
g(x):(—j =X"=Ing(x)=Inx" = Ing(x)=x:Inx
X

Derivamos la igualdad obtenida y despejamos g”(x).

g

100 In x+x-§:> g'(x)=g(x) (Inx+1)=x*(1+Inx)

La derivada tiene la expresion g'(x) = x* (1+ In x) .
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A4) Demuestra que existe o e(-1,3) tal que f "(a)= —% , siendo

f(x)= [xz +log (x* —2x+7)]f//?

Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso. (3 puntos)

53X
2 2
La funcien f(X) = [X +log (X —2X+ 7)] * es continua en el intervalo (-1, 3).

Estudiamos el signo de la expresion x* —2x+7 .

= No existe

X2 —2X+T=0=>x = 21\/(_2)22_4(1)(7) _ ZiF

La expresidn nunca se anula. Por tanto, siempre es positiva o siempre negativa. Sustituimos un
valor y comprobamos cual de estas dos circunstancias se da.

x=0=0°-2-0+7=7>0

La expresion x* —2x+7 es siempre positiva, en particular es positiva en el intervalo (-1, 3). Por
tanto, el logaritmo existe.

La expresion que es la base x* +log(x* —2x+7) es positiva en el intervalo (~1,3)

g(x)=x"-2x+7—>g'(x)=2x-2
g

(x)=0

}32X—2=0:>X=1

9" (x)=2=9"(1)=2>0= x=1es un minimo de la funcién g (x).
9(1)=12-2+7=6

9(x)=x*—2x+726=log(x*—2x+7)2log6 = X" +log(x* —2x+7)=0+log(6) >0

La funcion f(x) es derivable en el intervalo (-1, 3).
Si consideramos la funcién g(x)= f (X)+ZX tenemos que esta nueva funcion es derivable en el
intervalo (-1,3).

g(-1)=f (—1)—%:(1+I0g10)1—%:2—

g
NN

9(3)= f(3)+%:(9+loglo)°+g=1+

Dlw
IS N

Utilizando el teorema de Rolle existe un valor ¢ e(—1,3) donde g’(c)=0.

g’(c)=0:>f’(c)+%:0:> f’(c)=—%.
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OPCION B

. - 35 %, . - .
B1) Resuelve la ecuacién matricial X -A™ = A™ teniendo en cuenta que A es la siguiente matriz:

S

(2 puntos)

Comprobamos que la matriz A es invertible.
-1 -1
|A| = =1+#0
1 0

La matriz A es invertible. Calculamos su inversa.

A= Adj(At):Adj(j cl)](o 1)

A 1
Calculemos sucesivas potencias de A.
Al -1 -1
1 0
) -1 -1)(-1 -1} (1-1 1 0 1 .
A" =AA= = = =A
1 0)\1 O -1 -1 -1 -1
A =A2A=A"A=I
A'=AA=1-A=A

A=A A=A-A=AN=A"
A =N A=A A=

Todas las potencias de A con exponente 3 o multiplos de 3 son igual a la matriz identidad I.
A3:A6: :A24: :A33:|

Por lo que
A35:A33'A2 — IAZ :A2 :A—l

A” = A2V A=]-A=A
., 35 25 . .
La ecuacion X -A” = A” se resuelve utilizando lo anterior.

0 1
X-A35:A25:>X-A‘le:>X-A‘1-A:A-A:>X:AZ:A‘lz( . J

0 1
La matriz buscada es X :( ! J.
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B2) P=(1-11),Q=(5-35), R=(7,-7,1) son tres vértices de una cara de un cubo. Calcula las

coordenadas del centro de dicho cubo.
(3 puntos)

Observemos el dibujo para aclararnos con lo que deseamos conseguir

Q

Buscamos el punto O.
Comprobamos que los puntos estan dispuestos como en el dibujo. Para ello el vector PQ y QR

deben ser perpendiculares y medir lo mismo.
- |PQ|=16+4+16 =6
PQ=(5-3,5)-(1,-11)=(4,-2,4 -
_9( )= =( ) =|QR|=/4+16+16 = 6

QR=(7,-7,1)—(5,-3,5)=(2,-4,-4) PQ-QR=(4,-2,4)(2,~4,-4)=8+8-16=0

Es correcto el planteamiento del dibujo.

6
(9]
Pm : ;fbh“‘a
S -
o 6
Hallamos el plano definido por los tres puntos.

PQ=(4,-24) x—1 y+1 72—
@2(2,—4,—4) =>z:|4 -2 4|=0=>
Pasa por P(1,-1,1) 2 -4 -4

=8x-8+8y+8-16z+16+4z-4+16y+16+16x-16=0=>

= 24x+24y-127+12=0=>7:2X+2y-2+1=0
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(L-11)+(7,-7.2)
2

El punto O cumple que esté en la recta r perpendicular al plano T que pasa por el punto Pm y a una

distancia de 3 unidades del punto Pm (3 es la mitad de la longitud de la arista del cubo).

Hallamos la ecuacion de larectar.

El punto medio del segmento PR es Pm= =(4,-4.1).

v~ (2.2-1)

=>r=y=—4+2t;=>0=(4+2t,—4+2t,1-1)
Pasa por Pm(4,-4,1)

} X=4+2t
z=1-t

Aplicamos que el punto O pertenecea larecta y d (O, Pm) =3.

PmMO =(4+2t,-4+2t,1-t)—(4,-4,1)=(2t,2t,-t)

dt=3=>t=1

d(Pm,0)=3=[PmO|=3= 4t2+4t2+t2:3:>{3t et 1
=—0=1l=-

Los posibles puntos son dos:

t=1=0=(4+2,-4+2,1-1)=(6,-2,0)

t=—1=0'=(4-2,-4-2,1+1)=(2,-6,2)

Depende de hacia qué lado construyas el cubo el centro es uno de estos puntos: O(6,—-2,0) u
0’ (2,-6,2)
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B3) Demuestra que existe « €(1,3) tal que f(a)=0, siendo

uaat 69

4x —x?
Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso.

f(x) =

(2 puntos)

Para poder utilizar el teorema de Bolzano a esta funcidon en este intervalo debe cumplirse que sea
continua y que cambie de signo de un extremo a otro del intervalo.

El denominador de la fraccién se anula en x =0 y X = 4, que no estan incluidos en el intervalo (1,3).

. ., X : .. :
La expresion x —1+sin? (T) es siempre positiva en el intervalo dado. Se anula cuando

x—1+sin?| ZX |20 = x+sin?| 22 | =1
4 4

Y esto es imposible con los valores comprendidos entre 1 y 3 ya que siempre son mayores que 1. El
logaritmo neperiano no presenta discontinuidades en (1,3).

El requisito de la continuidad la cumple.

Veamos el signo de la funciénenx =1

In[1—1+sin2(7[ﬂ In(lj
4 2
f(1) = s~ =-023<0

41 B

Veamos el signo de la funcion en x =3

In{3—1+sin2(3”ﬂ In(2+1)
4 2
f(1) = =——2=03>0

12-3? -
Se cumple los requisitos para poder aplicar el teorema de Bolzano a la funcion f (x) en el intervalo
(1, 3) y podemos afirmar que:

e

f(x) =
) 4x — x*
tal que f(a)=0.

es continuaen (1,3); f(1)<0; f(3)>0 entonces existe a «(1,3)

236 de 296 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EVAU junio 2019 Matemdticas Il en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

B4) Encuentra los dos puntos en que se cortan las gréficas de las funciones f(x)=5-x y

g(x) = % y calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas graficas. (3 puntos)

Hallamos los puntos de corte de las graficas de las dos funciones.

f(X)=g(X)=>5—X=L2:>5x—10—x2+2x:2:—x2+7x—12=0:>
X_

_—I+1

7+Jao_ag |T 3 3
=X= 2 T 721
:—:4
)

Como f(3)=5-3=2Yy f(4)=5-4=1 las funciones se cortan en P(3, 2) y Q(4, 1)

at
.

El area pedida es la integral definida de f (x)—g(x) entre3y 4.

4

4 4 2 XZ
j f(x)—g(x)dx=[5-x———dx=|5x——-2In|x-2|| =
3 3 X—2 2 s

2 2
=[5-4—4?—2In|4—2|}—[5-3—%—2In|3—2|}=20—8—2In2—15+4,5:1,5—2In2= 0,11u’
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EvAU Julio 2018

u pna Evaluacién del Bachillerato para el Acceso a la Universidad

CURSO: 2017/2018 IKASTURTEA
Universided H}hﬁca_ e I\h'_.ﬂrfa 3
Mo bt Rele  AGIGNATURA: MATEMATICAS 11

Realiza una de las opciones A o B

OPCION A

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y
resuélvelo en los casos en que es compatible:

(a—3)x+(a—-2)y+2z=-1
(2a—6)x+(3a—6)y+52 =-1 (3 puntos)
(3-a)x+(a-2)z=a’-4a+5

A2) Halla el simétrico del punto P = (2,5, 2) respecto de la recta
x+1 y-2 z+1
2 -1 2

r

(2 puntos)

A3) Demuestra que existe « €(0,2) tal que f («)=1, siendo

f (x):sin(”er(j-cos(”—x)In(2eX +2x—x2)
2 2

Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso. (2 puntos)

A4) La gréfica de la funcion f (x) = cos(%xj divide al cuadrado de centro (0, 0) y lado 2 en tres

regiones. Calcula el area de cada una de esas tres regiones. (3 puntos)
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OPCION B

B1) Calcula el valor del parametro t para que se cumpla la igualdad ‘A’l‘ =-1, siendo A la
siguiente matriz:

t 2 t+2
A= -t t 0
01 2
(2 puntos)
B2) Halla la ecuacion continua de la recta que corta perpendicularmente a las rectas
X+Yy+2z-3=0 Xx—-2 y+3 z-1
r= Yy S= = =
2X+2-5=0 -2 1 1
(3 puntos)
B3) Calcular las siguientes integrales indefinidas:
X+1
- 1 punto
I X* +3x—4 (1 punto)
eX
———dx 1 punto
-|.1+2ex+ezx (1 punto)
B4) Halla los extremos relativos y los puntos de inflexion de la funcion
f(x)=x"—x° (3 puntos)
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SOLUCIONES
OPCION A

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y
resuélvelo en los casos en que es compatible:

(a—3)x+(a—-2)y+2z=-1
(2a—6)x+(3a—6)y+52 =-1 (3 puntos)
(3-a)x+(a-2)z=a’-4a+5

Aplicamos el método de Gauss para triangular el sistema.

(a-3)x+(a-2)y+2z=-1 a-3 a—2 2 1
2(a-3)x+3(a-2)y+5z=-1 = A/B=|2(a-3) 3(a-2) 5 -1 =
~(a-3)x+(a-2)z=a*-4a+5 ~(a-3) 0 a-2|a’-4a+5
Fila 3% + Fila 12 Fila22 — 2 - Fila 12 )
-(a-3) 0 a-2 a’-4a+5||2(a-3) 3(a-2) 5 -1
1 a-3 a-2 2 1 []-2(a-3) -2(a-2) -4 2[
0 a-2 a a’-da+4 0 a-2 1 1
Fila3® — Fila 22
a;B a—; i _11 0 a-2 a a’-4a+4
M a—2 T L I S S
a-c aja—far 0 0 a-1 a’-4a+3
a-3 a-2 2 -1
= 0 a-2 1 1

0 0 a-1|a’-4a+3

Nos planteamos cuatro situaciones diferentes que estudiamos por separado segln sea cada elemento
de la diagonal principal nulo o todos no nulos.

CASO1l. a#l,a#2ya=#3

En este caso todos los elementos de la diagonal principal son no nulos y el sistema se puede
resolver obteniendo una Unica solucion. El sistema es compatible determinado.

Lo resolvemos a partir de la matriz equivalente a la ampliada obtenida con el método de Gauss y
teniendo en cuenta que a—-1#0;a—2+#0;a—3=0.
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a-3 a-2 2 ~1 (a-3)x+(a-2)y+2z=-1
0 a-2 1 1 = (a-2)y+z=1 =
0 0 a-1 a2—4a+3 (a_l)zzaz_4a+3

(a-3)x+(a-2)y+2z=-1
= (a-2)y+z=1 =

L a’-4a+3 _ M(a—3) _a_3
a-1 a-1

:>(a—3)x+(a—2)y+2(a—3):—1}:>(a—3)x+(a—2)y=—2a+5}:>

(a-2)y+a-3=1 (a-2)y=4-a

(a—3)x+(a—2)y=-2a+5

4-a
= 4—a =(a-3)x+ =-2a+5=
i (a3 (32 2%
a-2
1-a
=(a-3)x+4-a=-2a+5=(a-3)x=1-a= x=ﬁ
La solucion es le—_a; yzﬂ; z=a-3.
a-3 a-2
CASO 2. a=1
En este caso la matriz ampliada equivalente obtenida por el método de Gauss queda:
1-3 1-2 2 -1 -2 -1 2|-1
0 1-2 1 1 =0 -1 1|1

0 0 1-1[1°-4+3 0 0 0]0
El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos.

—2x—y+22:—1} —2x-y+2z=-1

yizo1 }:>—2x—y+2(1+y):—1:>

= 2X-Yy+2+2y=-1=-2Xx=-3-y= x:%y+g

Las soluciones son: x=g+%t; y=t; z=1+t con teR.
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CASO 3. a=2
En este caso la matriz ampliada equivalente obtenida por el método de Gauss queda:
53 2.9 o . L0 211 Fila3? — Fila 2?2
; 2_2 1 _1 _0 0 | 00t A
- = 111 |=> 00 -1 -1 =
0 0 2-1|2°-8+3 0 0 1|-1

0 0 0 —-2— Nuevafila3?

-1 0 2|1
=0 0 1|1
0 0 0|-2

El sistema es incompatible.

CASO 4. a=3
En este caso la matriz ampliada equivalente obtenida por el método de Gauss queda:
Fila2® — Fila 1?
o se 1| 1 ord|alelt L .
0 0 3.1|3-1243) 0 0 2]0) |21 .
0 0 -1 2— Nuevafila2?
Fila3?+ 2 - Fila 22
01 2]-1 00 2 0 01 2|-1
:>00—12:>00_24 =0 0 -1]2
00 210 —_— 0 0 0|4

0 0 0 4— Nuevafila3?

El sistema es incompatible.

Resumiendo: Si a=1,a=2ya=3 el sistema es compatible determinado, siendo su solucion:
1l-a = 4-a
a-3" "~ a-2

S . : . 1
compatible indeterminado siendo sus soluciones x:§+§t; y=t; z=1+t conteR.

X ; Z=a—3.Si a=3 0 a=2 el sistema es incompatible. Si a=1 el sistema es
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A2) Halla el simétrico del punto P = (2,5, 2) respecto de la recta
Xx+1 y-2 z+1
2 -1 2

r

(2 puntos)

Vamos a determinar las coordenadas del punto P~ simétrico de P respecto de la recta r calculando
previamente el plano m perpendicular a la recta que pasa por el punto P, después el punto M de corte

de recta y plano. Por tltimo, hallamos el punto P~ sumandole al punto M el vector PM ya que M es
el punto medio del segmento PP’.

Hallamos la ecuacion del plano . Su vector normal es el vector director de la recta.

x+1 y-2 z+1

= v =(2,-1,2
=72 -1 2 =Y =( )
n=v,=(2,-12)| 7=2x-y+2z+D=0
= =>4-5+4+D=0=D=-3
P(2,5,2)€7[ P(2,5,2)e72'

El plano tiene ecuacion 7 =2x—y+2z-3=0. Hallamos el punto M de corte de recta y plano.

T=2Xx-y+22-3=0
T=2X—-y+2z2-3=0

X=-1+24
_ = =
rEx;Ll:ylZ:z;rl r=ly=2-2
B 7=-1+22

= 2(-1422)~(2-2)+2(-1424)-3=0= 2441 -2+ 1 -2+41-3=0=

X=-1+2=1
:>9/1:9:>/1=g:1:> y=2-1=1 =M (111)
7=-1+2=1

Hallamos las coordenadas del punto P”.
PM =(111)-(2,5,2) =(-1,-4,-1)= P'=M + PM =(1,11)+(-1,-4,-1)=(0,-3,0)

El punto simétrico de P respecto de la recta r tiene coordenadas P (0, -3, 0).
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A3) Demuestra que existe o €(0,2) tal que f («)=1, siendo

f (x):sin(ﬂﬂrxj-cos(”—x)In(2eX +2x—x2)
2 2

Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso.

(2 puntos)

Por la férmula del seno de la suma de dos angulos:

- T+ 7TX - T X - T TX T . TX
sin =sin| =+— |=sin| = |cos| — |+cos| = |sin| — |=cos
( 2 j (2 2) (ZJ (ZJ (ZJ (Zj [2

Por tanto:

f (x):sin(”ﬂzxj-cos(”—xj-In(2eX +2x—x2):cosz[”—x)In(2eX +2x—x2)
2 2 2

Derivamos la funcioén:

f (x) = cos? (%X]-In(Zex +2x—x2):>

:f’(x):Zcos(”—xj- —sen(ﬂ—xj -Z-In(ZeX+2x—x2)+c052(ﬂ—xj2e+—2_2)(2:>
2 2 2 2 )2e"+2x—-X

= f (X) = _”COS(%XJ - Sen(%xj . In(ZeX +2x—x2)+(:c)s2 (”_XJM

2 )2e* +2x—x?

Comprobamos que la derivada existe en el intervalo [0, 2] y para ello debe existir el
In(2e* +2x—x) y la expresion 2e*+2x—x* debe ser positiva,

Sixe[0,2]=>e* 2e’=1=2e">2=2x—Xx*+2e" > 2x—X* +2

2X—x2+2=0=>x*-2x-2=0=

e 2J_r\/(—2)2 ~4(1)(-2) 212 _ 2+;/1_2: 2.7¢(0,2)
: 2 2_5/1_2 =-0.7¢(0,2)

Si tomamos x = 1 la expresion 2x— x> +2 es positiva.
21-1°+2=3>0
Como 2x—x*+2 es positivo en el intervalo, 2x— x* +2e*es positivo en [0,2].
Por tanto, la funcion f(x) y f “(x) existe en el intervalo [0, 2]
Comprobamos que se cumplen las exigencias del teorema de Lagrange:

1. fescontinua en [0,2] pues es producto de funciones continuas.
2. fesderivable en (0,2). Lo hemos comprobado calculando su derivada.
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Aplicamos el teorema de Lagrange en el intervalo cerrado [0,2] y existe a en el intervalo abierto

(0,2) tal que f '(a)zw.

2”j-ln(Zez +4—22)—cosz(0j-In(2e°+0—02)
_ 2 2 N
2-0 2

2 2 2 2 In(zezJ
oy COs (7)-In(2¢*)-cos (O)-In(2): In(2e )—In(Z): 2
f(a) 5 2 5 =
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A4) La grafica de la funcion f (x) = cos(%xj divide al cuadrado de centro (0, 0) y lado 2 en tres

regiones. Calcula el area de cada una de esas tres regiones.

(3 puntos)

Dibujamos el recinto del cual se nos plantea calcular el area.

14 T.‘f\‘
f(x):cos‘ =
L2 )

Region 2 Region 3

i Region 1

s
f(x)=cos -

o=/

e

Observamos que la regién 2 y 3 son simétricas y por tanto tienen el mismo valor de area.

El area del cuadrado es 4 unidades cuadradas.

Por lo tanto, basta hallar el area del recinto azul para determinar el area del resto.

El area del recinto azul (Regidn 2) se calcula con una integral definida entre —1 y O de la diferencia

de la funciony = 1y la funcién f(x)= cos(%xj .

’ X 2 x\T'
Area Region 2 :J'l—cos(”—j dx = [x——sen (”—ﬂ
% 2 2 )1,

V4

sy st

Area region 3 = Area region 2 = 1- 22
T

Arearegion 1 = 4 — Area region 2 — Area region 3 = 4—2(1—

T T

]=4—2+£:2+iu2
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OPCION B

B1) Calcula el valor del parametro t para que se cumpla la igualdad ‘A’l‘ =-1, siendo A la siguiente

matriz:
t 2 t+2
A=t t O (2 puntos)
01 2
Utilizamos la propiedad de los determinantes que dice ‘A‘l‘ :%

Se puede demostrar esta propiedad utilizando que el determinante del producto de dos matrices
cuadradas es igual al producto de los determinantes de las matrices.

A-At= :>‘A-A1‘:|I|:|A|-‘A1‘=1:|A|:‘A11‘:_i1=—1

La condicion dada en el ejercicio se convierte en que |A|=-1.
Averiguamos cuando se cumple esta condicion.

t 2 t+2
Al=|-t t 0 |=2"—t*-2t+4t=t>+2t|
01 2 >t +2t=-1=

A=-1

=t242t+1=0>t=

2EN2 4 2
2

2

Se cumple cuando t = 1.

247 de 296 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EVAU julio 2018 Matemdticas Il en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

B2) Halla la ecuacion continua de la recta que corta perpendicularmente a las rectas
{x+y+z—3=0 x—2 y+3 z-1

r y
2X+2-5=0 -2 1 1

%)
Il

(3 puntos)

Obtenemos las ecuaciones paramétricas y hallamos un punto y un vector director de cada una de las
rectas.

X+y+z-3=0 X+Yy+z-3=0
r= = = X+Yy+5-2X-3=0=2y=-2+X=>

2X+z2-5=0 z=5-2x

=>r=1y=-2+p=

7 {vf -(11-2)

2=5-2p R (0.-25)
X=2-2 —
x-2 y+3 z-1 “ (U =(-211)
S= S -1 T 1 =S=1y=-3+a=> ) 31
7=1+a Q(2-31)

Las rectas no son paralelas pues sus vectores directores no tienen coordenadas proporcionales.
u=(-211) -2 1 1
_ = —#F-F—
v, :(11,_2) 1 1 -2

Las rectas se cortan o cruzan. El producto vectorial de los vectores directores \Tr xu_; esta en la

direccion de la recta buscada.

i ]k
V,xUg=|1 1 -2/=i+4j+k+2k—j+2i=3i+3j+3k=(333)
21 1
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Hallamos la recta t perpendicular comun a las dos rectas como la interseccion del plano m que tiene
como vector director el producto vectorial v, xu, y que contiene a la recta r con el plano ™ que tiene

como vector director el producto vectorial \/Tx uiy que contiene a la recta s.

Ecuacion del plano .

v, xu, =(3,3,3) X y+2 z-5
v,=(11-2) t=>z=3 3 3 |=0=
P.(0,-2,5)ex 1 1 -2

— —6X+3y+6+37 — 1§ — 37 + 1§ +6y+12-3x=0=>
= -9x+9y+18=0=|r=x-y-2=0)

Ecuacion del plano .

VTXE=(3'3'3) X-2 y+3 z-1
u=(-211) t=z=[3 3 3|=0>
Q(2,-31)er -2 1 1

— 3K -6-6y—18+37-3+62—-6-3y-9-3% + 5 =0=

= -9y+97-36=0== 7= y-z+4=0|

Ecuacién de la recta t.

Lo d
1l

X—y—-2=0
y—-z+4=0
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B3) Calcular las siguientes integrales indefinidas:

J. #L dx (1 punto)
I 1+ 2eex +e* x (- punto)

Para el calculo de la primera integral realizamos una descomposicion en fracciones simples del
integrando.

-3+5 1
-3+,/3%-4(-4) _ -
X*+3x—4=0=>x= > ( ): 3;5: 325 = X +3x—4=(x-1)(x+4)
%:_4

X+1 _ X+1 _ A N B
X*4+3x-4  (x-1)(x+4) x-1 x+4

x+1  A(x+4)+B(x-1)

(X—l)(X+4)_ (X—l)(X+4) :>X+1=A(X+4)+B(X_1):

x=1-1+1=A(1+4)+B(1-1)>2=5A— A:%

= 3:>
X=—4—>—4+1= A(-4+4)+B(-4-1)>-3=-5B > B=~

x+1  2/5 3/5
x2+3x—4 x-1 x+4

Aplicamos lo obtenido al calculo de la primera integral.

X+1 2/5 3/5 2/5 3/5 1
[ k- o [ 1o [0 el o al
X“+3x—-4 X— 1 X+4 x+4 X—-1 57 x+4
2 injx—1+ 2injx+ 4+ K
5 5
Calculamos la segunda integral usando el cambio de variable e* =t.
Cambio de variable
J'e—dx: e =t >e’dx=dt :I—Zidt:j%dt:
1+2e* +e 1+2t+t% o 1+2t+t
1
dX:—th
e
1+1)"
= | ! Zdt=[(1+1) " dt Y _ 1 1X+K
(1+t -1 1+t 1+e
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B4) Halla los extremos relativos y los puntos de inflexion de la funcion

f(x)=x"—x° (3 puntos)

Obtenemos los puntos criticos de la funcion.

f(x)=x"—x>= f"(x)=4x>-2x

x=0

f'(x)=0:>4x3—2x=o:>2x(2x2—1)=0:> )
2X2—1=0—>X2=1—)x=\/12i£
2 2 2

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos valores criticos obtenidos.

e En [—oo, —%J tomamos x =1y la derivada vale f "(-1)=4(-1)’-2(-1)=-2<0.La

g

funcion decrece en (—oo,—T .

e En [—%,0} tomamos x =-0.1y la derivada vale

2

f (-0.1) =4(-0.1)’ ~2(~0.1)=0.196 > 0.. La funcién crece en [—7 : O]

e En [0%} tomamos x = 0.1 y la derivada vale f "(0.1) = 4(0.1)3 -2(0.1)=-0.196<0. La

g

funcion decrece en (0,7

e En [%,+oo] tomamos x = 1y la derivada vale f (1) = 4(1)3 —2=2>0. La funcion crece
en (§’+®J

La funcion sigue el esquema siguiente.

N

N

2

“

-
¥

2 L. .
g y un maximo relativo en

., . . 2
La funcién presenta un minimo relativo en x = Y y otroen X =

x=0.Como f(_%J:[—QT—(—QT =£—£:—% ,

2 2
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4 2
f[ﬁ]:(ﬁJ _(ﬁj :%_%:_1, y f(0)=0"—-0*=0 los minimos relativos tienen

2 2 2
V2 1} (\/5 1] y el méximo relativo esta en (0, 0).

coordenadas | ——,-= |, | —,—=
2 4 2

Para hallar los puntos de inflexion utilizamos la segunda derivada
f'(X)=4x®-2x= f "(x)=12x* -2

L

2
f " (X)=0=12x*-2=0=Xx=,|— =+
(x) \/12 J6

Comprobamos que la derivada tercera no se anula en estos valores.
1 24

f7(xX)=12x>-2= f 7(x) =24x =
(%) (%) e ”
f =—==0

La funcion presenta puntos de inflexionen x=— yen x=—.
p p \/5 y JE
4 2 4 2
Como f(—_l)z(—_l) _(;1) _1.1_ 5 f(LJ:[L] _(Lj _5 las
J6) 6 J6) 36 6 36 J6) ({6 J6 36
] ] -1 -5 1 -5
coordenadas de los puntos de inflexion son | —, — — —|.
P (ﬁ JV[J@ 36)

y

fly=xt=y?

Midximo

i PR

%
e
S TS

s

Pto inflexion Pto inflexion
Minimo

Minimo
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EvAU Junio 2018

u na Evaluacién del Bachillerato para el Acceso a la Universidad
p CURSO: 2017/2018 IKASTURTEA

Universidad Pibhica ce Navara ,

Haneaio Uninetste Pt ASIGNATURA: MATEMATICAS I

Realiza una de las opciones A o B

OPCION A

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y
resuélvelo en los casos en que es compatible:

X+2y=1
x+(a+4)y+(a+1)z=0 (3 puntos)
~(a+2)y+(a*+3a+2)z=a+4

A2) Sean los puntos P=(7,4,2), Q=(1,2,-2) y R=(2,1,-3). Uno de ellos es el centro de un
rombo, y los otros dos, dos vértices. Halla los dos vértices restantes. (2 puntos)

A3) Calcula las siguientes integrales indefinidas:

Ie“’se’x sin 3xdx (1 punto)
sin 2x
————dX 1 punt
J.1+ cos’ X (1 punto)

A4) Halla las asintotas (no es necesario hacer el estudio de la posicidn de la curva respecto a ellas)
y los extremos relativos de la funcién

_2x°+6

- x-1
(3 puntos)
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OPCION B
-1 1 2
B1l) Sealamatriz A=| a b c |talque |A| =—1. Calcula el determinante de la matriz A* - B'
X Yy z
X y z

siendo B=|2a-x 2b-y 2c-z
a+l b-1 «c¢-2
(2 puntos)

B2) Halla la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P = (—4 0,5) y corta a las rectas

y-3_z

X+y+2z-1=0 X—2
X+y+1=0 2 1 1
(3 puntos)
B3) Demuestra que existe « (2,3) tal que f (a)= —g, siendo
f (x) =cos(7x)Ix* —2x* -1
Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso. (2 puntos)

B4) Encuentra los dos puntos en que se cortan las gréficas de las funciones f(x)=—x*+3x Yy

X
- X<2 , . g
g(x)=42 . Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas graficas.
3-x xX>2

(3 puntos)
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SOLUCIONES
OPCION A

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y
resuélvelo en los casos en que es compatible:

X+2y=1
x+(a+4)y+(a+1)z=0 (3 puntos)
~(a+2)y+(a’+3a+2)z=a+4
1 2 0
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|1 a+4 a+l
0 —(a+2) a*+3a+2
Averiguamos cuando se anula su determinante.
1 2 0
a’+3a+2=(a+1)(a+2)
|Al=[1 a+4 a+l |= . > o 1a 3 fil =
0 —(a+2) 243342 Sacamos factor comun a+ 2 en la 32 fila
1 2 0
=(a+2)[1 a+4 a+ :(a+2)(a2+a+4a+4—2a—2+a+1):(a+2)(a2+4a+3)
0 -1 a+
a+2=0=a=-2
|A|=0:(a+2)(a2+4a+3):0: 0
—4+2 1
> mre
a2+4a+3:0:>a:_4i— a-12_ |2
2 4-2_ 4
2

Hay cuatro casos distintos a considerar.

CASO 1l . a=-la=--—2ya=-3

En esta situacion el determinante de la matriz de coeficientes A es no nulo y su rango es 3 al
igual que el de la ampliada y el nUmero de incognitas.

El sistema es compatible determinado.

Su solucion se puede obtener por Cramer.

1 2 0 1 2 0
0 a+4 a+1 M 0 a+4 1
. a+4 —(a+2) (a+l)(a+2) ~ a+4 —(a+2) a+2

A (a0 (a+2)(a+3)

255 de 296 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EVAU junio 2018 Matemdticas Il en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

(a+4)(a+2)+2(a+4)+(a+2) a’+2a+4a+8+2a+8+a+2

= (a+2)(a+3) - (at2)(a+3)
_ a’+9a+18 _ (3+3)(a+6) [as6
(a+2)(a+3) (a+2)M a+2
1 1 0 1 1 0

1 0 a+l (ar)1 0 1
|0 a+4 (a+l)(a+2)

A (a-+1) (a+2)(a+3)

0 a+4 a+2 B

y

a-2-a-4 2a-6  —2(af3 [
"(ar2)(a+3) (a+2)(ar3) (a+2)(a+3) |ar2
1 2 1
1 a+4 0
,_lo —(a+2) a+4 a’+4a+4a+16-a-2-2a-8_  a’+5a+6
|A (a+1)(a+2)(a+3) (a+1)(a+2)(a+3)

(a3
(a+1) (a+7] (a+3) a+l

- a+6 -2 . 1
Lasolucibnes x=——; y=—="_; z=——
a+?2 a+2 a+l

CASO 2. a=-1
X+2y=1 X+2y=1

) X—-6=1 X=7 )
El sistema queda {x+3y=0= x+3y:0:>{X 9—O:{x iilmposible!!
—y=3 y=-3

Este sistema es incompatible.
CASO 3. a=-2
X+2y=1
El sistema queda | X+2Y —Z=0=jilmposible!!
0=2

Este sistema es incompatible

CASO 4. a=-3
X+2y =1
El sistema queda < X+Yy—2z=0. Lo intentamos resolver.
y+2z=1
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, . Ecuacién 28 — Ecuacidn 12 )
Xtey = X +y -2z =0
X+y-22=0= =
0y 1 -X =2y =-1
yrez= -y -2z =-1->Nueva ecuacion 22
5 . Ecuacidén 32 + Ecuacion 22
Xtey = y 42z = 1
=< —y-2r=-1= =
01 -y 2z = -1
yrez= 0 = 0 — Nuevaecuacion 32

=

X+2 =1
y x+2y =1 x+2y =1
=
y=1-2z

= x+2(1-22)=1= x+2-4z=1=[x=4z-1|

Este sistema es compatible indeterminado.
Sus soluciones son: X=4t—-1, y=1-2t; z=t;siendo teR
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A2) Sean los puntos P=(7,4,2), Q=(1,2,-2) y R=(2,1,-3). Uno de ellos es el centro de un
rombo, y los otros dos, dos vértices. Halla los dos vértices restantes. (2 puntos)

Debemos determinar qué punto esta en el centro del rombo.
Utilizamos que debe formarse un angulo recto en el punto central.

Suponemos el punto Q central y hallamos los vectores QP y QR
QP =(7,4,2)-(1,2,-2)=(6,2,4)
QR=(21-3)-(1,2,-2)=(L-1,-1)
Calculamos su producto escalar > QP -QR =(6,2,4)(1,-1,-1)=6-2-4=0

Se cumple que el punto Q es el central y el rombo es como el de la figura.

R(2,1,-3)

AY P(7,4,2)

T
Debemos hallar las coordenadas de los puntos Sy T.
El punto T se obtiene sumando al punto Q el vector RQ.

QR=(1-1,-1)= RQ=—(,-1-1)=(-111)
T=Q+RQ=(12,-2)+(-111)=(0,3,-1)

El punto S se obtiene sumando al punto Q el vector PQ.

QP =(6,2,4)= PQ = —(6,2,4) = (-6,~2,-4)
S=Q+PQ=(12-2)+(-6,-2,-4)=(-5,0,-6)

Las coordenadas de los dos vertices que faltaban son: S(-5, 0, -6) y T(0, 3, -1)
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A3) Calcula las siguientes integrales indefinidas:

jecmx sin 3xdx (1 punto)
j sin 2Xx dx .
1+ cos? X (1 punto)

La primera integral la calculamos usando el cambio de variable cos3x =t .

Cambio de variable
Je‘msx sin3xdx =<cos3x=t — —3-sen3xdx =dt + = J'e S

—BM

dt
dx=——
—3sen3x
= —ljetdt B PO P S
3 3 3

La segunda integral la calculamos usando el cambio de variable cos2x=t.

_ Cambio de variable
sin 2x
_[ dx =<c0s2x =t — —2-sen2xdx = dt

1+cos22x it I1+t —2§9H2/
dx=—2
—2sen2x

_ 2 - dt :—Earctgt = —larctg cos2x+ K
1+t 2 2
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A4) Halla las asintotas (no es necesario hacer el estudio de la posicidn de la curva respecto a ellas)
y los extremos relativos de la funcion

2x° +6
= 3 puntos
1 (3 puntos)
N _ 2X° +6
El dominio de la funcién Y = ﬁ son todos los nimeros reales menos los que anulan el

denominador. Dominio = R —{1}

Asintota vertical. x=a

. 2X°+6 7
IiIm———=—=w
x> x-1 0

X =1 es asintota vertical de la funcién.

Asintota horizontal. y=b

2 2
lim 250 _1im 2% jim 2x = oo

X—>00 X—l x—o X X—>00

La funcion no tiene asintota horizontal

Asintota oblicua. y=mx+n
2X° +6
f X 2 2
m=tim ) i x=1 i 26626

X—00 X X—>00 X X—»00 X _X X—>0 X

n=lim(f(x)—mx)=lim

X—00 X—00 X—00

2 p—
2¢ 16, | 2K 46-2C 12x L 2X+6 L 2X
x-1 x-1 xow X—=1  xoe X

y =2x+2 esasintota oblicua de la funcion.

Para determinar los extremos relativos utilizamos la derivada de la funcidn.

2x% +6 AX(Xx-1)-(2x*+6) 4x? _4x—2x' -6 2x*—4x—6
=~ Y= 2 = 2 = 2
x-1 (x-1) (x-1) (x-1)
2
Y0 X TX0 o Ay 60X —2x-3=0>

(1)

2 ﬂ—3—X
L 25(2) 48 2:16 |2 T
- 2 2 |2-4
2 T-1=x
2

La funcion tiene dos valores criticos: X=-1y Xx=3. En el dominio se ha excluido el valor x=1.
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Valoramos el signo de la derivada antes, entre y después de estos valores.

e En (—o,—1) tomamos x = -2y la derivada vale f'(-2)= —>0.La

funcion crece en (—oo,—1)
0-0-6

- =—6<0. La funcion decrece
(0-1)

e En (-11) tomamosx =0y la derivada vale f (0)=

en (-11)
2
e En (1,3) tomamos x = 2 y la derivada vale f(2)= 22(2_—41)22_6 =-6<0. La funcion
decrece en (-1,1)
2:4°-4-4-6 10

> >0. La funcion
(4-)

e En (3,+w) tomamosx =4y la derivada vale f "(4)=
crece en (3,+)

La funcidn sigue el esquema siguiente:
-4 3 -2 4 5

La funcion tiene un maximo relativo en X=-1 y un minimo relativo en x=3.

Como f(—l):2(+)51+6:_4y f(3)=m

&
-1

e

| & :
0 1 2

=12 el méximo relativo tiene coordenadas

(-1, -4) y el minimo relativo (3, 12).
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OPCION B
-1 1 2
B1l) Sealamatriz A=| a b c|talque |A| =—1. Calcula el determinante de la matriz A% -B'
X Yy z
X y z
siendo B=|2a-x 2b-y 2c-z (2 puntos)

a+l b-1 «c¢-2

X y z
|B|=[2a-x 2b-y 2c-z|=
a+l b-1 «c-2

Separamos en dos determinantes
por la resta de la 22 fila

X y z X y z
2Cc |—| X y z |=
a+l b-1 c-2| |a+1 b-1 c-2
Separamos el primer determinante en dos determinantes
=< por la resta de la 3?fila. =
El 2° determinante vale O pues la fila 12 y 22 son iguales.

Il
N
QD
N
O

X 'y z| |x y z . :
{EI primer determinante vale 0 }_

=[2a 2b 2c|+|2a 2b 2c|-0= )
pues la fila 22 es el doble de la 32
a b c| |1 -1 -2

Sacamos 2 factor comun

X 'y z ) X 'y z
en la 22 fila.
=0+[2a 2b 2c|= o ¢t=-2la b c|=
Sacamos —1 factor comun
1 -1 -2 _ -1 1 2
en la 32 fila
Permutamos fila 18y 32 11
= y _ _ =2la b c|=2|A=2(-1)=-2
por lo que el determinante cambia de signo y 2

Tenemos que |B|=-2 y que |A|=—1. Lo utilizamos para calcular el determinante de A” - B'.
[A%-B=[A- A-B!|=|A|Al- [B|=|A]-|A]-B] = (-1)(-1)(-2) = [-2]

Hemos utilizado que el determinante del producto de matrices es igual que el producto de cada uno
de los determinantes y que el determinante de una matriz y su traspuesta son iguales.
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B2) Halla la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P = (—4,0,5) y corta a las rectas

; {x+y+z—1:0 x—2 y-3 z

S= = 3 puntos
X+y+1=0 y 2 1 1 Bp )

Estudiamos la posicion relativa de las rectas r y s. Para ello obtenemos un punto y un vector
director de cada recta.

X+y+z-1=0 X+y+z2-1=0
r= = =>-1-y+y+z-1=0=2=2=

X+y+1=0 X=-1-y

Xx=-1-t (—
=(-11,0
{ul’ ( )

=>r=qy=t
. Pr(—l,O,Z)

c_)x=2_y-3_z_ |w=(211)
- - Q.(2.3,0)

Vemos que los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no
son paralelas ni coincidentes.
(1,1,0)} 110
=

- (211

ul'

Las rectas se cortan o cruzan.
Averiguamos su posicion relativa con el producto mixto [ur,vs, RQS] .

U, =(-110) 11 0
v, =(211) :[E,\Z,@]z 2 1 1|=2+3+4+3=1220
PQ.=(2,3,0)-(~10,2)=(3,3,-2) 3 3 2

Como el producto mixto es no nulo las rectas se cruzan.

La recta t pedida se obtiene hallando el plano © que contiene a la recta r y el punto P y el plano n’

que contiene la recta s y el punto P. La recta t es la interseccion de los dos planos.
s
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El plano m pasa por el punto P y tiene como vectores directores Jr = (—1,1,0) y PT{

a:Jr:(_l’l’o) X+4 y z-5
\7=P—Pr=(—1,0,2)—(—4,0,5)=(3,0,—3) =z=-1 1 0 |=0=>
P(—4,0,5)e7z 3 0 =3

= -3x-12-32+15-3y=0=-3x-3y-3z+3=0=7=X+y+2-1=0

El plano " pasa por el punto P y tiene como vectores directores v: :(2,1,1) y P—QS

ﬁ:\TS:(Z,l,l) X+4 y z-5
v=PQ, =(2,3,0)-(-4,05)=(6,3-5),=>7z=| 2 1 1 |=0=
P(-4,0,5) e’ 6 3 -5

— —5Xx—20+6y+ 67 —3Q — 67 + 3Q +10y —3x—-12=0=-8x+16y—32=0=

> r=x-2y+4=0

La recta t es la interseccion de los planos T y m”. Su ecuacion es:

‘=x-2y+4=0 -2y+4=0 =2y—-4
FEXTEYT }:tz{x y* :{ =2y-4+y+72-1=0=>

T=X+y+2-1=0 X+y+z-1=0 X+y+2-1=0

X=—-4+2t
S3y+2-5-0==5-gylmt=ly-t  op=2 Y 20
z=5-3t

OTRA FORMA DE HACERLO
Debemos encontrar un punto R de la recta r y un punto S de la recta s tal que junto con el punto P

estén alineados.
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x=-1l-«
r=<y=«a :>R(—1—a,a,2)
z2=2
X=2+2p
Ss= X%Z:yT—.?»:%: y=3+p :>S(2+2,B,3+ﬁ,,3)
z=p

Como los puntos P, R y S deben estar alineados los vectores RP y SP deben tener coordenadas
proporcionales.

RP =(—4,0,5)—(—1—a,a,2) =(—3+ a,—a,3)
= = = =
SP=(-4,0,5)-(2+2p,3+3,8)=(-6-28,-3-p,5-8)| —6-28 -3-p 5-p

RP -3+a —-a 3

_;fﬂ=%:>-5a+aﬁ=—9—3ﬂ:> W-davah==3
-3+« 3

— % 1543B+50-af=-18-6f=98+5a—af=-3
525 57 B+5a—af B=90+5a—-ap

12ﬂ+0+0=—12—>,6=_1—122=—1:>

=[s(2-2,3-1,-1)=(0,2,-1)

No es necesario hallar las coordenadas del punto R. Basta con conocer las coordenadas de uno de
los puntos. Usamos como vector director de la recta t el vector SP .

P(-4,0,5)et :>t_x+4 y z-5
v, = SP =(~4,0,5)~(0,2,-1) = (-4,-2,6)
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B3) Demuestra que existe o (2,3) tal que f(a)= —g, siendo

f (x) =cos(7x)Ix* —2x* -1
Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso. (2 puntos)

Comprobamos que se puede aplicar el teorema de Bolzano a la funcién g(x) = f (x) +gen el

intervalo [2, 3].

La funcion g(x) es continua en el intervalo [2, 3] pues es continua la funcion coseno y la funcién
raiz cubica.

La funcion toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo:

g(2):§+cos(27z),§/23—2-22 —1:%>O
g(3):§+cos(37r)\3/33—2-32—1:%1<0

Se cumplen las condiciones exigidas por el teorema de Bolzano y con su aplicacion sabemos que
existe o €(2,3) tal que g(a)=0.

g(x)= f(x)+g=g+cos(7rx)\3/x3—2x2 1=

Por lo que existe « €(2,3) tal que g(a)= f (a)+§:0:> f(a):—g.
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B4) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de las funciones f(x)=—x*+3x Yy

X
— X<2 ] - -

g(x)=+2 . Calcula el &rea de la region del plano encerrada entre ambas graficas.
3-X X>2

(3 puntos)

Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por arriba y por abajo el recinto cuya
area queremos hallar:

Si x <2 buscamos los puntos de corte entre las dos funciones.

f(X) = —x* +3x

g(x)=g :%z—x2+3x:>x=—2x2+6x:>2x2—5x=0:> x(2x-5)=0=
f(x)=9(x)

X:Oe(—oo,Z]
=10

2x—5:0:>x:g:2.5e(—oo,2]

Si x > 2 buscamos los puntos de corte entre las dos funciones.

0 =—x"+3x 4z (4P -12

g(x)=3-x —=3-X=-X+3Xx=> X’ —-4x+3=0= x= 5
()=9(x

X=£:3e(2,+oo)
=1

X=4—;2=1¢(2,+oo)

Las graficas de las funciones se cortanen x =0y en x = 3.
El area del recinto limitado por las funciones f(x) y g(x) sera la suma del valor absoluto de dos

integrales definidas: Unaentre0y 2 de f(x)—g(x)= (—x2 +3x)—[§j y otraentre 2y 3 de
f(x)-g(x) :(—x2 +3x)—(3—x).

Calculamos el valor de esas dos integrales definidas.

2 2 2 3 272
_[f(x)—g(x)dx:j—xz+3x—§dx:_[—x2+§dx: XX
0 0 2 0 2 3 4 |
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5.0°
4

2 5.2°
=|-——+
3 4

2

—(3-x)dx =

|

23
—3-3}{—§+2-22—3-2}

w|~

El area del recinto es la suma de estos dos valores =

_X2

—9+18—9+§—8+6:
3 3

—+

8

3

+5=

}_

+4x-3dx =

=3 unidades cuadradas.

wIN
w|w©

No pide dibujarlo, pero lo hacemos para comprobar la bondad de la solucion obtenida.

L f(x)=—x"+3x

[
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EvAU Julio 2017

upha

Evaluacion del Bachillerato para el Acceso a la Universidad
ASIGNATURA: MATEMATICAS I

CURSO 2016/2017

Realiza una de las opciones propuestas (A o B)

OPCION A

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y
resuélvelo en los casos en que es compatible:

2X+4y+z=1

—2x—(a’+2)y+(a-3)z=+2-3

A2) Comprueba que las rectas

x—1:y+1:z—1 S=§:X:Z—+3

1 > 2 VTR

se cortan perpendicularmente y halla el punto de corte, P. Encuentra un puntoR €ryun punto S €s

de forma que P, R, S sean vértices de un triangulo rectangulo cuyos catetos son de longitud 3.

r

(2 puntos)
A3) Calcula las siguientes integrales indefinidas:
dx
—_ 1 punto
| —= (1 punto)
_[xzezxdx (1 punto)
. . 1 .
A4) Demuestra que existe « €(0,2) tal que f ()= 3 siendo
£ ()= (x+1) 7

Menciona el resultado tedrico empleados y justifica su uso (3 puntos)
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OPCION B

B1) Encuentra la matriz X que verifica 7A— A" = BB'X , siendo

1 0 2 0 -1
(—1 1] [1 -1 oj

B2) A, B y C son los puntos de corte de los ejes de coordenadas con el plano 7 =4x+2y+z—-4=0

x-1 y-3 z-3
0 A

paralelepipedo de volumen 6 u. (3 puntos)

(2 puntos)

Encuentra un punto, D, de la recta r = tal que A, B, C y D son Vértices de un

B3) Demuestra que existe « (0,1) tal que f (a)=3, siendo
f(x)=(x+2)""
Menciona el resultado tedrico empleados y justifica su uso. (2 puntos)

B4) Dadas las funciones f (x) = sen (% x) y g(x) = x®—4x, encuentra los tres puntos en que se

cortan. Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas curvas. (3 puntos)
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SOLUCIONES
OPCION A

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y
resuélvelo en los casos en que es compatible:

2X+4y+z2=1
2x+(a2 +2)y+32 =3 (3 puntos)
—2x—(a’+2)y+(a-3)z=+2-3

Aplicamos el método de Gauss.
Fila 22 + Fila 1?
2 4 1

O 2 a’+2 3 3
a 12 4 -1 -1

2
=2 —(a +2) a-3|V2-3 0 a’-2 2 2 — Nuevafila22

Fila 32 + Fila 22
2 —(a’+2) a-3 =2-3 2 4 1l
) =10 a’°-2 2| 2
2 a“+2 3 3 5
0 0 a J2 — Nueva fila 32 0 0 afN2
Nos planteamos cuando se anulan los elementos de la diagonal principal.
a?-2=0=a’=2=a=+2
0
a=0
Se nos plantean cuatro situaciones diferentes que estudiamos por separado.
CASO 1. a;tOya;tJ_r\/E
En este caso el sistema es compatible determinado, hallamos su solucién.
2x+4y+z2=1 2x+4y+z=1 2x+4y+£=1
(a®-2)y+2z=2 ={a#0}= (a’-2)y+2z=2 ;= a N =N
2
2 _
az=+2 z7=+2/a (a —2)y+2?_2
2x+4y=1—£= a-v2
a a
= =
(a2—2)y—2—2\/§— 2a—2\/§_) y 2(a—\/§) B ZM
a a a(a’-2) aM(a+ 2)

271 de 296 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EVAU julio 2017 Matemdticas Il en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

2x+4y:a_a\/§ 5 5
2 _a-v?2 _a-v2 8
= y=# :2X+4a(a+«/§)_ 2 = 2X= - a(a+\/§):>
a(a+\/§)
_(a—ﬁ)(a%/i) 8 a’-2-8 a’-10 _a*-10
= 2X = - = = = X=—————
a(a+«/§) a(a+\/5) a(a+«/§) a(a+«/§) 2a(a+«/§)
CASO 2. a=0
En este caso la matriz queda
2 4 1] 1
0 -2 2| 2 | Elsistema esincompatible
0 0 0|2
CASO 3. a=+2

En este caso la matriz queda

2 - Fila3® — Fila 22

2 4 11 V2 2 4 11
00 2 2

00 2| 2|=i oo % ~lo 0 2|2
- e T 000|0

0 0 V2[V2) |57 0 02 Nuevafila 3

El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos.

2x+4y+z=1} 2X+4y+z=1

= = 2X+4y+1=1=2X+4y=0=|x=-2

sy y
Las soluciones son: x=-2t; y=t; z=1

CASO 4. a=—2

En este caso la matriz queda
2 - Fila 3% + Fila 22

24 1 |1 2 4 1)1
00 -2 2
00 2 2= ) ~lo 0 2]2
- ° P c 00 0|4
0 0 ~2IV2) |57 0 4 Nueva fila 3

El sistema es incompatible.

Resumiendo: Si a;tOya;tJ_r\/E el sistema es compatible determinado y su solucion es

a’-10 2 J2

X=—F——=, Yy=——, Z=—, si a=0 0 a=—+2 el sistema es incompatible (si

2a(a+\/§)’ a(a+\/§) a

solucion) y si a= V2 el sistema es compatible indeterminado y sus soluciones tienen la expresion
x=-2t; y=t; z=1,siendo teR.
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A2) Comprueba que las rectas

x-1 y+1 z-1 SZE_X_Z_H

12 2 VTR

se cortan perpendicularmente y halla el punto de corte, P. Encuentra un puntoR €ry un punto S €s
de forma que P, R, S sean vértices de un tridngulo rectangulo cuyos catetos son de longitud 3.

(2 puntos)

r

Obtenemos un punto y un vector director de cada recta.

x=lta v, =(1.2,-2)
rEx—1:y+1:z—1:> Y= 1420 = r =4
P, (L-11)

2=1-2¢«

X=2 —
y z+3 p u, =(2,1,2)
172 P2 0003
7=-3+2p Q.(0,0.-3)
Para que se corten deben tener vectores directores con coordenadas no proporcionales.

\Z:(l,Z,—Z) 31;&3 )
2 1

U, =(212) 2

También debe ser el producto mixto [\/TuﬁS RQS] nulo.

P(L-11) |
PQ. =(0,0,-3)~(L-11)=(-L11-4
QS(O,O,—S)}: Q. =(0,0.-3)~(1-11)=( )
v, =(12.-2) 1 2 -2
i=(212)  (=[vu.PQ]=[2 1 2|=-4-4-4-2+16-2=0
PQ, =(-11,-4) -11 4

Hemos comprobado que las rectas se cortan.
Comprobamos que forman 90° viendo que el producto escalar de sus vectores directores es nulo.

\Ezgzl’;)}:\?r-@(1,2,—2)(2,1,2)2+2—4o

Las rectas se cortan perpendicularmente.
Averiguamos su punto de corte resolviendo el sistema formado por sus ecuaciones paramétricas.
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X=1l+a
r=<y=-1+2cx 2p-1
7=1-20 f=lra 2(~1+2a) =1+«

5 = =-1+2c :3212 12:>
x=25 N T e
2=-3+2p

Xx=1+1=2
—2+4a =1+« 3o =3
= = Sa=1=y=-1+2=1=P(2,1,-1)
-3-2+4a=1-2« 6a =6
z=1-2=-1
5
A
3
P R r
s 2

Tenemos que hallar los puntos S y R del dibujo. Aunque hay varias soluciones solo he dibujado una
de ellas.

Determino el puntoR € r.

X=1l+a
r=<y=-1+2cx
z2=1-2«
Rer

= R(1+a,-1+2a,1-2a)

RP=(2,1,-1)-(1+a,~1+2a,1-2a) = (1-a,2 - 2a,~2+2a)

RF|=3= \(1-a)’ +(2-2a)" +(-2+2a) =3= (1-a)’ +(2-2a) +(-2+2a) =9=
=1+a’ -2a+4+4a° -8a+4+4a’ -8 =9=92"-18a+9=9=92° -18a=0=

a=0-R(1+0,-1+0,1-0) =(1,-11)
=9a(a-2)=0=10
a-2=0->a=2-R(1+2,-1+4,1-4)=(3,3,-3)

Hallamos las coordenadas del punto S € s.
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X=20
s=1y=4
2=-3+2p0

Ses

= S(28,5,-3+2p)

SP=(2,1,-1)—(28,8,-3+28)=(2-28,1- 5,2-2)

‘S—P‘:33\/(2—2ﬂ)2+(1—ﬁ)2+(2—2,3)2 =3=(2-28) +(1- B) +(2-28) =9=

= 4+48° -8 +1+ f2 -2 +4+45° -85 =9=95-18+9=9=94>-184=0=
f=0-5(0,0,-3)

=98(f-2)=0=10

p-2=0-F=2-5(42]1)

Las soluciones obtenidas se reflejan, de forma aproximada en el siguiente dibujo.

AY
AW
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A3) Calcula las siguientes integrales indefinidas:

dx
I Ty 2 (1 punto)
I x%e?dx (1 punto)

Para el calculo de la primera integral realizamos una descomposicion en fracciones simples del
integrando.

- 1+3_2
14 /(-1) —4(-2 - -
X*—x-2=0=x= ( )2 ( ):1i2_3: 123 = x> +3x—4=(x+1)(x-2)
e

1 1 _ A B
x2—x—2_(x+1)(x—2)_x+1 X—2

1 _A(X_2)+B(X+1):> = A(Xx=2)+B(x+1)=
(x+1)(x=2)  (x+1)(x-2) t=A(x-2)+B(x+1)

x=-1->1= A(-1-2)+B(-1+1)>1=—3A > A=
= . 3
x=2->1=A(2-2)+B(2+1)>1=3B > B=§

1 _-13 13
X2—x—-2 x+1 x-2

Aplicamos lo obtenido al calculo de la primera integral.

J.—Z 1 dx:J._1/3+—1/3 dx:j_1/3dx+_[ 1/3 dx:_—1 1 dx+1 1 dx =
XS=X-=2 Xx+1 x-2 X+1 X—2 379 x+1 3 x=-2

= inx 1+ Tinjx- 24k
3 3

Calculamos la segunda integral usando el método de integracion por partes.

Integral por partes
Ixze“dx: X2 =u— 2xdx =du =x*Ze —J‘EeZXZde:
2 2

edx=dv—ov= jezxdx = 1e2X
2

Integral por partes ) o 1
={X=Uu—>dx=du = —{x—ezx—jiezxdx}z

eZ*dx=dv > v= je“dx = le2X

X282x Xer 1 1 o X2e2x Xe2x e2X
= - +---e = - +—+K
2 2 22 2 2 4
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A4) Demuestra que existe « (0,2) tal que f ()= —% , siendo

()= (x+2)0 %)

Menciona el resultado teérico empleados y justifica su uso (3 puntos)

Derivamos la funcion:

£ ()= (1) ) =i £ (x) =0 (x+2) %) S 1n £ () = (x= 1)cos(zjln(x+l)

1

= f’(X):cos(i%len(x+1) (x— 1)Esen{ 5 jln(x+1) (x—l)cos(%xj—:

X+1

= f(x)=f(x ){cos( 5 jln(x+1) (x— 1)Esen( 5 ]In(x+1) (x— 1)cos[”zxji}:>

X+1

1

:>f'(x):(x+1)(x1)°°S(?J[cos(%len(x+l) (x— l)zsen( 2jln(x+1) (x— 1)005(7;)(}—}

X+1

Comprobamos que la derivada existe en el intervalo [0, 2] y para ello debe existir el In(x+1) y la

. . . 1
expresion x+1 debe ser positiva. Tampoco se anula el denominador de ol
X+

Por tanto, la funcion f(x) y f "(x) existe en el intervalo [0, 2]

Comprobamos que se cumplen las exigencias del teorema de Lagrange:
1. f es continua en [0,2] pues es producto de funciones continuas.
2. f es derivable en (0,2). Lo hemos comprobado calculando su derivada.

Aplicamos el teorema de Lagrange en el intervalo cerrado [0,2] y existe a en el intervalo abierto

(0,2) tal que f ’(a):%g(o).

f(2)=(2+0) 5] 2 gor =3 :f,(a)_f(z)—f(o)_s—l_— .

£(0)

(0+1)* heof3) 10—
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OPCION B
B1) Encuentra la matriz X que verifica 7A— A’ = BB'X , siendo
A= 10 B= 2 0 - (2 puntos)
11 ¢ 1 -1 0 P

Despejamos X en la ecuacion matricial.
7A- A =BB'X = (BB') (TA-A")=X

Comprobamos que existe (BBt )71 y la calculamos.

2 1
2 0 -1 t
- —=B'=| 0 -1
1 -1 0
1 0
2 1
(2 0 -1 441 2 5 2
BB' = 0 -1|= -
1 -1 0 2 1+1) |2 2
1 0
g |52 _ -
\BB\: :10—4:6¢0—>EX|ste(BB)
2 2

(BBt)lAdj((BBt)t)Adj@ 2] 1(2 _ZJ

BB 6 “6l—2 5

Calculamos la matriz correspondiente a (7A—A’)
5 1 0)1 O 1 0 1 O
A = AA= = =
-1 1){-1 1 -1-1 1 -2 1 ; [ 1 OJ
=A=
. 1 0)1 0 1 0) (1 0 7 1
A =AA= = =
-2 1){-11 -2-1 1 -3 1
, 1 0y (1 0) (7 0) (1 0) (60
(TA-A")=7 - = - =
-1 1 -7 1 -7 7 -7 1 0 6
Utilizamos lo obtenido para determinar la expresion de X.
- 2 -2\(6 O 12 -12 2 -2
x:(BBt)l(7A—A7)=l L _
6{-2 5 )0 6) 6\-12 30 -2 5

2 =2
La matriz buscada es X :( > 5 j
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B2) A, By C son los puntos de corte de los ejes de coordenadas con el plano 7 =4x+2y+z-4=0

x-1 y-3 z-3
0 -1

paralelepipedo de volumen 6 u3. (3 puntos)

Encuentra un punto, D, de la recta r = tal que A, B, C y D son Vvértices de un

Calculamos primero los puntos de corte de los ejes coordenados con el plano 7:

m=4X+2y+272-4=0
x=0r=>2-4=0=2z=4= A(0,0,4)
y=0

T=4xX+2y+2-4=0
x=0r=2y-4=0=y=2=B(0,2,0)
z=0

T=4x+2y+2-4=0
y=0r=4x-4=0=x=1=C(1,0,0)
z=0

x-1 = y-3 _Z —3 sus coordenadas son:

Al pertenecer el puntoD a larecta r =

0 -1
Xx=1+4
=X Y3 278 lyi3 S D(1+433-4)
1 0o -1
2=3-1

Aplicamos la férmula del volumen del paralelepipedo haciendo que valga 6 u?.

AB =(0,2,0)-(0,0,4) =(0,2,-4)

AC =(1,0,0)—(0,0,4) = (1,0,-4)
AD =(1+4,3,3-1)—(0,0,4) =(1+ 4,3,~1- 1)
0 2 -4
|AB,AC,AD|=| 1 0 -4 |=-8-81-12+2+21=-18-62
1+4 3 -1-24

-18-61=-6=-61=12=>1=-2

Volumen =6 =|-18-61|=6=
-18-61=6=>-61=24=>1=-4

A=t
D(l+ﬂ,,3,3—/1)}:> D(337)

A=-2
D(1+/1,3,3—/1)}: D(=135)
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B3) Demuestra que existe  €(0,1) tal que f ()=3, siendo
f(x)=(x+1)""
Menciona el resultado tedrico empleados y justifica su uso. (2 puntos)

Derivamos la funcion:

f(x)= (x+1)(”1) =In f(x)=In(x +1)(X+l) =(x+1)In(x+1)=

=

F(x)_ 1 o
T —In(x+1)+(x+1)m_1+In(x+l):> f(x)= f(x)[1+ln(x+1)]:>

= f(x)=(x +1)(X+l) [1+In(x+1)]

Comprobamos que la derivada existe en el intervalo [0, 1] y para ello la expresion x+1 debe ser
positiva y lo es en el intervalo [0, 1].

Por tanto, la funcion f(x) y f “(x) existe en el intervalo [0, 1]
Comprobamos que se cumplen las exigencias del teorema de Lagrange:
1. fescontinua en [0, 1] pues es producto de funciones continuas.

2. fesderivable en (0, 1). Lo hemos comprobado calculando su derivada.

Aplicamos el teorema de Lagrange en el intervalo cerrado [0, 1] y existe a en el intervalo abierto

(0,1) tal que () =M :

1-0
f(1)=(1+1)"" =22 =4 s (a)= fW)-f(0)_4-1_,
f(0)=(0+1)"" =1 1-0 1
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B4) Dadas las funciones f (x) =sen [% x} y g(x) = x®—4x, encuentra los tres puntos en que se

cortan. Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas curvas. (3 puntos)

Averiguamos los puntos de corte de las graficas de las dos funciones.

f(xX)=g(x)=x° —4x_sen( j (x —4)=sen(%xj:>

°J

Il
[%2]
D
=}
—~~
O

x =0, pues 0=sen(

Ia NN

L/
| |

=4 X =2, pues 0=sen(

Iy ™
A
\_/
N
Il

w
D
>

|

B
N

X=-2, puesO—sen(2

Las funciones se cortanenx =-2,x =0y enx = 2.

Calculamos el area pedida como la suma de los dos recintos en que se divide la region del plano
delimitada por las dos graficas y para ello usamos la integral definida.
Calculamos la integral indefinida.

4
J.(x3 —4x)—sen(z xjdx X gy +Ecos(z xj
2 4 T 2

Calculamos las éareas de los dos recintos que delimitan las funciones.

0 4 0
'[(xs —4x)—sen(£xjdx B S +Ecos(£xj
2 4 /2 2 )],

R: 2-07+ icos(%oﬂ—[%—z(d)z+§cos(%(_2)ﬂ:

:O—O+£COS(0)—4+8—ECOS(—7Z)=£+4+E:4+£
T v T T T

Area recintol=|4+—

281 de 296 www.ebaumatematicas.com


http://www.ebaumatematicas.com/

EVAU julio 2017 Matemdticas Il en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

:4—8+ECOS(7Z)—O+O—£COS(O):—4—2—22—4—i
T T Y/ T

4

Area recinto 2 = ‘—4 _Z

= 4+i
T

T

El area total es la suma de las dos areas obtenidas.

Area=(4+ij+(4+ij= 8+§:10.55 u?
T T V4

No lo pide, pero dibujamos las funciones y los recintos que limitan para estimar la bondad de la
solucion obtenida.

(& ¥)

() =x" —4x

[ 5%]

e F(3) = sER2 |

ra |y
“

o
=)

=Y

5]

[ ¥)
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EvAU Junio 2017

upha

Evaluacion del Bachillerato para el Acceso a la Universidad

ASIGNATURA: MATEMATICAS ||

CURSO 2016/2017

Realiza una de las dos opciones propuestas (A o B)

OPCION A

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y
resuelvelo en los casos en que es compatible:

x+(a-1)y+z=-1
(a—l)y+22 =-2 (3 puntos)
x+(a’-5a+5)z=-a+4

A2) Dados el punto P =(1,-1,0) y las rectas
2X—-y—-2z+1=0 X—1
r= y s=——=2=
3X—y—-4z+6=0 1 0 1

halla la ecuacion general de un plano T que sea paralelo a ambas rectas y tal que la distancia de P a
T Sea 2. (2 puntos)

y z+1

A3) Calcula los siguientes limites:
Iim(«/2x2+3x+1—\/2x2—5x+7) (1 punto)

X—>+0

1
lem(cos(nx)+zx)'nx (1 punto)

., X . L. : :
A4) Demuestra que la funcion f (x) =sen (7} x* + X tiene un méaximo relativo en el intervalo

(1, 3). Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso. (3 puntos)
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OPCION B

B1) Calcula los valores del parametro t para los que la siguiente matriz no es regular:
-t t+1 —-t+1

A=l1 0 -t+1
2 —t-1 1
(2 puntos)

B2) Encuentra la ecuacién continua de la recta que pasa por el punto P = (—4, 2,0) y corta a las
rectas

n=

{2x+3y+z—1=0 _x+1_y+3_ z+2 (3 puntos)

.
X+2y-3=0 A 3 3

B3) Encuentra los extremos absolutos de la funcién f (x)= (x2 —3)e’X+2 en el intervalo [-2, 4].
Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso. (2 puntos)

B4) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de las funciones f (x) = cos(%xj y

2
g(x) = XZ —1. Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas curvas. (3 puntos)
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SOLUCIONES
OPCION A

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y
resuélvelo en los casos en que es compatible:

x+(a-1)y+z=-1
(a-1)y+2z=-2 (3 puntos)
x+(a’-5a+5)z=-a+4

1 a-1 1
La matriz de coeficienteses A=|0 a-1 2

1 0 a*-5a+5

1 a-1 1 -1
Y la matrizampliadaes A/B=|0 a-1 2 -2

1 0 a’-5a+5|-a+4
Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

1 a-1 1
|A=l0 a-1 2 |=(a-1)(a’-5a+5)+2(a-1)-(a-1)=
1 0 a*-5a+5

=(a-1)(a*-5a+5+2-1)=(a-1)(a’ -5a+6)

a—1:0—>
5+,/(-5) —-24
|A|:O:>(a—1)(a2—5a+6):0:> a’-5a+6=0->a= (2) =Jo
-l

Nos surgen cuatro situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO1l. a=#la#2ya=#3

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. Al igual que el rango de la matriz
ampliada A/B y el nimero de incognitas.
El sistema es compatible determinado y hallamos su solucidn utilizando el método de Cramer,
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-1 a-1 1 -1 1 1
2 a-1 2 (a~0)| 2 1 2
- -a+4 0 a*-5a+5 _ —a+4 0 a*-5a+5 _
1 a-1 1 (a~T) (a’~5a+6)
0 a-1 2

1 0 a*-5a+5

_-a’+5a-5-2a+8+a-4+2a’-10a+10 a’-6a+9 _(a-3)(a-3) |a-3

a’—5a+6 “(a-2)(a-3) (a-2)(a-3) |a-2
1 1
0 -2 2
|1 -a+4 a’-5a+5 -2a’+10a-10-2+2+2a-8 _
V"M at 1 | (@D@-2(a3)
0 a-1 2

1 0 a’-5a+5

—2a2+12a-18 —2(a2—6a+9) —2%(&—3) -2(a-3)

B (a-1)(a-2)(a-3) (a-1)(a-2)(a-3) (a_1)(a_2)M (a—-1)(a-2)

-a+4 (a-1)(-a+4)-2(a-1)+(a-1)

0
-1 1 (a-1)(a®-5a+5+2-1)
1

(-7 (-a+4-2+1)  _a43 _ —(a-3)

(a~Tj(a-2)(a-3) (a-2)(a-3) (a-2)(a-3)

y a-3 —2(a-3) -1
Lasolucibnes Xx=——; y=——-4+—; 2=—"-
a-2 (a-1)(a-2) a-2

CASO 2. a=1
El sistema queda:
x+z=-1 |[Xx+z=-1

Xx-1=-1 x=0
21e2 = :{ :{ ’
X:

3

Xx—1=3
X+z=3 X+2Z=

El sistema es incompatible

CASO 3. a=2

a—2
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El sistema queda:
X+y+z=-1 X+y+z=-1
V+271=-2 =iy=-2-27 =2+1-2-271+71=-1=0=-1
X—2=2 X=2+1

El sistema es incompatible

CASO 4. a=3
El sistema queda:

X+2y+z2=-1 X+2y+z=-1
2y+271=-2 =<y=-1-z2 =>1+72-2-272+71=-1=-1=-1

x—z=1 X=1+12
X=1+t
El sistema es compatible indeterminado. Sus soluciones son: < y=-1-t, teR
z=t

Resumiendo: Si a=1,a=2ya=3 el sistema es compatible determinado, siendo su solucion:

— —2(a-3 —
x=2 3; y= ( ) ; 2= 1 ,si a=1 0 a=2 el sistema es incompatible y si a=3 el
a-2 (a-1)(a-2) a-2

X=1+t
sistema es compatible indeterminado siendo sus soluciones: ¢ y=-1-t, te R.
zZ=t
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A2) Dados el punto P E(l, —1,0) y las rectas
{2x—y—22+1:0 y Szx—l_x_z+1
3X—y—-4z+6=0 1 0 1
halla la ecuacion general de un plano T que sea paralelo a ambas rectas y tal que la distancia de P a
T Sea 2. (2 puntos)

r

Averiguamos la posicion relativa de las dos rectas.
Para ello obtenemos sus ecuaciones paramétricas.

2X—y—-22+1=0 2X—-y—-22+1=0
rs{x ymezw {X ymez+ = 2X—-3X+472-6-22+1=0>

3X—y—-4z+6=0 y=3x—4z+6

= -X+271-5=0=>x=2z-5=y=3(2z-5)-4z+6=27-9=

=>r=y=-"9+2a0=|r=
P.(-5,-9,0)
l=a
Xx=1+ —
x-1 y z+1 3 / _Ju =(101)
T T L g L P
z=-1+p Q.(10-1)

v,=(220)] 2 2 1
1701

Sofo—E
u, =(1,0,1)

Las rectas se cortan o cruzan. Calculamos el producto mixto [vr,us, RQS] :

P(-5-90)]
=(1,0,-1)—(-5,-9,0) =(6,9,~1
oy |2 - (0y-(5-00)-(50
PQ. =(6,9.-1) 6 9 -
v=(221)  =[v,u,RQ|=[2 2 1]=12+9+2-18=5%0
I:(l,O,l) 1 0 1

Como este producto mixto es no nulo las rectas se cruzan.

El plano T que se pide tiene como vectores directores el vector VT =(2,2,1) director de larectary

el vector director u, =(1,0,1) de la recta s.

El vector normal del plano & es el producto vectorial de dichos vectores.
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i ] k
" —n=v xUu =2 2 1=2i+j-2k-2j=2i—j-2k=(2,-1-2
)} e XU ( )
u, =(1,0,1) 10 1

Por lo que el plano m tiene ecuacion 7=2x—y—-2z+D =0.

Para determinar el valor de D utilizamos que la distancia del plano al punto P debe ser 2.
Utilizamos la formula de la distancia de un punto a un plano.

r=2X-y-2z+D=0 941-04D
P(1,-10);=d(P,7)= 2x1-0+0

d(P,z)=2 V22 (1) +(-2)

3+D=6—>D=3-|r=2x—y—-2z+3=0)
=2=[3+D|=6=10
3+D=-6—->D=-9-|7r'=2x-y-2z-9=0|

:>|3+ D|
J9

Existen dos planos cumpliendo las condiciones pedidas:

n=2X—-y—-224+3=0Yy #a=2x-y-2z-9=0
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A3) Calcula los siguientes limites:
lim (\/2x2+3x+1—\/2x2—5x+7) (1 punto)

X—>+00

1

lim (cos(7x)+ 2" ) (1 punto)

x—1

Primer limite.

lim (\/2x2 +3x+1—+/2x2 —5x + 7) = o0 —oo = Indeterminacién=

X—>+0

(\/sz +3x+1—/2% —5x+7)(x/2x2 +3X+1++/2x2 —5x+7)

Xt J2X% 43X+ 142X =5x+7

2 2
(Vax +3x-+1) (V2x* -5x+7) 2° +3x +1-(2° ~5x+7)

o [2x2 43X+ 1 +/2X2 —5X +7 o0 [ox? 13+ 1422 —BX+7

277 +3x+1- 2% +5x—7 8x—6

e 232 13X 41+ 42X —5X+T7 X Af2x2 +3x+1+/2Xx% —=5x+7

ox_6 g%

X X
X—>+0 2 2 X—>+00
2¢* 3x 1 [2x* 5x 7 \/2+3+1+\/2_5+7

+ + +
x2  x*2 x° X2 x* x?

8-0 8
= - =22
2+0+0+42-0+0 22

Segundo limite

_ 1 1 o lim—— 21
|Im(COS(7rX)+2X)'”X = (cos(;r)+21)'”1 =1” = Indeterminacion = e*'*”}'ﬂx(cos(”x)+ ) _
Xx—1

. . cos(mx)+2° -1 PR
|,mi(cos(ﬂx)+zx_1): lim (” ) :9: Indeterminacion (L "Hopital)=
x-1 |n X x—1 In x 0

—zsen(zx)+2"In2  —zsen(r)+ 2'In2

T =2In2=1In4

=lim
x—1

1
1
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. X . " : :
A4) Demuestra que la funcion f (x) =sen (7J x? +x tiene un maximo relativo en el intervalo

(1, 3). Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso. (3 puntos)

Para que la funcion tenga un extremo relativo su derivada debe anularse.
f(x)= sen(”—xj\/x2 +x = f(x) :zcos(ﬂ—x)\/xz +X +sen(ﬂ—xjﬂ
2 2 2 2 ) 2\x? +x

Comprobamos que la funcion derivada cumple las condiciones del teorema de Bolzano en el
intervalo (1, 3).

1. La funcion f “(x) es continua en el intervalo [1, 3] pues es producto y suma de funciones

continuas. Solo falta ver que x*+x no se anula en dicho intervalo ni es negativo para que
exista la raiz y la fraccion.

xe[L3]=x>1=x(x+1)>1(1+1)=2

La expresion x*+ X es siempre positivo y la funcion f “(x) es continua.

2. La funcion f “(x) toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo [1, 3].
Vs 3z 3r) 6+1 7
f (3)==cos| — \/32+3+sen(—j =0- <0
®)=3 (ZJ 2 )\[+3 212
f'(1)=%COS[%}/12+1+sen(%j 2+l =0+ 3 >0

212 +1 22

Se cumplen las condiciones del teorema y existe « €(1,3) donde la funcién f “(x) se anula, es decir,
tal que f (r)=0.

X = a es un punto critico de la funcién f(x).
Como hemos visto que la derivada toma valor positivo en x = 1 la funcion crece antes de X=«a y

como la derivada toma valor negativo en x = 3 la funcion decrece después de X =« , por lo que la
funcidn presenta un maximo relativoen X=c .
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OPCION B
B1) Calcula los valores del parametro t para los que la siguiente matriz no es regular:
-t t+1 —t+1
A=|1 0 -t+1 (2 puntos)
2 —t-1 1

Para que la matriz no sea regular su determinante debe ser nulo. Calculamos el determinante y
averiguamos cuando se anula.

-t t+1 —t+1 [t t+1 —t+
|A|: 1 0 -t+1=|1 0 —-t+1=
2 -t-1 1 2 —(t+1) 1

Saco t +1 factor comun
en 22 columna

-t 1 —t+
=(t+1)|1 0 —t+1=(t+1)[-2t+2+t-1-1+"—t |=(t+1)[t* — 2t | = (t+1)t(t-2)
2 -1 1
t+1=0—>
0
|Al=0=(t+1)t(t-2)=0=1]t=0
0
t-2=0-[t=2]

La matriz Anoesregularcuandot=-10t=00t=2.
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B2) Encuentra la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P = (—4, 2, O) y corta a las rectas

{2x+3y+z—1:0 _x+1_y+3_ z+2

I I
Y lx+2y-3=0 Y R=ET 3 3

(3 puntos)

Estudiamos la posicion relativa de las dos rectas. Obtenemos sus ecuaciones parametricas.

n

2Xx+3y+z2-1=0 2X+3y+z2-1=0
= = = 2(-2y+3)+3y+z-1=0=

X+2y-3=0 X=-2y+3

= -4y+6+3y+z-1=0=>-y+z+5=0=z=-5+y=

X=3—20! {\71*:(_2’1,1)
=>nL=1y=a ==
Z=-5+a R(30.75)
X=-1-2 —
O x+1 y+3 742 B ’ v, =(-2,33)
r, = S "3 3 =>nL=3y=-3+3f=I, = L.3_o
z2=-2+3p Q(-1-3-2)

Las rectas no son paralelas pues las coordenadas de sus vectores directores no son proporcionales.

_ =>—#—
v,=(-211) | 2 1

3
1

Las rectas se cortan o cruzan. Calculamos el producto mixto [vl,vz, PlQZ].

P,(3,0,-5) .
PQ, =(-1-3,-2)—(3,0,-5)=(-4,-3,3
QZ(_L_B,_Z)}: G ~(-1-3-2)-(3,0,-5)~(4,-33)
PQ, =(-4.-33) 4 -3 3
v=(-211)  =|wV,RQ|=]-2 1 1/=1-12+6-18+6-18+12=-23+0
\ZZ(—Z,B,B) -2 3 3

Como este producto mixto es no nulo las rectas se cruzan.
Debemos encontrar un punto R de la recta r1 y un punto S de la recta r» tal que junto con el punto P

estén alineados.
r
2
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Hallamos la recta t pedida determinando el plano 1 que contiene a la recta r2 y al punto P. Dicho
plano corta a la recta r1 en el punto R buscado.

Determino el plano m. Este plano tiene como vectores directores el vector director de r2 y el vector
que une un punto cualquiera de r2 con el punto P.

_ u=v, =(-2,33)
v,=(-233) |-
r, = =v=PQ,=(-1-3,-2)-(-4,2,0)=(3,-5-2)=
QZ (_1’ _3’ _2) P
(-4,2,0)ex
X+4 y-2 2
> r=|-2 3 3|=0=-6x-24+9y-18+102-92-4y+8+15x+60=0=
3 -5 -2

=>r=9X+5y+2+26=0
Determinamos el punto R de r1 de corte con el plano 7.

T=9X+5y+2+26=0
X=3-2a

=9(3-2a)+5a-5+a+26=0=
n=4y=«

Z=-5+a
=27-18a+50¢-5+a+26=0= -120¢+48=0=>

Xx=3-8=-5
Sa=4=:y=4 = R(-5,4,-1)
z=-5+4=-1

Hallamos la ecuacion de la recta t que pasa por P con vector director RP

V, =RP =(-4,2,0)-(-5,4,-1) = (1,-2,1) x4 _y-2
P(-4,2

(— ,O)Gt
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B3) Encuentra los extremos absolutos de la funcion f (x)=(x*-3)e ™ enel intervalo [-2, 4].

Menciona los resultados teéricos empleados y justifica su uso. (2 puntos)

La funcion es continua en el intervalo [-2, 4] pues es producto de dos funciones continuas.
Por el teorema de Weierstrass la funcién f alcanza en dicho intervalo sus extremos absolutos.
Estos se encuentran en los extremos del intervalo o entre sus extremos relativos.

Localizamos los extremos relativos usando la derivada.

f(x)= (x2 —3)e‘X+2 = f(x)=2xe™" +(—1)(x2 —3)e‘X+2 = (2x— X2 +3)e‘X+2

—2+.,[27 —4(-1)3
-2

f’(x)=0:>(2x—x2+3)e‘X+2 =0= X +2X+3=0=> X =

—2+4
-2
0

24 _3e[-2,4]

=-le [—2,4]
244
X = =
-2

Valoramos la funcidn en los extremos del intervalo y en los puntos criticos obtenidos.

x=-2 f(-2)=((-2)" ~3)e** =" =54.6 Méximo!
x=-1- f(-1) :((—1)2 —3)e1+2 =-2e% <0 jMinimo!

6
=3 f(3)=(3?-3)e*?===221
x=3- f(3) ( )e -

x:¢%f(@:{f—3ﬁ4”:1%2:%§:Lm

La funcion en el intervalo [-2, 4] tiene un maximo absoluto en x = -2 y un minimo absoluto en
=-1.
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B4) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de las funciones f (x) = cos(%xj y

2
g(x) = XT —1. Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas curvas. (3 puntos)

Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por arriba y por abajo el recinto cuya
area queremos hallar:

2 2
f(x):g(x):cos(%xj X7—1:>XT—1:0:> X2=4= x=J4==42

2
x=-2—f(-2)= cos(_z—ﬂj = cos(—zj =0= (=2) ~-1=9(-2)
4 2 4
lo comprobamos —

X=2—> f(2)=cos(2fj:cos(%}=0=27:—1= 9(2)

Hallamos la integral definida entre —2 y 2 de la diferencia entre las dos funciones.

2 2 2 2 3 2
jcos(”—xj— X dx:jcos(ﬂ—xj—x—ﬂdx: isen(”—xj—x—+x =
) 4 4 5 4 4 T 4 12 5
3 _ 3
= isen(z_ﬂ)_z__,_z _ isen(_z_ﬁj_( 2) -2 =
T 4 ) 12 T 4 12

4 7Y 2 4 -\ 2
=—Sen| — |-—+2—-—sen| — |-—+2=
r 2) 3 7 2 ) 3

El area del recinto es el valor absoluto de la integral definida calculada: EJrgz 5.21u®

T
No pide dibujarla, pero lo hacemos para comprobar la solucién obtenida.

(o)
f(.\'):cosl\%j /
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