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Introduccién
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BAREMO DEL EXAMEN: Cada pregunta se puntuara hasta 2,5 puntos.

La calificacion del examen sera la suma de las calificaciones de cada pregunta.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan
realizar calculos simboélicos ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora,
los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debidamente justificados.

A partir de la tercera falta de ortografia se deduciran -0,10 puntos hasta un maximo de un punto.

Por errores en la redaccion, en la presentacion, falta de coherencia, falta de cohesion, incorreccion
Iéxica e incorreccion gramatical se podré deducir un maximo de medio punto.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)

Rafa y Roger son dos tenistas que se han enfrentado a lo largo de sus carreras profesionales en tres

tipos superficies: hierba, tierra batida y pista dura. El 10% de los partidos se jugaron en hierba y el

40% en tierra batida. Por otra parte, Rafa gand el 25% de los partidos jugados en hierba, mientras que

Roger gand el 12.5% de los jugados en tierra batida y el 55% en pista dura. Se pide:

Responda a todos los apartados

1.1 (0.75 puntos) Entre todos sus enfrentamientos, ¢ cual es el porcentaje de partidos que ha ganado
Roger?

1.2 (0.75 puntos) Si un partido fue ganado por Rafa, ¢ cuél es la probabilidad de que se jugara en pista
dura?

1.3 (1 punto) Si tomamos una muestra de 10 partidos jugados en pista dura, ¢cudl es la probabilidad
de que Roger haya ganado 5 o 6 partidos?

PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 puntos)

Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2

2.1 Mediante un proceso de mezclado continuo en tres tanques interconectados, una planta quimica
produce tres compuestos, X, Y, Z, ligados a unos valores reales x, y, z, respectivamente, llamados
pseudodensidades. Las pseudodensidades en los tanques deben estar en equilibrio para mantener
la concentracion deseada de los productos. Los ingenieros del proceso han establecido las
siguientes condiciones de equilibrio:

« Tanque 1: La suma de la pseudodensidad x, mas el triple de la pseudodensidad y, mas la
pseudodensidad z ha de valer 5.

« Tanque 2: La suma de a veces la pseudodensidad x, mas el doble de la pseudodensidad z debe
anularse, donde «a es el factor catalizador.

» Tanque 3: La pseudodensidad z ha de ser a veces la pseudodensidad y.

Se pide:

2.1.1 (1.25 punto) Estudiar la existencia y el numero de soluciones x, y, z (las posibles
configuraciones de equilibrio) en funcion de los valores del factor catalizador a.

2.1.2 (1.25 puntos) Cuando el factor catalizador satisface « #-1, el proceso alcanza estados de
equilibrio factibles. En este caso, calcular, si existen, los valores x, y, z, en funcion del valor a.
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1 2
2.2.1 (1 punto) Resolver el sistema de ecuaciones Ax =Bx-+b.

2.2.2 (0.75 puntos) Hallar el valor de det(A5 (28)71).

2 - 5 -2 1
2.2 Dadas las matrices A= (1 J B :( 3 j y el vector b= (Oj se pide:
2.2.3 (0.75 puntos) Calcular los valores de a y B, si existen, que satisfacen ¢ A+ B =1, siendo |
la matriz identidad.

PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 puntos)

Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2

3.1 Se consideran los puntos del espacio A(0,—1,0) y B(1,0,1), y el vector v=(2,—1,1). Se pide:
3.1.1 (0.75 puntos) Encontrar una ecuacion del plano m que es perpendicular a v y pasa por A.
3.1.2 (0.75 puntos) Encontrar una ecuacién de la recta que es perpendicular a  y pasa por B.

3.1.3 (0.75 puntos) Encontrar el punto C del plano  que estd méas cerca de B.

3.1.4 (0.25 puntos) Calcular la distancia del punto B al plano 7.

3.2 Dado el plano 7:2x+3y—-z=0 y los puntos A(0,0,0), B(10,0,-20), €(0,15,-30)y D(1,2,-1),

se pide:

3.2.1 (0.5 puntos) Estudiar si el triangulo ABC esta contenido en el plano .

3.2.2 (1 punto) Calcular las coordenadas de la proyeccion del punto D sobre el plano formado por
los puntos A, By C.

3.2.3 (1 punto) Calcular la distancia del punto D al plano .

PREGUNTA 4: ANALISIS (2,5 puntos)

Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2

4.1 Un brote de gripe se propaga a lo largo de unos dias. El coeficiente de gravedad de la gripe t dias
después de iniciarse el brote viene dado por una funcion F(t) cuya derivada es F"(t)=t*(10-t).

Se pide:
4.1.1 (1.25 puntos) Calcular la funcion F(t) sabiendo que en t =0 el coeficiente de gravedad es 6.
4.1.2 (1.25 puntos) Calcular cuantos dias después de iniciarse el brote se alcanza el valor maximo
del coeficiente y cual es dicho nimero.

4.2 Un arquitecto esta disefiando un pequefio invernadero para un jardin. El suelo del invernadero
tiene forma de tridngulo para maximizar la eficiencia y la captacion de luz. El perimetro total del
invernadero esté fijado en 60 metros para cumplir con las restricciones medioambientales de la
zona, uno de los lados del triangulo mide x metros y los otros dos lados tienen la misma longitud.
Se pide:

4.2.1 (1 punto) Deducir la expresion de la funcion A(x) que representa el area del suelo del
invernadero.

4.2.2 (1.5 puntos) El arquitecto define una funcion de eficiencia estructural, f(x), que se calcula
como el cuadrado del area del suelo del invernadero. Obtener el valor de x para el que la eficiencia
estructural es maxima y hallar el area en este caso.
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Taula de la distribucié binomial (Bin(n,p)) X on
Tabla de la distribucion binomial (Bin|n,p)) Fx)=P(X<x)= z (k) prgnk
k=0

nlklpl o001 [ o005 [o10] o020 Jo2s [ o030 | 173 | 035 | o040 | o045 | o050
100 0,9900  ©0,9500 0,9000 0,8000 0,7500 0,7000 O,6667 0,6500 0,000 05500 0,5000
1 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
z2|lo 0,9801  ©0,9025 0,8100 0,6400 0,5625 04900 04444 04225 0,3600 0,3025 0,2500
1 0,9992  0,9975 0,9900 0,9600 0,9375 0,9100 O,8889 O,8775  0,8400 0,7975 0,7500
1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000

=] 09703  0,8574 0,7280 05120 04218 0,3430 0,2963 0,2746 0,2160 0,664 0,1250
1 0,9997  0,9928 0,9720 0,8960 0,8438 07840 07407 07183 06480 05748 0,5000

2| 1,0000 09995 09990 0,9920 0,9844 0,9730 0,9630 0,9571  0,9360 0,908 08750

3 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4|0 0,9606  0,8145 06561 04096 0,3164 0,2401 0,1975 00,1785 0,129  0,0915 0,0625
1 0,2994 09860 09477 0,8192 07383 06517 05326 05630 04752 03810 03125

2 1,0000 09995 09963 09728 0,9492 09163 0,888% 0,8735 0,8208 0,7585 0,687%

3 1,0000  1,0000 09999 0,9984 0,9961 0,991% 09877 0,9850 0,9744  0,9580 0,9375

4 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
5|0 08510  ©0,7738 0,5908 0,3277 0,2373 0,1681 0,1317 00,1160 00778 0,080 00313
1 0,9990  0,9774 09185 0,7373 06328 0,5282 04609 04284 0,3370 02562 0,1875

2 1,0000 09988 09914 0,9421 0,8965 0,836% 0,7901 0,7648 0,6826 0,5831 0,5000

3 1,0000  1,0000 09995 0,9933 0,9844 0,9692 0,9547 0,9460 02130 08688 08125

4 1,0000  1,0000 1,0000 0,9997 0,9990 0,9976 0,9958 0,9947 02898  0,9815 0,9688

5 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000
6|0 09415  0,7351 0,5314 0,2621 0,1780 0,1176 00878 00754 00467 00277 00156
1 0,9985  0,9672 0,8857 0,6554 0,5335 04202 03512 03191  0,233%3 01636 0,1094

2 1,0000 09978 09842 0,9011 0,8306 0,7443 0,6804 0,6471 05443 04415 0,3438

3 1,0000 09995 09987 0,9830 0,9624 0,9285 0,8999 O,8B26 0,820  0,7447 0,6563

4 1,0000  1,0000 09992 0,9984 0,9954 0,9891 09822 09777  0,2590  0,2308 0,3906

5 1,0000  1,0000 1,0000 0,9999 0,9998 0,9993 09986 09982  0,9%55 08817 0,5844

[ 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
7|0 0,8321  0,6983 04783 0,2097 0,1335 00824 0,0585 00480 00280 00152 0,0078
1 0,9980 00,9556 0,8503 05767 04449 0,3294 0,2634 0,2338 0,1586 0,1024 0,0625

2 1,0000 09962 09743 0,8520 0,7564 0,6471 05706 00,6323 041985 03164 00,2266

3 1,0000 09998 09973 0,9667 0,9294 0,8740 0,8267 00,8002 0,7102 06083  0,5000

4 1,0000  1,0000 09998 0,9953 0,9871 0,9712 0,9547 09444 02037 08471 0,7734

5 1,0000  1,0000 10000 0,9996 0,9987 0,9962 09931 09910 02812 09643 09375

8 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,999% 0,9993 0,9995 0,9954 09984  0,9963 09922

7 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000
glo 0,9227  0,6634 0,4305 0,1678 0,1001 00576 00390 00319 00168 00084 0,0039
1 0,9873 0,9428 0,8131 05033 0,3671 0,2553 0,1851  0,16%1  0,1084 00632 0,0352

2 0,9993  0,9942 0,961% 0,7969 06785 0,5518 04682 04278 03154 02201 0,1445

3 1,0000 09996 09950 0,9437 0,8862 0,805% OF414 O,70684 05841 04770  0,3633

4 1,0000 1,0000 09996 09896 0,9727 0,9420 09121 0,899 0,8263 0,7396 0,6367

5 1,0000  1,0000 1,0000 0,9988 0,9958 0,9887 0,9803 0,9747  0,9502  0,8115  0,8555

[ 1,0000  1,0000 1,0000 0,9999 0,999& 0,9987 09974 09964 02915 09819 0,9648

7 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999% 09998 0,9988  0,9993  0,9983  0,9961

g8 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
8|0 08135  0,6302 0,3874 0,1342 0,0751 0,0404 00260 00207 00101 00046 0,0020
1 0,9966  0,9288 0,7748 04362 0,3008 0,1960 00,1431 01211 00705  0,0385 00195

2 0,9998  0,9916 0,9470 0,7382 06007 04628 03772 00,3373 0,231 01485 0,0898

3 1,0000 09994 09917 09144 0,8343 0,7297 0,6503 00,6089 04826 03614 0,2532

4 1,0000  1,0000 09991 09804 0,9511 0,9012 0,8552 00,8283 0,7334 0,6214 0,5000

5 1,0000  1,0000 09992 0,9969 0,9900 0,9747 09576 0,9464 0,2006 0,8342 0,7461

8 1,0000  1,0000 1,0000 0,9997 0,9987 0,9957 0,9917 0,9888 09750 08502 09102

7 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,9993 0,9996 0,9990 0,9986 0,9962  0,9209  0,9805

8 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 02999 0,9959 09997  0,9992 0,9980

3 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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n[k[p] 00 [ o005 [o010] o020 ] 025 | 030 1/3 0,35 0,40 0,45 0,50
10| 0 09044 05987 03487 0,1074 0,0563 00282 00173 00135 00060 00025 00010
1 09957 08139 07361 0,3758 0,2440 0,1493 00,1040 00860 00484 00233 00,0107
2 09998 09885 09298 06778 05256 O,3828 02991 02616 0,673 00996 0,0547
3 1,0000  0,9930 08872 06791 0775% 06496 05583 05138 03823 02660 01719
4 1,0000  0,999% 09984 09672 0,821% 08457 OTFEES 07515 06331 05044 05770
5 1,0000  1,0000 09933 09336 09803 09527 09234 09051 08338 07384 06230
g 1,0000 10000 10000 09991 09985 09854 09803 09740 09452 08930 08281
7 1,0000  1,0000 10000 03399 09996 0,9984 09966 09352 02877 09726 09453
& 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 0,9883 09996 09335 09383 09955 0,9283
g 1,0000  1,0000 10000 10000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 02993 09937 0,9990
10 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000
1| o 0,8953 05688 03138 0,0859 0,0422 00192 00116 00088 00036 00014 00005
1 09948 08981 06974 0,3221 0,1971 0,1130 00751 00606 00302 00138 00058
2 09998 09848 09104 0,6174 0,4552 0,3127 02341 02001 01188 00852 00327
3 1,0000  0,9984 09815 08389 07133 05696 04726 04256 072963 01911 01133
4 1,0000 09999 09972 08496 0,8854 O,7897 O7F110 06683 05328 03971 02744
5 1,0000 10000 09937 09883 09657 09218 0E77® 08513 07535 06331 05000
g 1,0000  1,0000 1,0000 08980 0,9924 09784 09614 0,9489 09006 08262  0,7256
7 1,0000 10000 10000 09998 09988 09957 09912 09878 02707 09390 08867
g 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 09994 09986 09980 09941 09852 09673
g 1,0000  1,0000 10000 10000 1,0000 1,0000 03999 09398 09993 09978 09341
10 1,0000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 09998 033895
11 1,0000  1,0000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000
12| 0 08884 05404 02824 0,0687 00317 00138 00077 00057 00022 00008 00002
1 09938 08816 06530 0,274% 0,1584 O,0850 00540 00424 00196 00083 00032
2 0,988 09804 08881 05583 0,307 02528 01811 0,1513 00834 00421 00183
3 1,0000 08978 09744 07946 0,6488 04825 03931 03467 02253 01345 00730
4 1,0000  0,8998 09957 09274 0,8424 07237 06315 05833 04382 03044 01938
5 1,0000  1,0000 09935 08806 09456 08822 0B223 OFET3 06652 05268 03872
g 1,0000 11,0000 09999 08361 09857 09614 09336 09154 08418 07393 06128
7 1,0000 10000 10000 09994 09972 09905 09812 09745 09427 08383 08062
g 1,0000 11,0000 1,0000 08999 09996 09983 09961 0,9944 (09847 09644 09270
g 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 09998 09995 09992 08972 09921 09807
10 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 09938 08997 09933 09968
11 1,0000 11,0000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 09993 09998
12 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000
13| 0 08775 05133 0,2542 0,0550 0,0238 00087 00051 00037 00013 00004 00001
1 09928 08846 06213 0,2338 0,1267 00837 00385 002868 00126 00043 00017
2 09987 08755 08661 05017 0,3326 0,2025 00,1387 0,1132 00579 00263 00112
3 1,0000 09969 09658 07473 05843 04206 03224 02783 0,686 00925 00481
4 1,0000  0,8937 09935 09009 07940 06543 05520 05005 03530 02279 01334
5 1,0000  1,0000 09931 09700 0,9198 0,8346 07587 O,7159 05744 04268  0,2905
& 1,0000 10000 09933 08330 08757 09376 OB965 08705 07712 06437 05000
7 1,0000 11,0000 10000 09988 0,9944 09818 09853 0,9538 02023 08212 07085
B 1,0000 10000 10000 08388 09980 09960 09312 09874 02678 09302  OF6GE
g 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,999% 09993 09984 09575 09922 09797  0,9539
10 1,0000 11,0000 10000 10000 1,0000 09983 09398 09937 09367 09953 09888
11 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 02995 09995 09983
12 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 10000 09999
13 1,0000  1,0000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000
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Soluciones

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)

Rafa y Roger son dos tenistas que se han enfrentado a lo largo de sus carreras profesionales en tres
tipos superficies: hierba, tierra batida y pista dura. EI 10% de los partidos se jugaron en hierba y el
40% en tierra batida. Por otra parte, Rafa gand el 25% de los partidos jugados en hierba, mientras que
Roger gand el 12.5% de los jugados en tierra batida y el 55% en pista dura. Se pide:

Responda a todos los apartados

1.1 (0.75 puntos) Entre todos sus enfrentamientos, ¢ cual es el porcentaje de partidos que ha ganado
Roger?

1.2 (0.75 puntos) Si un partido fue ganado por Rafa, ¢ cuél es la probabilidad de que se jugara en pista
dura?

1.3 (1 punto) Si tomamos una muestra de 10 partidos jugados en pista dura, ¢cudl es la probabilidad
de que Roger haya ganado 5 o 6 partidos?

Supongamos que se enfrentaron en 100 partidos. EI 10% de los partidos se jugaron en hierba (
0.10-1000 =100 se jugaron en hierba), el 40% en tierra batida (0.40-1000 =400 se jugaron en

tierra batida) y el resto en pista dura (1000 — 100 — 400 = 500 se jugaron en pista dura).

Rafa gand el 25% de los partidos jugados en hierba - Rafa gand 0.25 - 100 = 25 partidos de los
jugados en hierba.

Roger gand el 12.5% de los jugados en tierra batida - Roger gan6 0.125 - 400 = 50 partidos de los
jugados en tierra batida.

Roger gand el 55% en pista dura - Roger gano 0.55 - 500 = 275 partidos de los jugados en pista
dura.

Ponemos estos datos en una tabla.

Gana Rafa | Gana Roger
Hierba 25 100
Tierra batida 50 400
Pista dura 275 500
TOTALES 1000
Completamos la tabla.
Gana Rafa | Gana Roger
Hierba 25 75 100
Tierra batida 350 50 400
Pista dura 225 275 500
TOTALES 600 400 1000

1.1 Teniendo en cuenta todos los enfrentamientos Roger ha ganado 400 de los 1000 partidos. La
proporcién de partidos ganados es 400 =0.40.
1000

Roger ha ganado el 40 % de los enfrentamientos.

1.2 Rafa ha ganado 600 partidos y 225 en pista dura. La probabilidad de que se jugara en pista dura

un partido que fue ganado por Rafa vale % =0.375.
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1.3 Consideramos la variable aleatoria X que cuenta el nimero de partidos en pista dura ganados por
Roger de un grupo de 10.
Esta variable es una binomial donde n = nimero de repeticiones = 10 y p = probabilidad de que
Roger gane un partido a Rafa en pista dura = 0.55. X = B(10, 0.55).
Como esta binomial no aparece en la tabla proporcionada cambiamos a la variable aleatoria Y que
cuenta el nimero de partidos en pista dura ganados por Rafa de un grupo de 10.
Esta variable es una binomial donde n = namero de repeticiones = 10 y p = probabilidad de que
Rafa gane un partido a Roger en pista dura=1 - 0.55=0.45. Y = B(10, 0.45).

Debemos calcular P(X =5)+P(X =6)=P(Y =5)+P(Y =4).
Como P(Y =5)+P(Y =4)=P(Y <5)—P(Y <3) si miramos en la tabla encontramos que esta
probabilidad vale 0.7384 — 0.2660 = 0.4724.

nlklp] o0 005 | o010 [ o020 | o025 030 [ 113 | 035 040 || o045 |
0 0,3044 05987 03487 0,074 00563 00282 00173 00135 0,0060 0,025
1 0,9957 09139 07361 03758 02440 0,493 0,040  0,0860 0,0464 0,0p33
2 0,9999 09885 09298 06778 05256 03828 02991 02616 0,1673
3 10000 el R Nl e - T 5B P I S i L= == e 0,2660
1,0000 09999 09984 09672 09219 08497 07869 07515 0,6331
5 1rﬂﬁl'\l'\ 1rﬂl'\l'\l"| ﬁrﬂl'\ Tal ﬂ‘l T ] - n F._r = :‘1—:- = I'll - L Dr?3&4
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2.1 Mediante un proceso de mezclado continuo en tres tanques interconectados, una planta quimica
produce tres compuestos, X, Y, Z, ligados a unos valores reales x, y, z, respectivamente, llamados
pseudodensidades. Las pseudodensidades en los tanques deben estar en equilibrio para mantener
la concentracion deseada de los productos. Los ingenieros del proceso han establecido las
siguientes condiciones de equilibrio:

« Tanque 1: La suma de la pseudodensidad x, més el triple de la pseudodensidad y, mas la
pseudodensidad z ha de valer 5.

» Tanque 2: La suma de a veces la pseudodensidad x, mas el doble de la pseudodensidad z debe
anularse, donde « es el factor catalizador.

» Tanque 3: La pseudodensidad z ha de ser a veces la pseudodensidad y.

Se pide:

2.1.1 (1.25 punto) Estudiar la existencia y el numero de soluciones x, y, z (las posibles
configuraciones de equilibrio) en funcion de los valores del factor catalizador «a.

2.1.2 (1.25 puntos) Cuando el factor catalizador satisface o #—1, el proceso alcanza estados de
equilibrio factibles. En este caso, calcular, si existen, los valores x, y, z, en funcion del valor a.

2.1.1 Obtenemos las ecuaciones asociadas a la informacion proporcionada.

Tanque 1: La suma de la pseudodensidad x, méas el triple de la pseudodensidad y, mas la
pseudodensidad z ha de valer5 > x+3y+z=5.
Tanque 2: La suma de a veces la pseudodensidad x, mas el doble de la pseudodensidad z debe

anularse, donde « es el factor catalizador > ax+2z=0.
Tanque 3: La pseudodensidad z ha de ser a veces la pseudodensidad y 2> z=ay.

Reunimos las ecuaciones en un sistema de ecuaciones.

X+3y+z=5 X+3y+z=5
ax+21=0 ;=ax + 2z=0

Z=qy ay—-2=0
1 3 1
Lamatriz A=|a 0 2 | esla matriz de coeficientes del sistema y la matriz ampliada es
0 a -1
1 3 15
A/B=|la 0 2 0.
0 aa -10

Averiguamos cuando la matriz A tiene determinante nulo.

1 3 1
|A|=a 0 2 =O+O+a2—0+3a—2a:a2+a:a(0{+1)
0 aa -1

|A|:0:a(a+l)=0:> 0

a+1=0->[a=-1]
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Analizamos tres casos diferentes.

CASOLl a#0y a#-1
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, el rango de la matriz ampliada
tambiéen es 3, asi como el numero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una
unica solucion).

CASO 2. =0
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
1 3 1
Lamatriz Aqueda A={0 0 2 |.Observamos que la fila segunda y tercera son
0 0 -1

proporcionales. Consideramos el menor que resulta de quitar la primera columnay la fila

tercera y calculamos su determinante:

1
2‘:6—0:6¢0.EI rango de A es 2.

1 3 15
La matrizampliada queda A/B={0 0 2 0. Observamos que la columna cuarta, la
0 0 -10

primera y la segunda son proporcionales.

El rango de la matriz ampliada es 2. Los rangos de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada
son iguales a 2, menor que el nimero de incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado
(infinitas soluciones).

CASO3. a=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
1 3 1
Lamatriz Aqueda A=| -1 0 2 |. Consideramos el menor que resulta de quitar la fila y
0o -1 -1

columna primeras y calculamos su determinante:

2
JJ:O+2:2;«t0.EI rango de A es 2.

1 3 1 5
La matrizampliada queda A/B=| -1 0 2 0. Consideramos el menor de orden 3 que
0 -1 -1 0

resulta de quitar la primera columna y calculamos su determinante.

3 1 5
0 2 0=0+0+0+10-0-0=10=0
-1 -1 0

El rango de la matriz ampliada es 3, distinto del rango de A que es 2.
El sistema es incompatible (sin solucién).

Conclusion: Si a#0 y a=#-1 el sistema es compatible determinado (una unica solucion), si

a =-1 el sistema es incompatible (sin solucion) y si a =0 el sistema es compatible indeterminado
(infinitas soluciones).
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2.1.2 Para a#—1 el sistema es compatible.
Si a =0 el sistema es compatible indeterminado. Hallamos sus soluciones.

X+3y+2=5 Xx=5-3t
22=0 = x+3y=5=|x=5-3y|=1y=t ;teR
2=0
X=5-3t
Si a =0 las soluciones del sistema tienen la expresion {y =t ;teR.
z=0

Si a#0 y a=-1 el sistema es compatible determinado. Obtenemos su solucion.

X+3y+z=5 3 5 y (3 5
X = +(3+ =
aX+2z=0 ;= Teyray }:> a)y

ax+2ay=0 ax+2ay=0

}:{aio}:

Z=ay

3+q)y=5 3+a)y=5
_ }+Bra)y }:»”( +a)y }:—2y+(3+a)Y=5:>(a+l)Y=5:>

X+2y=0 X=-2y
X:_Zi:__lo
5 l+a l+a
S{az-l=y=—|=

1+« 5 5

Il=0—=—

1+ 1+«
Para ¢ #0 y a# -1 lasolucién es x:_lo,y: > , 2= S .
l+a l+a 1+ o
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2 - 5 -2 1
2.2 Dadas las matrices A= , B= y el vector b= , Se pide:
1 1 2 3 0

2.2.1 (1 punto) Resolver el sistema de ecuaciones Ax=Bx+D.
2.2.2 (0.75 puntos) Hallar el valor de det(A5 (28)71).

2.2.3 (0.75 puntos) Calcular los valores de a y B, si existen, que satisfacen ¢ A+ B =1, siendo |
la matriz identidad.

2.2.1 Despejamos la matriz x en la ecuacion matricial.

Ax=Bx+b= Ax-Bx=b=(A-B)x=b=x=(A-B)"b
Hallamos la inversa de la matriz A — B.

S Y S

3 1
|A—B|:‘ ‘=6+1:7¢0
-1 -2

|A-B| 7 71 -3

(A_B)ledj((A—B)T) Adj(_l?’ 3_1(—2 _1j

Hallamos la matriz x.
_ -2 -1y\1 -2+0 217
x:(A—B)lbzl e
71 =-3)l0) 7\ 1+0 1/7

. 217
La soluciéon es x = )
1/7

2.2.2 Hallamos el determinante de las matrices Ay B.

=15+4=19

2 -1 5 -2
A= =2+1=3 |B|:‘
1 1 2 3

Utilizamos las propiedades de los determinantes para hallar el valor de det(A5 (ZB)_l).

1 [de(A)] 3 [43
det(2B) 2°det(B) 4-19 |76

det(A°(2B) ") = det(A°)det((2B) ) = [det(A)]

2.2.3 Intentamos encontrar los valores de a y 8 pedidos.

N 5 —2) (1 0
ahtpB=l=al HAl, 5 )70 1)7
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(205 —a] (5/3 —2,8] (1 oj (2a+5/3 —a—Z,B] (1 oj
= + = = = =
a o) (28 38) (01 a+2B a+38 ) \0 1

2a+58 =1

20+58 =1
-a—-2£=0 ., .,
= = {Ecuacion 22 = (-1)-Ecuacion 3%} = a +28=0 =
a+28=0
a+38=1
a+3p=1
20+50 =1
-4B8+5p8=1 PB=1
sa=2p (= LN el ls[a=21=7
2p+38=1 [p=1
a+38=1

Lasoluciones a=-2y g=1.
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3.1 Se consideran los puntos del espacio A(0,—1,0) y B(1,0,1), y el vector v=(2,—1,1). Se pide:
3.1.1 (0.75 puntos) Encontrar una ecuacién del plano r que es perpendicular a v y pasa por A.
3.1.2 (0.75 puntos) Encontrar una ecuacion de la recta que es perpendicular a  y pasa por B.

3.1.3 (0.75 puntos) Encontrar el punto C del plano 7 que esta mas cerca de B.

3.1.4 (0.25 puntos) Calcular la distancia del punto B al plano .

3.1.1 Si el vector v es perpendicular al plano este puede ser su vector normal.

A(0,-10)er } - A(0,-10)ex

Lo =2:0-(-1)+0+D=0=
n=v=(2,-11)

mr:2X—y+z+D=0

=1+D=0=>D=-1=|7:2x-y+7-1=0)

La ecuacion del planoes 7:2x—-y+z-1=0.

3.1.2 La recta que es perpendicular a m tiene como vector director el vector normal del plano que es
el vector v=(2,—1,1).

r

. X=1+2t
v :v:(2,—1,1)}
=|r:

B(l,O,l)er ——
X=1+2t
La recta buscada tiene ecuacion r:sy=-t ;teR.
z=1+t

3.1.3 El punto C del plano  que estd mas cerca de B es la proyeccion ortogonal del punto B sobre
el plano.

» B

En los apartados anteriores hemos hallado la ecuacion de la recta r y la del plano m. El punto C
es el punto de interseccion de recta y plano.
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X=1+2t

y=-t
z=1+t

r:

m:2X-y+2-1=0

= 2(1+2t)-(-t)+1+t-1=0=2+4t+t+1+t-1=0=

X 1+2_—1=1
3 3
S 6t+2-0=6t=—2=t=—-—to )y T 1 _lgfl12
6 3 3 3 3'3'3
221_123
33

El punto C del plano r que esta mas cerca de B tiene coordenadas C(

)

ooll—\

1
3’

3.1.4 La distancia del punto B al plano m es el valor del modulo del vector BC.

(31 -uon-{233

NG

=0.8165 unidades

La distancia de B al plano & tiene un valor de ? =0.8165 unidades de longitud.

OTRA FORMA DE RESOLVERLO

2:1-0+1-1

7z:2x—y+z—1:0
B(10,.1)

N a6

26

- -

V6

3 =(0.8165 unidades
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3.2 Dado el plano 7:2x+3y—-z=0 y los puntos 4(0,0,0), B(10,0,-20), €(0,15,-30)y D(1,2,—1),

se pide:

3.2.1 (0.5 puntos) Estudiar si el triangulo ABC esté contenido en el plano 7.

3.2.2 (1 punto) Calcular las coordenadas de la proyeccion del punto D sobre el plano formado por
los puntos A, By C.

3.2.3 (1 punto) Calcular la distancia del punto D al plano 7.

3.2.1 Para que el triangulo ABC esté contenido en el plano lo deben de estar los puntos A, By C.

m:2X+3y-2=0
=¢2:0+3:0-0=07=jjSIN
(,A(0,0,0)en?
m:2X+3y—-2=0
:>(;2-10+3-0—(—20):0?:¢20+20:0?:>11NO!!
g,B(l0,0,—ZO)e;r?
m:2x+3y-2=0

C(O 15 30) 7}3(22'0+3-15—30=0?:>(,45—3020?:>iiNO!!
¢ 19, — e’

Los puntos B y C no pertenecen al plano. El triangulo ABC no esta contenido en el plano 7.

3.2.2 Obtenemos la ecuacion del plano ™ que contiene los puntos A, By C.

A(0,0,0)e 7’ A(0,0,0)e 7’
B(10,0,-20) e 7t = AB =(10,0,-20)—(0,0,0) = (10,0,-20) b =
C(0,15,-30)e 7’|  AC =(0,15,-30)—(0,0,0)=(0,15,~30)
A(0,0,0)e7r Xy 2

:ﬁz%ﬁz(l,O,—Z) =771 0 -2/=0=z+2y+2x=0=|7":2x+2y+2=0

L 0 1 -2

v=—AC=(0,1-2)

15

Para hallar la proyeccion del punto D sobre el plano ” obtenemos las recta r perpendicular al
plano que pasa por el punto D. El punto D" es la interseccion del plano con la recta.

16 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Julio 2026 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

72x+2y+z2=0=1=(2,21)

D(L2,-1)er x=lvat
. =>riiy=2+2t;teR
v, =n"=(2,2,1)

r Zz=-1+t

Hallamos el punto D" de corte de recta y plano.

Xx=1+2t
r.qy=2+2t
et :>2(1+2t)+2(2+2t)—1+t:0:>2+4t+4+4t—1+t:0:>
=—1+

7 2X+2y+2=0

x:l+2—5:_—1
9
S 0t45=0=0t= 5ot= 2o ly=2:2225 D'(‘_lﬁ,‘_“
9 9 9 9 9 9
5 -14
lI=—1]1—-——=—
9 9
Las coordenadas de la proyeccion del punto D sobre el plano formado por los puntos A, By C
,(—1 8 —14]
son D°| —,—,— |.
9 9 9

3.2.3 Hallamos la distancia pedida.

:2x+3y-z=0 21+3.2—(-1
7[[) 12+—1y }:d(D’”):‘ - ( )J :JS)—: 9\1/‘11_422,4054 unidades
(L2-1) 22 +3 +(-1) 14
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4.1 Un brote de gripe se propaga a lo largo de unos dias. El coeficiente de gravedad de la gripe t dias
después de iniciarse el brote viene dado por una funcion F(t) cuya derivada es F(t)=t*(10—t).
Se pide:

4.1.1 (1.25 puntos) Calcular la funcion F(t) sabiendo que en t =0 el coeficiente de gravedad es 6.

4.1.2 (1.25 puntos) Calcular cuantos dias después de iniciarse el brote se alcanza el valor maximo
del coeficiente y cual es dicho nimero.

4.1.1 La integral de la derivada es la funcién - IF'(t)dt =F(t).

jF'(t)dt:jtz(lo—t)dt:jlotz_tSdt:@_ﬁJrK
3 4

3 44
La funcion es F(t) :%—%+ K . Determinamos el valor de K utilizando que F(0)=6

F(t)—@—ﬁm 10-0° 0
3 4 (=6= 3 — 5 TK=K=6=[F(1)

i (t):t2(10—t)}:>t2(10_t)202> ;:O
F(t)=0 t=10

La funcion tiene dos puntos criticos. Sustituimos estos valores en la segunda derivada.

F~(0)=20-0-3-0°=0
F(t)=t*(10-t)=10t’ -t° = F"(t) =20t -3t* = (©)
F”(10)=20-10-3-10* =—100 < 0

La funcion presenta un méaximo para t =10.

103 4
1010 —%+6:839.33.

Para este valor tenemos que F(10)=

El valor maximo del coeficiente se obtiene a los 10 dias siendo el coeficiente de gravedad de
839.33.
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4.2 Un arquitecto esta disefiando un pequefio invernadero para un jardin. El suelo del invernadero
tiene forma de triangulo para maximizar la eficiencia y la captacion de luz. El perimetro total del
invernadero esta fijado en 60 metros para cumplir con las restricciones medioambientales de la
zona, uno de los lados del triangulo mide x metros y los otros dos lados tienen la misma longitud.
Se pide:

4.2.1 (1 punto) Deducir la expresion de la funcion A(x) que representa el area del suelo del
invernadero.

4.2.2 (1.5 puntos) El arquitecto define una funcion de eficiencia estructural, f(x), que se calcula
como el cuadrado del area del suelo del invernadero. Obtener el valor de x para el que la
eficiencia estructural es maxima y hallar el area en este caso.

4.2.1 Dibujamos la situacion planteada.

El perimetro es de 60 metros > x+2y=60—>2y=60—x=y :30—2.
Determinamos la altura del tridngulo aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo de

X
catetosay E .

X
=30-2
Y 2

= a’? =900 -30x = |a = +/900 — 30x
El area del tridngulo es la mitad del producto de la base por la altura.

_x-a_ X+/900-30x

A(X) 5 5

4.2.2 Hallamos la expresion de la funcion f(x).

/300 30x ]2 _X(900-30x) 900X 30%° ., 15X
2

)= (00 <[ 252 30 _ 900
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Averiguamos cuando se anula la derivada.

3 2
f(x) = 225% - 22X o £7(x) = 450x - 22X

45%° =0
£7(x)=0=> 450x - == =O:>45x(10—§j=0:> 0

Existen dos puntos criticos. Para x =0 no habria invernadero y no lo tendremos en cuenta.
Para x =20 sustituimos en la segunda derivada para decidir si es maximo o minimo.

45%?

f7(x)=450x - = f”(x)=450—45x = f ”(20) =450-45-20 =-450 <0

La funcion tiene un maximo relativo para x =20 metros. Calculamos el area para este valor del
lado desigual del invernadero triangular.

2 -30-2
0/900-30-20 _ J300 =1004/3 =173.205

A(20) =

La eficiencia estructural es maxima para X =20 metros y el area del suelo del invernadero para
este valor es de 173.205 metros cuadrados.
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% GENERALITAT PROVA D’ACCES A LA UNIVERSITAT (
PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD
§ VALENCIANA :
\\ Conselleria d'Educacio, Cultura SFS]CI"I"ICI
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CONVOCATORIA: EXTRAORDINARIA 2026 (extra) CONVOCATORIA: EXTRAORDINARIA 2026

(extra)
Assignatura: MATEMATIQUES I Asignatura: MATEMATICAS I

BAREMO DEL EXAMEN: Cada pregunta se puntuara hasta 2,5 puntos.

La calificacion del examen sera la suma de las calificaciones de cada pregunta.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar
calculos simbolicos ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los
resultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debidamente justificados.

A partir de la tercera falta de ortografia se deduciran -0,10 puntos hasta un maximo de un punto.

Por errores en la redaccion, en la presentacion, falta de coherencia, falta de cohesion, incorreccién léxica
e incorreccion gramatical se podra deducir un maximo de medio punto.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)
El 44% de los estudiantes de una universidad son hombresy el 56% mujeres. Un 20% de los hombres
abandonan los estudios antes de acabar y un 15% en el caso de las mujeres. Se pide:
1.1 (0.75 puntos) Calcular el porcentaje de estudiantes que finaliza sus estudios.
1.2 (0.75 puntos) Si se elige un estudiante que ha abandonado los estudios, calcular la probabilidad
de que sea mujer.
1.3 (1 punto) Si se eligen a 7 alumnos masculinos, calcular la probabilidad de que al menos 3 de
ellos finalicen sus estudios.

PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 puntos)

Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2

2.1 Se consideran la matriz A, dependiente del parametro real a, y el vector w, siguientes:
11 a

A=[2 3 1|, w=(1 0 -1)
a 2 0

donde T indica transpuesta. Se pide:

2.1.1 (1 punto) Calcular el rango de A en funcion del pardmetro a.
X

2.1.2 (0.75 puntos) Discutir el sistema A-| y |=w
z

2.1.3 (0.75 puntos) Calcular el valor de z en funcion de a cuando el sistema es compatible
determinado.

2.2 Las matrices cuadradas que verifican que su inversa es igual a su traspuesta se llaman matrices
ortogonales. Se pide:
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0 01
2.2.1 (0.75 puntos) Comprobar que la matriz A={ 1 0 0| esuna matriz ortogonal y calcular
010

A®y (AAT )39, donde A" esla matriz traspuesta de A.

2.2.2 (0.5 puntos) ¢Puede ser el determinante de una matriz ortogonal igual a cero? Justificar la
respuesta.
2.2.3 (0.5 puntos) Si A y B son dos matrices ortogonales de igual dimensién, analizar si A-B es

también una matriz ortogonal.
2.2.4 (0.75 puntos) Encontrar la matriz X que verifigue A°’X —2B =0, siendo
0 3

B={2 0
3 4
PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 puntos)

Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2

3.1 Dados los puntos A(1,-2,1) y B(3,4,3), y larecta r = g = y;lZ =z-1, se pide:

3.1.1 (1 punto) La ecuacion del plano 7, respecto al cual A y B son puntos simétricos.

3.1.2 (0.5 puntos) Comprobar que la recta r esta contenida en el plano 7z,.

3.1.3 (1 punto) La ecuacion del plano 7z, que contiene al punto A y tal que su interseccion con 7, es
larectar.

3.2 Dados el plano 7:-2x+y+2z+1=0 y el punto P(1,-2,0), se pide:
3.2.1 (0.5 puntos) Calcular la distancia del punto P al plano .

3.2.2 (1 punto) Escribir una ecuacidn de la recta perpendicular a = que pasa por el punto P.
3.2.3 (1 punto) Determinar los angulos interiores del triangulo cuyos vértices son los puntos de
interseccion del plano r con los tres ejes coordenados.

PREGUNTA 4: ANALISIS (2,5 puntos)

Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2

4.1 Sea la funcion real de variable real f (x)=x>—3x*+2x. Se pide:

4.1.1 (1.25 puntos) Representar graficamente la funcion f(x).
4.1.2 (1.25 puntos) Calcular el area de la region delimitada por la curva y = f(x), el eje x y las rectas
verticales que pasan por los puntos minimo y méaximo de la funcion.

4.2 Se considera un triangulo rectangulo T cuyos catetos se cortan en el origen de coordenadas del
plano; el cateto horizontal mide 4 unidades y el vertical 3. Consideramos un rectangulo R inscrito
en el triangulo T de modo que dos lados del rectingulo R estan situados sobre los catetos de T'y
uno de sus vertices esta en la hipotenusa de T. Denotamos por x la longitud del lado de R que esta
sobre el cateto mayor y por y la longitud del lado de R que esta sobre el cateto menor. Se pide:

4.2.1 (1 punto) Calcular la ecuacion de la recta que contiene a la hipotenusa del triangulo T.

4.2.2 (1.5 puntos) Calcular los valores de x e y que hacen que el area de R sea maxima y calcular
dicha area.
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Taula de la distribucié binomial (Bin(n,p)) X on
Tabla de la distribucién binomial (Bin[n,p)) F(x)=P(X<x) = z ;) Pam™
k=0

n]k][p] o001 Jopos [oio ] o20 [o25 [ o030 | 173 | o35 | o40 | o045 | o050
10 0,800  0,9500 0,9000 0,8000 0,7500 ©,7000 O,6667 0,6500 06000 05500 ©,5000
1 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
z|o 0,8801  0,9025 0,8100 0,6400 0,5625 04900 04444 04225 03600 0,3025 ©,2500
1 0,8988  0,9975 0,9200 09600 0,9375 09100 08889 08775 02400 0,775 0,7500

2 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
ilo 08703  0,8574 0,7280 05120 0,4219 0,3430 0,2963 0,2746 02160 01664 ©,1250
1 08997  0,9928 0,8720 08960 0,843 07840 07407 0O,7183 06480 05748 05000

E 1,0000 09999 09990 08920 0,8844 08730 09630 08571 09360 08085 08750

3 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4|0 08606  0,8145 0,6561 04096 0,3164 02401 0,1975 0,785  0,1286 0,0915 00625
1 0,9984  0,9860 0,9477 08192 0,7383 0B517 0,5926 05630 04752 0,210 02125

z 1,0000 0,995 09963 09728 09492 09163 O0,B88% 08735 08208 0585 06875

3 1,0000  1,0000 09992 0,9984 09961 0,991% 08877 08850 09744 02530 0,9375

4 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
5|0 08510  O,773% 0,5205 03277 0,2373 01681 0,1317 01160 O00O7FE 00503 00313
1 0,9980  0,9774 08185 07373 0,6328 05282 04609 04284 03370 0,2562 O,1875

2 1,0000 09988 09914 0,9421 0,8965 08369 07901 07648  0,6326  0,5931  0,5000

3 1,0000  1,0000 09995 08933 0,0844 08682 09547 08460 09130 08688 08125

4 1,0000  1,0000 1,0000 0,9997 0,8990 09976 09959 0,9947 09898 09815 0,9683

5 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
|0 0,8415  0,7351 0,5314 02621 0,1780 ©,1176 00878 00754 00467 0,0277 00156
1 0,9985  0,9672 0,857 06554 0,5332 04202 023512 023191 0233 0,636 0,1094

z 1,0000  0,9972 09842 09011 0,8306 0,7443 06804 06471 05443 04415 03433

3 1,0000 0,992 09987 09830 0,9624 0,9285 O0,8999 0,8BZE 08208 0,447 0,6563

4 1,0000  1,0000 09992 09984 0,9954 09831 08822 09777 09530 02308 0,8306

5 1,0000  1,0000 1,0000 0,9999 09998 09993 09986 0,9382 09959 02917 09844

L 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
7|0 0,8321 0,683 04783 0,2097 0,1335 00824 00585 00450 00280 00152 00078
1 0,8980  0,9556 0,8503 05767 0,4448 03294 02634 00,2338 01586 0,024 00625

2 1,0000 09962 09743 08520 0,7564 06471 05706 05323 04199 03164 0,2266

3 1,0000 09998 09973 09667 0,8294 08740 O,B267 08002 07102 06083  0,5000

4 1,0000  1,0000 09992 08953 0,8871 08712 09547 05444 09037 08471 07734

5 1,0000  1,0000 1,0000 09996 0,9987 0,9962 09931 08310 09812 02643 09375

L 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 09999 0,9993 09995 0,8994 09984 02963 0,9922

7 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
g|o 0,8227  0,6634 04305 0,1678 0,1001 00576 00380 00319 00168 00084 00039
1 0,8872  0,9428 0,8131 05033 0,3671 02553 0,1851 01631 0,084 00632 00352

2 0,9998 09942 08619 07968 06785 05518 04682 04278 03154 02201 0,1445

3 1,0000 0,999 09950 09437 0,8862 08059 07414 07064 05941 04770  0,3633

4 1,0000  1,0000 09996 08896 08727 08420 08121 08938 08283 07396 0,6367

5 1,0000  1,0000 1,0000 09988 0,0958 09887 09803 09747 09502 02115 08555

8 1,0000  1,0000 1,0000 0,9999 0,8996 09987 09974 09964 09915 02815 09643

7 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,999% 09993 08998  0,9993 08933 0,996

E 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
2|0 0,8135  0,6302 0,3874 0,1342 0,0751 00404 00280 0,0207 00101 00046 ©,0020
1 0,8966  0,9288 0,748 04362 0,3003 01960 0,1431 01211 00705 00385 00195

z 0,8988  0,991€ 0,9470 0,7382 0,6007 04628 03772 0,3373 02318  0,1485 00898

3 1,0000  0,9984 09917 09144 08343 07287 06502 06089 04326 03614 0,2539

4 10000  1,0000 09991 09804 09511 089012 O,8552 08283 07334 06214 0,5000

5 1,0000  1,0000 09998 09969 0,9900 05747 09576 0,5464 0,9006 08342 0,746

& 1,0000  1,0000 1,0000 09997 0,9987 0,9957 09917 0,9BEE  0,9750 09502 0,9102

7 1,0000  1,0000 1,0000 10000 0,8999 0,8996 09990 08986 09962 08909 0,9805

8 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 05999 08999 09957 08992 0,9980

3 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

23 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Julio Reserva 2026 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

n[k|p] oo [ ops [oio ] ozo Jozs | 030 | 1/3 0,35 0,40 0,45 0,50
10| 0 09044 05987 03487 0,1074 0,0563 00282 00173 00135 00060 00025 00010
1 09957 08139 07361 0,3758 0,2440 0,1493 00,1040 00860 00484 00233 00,0107
2 09998 09885 09298 06778 05256 O,3828 02991 02616 0,673 00996 0,0547
3 1,0000  0,9930 08872 06791 0775% 06496 05583 05138 03823 02660 01719
4 1,0000  0,999% 09984 09672 0,821% 08457 OTFEES 07515 06331 05044 05770
5 1,0000  1,0000 09933 09336 09803 09527 09234 09051 08338 07384 06230
g 1,0000 10000 10000 09991 09985 09854 09803 09740 09452 08930 08281
7 1,0000  1,0000 10000 03399 09996 0,9984 09966 09352 02877 09726 09453
& 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 0,9883 09996 09335 09383 09955 0,9283
g 1,0000  1,0000 10000 10000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 02993 09937 0,9990
10 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000
1| o 0,8953 05688 03138 0,0859 0,0422 00192 00116 00088 00036 00014 00005
1 09948 08981 06974 0,3221 0,1971 0,1130 00751 00606 00302 00138 00058
2 09998 09848 09104 0,6174 0,4552 0,3127 02341 02001 01188 00852 00327
3 1,0000  0,9984 09815 08389 07133 05696 04726 04256 072963 01911 01133
4 1,0000 09999 09972 08496 0,8854 O,7897 O7F110 06683 05328 03971 02744
5 1,0000 10000 09937 09883 09657 09218 0E77® 08513 07535 06331 05000
g 1,0000  1,0000 1,0000 08980 0,9924 09784 09614 0,9489 09006 08262  0,7256
7 1,0000 10000 10000 09998 09988 09957 09912 09878 02707 09390 08867
g 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 09994 09986 09980 09941 09852 09673
g 1,0000  1,0000 10000 10000 1,0000 1,0000 03999 09398 09993 09978 09341
10 1,0000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 09998 033895
11 1,0000  1,0000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000
12| 0 08884 05404 02824 0,0687 00317 00138 00077 00057 00022 00008 00002
1 09938 08816 06530 0,274% 0,1584 O,0850 00540 00424 00196 00083 00032
2 0,988 09804 08881 05583 0,307 02528 01811 0,1513 00834 00421 00183
3 1,0000 08978 09744 07946 0,6488 04825 03931 03467 02253 01345 00730
4 1,0000  0,8998 09957 09274 0,8424 07237 06315 05833 04382 03044 01938
5 1,0000  1,0000 09935 08806 09456 08822 0B223 OFET3 06652 05268 03872
g 1,0000 11,0000 09999 08361 09857 09614 09336 09154 08418 07393 06128
7 1,0000 10000 10000 09994 09972 09905 09812 09745 09427 08383 08062
g 1,0000 11,0000 1,0000 08999 09996 09983 09961 0,9944 (09847 09644 09270
g 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 09998 09995 09992 08972 09921 09807
10 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 09938 08997 09933 09968
11 1,0000 11,0000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 09993 09998
12 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000
13| 0 08775 05133 0,2542 0,0550 0,0238 00087 00051 00037 00013 00004 00001
1 09928 08846 06213 0,2338 0,1267 00837 00385 002868 00126 00043 00017
2 09987 08755 08661 05017 0,3326 0,2025 00,1387 0,1132 00579 00263 00112
3 1,0000 09969 09658 07473 05843 04206 03224 02783 0,686 00925 00481
4 1,0000  0,8937 09935 09009 07940 06543 05520 05005 03530 02279 01334
5 1,0000  1,0000 09931 09700 0,9198 0,8346 07587 O,7159 05744 04268  0,2905
& 1,0000 10000 09933 08330 08757 09376 OB965 08705 07712 06437 05000
7 1,0000 11,0000 10000 09988 0,9944 09818 09853 0,9538 02023 08212 07085
B 1,0000 10000 10000 08388 09980 09960 09312 09874 02678 09302  OF6GE
g 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,999% 09993 09984 09575 09922 09797  0,9539
10 1,0000 11,0000 10000 10000 1,0000 09983 09398 09937 09367 09953 09888
11 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 02995 09995 09983
12 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 10000 09999
13 1,0000  1,0000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000
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Soluciones

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)

El 44% de los estudiantes de una universidad son hombres y el 56% mujeres. Un 20% de los hombres

abandonan los estudios antes de acabar y un 15% en el caso de las mujeres. Se pide:

1.1 (0.75 puntos) Calcular el porcentaje de estudiantes que finaliza sus estudios.

1.2 (0.75 puntos) Si se elige un estudiante que ha abandonado los estudios, calcular la probabilidad
de que sea mujer.

1.3 (1 punto) Si se eligen a 7 alumnos masculinos, calcular la probabilidad de que al menos 3 de ellos
finalicen sus estudios.

Supongamos que son 1000 estudiantes. EI 44% de los estudiantes de una universidad son hombres >
0.44 - 1000 = 440 estudiantes son hombres y el 56% mujeres - 0.56 - 1000 = 560 estudiantes son
mujeres. Un 20% de los hombres (440) abandonan los estudios antes de acabar - 0.20 - 440 = 88
estudiantes masculinos abandonan los estudios y un 15% en el caso de las mujeres - 0.15 - 560 = 84
estudiantes femeninos abandonan.
Ponemos estos datos en una tabla.

Abandonan Finalizan
Hombres 88 440
Mujeres 84 560
TOTALES 1000

Completamos la tabla.

Abandonan Finalizan
Hombres 88 352 440
Mujeres 84 476 560
TOTALES 172 828 1000

1.1 De los 1000 estudiantes 828 finalizan los estudios. El porcentaje de estudiantes que finalizan los
estudios es 828 _ 0.828, es decir, el 82.8%.
1000

1.2 Hay 172 estudiantes que abandonan y 84 son mujeres. Aplicando la regla de Laplace la

probabilidad de que el estudiante que abandona sea mujer es de % = 21 =0.4884.

43

1.3 Consideramos la variable aleatoria X que cuenta el nimero de estudiantes masculinos que
finalizan los estudios de un grupo de 7 estudiantes masculinos.
Esta variable es una binomial donde n = nimero de repeticiones = 7 y p = probabilidad de que un
estudiante masculino finalice los estudios=1-0.2 =0.8. X=B(7,0.8).
Como esta binomial no aparece en la tabla proporcionada cambiamos a la variable aleatoria Y que
cuenta el nimero de estudiantes masculinos que abandonan los estudios de un grupo de 7
estudiantes masculinos.
Esta variable es una binomial donde n = nimero de repeticiones = 7 y p = probabilidad de que un
estudiante masculino abandone los estudios =0.2. Y = B(7, 0.2).

Debemos calcular P(X >3).
P(X 23)=P(X =3)+..+P(X =7)=P(Y =4)+..+P(Y =0)=P(Y <4).
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Si miramos en la tabla encontramos que esta probabilidad vale 0.9953.

nfklp] o001 0,05 | 0,10 | 0,20 |
A ——
1|0 0,9900  0,9500 0,9000 0,8¢00
1 1,0000  1,0000 1,0000 1,0400
2|o 0,9801  0,9025 0,8100 0,6400 |
1 0,9999  0,9975 0,9900 0,900
2 1,0000  1,0000 1,0000 1,000
3|0 0,9703  0,8574 0,7290 0,5]20 |
1 0,9997  0,9928 0,9720 0,8460 |
2 1,0000  0,9999 0,9990 0,9920 |
3 1,0000  1,0000 1,0000 1,0[00
4|0 0,9606  0,8145 0,6561 0,4996 |
1 0,9994  0,9860 0,9477 0,8|92 |
2 1,0000  0,9995 0,9963 0,9]28 |
3 1,0000  1,0000 0,9999 0,9%84 |
4 1,0000  1,0000 1,0000 1,0900
s|o 0,9510  0,7738
1 0,9990  0,9774
2 1,0000  0,9988
3 1,0000  1,0000
4 1,0000  1,0000
5 1,0000  1,0000
6|0 0,9415  0,7351
1 0,9985  0,9672
2 1,0000  0,9978
3 1,0000  0,9999
4 1,0000  1,0000
5 1,0000  1,0000
6 1,0000  1,0000
7o 0,9321  0,6983
1 0,9980  0,9556
2 1,0000  0,9962
3 1,0000  0,9998
4 Ty NI 1y WIILILY
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2.1 Se consideran la matriz A, dependiente del pardmetro real a, y el vector w, siguientes:
11 a

A=[2 3 1|, w=(1 0 -1)
a 2 0

donde T indica transpuesta. Se pide:
2.1.1 (1 punto) Calcular el rango de A en funcion del parametro a.
X

2.1.2 (0.75 puntos) Discutir el sistema A-| y =W
Z

2.1.3 (0.75 puntos) Calcular el valor de z en funcién de a cuando el sistema es compatible
determinado.

2.1.1 Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

1 1 a
|Al=]2 3 1|=0+a+4a-3a’-0-2=-3a*+5a-2
a 2 0
-5+1 4 |2 a
5+ /5°-4(-3)(-2) -5+1 | 5 6 |3
|Al=0=-3a’+5a-2=0=a= J 2 é) )(2)_ Sglz 6 6 3
=l g3
-6
Analizamos tres casos diferentes.
CASO 1. a;t% y a=l
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3.
2
CASO 2. a= 3
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
1 1 2/3
LamatrizAqueda A= 2 3 1 |[.Consideramos el menor de orden 2 que resulta de
2/3 2 0
quitar la primera columna y la primera fila y calculamos su determinante:

31
‘2 0‘:0—2=—2¢0.EI rango de Aes 2.

CASO 3. a=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
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111

Lamatriz Aqueda A=|2 3 1 |.Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar
120

la primera columna y la primera fila y calculamos su determinante:

1
‘:0—2:—2¢0.E|
0

rango de A es 2.

Conclusién: Si a:&% y a=lelrangode Aes3ysi a=10 azg el rango de A es 2.

X 1 1 a)(x 1
2.1.2 El sistema A-| y |=w eselsistema |2 3 1| y|=| O |.Este sistema tiene como matriz
z a 2 0)\z -1
1 1 a 1 1 al
de coeficientes A=2 3 1 |ycomomatrizampliada A/B=|2 3 1 0
a 2 0 a 2 0 -1

En el apartado anterior hemos visto que el determinante de la matriz de coeficientes se anula

2 . .
para a=1y a= 3 Analizamos tres casos diferentes.

CASO 1. a;t% y a=l

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, el rango de la matriz ampliada
también es 3, asi como el numero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una
unica solucion).

CASO 2. a =§
En este caso hemos visto que el rango de A es 2.
1 1 2/3 1

La matrizampliada queda A/B=| 2 3 1 0 |.Consideramos el menor de orden 3
2/13 2 0 -1

que resulta de quitar la primera columna y calculamos su determinante:

1 2/3 1
3 1 0(=-1+0+0-2+2-0=-1#0
2 0 -1

Como el determinante es distinto de cero el rango de la matriz ampliada es 3, distinto del
rango de A que es 2.
El sistema es incompatible (sin solucion).

CASO 3. a=1
En este caso hemos visto que el rango de A es 2.
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1 111
La matriz ampliada queda A/B=|2 3 1 0 |.Podemos observar que la columna 42 se
12 0-1

puede obtener como 2 - Columna 32 —Columna 12, Por lo que el rango de A/B es 2 como el de
la matriz A. De todas formas, para confirmarlo consideramos el menor de orden 3 que resulta
de quitar la primera columna y calculamos su determinante.

1
0|=-1+0+0-2+3+0=0

N oW e
o R K

El rango de la matriz ampliada es 2. Los rangos de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada

son iguales a 2, menor que el nimero de incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado
(infinitas soluciones).

Conclusion: Si a¢§ y a=1 el sistema es compatible determinado (una Unica solucion), si

a= 3 el sistema es incompatible (sin solucion) y si a=1 el sistema es compatible indeterminado

(infinitas soluciones).

2.1.3 Para a ¢§ y a=1 el sistema es compatible determinado.

1 1 a)(x 1
El sistemaes|2 3 1| y|=|0
a 2 0)\z -1
Utilizamos el método de Cramer para determinar el valor de z.

11 1
2 3 0

,_la 2 -4 -3+0+4-3a+2-0_  3-3a _ SfHA¥a)
11 a -3a%+5a-2 -3a’+5a-2 5 (a_ZJ
2 31 3
a 2 o0

1 1 | 3

. 2 3a-2 [3-2
3 3

Para a 7&% y a=1 el sistema es compatible determinado y el valor de zes z = 3a_2
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2.2 Las matrices cuadradas que verifican que su inversa es igual a su traspuesta se llaman matrices
ortogonales. Se pide:

0 01
2.2.1 (0.75 puntos) Comprobar que la matriz A={1 0 0 | esuna matriz ortogonal y calcular
010

A*y (AAT )39, donde AT es la matriz traspuesta de A.

2.2.2 (0.5 puntos) ¢Puede ser el determinante de una matriz ortogonal igual a cero? Justificar la
respuesta.

2.2.3 (0.5 puntos) Si A y B son dos matrices ortogonales de igual dimensién, analizar si A-B es
también una matriz ortogonal.

2.2.4 (0.75 puntos) Encontrar la matriz X que verifigue A°X —2B =0, siendo

0 3
B=|2 0
3 4
010
2.2.1 La traspuesta de la matriz Aes A" =0 0 1 |.Comprobamosque A-A" =A"-A=1d.
1 00
0 1)Y0 1 O 0 0
A-A'={1 0 0/|0 0 1|=|0 1 =1d
1 0)l1 O 0 0 1
0 1 0y0 O 1 00
AT-A={0 O 10 = 1 =ld
1 0 0/{0 1 01

Se cumple la igualdad y la matriz A" es la inversa de la matriz A.
Calculamos A*.

A=A.A=A"A=1d

A _ p36+2 =(A3)12-A2 =(|d)12_AT AT

Tenemos que A® = AT,
Calculamos (AAT )39. Sabemos que A-A' =1d.

(AaT)” =(1d)” = 1d
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39
Tenemos que (AA)” =1d.
2.2.2 Una matriz ortogonal tiene inversa, por lo que su determinante no puede ser cero.

2.2.3 Si Ay B son ortogonales entonces A-A" =1d y B-B" =Id . Investigamos que ocurre con el
producto (AB)-(AB)'.

(AB)-(AB)" = ABBTA” = A-1d-A” = AA = Id

Anélogamente se puede probar que (AB)T (AB)=1d.
El producto de dos matrices ortogonales es otra matriz ortogonal.

2.2.4 Despejamos X en la igualdad.

A’X -2B=0=A’X =2B=ATA-AX =2A'B=Id-AX =2A'B=

= ATAX =2ATA'B=|X =2A'A'B

Hallamos la expresion de la matriz X.

0 1 0)0 1 0)0 3
X=2ATATB=2|0 0 1(/0 0 1|2 0|=
1 0 0)\1T 0 O 4
0 0 1)y0 3 3 4 6 8
=21 0 0|2 0|=2/0 3|=|0 6
01 0)\3 4 2 0 4 0

3><><2—>3><2

La matriz X tiene la expresion X =

~ O O

8
6.
0
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3.1 Dados los puntos A(1,-2,1) y B(3,4,3), y larecta r = g = y;lZ =z-1, se pide:

3.1.1 (1 punto) La ecuacion del plano 7, respecto al cual A 'y B son puntos simétricos.

3.1.2 (0.5 puntos) Comprobar que la recta r esta contenida en el plano 7z,.

3.1.3 (1 punto) La ecuacion del plano 7z, que contiene al punto A y tal que su interseccion con 7, es
larectar.

3.1.1 Si el punto B es simétrico de A respecto del plano 7, entonces este plano contiene el punto

medio C del segmento AB. Ademas, el vector AB es un vector normal del plano. También nos
sirve como vector normal el vector CB

B

+
;
I
.

A

Al —2,1)} Lo (L-21)+(343) _ (212)

B(3,4,3) 2

2,1,2)

B(3,4,3)} =CB=(3,4.3)-(212)=(131)

C(212)en, } C(212)en,
=

. =2+31+2+D=0=>
n,=CB :(1,3,1)

7w X+3y+z+D=0

=7+D=0=>D=-7={z,:x+3y+2-7=0)

La ecuacion del plano es 7, : x+3y+z-7=0.

3.1.2 Para que la recta r esta contenida en el plano 7, basta que 2 puntos de la recta estén en el
plano.

X=2a
_x y-2 z-1 R (0.21) _
" z=1+a

Obtenemos un segundo punto de la recta.
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X=2
Sia=1={y=2-1=1=0Q,(2,1,2)er
z=1+1=2

¢Esta el punto Q,(2,1,2) enel plano 7z, :x+3y+z—7=0?

i X+3y+z2-7=0

Q(212) 5 }:>¢Z+3-1+2—7:0?:iiSI!!
(Q (&L 2)ern:

¢Esta el punto P, (0,2,1) enel plano 7z, :x+3y+z-7=0?

m X+3y+z2-7=0

P(021) 7 }:>¢O+3-2+1—7=0?:>558I!!
¢RI 0,2 )ern

Los dos puntos estan en el plano y por tanto, todos los puntos de la recta estan en el plano. La
recta r esta contenida en el plano 7.

3.1.3 El plano 7, contiene el punto Ay la recta r. Este plano tiene como vectores directores el

vector director de la recta y el vector AP .

X y-2 z-1 3(0’2’1)
r=—=——=—7-=4_.

2 -1 1 7|y =(2-11)
7 (0.22) AP, =(0,2,1)—(1-2,1)=(~1,4,0
a2~ W = 0.2)-(-20)=(-140)
A(L-21)ex, x-1 y+2 z-1
u=v,=(2-11) (=z:l2 -1 1|=0=
w-AP=(-L40)) [T 40

=0-y-2+82-8-z+1-0-4x+4=0=>

= —4X-y+772-5=0=|7,:4X+y-72+5=0

La ecuacion del plano es 7, :4x+y—-7z+5=0.
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3.2 Dados el plano 7:-2x+y+2z+1=0 y el punto P(1,-2,0), se pide:
3.2.1 (0.5 puntos) Calcular la distancia del punto P al plano 7.

3.2.2 (1 punto) Escribir una ecuacion de la recta perpendicular a = que pasa por el punto P.
3.2.3 (1 punto) Determinar los angulos interiores del triangulo cuyos vértices son los puntos de
interseccion del plano 7 con los tres ejes coordenados.

3.2.1 Calculamos la distancia pedida.

P(l,—2,0)
mi=2X+Yy+2z+1=0

_|F21-2+2.0+1 3
(-2 +12422 3

1

}:d(p,ﬁ)

La distancia del punto P al plano r vale 1 unidad de longitud.

3.2.2 La recta perpendicular a = que pasa por el punto P tiene como vector director el vector normal
del plano.

7i=2X+y+22+1=0=n=(-212)

P(L-2,0)er } x=1-24
- - =>|riqy=-2+4;1eR
v, =n=(-2,1,2) Y
X=1-21

La recta tiene ecuaciéon r:sy=-2+4; 1eR.
z2=27

3.2.3 Hallamos los puntos de corte del plano con los ejes de coordenadas.

T—2X+Yy+2z+1=0
_ y=0 :—2x+0+2-0+1=0:>—2x+1=0:>x=1:>A 1,0,0
EjeOX — 2 2
z=0
Ti-2X+y+2z+1=0
x=0 =-2:0+y+2:0+1=0=y+1=0= y=-1= B(0,-1,0)
z=0

EjeOY —>{

m=2X+Yy+2z+1=0
x=0 :>—2-0+O+22+1:0:>22+1:0:>z:_?l:C(0,0,_?lj
y=0

EjeOZ —>{

Hallamos los vectores que unen los vértices del triangulo ABC entre si y el angulo que forman
entre ellos.
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1
Al =,0,0 . _
(2 j AB:(0,—1,0)—(%,0,0):(?1,—1@) ‘E-E‘
B(O,—l,O) = 2COS(A48.,E)=:=
1 E=(0,0,L1J—(1,0,0j=(_—1,0,_—1j 48| |Ac|
c(o,o,—j 2 ) \2 272
2
-1 -1 -1 1
falie)
- 2 2 2__2 —|A=cos™ (@] =71.57°
-1 , (-1 10
— | +(-1) +0°%, || — | +0*+
2 2
A(1 0 0) 1 1
2 Bc=[o,o,?)—(o,—1,o)=(o,1,?j ‘BC BA‘
B(0,-10) }= = c0s(BC, BA) = —=r—
. ﬁ:_ﬁ:(l,l,oj Bcf{eA]
c[o,o,—j 2
2
25
011 >,1,0
_ ( 202 N . IR B/:\cosl(ﬂj:36.87°
02 12 _1 ? 1 ? 12 02 \/7 § 5 5
+1°+] — 5 +1° + 2\ 2
A(%,0,0j _ 11
B(0,-1,0) = = cos(CA, CB) SN
. @:_%:[o,_l,l \CA\'\CB\
c(o,o,—j 2
2
1 1 1
) J
= 2.2 2 C =cos (\410_0}:71.570

B 2 2
() o) (3] N
2 2
El triangulo ABC es un triangulo isésceles teniendo dos angulos iguales A = C = 71.57°y otro
angulo desigual B = 36.87°.
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4.1 Sea la funcion real de variable real f (x)=x’—3x*+2x. Se pide:

4.1.1 (1.25 puntos) Representar graficamente la funcion f(x).
4.1.2 (1.25 puntos) Calcular el &rea de la region delimitada por la curva y = f(x), el eje x y las rectas
verticales que pasan por los puntos minimo y maximo de la funcion.

4.1.1 El dominio de la funcion es R . La funcion es continua y derivable en todo su dominio.
Hallamos los puntos de corte con los ejes de coordenadas.

x=0= f(0)=0°-3-0°+2:0=0=[A(0,0)

x=0->A(0,0)
+./(=3)° —4-2
Y=0:>X3—3x2+2x:0:>x(x2—3x+2):0:> X>—3x+2=0>x= ( 2) =
3-1
3i1 == -=1=x-[B(10)
2|l

=2=x-[C(2,0)

2

Los puntos de corte con los ejes de coordenadas son A(0, 0), B(1, 0) y C(2, 0).
Hallamos los puntos criticos de la funcion.

f(x)=x"-3x*+2x= f"(x)=3x* —6x+2

6+y(-6)"-4-32 6+12 3443
23 6 3

f'(x)=0=3x"-6x+2=0=x=

3-3 3+43

La funcion tiene dos puntos criticos: x = 3 =042y x= 3 =1.58.

e Enelintervalo [—w,#] tomamos X =0 y la derivada vale
f’(0)=3-0°-6-0+2=2>0. La funcion crece en (—w,#} :

3-43 3+43

e Enelintervalo ( 3 ] tomamos X =1y la derivada vale

3-3 3+\/§].

f’(1)=3-1"-6-142=-1<0. La funcion decreceen( 3 3
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e Enelintervalo {3+3\/§,+oo] tomamos X =2 vy la derivada vale

f'(2):3-22 —6-2+2=2>0. La funcién crece en [#,-FOOJ.

La funcion crece en (—oo, 3_3\/§JU(3+3\/§ , 400

3—

N—

y decrece en (

3-3 3+\/§]_

3 3

&

La funcion tiene un maximo relativo en x = =0.42 y un minimo relativo en

343 _1 58. Como f[3_*@):(3_@]3—3[3_J§J2+23_\/§=2J§ y
o 3 3 9

w ‘

3 3 3

f(3+J§):(3J§T_3[3+J§I+23+\/§:—2J§

el maximo relativo tiene coordenadas

3 3 3 3 9
(ﬁ 23 3+13 z_ﬁj

—— | y el minimo relativo ,
3 9 3 9

Hacemos una pequefia tabla de valores y dibujamos la gréafica.

x | f(x)=x>-3x"+2x -
-1 -6
0 0 o
1 0
2 0
3 6 3

3T +2x

Midximo

Minime

§
[3%]

4.1.2 Hacemos un dibujo de la region de la cual queremos hallar el area.
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T —3x"+2x

Minimo

- e e o e e
Ll

/

El recinto tiene dos partes simétricas. Hallamos el area de la primera de ellas y el area total sera

3-43

el doble de la integral de X=T:0.42 alde f(x)=x>-3x"+2x.

4 1

I;_Jgf(x)dx:ﬁ_ﬁﬁ—3x2+2xdx:[%—x3+x2} =
3

3

] et
:E_lﬁrf} 3 _(3—@J+[ﬂJ 11 5

4 3 3

El area de la region delimitada por la curva y = f(x), el eje x y las rectas verticales que pasan por

los puntos minimo y maximo de la funcién vale 2-3—‘2 = % =0.2778 unidades cuadradas.
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4.2 Se considera un triangulo rectangulo T cuyos catetos se cortan en el origen de coordenadas del
plano; el cateto horizontal mide 4 unidades y el vertical 3. Consideramos un rectangulo R inscrito
en el triangulo T de modo que dos lados del rectdngulo R estan situados sobre los catetos de T'y
uno de sus vértices esta en la hipotenusa de T. Denotamos por x la longitud del lado de R que esta
sobre el cateto mayor y por y la longitud del lado de R que esta sobre el cateto menor. Se pide:
4.2.1 (1 punto) Calcular la ecuacién de la recta que contiene a la hipotenusa del triangulo T.

4.2.2 (1.5 puntos) Calcular los valores de x e y que hacen que el &rea de R sea maxima y calcular
dicha area.

4.2.1 Los vértices del triangulo rectangulo T son A(0,0), B(0,3) y C(4,0). La recta que contiene a la
hipotenusa debe pasar por B(0,3) y C(4,0).

B(0,3 — — — —
( )}3m=0—2=73:> y—0=73(x—4):> y=—3x+3

4.2.2 El area del rectangulo es el producto de la base por la altura.
-3 -3
A(X)=X-y=xX| —x+3|=—x*+3x
(x)=x-y ( 2 ) 2
Averiguamos cuando se anula la derivada del area.

A(x):_T3XZ+3x:> A'(X)=%3X+3

A'(x):O:>_73x+3:03—3x+6:0:>—x+2:0:

Existe un punto critico. Sustituimos x =2 en la segunda derivada para decidir si es maximo o
minimo.
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A'(x):‘;“s:A"(x):‘;:A"(z):‘;’w

La primera derivada se anula para x =2 y la segunda toma valor negativo. La funcion tiene un
maximo relativo para x = 2. Para este valor tenemos que y = _73 2+3=15.

El area maxima se consigue con un rectangulo de lados 2 y 1.5 siendo un area maxima con valor
de 2 - 1.5 = 3 unidades cuadradas.
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BAREMO DEL EXAMEN: Cada pregunta se puntuara hasta 2,5 puntos.

La calificacion del examen sera la suma de las calificaciones de cada pregunta.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan
realizar calculos simboélicos ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora,
los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debidamente justificados.

A partir de la tercera falta de ortografia se deduciran -0,10 puntos hasta un maximo de un punto.

Por errores en la redaccion, en la presentacion, falta de coherencia, falta de cohesion, incorreccion
Iéxica e incorreccion gramatical se podré deducir un maximo de medio punto.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)

En un pais se ha detectado una enfermedad X transmitida por el virus VirusX. Se sabe que la

enfermedad la padece el 20% de la poblacién. Para detectarla, se usa un test de antigenos que, entre

personas enfermas da positivo en el 90% de los casos y entre personas sanas da positivo en el 5% de

los casos. Se pide:

Responda a todos los apartados

1.1 (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que, al realizar el test a una persona del pais al azar,
dicho test dé positivo.

1.2 (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que una persona esté sana sabiendo que ha dado positivo
en el test.

1.3 (1 punto) Si tomamos 8 personas de la poblacion al azar, ¢cudl es la probabilidad de que como
maximo dos de ellas tengan la enfermedad?

PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 puntos)

Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2

2.1 El estado tensional en un punto de un solido elastico se define a partir de una matriz cuadrada T

X
de orden 3. El vector tension en la direccion de v=| y | viene dado por u = Tv. Para
z
2 m 0 4
T=m 2 0|yu=| 4|,
0 0 1 -2

se pide:

2.1.1 (1 punto) Discutir el sistema de ecuaciones lineales Tv = u en funcién del pardmetro real m.
2.1.2 (0.75 puntos) Resolver el sistema Tv = u param = —1.

2.1.3 (0.75 puntos) Se llaman tensiones principales de T a los valores reales a tales que
det(T —al ) =0, siendo I la matriz identidad. Calcular las tensiones principales para m = 2.
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2.2 Decimos que una matriz cuadrada es ortogonal cuando su matriz inversa coincide con su matriz
transpuesta. Se pide:
2.2.1 (0.75 puntos) Comprobar que para todo valor real a la matriz

cos(a) sin(a)
A= .
—sin(a) cos(a)
es ortogonal.
2.2.2 (0.75 puntos) Determinar los valores de a y b para que la matriz

0 0 a
B={0 1 O
b 00

sea ortogonal. ;Cuantas matrices ortogonales de esta forma existen?
2.2.3 (1 punto) Resuelve la ecuacion matricial con incognita X

10 2 1
BX+/0 1|=/0 2],
11 10

donde B es una matriz ortogonal como la del apartado anterior.

PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 puntos)

Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2

3.1 Dada larecta r :g = y_+11 = ZT_ly el plano: 2x + my + z — 3 =0, se pide:

3.1.1 (0.5 puntos) El valor de m para el que w y r son perpendiculares.

3.1.2 (0.75 puntos) El valor de m para el que r y r son paralelos.

3.1.3 (1.25 puntos) Calcular, cuando sea posible, el punto de interseccion entre r y r en funcion del
parametro real m.

3.2 Consideramos la recta s del espacio con ecuacion:
x—1 z-1

I ooy1=2

0 -1
Se pide:
3.2.1 (0.5 puntos) Encontrar una ecuacion del plano que pasa por el punto (1,1,1) y es
perpendicular a s.
3.2.2 (1 punto) Encontrar los puntos de la recta s que estan a distancia 4 del origen.
3.2.3 (1 punto) Calcular el angulo que forma la recta s con el eje Z.

PREGUNTA 4: ANALISIS (2,5 puntos)

Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2

X+1

4.1 Consideremos la funcién real de variable real f (x)=— .
x* +

. Se pide:

4.1.1 (0.5 puntos) Hallar el dominio y estudiar la continuidad de la funcion f.
4.1.2 (0.5 puntos) Hallar las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién

f.
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4.1.3 (1 punto) Calcular, si existen, los valores maximos y minimos relativos y absolutos de la
funcion f.
4.1.4 (0.5 puntos) Representar la funcion f.

4.2 Un decorador desea pintar una pared rectangular de 12 metros de largo por 3 de alto. Para ello
supone que la esquina inferior izquierda de la pared corresponde al origen de coordenadas de un
plano y pinta en la pared la curva de ecuacion

f(X)ICOS(%Xj-FZ.

A continuacion, el decorador colorea en rojo la parte de la pared que queda por encima de la
curva y en verde la que queda por debajo. Se pide:

4.2.1 (1.25 puntos) Dibujar la parte de la curva anterior que corresponde a la pared, detallando los
cortes con los ejes, los extremos absolutos, y la monotonia de la funcién en el intervalo [0,12].

4.2.2 (1 punto) Calcular el area de la pared que tiene color verde y la que tiene color rojo.

4.2.3 (0.25 puntos) La parte verde se pinta usando botes de pintura capaces de cubrir 3 metros
cuadrados cada uno. ¢Cual es el minimo nimero de botes que vamos a necesitar para pintar la
parte verde?
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Taula de la distribucié binomial (Bin(n,p)) X on
Tabla de la distribucion binomial (Bin|n,p)) Fx)=P(X<x)= z (k) prgnk
k=0

nlklpl o001 [ o005 [o10] o020 Jo2s [ o030 | 173 | 035 | o040 | o045 | o050
100 0,9900  ©0,9500 0,9000 0,8000 0,7500 0,7000 O,6667 0,6500 0,000 05500 0,5000
1 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
z2|lo 0,9801  ©0,9025 0,8100 0,6400 0,5625 04900 04444 04225 0,3600 0,3025 0,2500
1 0,9992  0,9975 0,9900 0,9600 0,9375 0,9100 O,8889 O,8775  0,8400 0,7975 0,7500
1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000

=] 09703  0,8574 0,7280 05120 04218 0,3430 0,2963 0,2746 0,2160 0,664 0,1250
1 0,9997  0,9928 0,9720 0,8960 0,8438 07840 07407 07183 06480 05748 0,5000

2| 1,0000 09995 09990 0,9920 0,9844 0,9730 0,9630 0,9571  0,9360 0,908 08750

3 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4|0 0,9606  0,8145 06561 04096 0,3164 0,2401 0,1975 00,1785 0,129  0,0915 0,0625
1 0,2994 09860 09477 0,8192 07383 06517 05326 05630 04752 03810 03125

2 1,0000 09995 09963 09728 0,9492 09163 0,888% 0,8735 0,8208 0,7585 0,687%

3 1,0000  1,0000 09999 0,9984 0,9961 0,991% 09877 0,9850 0,9744  0,9580 0,9375

4 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
5|0 08510  ©0,7738 0,5908 0,3277 0,2373 0,1681 0,1317 00,1160 00778 0,080 00313
1 0,9990  0,9774 09185 0,7373 06328 0,5282 04609 04284 0,3370 02562 0,1875

2 1,0000 09988 09914 0,9421 0,8965 0,836% 0,7901 0,7648 0,6826 0,5831 0,5000

3 1,0000  1,0000 09995 0,9933 0,9844 0,9692 0,9547 0,9460 02130 08688 08125

4 1,0000  1,0000 1,0000 0,9997 0,9990 0,9976 0,9958 0,9947 02898  0,9815 0,9688

5 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000
6|0 09415  0,7351 0,5314 0,2621 0,1780 0,1176 00878 00754 00467 00277 00156
1 0,9985  0,9672 0,8857 0,6554 0,5335 04202 03512 03191  0,233%3 01636 0,1094

2 1,0000 09978 09842 0,9011 0,8306 0,7443 0,6804 0,6471 05443 04415 0,3438

3 1,0000 09995 09987 0,9830 0,9624 0,9285 0,8999 O,8B26 0,820  0,7447 0,6563

4 1,0000  1,0000 09992 0,9984 0,9954 0,9891 09822 09777  0,2590  0,2308 0,3906

5 1,0000  1,0000 1,0000 0,9999 0,9998 0,9993 09986 09982  0,9%55 08817 0,5844

[ 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
7|0 0,8321  0,6983 04783 0,2097 0,1335 00824 0,0585 00480 00280 00152 0,0078
1 0,9980 00,9556 0,8503 05767 04449 0,3294 0,2634 0,2338 0,1586 0,1024 0,0625

2 1,0000 09962 09743 0,8520 0,7564 0,6471 05706 00,6323 041985 03164 00,2266

3 1,0000 09998 09973 0,9667 0,9294 0,8740 0,8267 00,8002 0,7102 06083  0,5000

4 1,0000  1,0000 09998 0,9953 0,9871 0,9712 0,9547 09444 02037 08471 0,7734

5 1,0000  1,0000 10000 0,9996 0,9987 0,9962 09931 09910 02812 09643 09375

8 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,999% 0,9993 0,9995 0,9954 09984  0,9963 09922

7 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000
glo 0,9227  0,6634 0,4305 0,1678 0,1001 00576 00390 00319 00168 00084 0,0039
1 0,9873 0,9428 0,8131 05033 0,3671 0,2553 0,1851  0,16%1  0,1084 00632 0,0352

2 0,9993  0,9942 0,961% 0,7969 06785 0,5518 04682 04278 03154 02201 0,1445

3 1,0000 09996 09950 0,9437 0,8862 0,805% OF414 O,70684 05841 04770  0,3633

4 1,0000 1,0000 09996 09896 0,9727 0,9420 09121 0,899 0,8263 0,7396 0,6367

5 1,0000  1,0000 1,0000 0,9988 0,9958 0,9887 0,9803 0,9747  0,9502  0,8115  0,8555

[ 1,0000  1,0000 1,0000 0,9999 0,999& 0,9987 09974 09964 02915 09819 0,9648

7 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999% 09998 0,9988  0,9993  0,9983  0,9961

g8 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
8|0 08135  0,6302 0,3874 0,1342 0,0751 0,0404 00260 00207 00101 00046 0,0020
1 0,9966  0,9288 0,7748 04362 0,3008 0,1960 00,1431 01211 00705  0,0385 00195

2 0,9998  0,9916 0,9470 0,7382 06007 04628 03772 00,3373 0,231 01485 0,0898

3 1,0000 09994 09917 09144 0,8343 0,7297 0,6503 00,6089 04826 03614 0,2532

4 1,0000  1,0000 09991 09804 0,9511 0,9012 0,8552 00,8283 0,7334 0,6214 0,5000

5 1,0000  1,0000 09992 0,9969 0,9900 0,9747 09576 0,9464 0,2006 0,8342 0,7461

8 1,0000  1,0000 1,0000 0,9997 0,9987 0,9957 0,9917 0,9888 09750 08502 09102

7 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,9993 0,9996 0,9990 0,9986 0,9962  0,9209  0,9805

8 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 02999 0,9959 09997  0,9992 0,9980

3 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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n[k|p] oo [ ops [o10 ] oz0 Jozs [ o230 | 1/3 | 03 | o040 0,45 0,50
10| 0 09044 05987 03487 0,1074 0,0563 00282 00173 00135 00060 00025 00010
1 09957 08139 07361 0,3758 0,2440 0,1493 00,1040 00860 00484 00233 00,0107
2 09998 09885 09298 06778 05256 O,3828 02991 02616 0,673 00996 0,0547
3 1,0000  0,9930 08872 06791 0775% 06496 05583 05138 03823 02660 01719
4 1,0000  0,999% 09984 09672 0,821% 08457 OTFEES 07515 06331 05044 05770
5 1,0000  1,0000 09933 09336 09803 09527 09234 09051 08338 07384 06230
g 1,0000 10000 10000 09991 09985 09854 09803 09740 09452 08930 08281
7 1,0000  1,0000 10000 03399 09996 0,9984 09966 09352 02877 09726 09453
& 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 0,9883 09996 09335 09383 09955 0,9283
g 1,0000  1,0000 10000 10000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 02993 09937 0,9990
10 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000
1| o 0,8953 05688 03138 0,0859 0,0422 00192 00116 00088 00036 00014 00005
1 09948 08981 06974 0,3221 0,1971 0,1130 00751 00606 00302 00138 00058
2 09998 09848 09104 0,6174 0,4552 0,3127 02341 02001 01188 00852 00327
3 1,0000  0,9984 09815 08389 07133 05696 04726 04256 072963 01911 01133
4 1,0000 09999 09972 08496 0,8854 O,7897 O7F110 06683 05328 03971 02744
5 1,0000 10000 09937 09883 09657 09218 0E77® 08513 07535 06331 05000
g 1,0000  1,0000 1,0000 08980 0,9924 09784 09614 0,9489 09006 08262  0,7256
7 1,0000 10000 10000 09998 09988 09957 09912 09878 02707 09390 08867
g 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 09994 09986 09980 09941 09852 09673
g 1,0000  1,0000 10000 10000 1,0000 1,0000 03999 09398 09993 09978 09341
10 1,0000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 09998 033895
11 1,0000  1,0000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000
12| 0 08884 05404 02824 0,0687 00317 00138 00077 00057 00022 00008 00002
1 09938 08816 06530 0,274% 0,1584 O,0850 00540 00424 00196 00083 00032
2 0,988 09804 08881 05583 0,307 02528 01811 0,1513 00834 00421 00183
3 1,0000 08978 09744 07946 0,6488 04825 03931 03467 02253 01345 00730
4 1,0000  0,8998 09957 09274 0,8424 07237 06315 05833 04382 03044 01938
5 1,0000  1,0000 09935 08806 09456 08822 0B223 OFET3 06652 05268 03872
g 1,0000 11,0000 09999 08361 09857 09614 09336 09154 08418 07393 06128
7 1,0000 10000 10000 09994 09972 09905 09812 09745 09427 08383 08062
g 1,0000 11,0000 1,0000 08999 09996 09983 09961 0,9944 (09847 09644 09270
g 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 09998 09995 09992 08972 09921 09807
10 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 09938 08997 09933 09968
11 1,0000 11,0000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 09993 09998
12 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000
13| 0 08775 05133 0,2542 0,0550 0,0238 00087 00051 00037 00013 00004 00001
1 09928 08846 06213 0,2338 0,1267 00837 00385 002868 00126 00043 00017
2 09987 08755 08661 05017 0,3326 0,2025 00,1387 0,1132 00579 00263 00112
3 1,0000 09969 09658 07473 05843 04206 03224 02783 0,686 00925 00481
4 1,0000  0,8937 09935 09009 07940 06543 05520 05005 03530 02279 01334
5 1,0000  1,0000 09931 09700 0,9198 0,8346 07587 O,7159 05744 04268  0,2905
& 1,0000 10000 09933 08330 08757 09376 OB965 08705 07712 06437 05000
7 1,0000 11,0000 10000 09988 0,9944 09818 09853 0,9538 02023 08212 07085
B 1,0000 10000 10000 08388 09980 09960 09312 09874 02678 09302  OF6GE
g 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,999% 09993 09984 09575 09922 09797  0,9539
10 1,0000 11,0000 10000 10000 1,0000 09983 09398 09937 09367 09953 09888
11 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 02995 09995 09983
12 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 10000 09999
13 1,0000  1,0000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000
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Soluciones

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)

En un pais se ha detectado una enfermedad X transmitida por el virus VirusX. Se sabe que la
enfermedad la padece el 20% de la poblacion. Para detectarla, se usa un test de antigenos que, entre
personas enfermas da positivo en el 90% de los casos y entre personas sanas da positivo en el 5% de
los casos. Se pide:

Responda a todos los apartados

1.1 (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que, al realizar el test a una persona del pais al azar,
dicho test dé positivo.

1.2 (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que una persona esté sana sabiendo que ha dado positivo
en el test.

1.3 (1 punto) Si tomamos 8 personas de la poblacion al azar, ¢cudl es la probabilidad de que como
maximo dos de ellas tengan la enfermedad?

Llamamos X al suceso “padecer la enfermedad X, T+ a “dar positivo en el test de antigenos para la
deteccion de la enfermedad” y T— a “dar negativo en el test de antigenos”.
Nos proporcionan las siguientes probabilidades:

P(X)=0.20; P(T +/X)=0.90; P(T +/X¢)=0.05

1.1 Debemos calcular P(T +). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(T+)=P(X)P(T+/X)+P(X®)P(T +/X°)=0.20-0.90+(1-0.20)-0.05=[0.22]

1.2 Debemos calcular P(X T +). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de
Bayes.

p(X T +)- P(X°AT+) P(X®)P(T+/X°) 08.005 2 01818
- P(T+) P(T +) C 022 11

1.3 Consideramos la variable aleatoria Y que cuenta el nimero de personas que tienen la enfermedad
de un grupo de 8. Esta variable es una binomial donde n = nimero de repeticiones =8 y p =
probabilidad de que una persona tenga la enfermedad = 0.2.

Debemos calcular P(Y <2). Si miramos en la tabla encontramos que esta probabilidad vale
0.7969.

gm—
p| o001 \oos\nm[ozn'o

0,800  0,9500 03000 0,500 0,7
1,0000 1,0000 1,0000 1,800 1,0

0,801  0,9025 08100 0,400 0,5
03395  0,8375 09500 0,300 0,9
1,0000  1,0000 1,0000 1,800 1,0

03703 0,8574 07230 0,520 0,4
03997  0,9328 09720 0,560 0,8
10000 09999 09990 0,920 0,9
1,0000 1,0000 1,0000 1,0fo0 1,0

09606 08145 0,6561 04496 0,3
09994  0,9860 09477 08f32 0,7
1,0000 03995 03963 0528 0
10000  1,0000 09999 0984 09
10000 1,0000 10000 1,0fc0 1,0

03510 07738 05505 03f77 0,2
09990  0,9774 09185 07§73 0,6
10000 03388 03914 0321 08
1,0000  1,0000 03395 05033 03
1,0000  1,0000 1,0000 09097 03
10000 1,0000 1,0000 10§00 1,0

03415 07351 05314 02§21 01
09985 09672 08857 06f54 0,5
10000 09978 09842 09011 08
10000 03993 03387 05030 03
10000  1,0000 09999 0984 09
10000 1,0000 1,0000 09098 03
1,0000  1,0000 1,0000 1,000 1,0

09321  0,6983 04783 02497 0,1
09980  0,9556 08503 05j67 0,4
1,0000 03962 03743 08§20 07
1,0000 03998 03573 05067 03
10000 1,0000 09998 09%53 09
1,0000  1,0000 1,0000 0,596 0,3
1,0000  1,0000 1,0000 10§00 09
1,0000  1,0000 1,0000 10400 1,0

pho YomAwN-0 OORERN-0 NABN=O0 AWN=0 WRN=0 N=0 =0 |x

09227  0,6634 04305 01§78 0,1
03973 0,9428 08131 gon 03
7969 0,6
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2.1 El estado tensional en un punto de un solido elastico se define a partir de una matriz cuadrada T
X

de orden 3. El vector tension en la direccion de v=| y | viene dado por u = Tv. Para
z

4

4

—
I
o 3N
o N 3

0

0| yu=
1 -2

se pide:

2.1.1 (1 punto) Discutir el sistema de ecuaciones lineales Tv = u en funcién del parametro real m.

2.1.2 (0.75 puntos) Resolver el sistema Tv = u param = —1.
2.1.3 (0.75 puntos) Se llaman tensiones principales de T a los valores reales a tales que

det(T —al ) =0, siendo I la matriz identidad. Calcular las tensiones principales para m = 2.

0
0 | es la matriz de coeficientes del sistema y la matriz ampliada es
1

Averiguamos cuando la matriz T tiene determinante nulo.

2 m O
|T|:m 2 0=4+0+0-0-m?>-0=4-m?®
0 0 1

T|=0=4-m*=0=4=m’=|m=y4=42

Analizamos tres casos diferentes.
CASOLl. m#-2y m=#2

En este caso el determinante de T es no nulo y su rango es 3, el rango de la matriz ampliada
también es 3, asi como el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una
Unica solucion).

CASO 2. m=-2
En este caso el determinante de T es nulo y su rango es menor de 3.
2 -2 0
LamatrizTqueda T=|-2 2 0 |.Observamos que la fila primera y segunda son
0 0 1

proporcionales. Consideramos el menor que resulta de quitar la fila y columna primeras y

0
calculamos su determinante: A= 2-0=2=0.Elrangode T es 2.
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2 -2 0 4
La matrizampliada queda T/u={-2 2 0 4 |.Consideramos el menor de orden 3 que
0O 0 1 -2

resulta de quitar la primera columna (proporcional a la segunda) y calculamos su
determinante:

-2 0 4
2 0 4|=0+0+8-0-0+8=16+0
0 1 -2
El rango de la matriz ampliada es 3, distinto del rango de T. El sistema es incompatible (sin
solucion).
CASO3. m=2
En este caso el determinante de T es nulo y su rango es menor de 3.
2 20
LamatrizTqueda T={2 2 0].Observamos que la fila primeray segunda son iguales.
0 0 1

Consideramos el menor que resulta de quitar la fila y columna primeras y calculamos su

0
determinante: =2-0=2=#0.Elrangode T es 2.

2 2 0 4
La matrizampliada queda T/u=|2 2 0 4 |.Observamos que la fila primera y segunda
0 0 1-2

son iguales, por lo que el rango no puede ser 3. El rango de la matriz ampliada es 2, como el
rango de T, aunque menor que el namero de incognitas (3).
El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Conclusion: Si m=-2 y m=2 el sistema es compatible determinado (una Unica solucion), si
m=-2 el sistema es incompatible (sin solucién) y si m=2 el sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

2.1.2 Param = —1 el sistema es compatible determinado. Obtenemos su solucion.

2 -1 0
m=-1=T=|-1 2
0 O
2 -1 0)\(x 4 2x—-y=4
2Xx—-4=y
Tv=u=|-1 2 0| y|=| 4 |=>-Xx+2y=4;= =
—-X+2y=4
0 0 1)\z -2

= —X+2(2x-4)=4= -x+4x-8=4=3x=12= [x=4|=> |y=2-4-4=4

www.ebaumatematicas.com
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4
Lasolucionde Tv=ues v=| 4
-2
2 2 0
2.1.3Param=2lamatrizTqueda T =2 2 O0|.Determinamos los valores de « tales que
0 01
det(T —al)=0.
2 2 0 1 00 2 20 a 0 O 2—-a 2 0
T-al={2 2 0|-2|0 1 0|=|2 2 0|-|0 a O|=| 2 2-a O
0 01 0 01 0 01 0 0 « 0 0 1l-«a
2—-a 2 0
det(T-al)=0=>| 2 2-a 0 |=0=>
0 0 l-«a

=(2-a) (1-a)+0+0-0-4(1-a)-0=0=(2-a) (1-a)-4(1-a)=0=
:[(2—05)2—4J(1—a)=0:[4+a2 ~4a-4](1-a)=0=(a* - 4a)(l-a)=0=

a=0
S a(a-4)(1-a)=0=>a=4

a=1

Las tensiones principalesparam=2son ¢ =0, a=4 y a=1.
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2.2 Decimos que una matriz cuadrada es ortogonal cuando su matriz inversa coincide con su matriz
transpuesta. Se pide:
2.2.1 (0.75 puntos) Comprobar que para todo valor real a la matriz

cos(a) sin(a)
A=
—sin(a) cos(a)
es ortogonal.
2.2.2 (0.75 puntos) Determinar los valores de a y b para que la matriz

0 0 a
B=(0 1 O
b 00

sea ortogonal. ¢Cuantas matrices ortogonales de esta forma existen?
2.2.3 (1 punto) Resuelve la ecuacion matricial con incognita X

10 2 1
BX+|0 1|=/0 2],
11 10

donde B es una matriz ortogonal como la del apartado anterior.

221 Lamaizvspuesade A-[ ) S0 e [ S Sl

Comprobamos que A-A" =1y por tanto la inversa de A es su matriz traspuesta.

A.ATz[COS(a) Sin(a)}(COS(a) —sin(a)J

—sin(a) cos(a) ) sin(a) cos(«)

| =sin(@)cos(a)+sin(a)cos(a) sin® (a)+cos’ () 01

_( cos? (er) +sin? (a) _sin(a)cos(a)mn(a)cos(a)]:[1 Oj

Queda comprobado que la matriz A es ortogonal.

0 0 a 0 0 b
2.2.2 Lamatriz traspuestade B={0 1 O|esB'=(0 1 0.
b 0 0 a 00@o0

Para que B sea ortogonal se debe cumplir B-B" =1

0 0 a)(0 O b a2 0 0 1 00
BB'=I=|0 1 0{|0 1 O0|=I=|0 1 0|=/0 1 0|=
b 0 O/la 0 O 0 0 b? 0 0 1
) 0O 0 #1
a =1 a==1
= = =B={0 1 O
+1 0 O
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Existen 4 matrices de la forma de B que son ortogonales:

0 01 0 0 -1 0 01 0 -1
B,={0 1 0;B,={0 1 0[B,={0 1 0;B,={0 1
1 00 10 0 -1 00 -1 0
2.2.3 Despejamos X en la ecuacion matricial.
0 0 a 0 0 b
Lamatriz B={0 1 O|cumpleque B*=B"=/0 1 0
b 0 O a 00
10 2 1 1 10 1 1
BX+|0 1|=|0 2|=BX=|0 2|-|0 1|=|0 1 |=
11 10 11 0 -1
1 1 0 0 b)1 1 0 -b
=X=B*0 1|=/0 1 0f|0 1|=/0 1
0 -1 a 0 0)ilo -1 a a
3><><2—>3><2
0 -b
La matriz X solucién de la ecuacion matriciales X =| 0 1
a a
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3.1 Dada larecta r :g = y_+11 = ZT_ly el plano: 2x + my + z — 3 =0, se pide:

3.1.1 (0.5 puntos) El valor de m para el que m y r son perpendiculares.

3.1.2 (0.75 puntos) El valor de m para el que  y r son paralelos.

3.1.3 (1.25 puntos) Calcular, cuando sea posible, el punto de interseccion entre  y r en funcion del

parametro real m.

3.1.1 Para que el plano rr y la recta r sean perpendiculares el vector director de la recta y el vector
normal del plano deben tener coordenadas proporcionales.

1 [P0
Tj{vﬁ:(z,—m

r_§_y+1
2 -1

7r:2x+my+z—3:0:>ﬁ:(2,m,1)

v, =(2,-11)

n=(zml) t=2=Ttolo[mog
R 2 m 1

zlr—njv,

Para m=-1 el plano m y la recta r son perpendiculares.

3.1.2 Para el que el plano r y la recta r sean paralelos el vector director de la recta y el normal del

plano deben ser perpendiculares. Ademas, la recta no debe estar contenida en el plano.

v, =(2,-11)

n=(2,m,) =(2,-11)(2m1)=0=4-m+1=0=5-m=0=[m=5|

zllr>nLlv, »>nv, =0
Para m=5 la recta es paralela al plano o esta contenida en él. Comprobamos si un punto
cualquiera de la recta pertenece o no al plano.

P(0,-11)er

7:2X+5y+2-3=0r=¢2:0+5:(-1)+1-3=0?=(0-5+1-3=0?=NO!
(P en?

El punto Py no pertenece al plano y tampoco ningln punto de la recta. La recta es paralela al
plano para m=5.

3.1.3 Larecta es paralela al plano para m=5. Para el resto de valores de m la recta corta al plano.
Hallamos ese punto de interseccién en funcion de m.
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X=24
_ P(0,-11
hg_zﬁgzifaz{ﬁ( ):3r:y:—LJgieR
B v =(2-11) 7=1+4

mr2X+my+z-3=0
X=21

r.qy=-1-14
z=1+1

=2:2A+m(-1-1)+1+1-3=0=

=41-m-mi+1+1-3=0=(5-m)A-m-2=0=(5-m)A=m+2=>

m+2 2m+4
X:2 =
5-m 5-m
:jﬁ_m¢0%31=m+23.y=47m+2=—5+m—m—2=—4 N
5-m 5-m 5-m 5-m
m+2 5-m+m+2 7
5-m 5-m 5-m

2m+4 -7 7
= A , ,
5-m 5-m 5-m

Pmam¢5Iamdarydphmnr%cmMnendpumoA(Zﬂ+4 il l )

5-m 5-m’'5-m
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3.2 Consideramos la recta s del espacio con ecuacion:
x-1 z-1
2 Ty 1=2"=
0 -1
Se pide:
3.2.1 (0.5 puntos) Encontrar una ecuacion del plano que pasa por el punto (1,1,1) y es perpendicular
as.
3.2.2 (1 punto) Encontrar los puntos de la recta s que estan a distancia 4 del origen.

3.2.3 (1 punto) Calcular el angulo que forma la recta s con el eje Z.

3.2.1 Un plano perpendicular a la recta tiene como vector normal el vector director de la recta.

s: Xt y-l 27l o (011
0 1 -1
P(Lll)ex P(Lll)ex P(lll)ex
. = = =
n=v,=(0,4-1)] 7:0-x+1y+(-1)-z+D=0) 7z:y-z+D=0
=1-1+D=0=D=0=[zr:y-2=0|
El plano que cumple lo pedido tiene ecuacion z:y—-z=0.
3.2.2 Obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta s.
x=1
_ _ _ P (111
S:xolzyllzzllz{ﬁ( ) =>siy=1+1;1eR
v, =(0,1,-1) 7214

Un punto Q de la recta s tiene coordenadas Q(1,1+ 4,1—2). Hallamos la distancia de este punto
al origen y la igualamos a 4 para obtener los puntos pedidos.

Q(L1+4,1-2)

0(0,0,0) }:> 0Q =(11+4,1-1)-(0,0,0)=(11+4,1- 1)

d(0,Q)=4=[0Q|=4= (L +(L+A) +(1-2) =4=

= 1+14+ 4%+ 24 +1+ 22— 24 =4=\[3+24> =4=3+24> =16 >

o[ BB
1| = )

2 2
222 =13 )2 =%:z=\/§= iJz%:s
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2

V% FJVQ{ 7 m]

Existen dos puntos que cumplen lo pedido: Q, (1,1 A—— 1,1—7,1+— .

3.2.3 La recta s tiene como vector director \73 :(0,1, -1) y el eje Z tiene ecuaciones paramétricas
x=0
EjeZ:{y=0; 2R yun vector director puede ser u= (0,0,1). Hallamos el &ngulo formado por
z=1
las dos rectas que sera el formado por sus vectores directores.

u=(0,0,1)

\75,_(0’1’_1)}3005<U,V) ‘ ‘

(0,02)(0.1, 1)

\/ +0? +12,/02 +1% +

= (ﬁ v:) =cos™ (_T;] =135°

El &ngulo formado por larecta sy el eje Z es de 180° — 135° = 45° = % radianes.

Eje Z

55 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Junio 2026 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

X+1

X241

4.1.1 (0.5 puntos) Hallar el dominio y estudiar la continuidad de la funcion f.

4.1.2 (0.5 puntos) Hallar las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion
f.

4.1.3 (1 punto) Calcular, si existen, los valores maximos y minimos relativos y absolutos de la
funcion f.

4.1.4 (0.5 puntos) Representar la funcion f.

Se pide:

4.1 Consideremos la funcion real de variable real f (x) =

4.1.1 La funcion es racional y su denominador no se anula para ningun valor real. El dominio de la

funciénes R.
La funcion es continua en todo su dominio.

4.1.2 Asintota vertical x=a
Su dominio son todos los nimeros reales y no tiene asintotas verticales.

Asintota horizontal. y=b

2 2 2 T
b=lim f (x)=lim X*L  jim X X° _jjm XX 0w _0+0_
2 2
X—>00 X2 X< 4] xow X 1 X—>00 1 1 1+0
—+= 1+ 1+—
x> X X 0

Larecta y =0 es asintota horizontal de la funcién.

Asintota oblicua y=mx+n
Al tener asintota horizontal no puede tener asintota oblicua.

Hallamos los puntos criticos de la funcién averiguando cuando se anula la derivada.

1(X* +1)-2x(x+1) _ X 41-2x-2x _ —x*-2x+1
(x2 +1)2 (x2 +1)2 (x2 +1)2

X+l:>f’(x)

— 2_
XAl g e oxi1-0>

T a0 oy | -Ei B

2:(-1 -2 -
(=) %:—Hﬁ:OA:X

X =

La funcion tiene dos puntos criticos. Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de
estos valores.

e Enelintervalo (—oo,—l—\/i) tomamos el valor x=-10 y la derivada vale

2
f’(-10)= ~(-10) ~2(-10)+1 _" <0. La funcién decrece en (—oo,—l—ﬁ).

((-10y +1)2 107°

www.ebaumatematicas.com
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e Enelintervalo (—1—\/5, —1+\/§) tomamos el valor x=0 y la derivada vale
-0>-2-0+1
(07 +1)

e Enelintervalo (—1+ J2, +oo) tomamos el valor x =10 y la derivada vale
-10*-2-10+1 _ -119

(107 41)° 100

f’(O = =1>0. La funcién crece en (—1—\/5,—1+«/§).

f’(10) = <0. La funcion decrece en (—1+ V2, +oo) .

La funcion sigue el esquema siguiente.

I i

~1-2 “1+42

La funcion decrece en (—oo,—l— ﬁ)u(—l+ 2, +oo) y crece en (—1—\/5, ~1+ \/5) .

4.1.3 Por el esquema anterior podemos afirmar que la funcién tiene un minimo relativo en
x=-1-+2 y un méximo relativo en X = —1+4/2.
Comparamos el valor de la funcién en —co, en X = 12, x=-1+2 y en +oo,

X N 1 1+ 1 1 1
] .o Xx+1 7 Y2 o v Y2 o o .,
lim f (x)=lim L fimX X _jjm X XT _% o _ 0+0 =0 en los extremos la funcion
X—>0 X—>0 X2 +1 x> X 1 X—>00 1 1 1+0

—+= 1+  1+—

x?  x? X 0

se aproxima a 0.

f(-1-43)= —1—J§2+1 _ —ZJE _ N2 12,
(—1—\/5) +1 1+(«/§) +242+1 4+2\2 2
f(_1+\/§): —1+\/§-2|-1 _ 2 J2 1+«/_
(-1442) +1 1+(J—) —2J§+1 4-20/2 2
o . I 1-2
El minimo relativo y absoluto de la funcion tiene coordenadas —1—J§,T :
El maximo relativo y absoluto de la funcidn tiene coordenadas [—1+ V2, 1+£/§j .
4.1.4 Dibujamos la grafica de la funcion.
Maximo
-
142 5 x
s 1 AV i
Minimo
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4.2 Un decorador desea pintar una pared rectangular de 12 metros de largo por 3 de alto. Para ello
supone que la esquina inferior izquierda de la pared corresponde al origen de coordenadas de un
plano y pinta en la pared la curva de ecuacion

f(x)= cos(%xj+2.

A continuacion, el decorador colorea en rojo la parte de la pared que queda por encima de la curva 'y
en verde la que queda por debajo. Se pide:

4.2.1 (1.25 puntos) Dibujar la parte de la curva anterior que corresponde a la pared, detallando los
cortes con los ejes, los extremos absolutos, y la monotonia de la funcién en el intervalo [0,12].

4.2.2 (1 punto) Calcular el area de la pared que tiene color verde y la que tiene color rojo.

4.2.3 (0.25 puntos) La parte verde se pinta usando botes de pintura capaces de cubrir 3 metros
cuadrados cada uno. ¢(Cual es el minimo nimero de botes que vamos a necesitar para pintar la
parte verde?

4.2.1 Hallamos los puntos de corte con los ejes.

f (x)=cos 2 X X :
9 = CO0S Y +2=0=cos Y =—-2= jlmposible!

EjeX >y=0

f (X):COS(%XJJFZ = f (O):cos(%oj+2=3

EjeY > x=0

La gréafica solo corta el eje Y en el punto A(0, 3).
Buscamos los puntos criticos de la funcion.

) ) 2% _0-[x=0]<[0,12]
f'(x):O:—Zsen(”—j:O:sen(ﬁ—j=0:> 9
9 9 9 X

?=;z—> [0,12]
Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos valores.
e Enelintervalo [0,9) tomamos x=3y la derivada vale
f'(3)= —gsen (%) = —gsen (%j <0. La funcion decrece en [0,9).

e Enelintervalo (9,12] tomamos x =10 y la derivada vale f’(10) :—%sen(l%r) >0.La

funcion crece en (9,12].

La funcion decrece en [0,9) y crece en (9,12].
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La funcion tiene un minimo relativo y absoluto en x=9. Como

f(9)= cos[g9 j+2 cos(z)+2=-1+2=1 las coordenadas del minimo son (9, 1).

Valoramos la funcidn en sus extremos de definicion para establecer su valor maximo.

f(0)= cos( 90j+2 3
f(12)= cos(lia J+2 005(43 J+2 1.5

El maximo absoluto de la funcién tiene coordenadas (0,3).

| Madaximo
2 ...

T —

\i f(.\'}=cos[%}+2

) M
Minimo

] 5 ) 1 11 12

4.2.2 Hallamos el &rea de la zona de la pared que se va a pintar de verde.

El area es el valor de la integral definida de 0 a 12 de la funcién.

12

12
12
Areaverde:If(x)dz=Jcos( ]+2dx {gsen(ﬁ—xj+2x} =
9 T 9
0

0 0

T VA T

:{gsen(%j+24}—[gsen(%oj+2-0}:gsen(%)+24_ 4—£~ 21.52 m?

93

De verde se pintan 24—— =21.52 m*. Como el rea total de la pared es de 3 - 12 = 36 metros
cuadrados, de rojo se pintan 36— (24—92ij = 92£ =14.48 m*,
T T
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4.2.3 La parte verde tiene una superficie de 21.52 metros cuadrados. Con cada bote se pintan 3

metros cuadrados, entonces necesitamos 21.52 =7.17 botes.

Para poder pintar la parte verde hacen falta 8 botes de pintura, sobrando un poco de pintura.
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PAU Junio Reserva 2026 Matematicas II

y GENERALITAT PROVA D’ACCES A LA UNIVERSITAT (
PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD
\ VALENCIANA _
\\ Conselleria d'Educacio, Cultura SFS]CI"I"ICI
i Universitats universitari
valencia
CONVOCATORIA: ORDINARIA 2026 (extra) CONVOCATORIA: ORDINARIA 2026 (extra)
Assignatura: MATEMATIQUES Il Asignatura: MATEMATICAS I

BAREMO DEL EXAMEN: Cada pregunta se puntuara hasta 2,5 puntos.

La calificacion del examen sera la suma de las calificaciones de cada pregunta.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar
calculos simbolicos ni almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los
resultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debidamente justificados.

A partir de la tercera falta de ortografia se deduciran -0,10 puntos hasta un maximo de un punto.

Por errores en la redaccion, en la presentacion, falta de coherencia, falta de cohesion, incorreccion
Iéxica e incorreccion gramatical se podrd deducir un maximo de medio punto.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)
Durante la semana cultural de un centro docente, el Departamento de Matematicas organiza un juego
de azar por rondas en el que los alumnos pueden obtener puntos canjeables por pequefios premios.
En cada ronda se lanza primero una moneda y, a continuacion, un dado de seis caras. El resultado de
la moneda combinado con el valor obtenido por el dado determina la condicion para ganar la ronda:
* Si la moneda sale cara, el alumno gana la ronda si el nimero obtenido en el dado es mayor o
igual que 5.
» Si la moneda sale cruz, el alumno gana la ronda si el nimero obtenido en el dado es par.
Cada ronda es independiente y sigue exactamente este mismo procedimiento. Se pide:
Responda a todos los apartados
1.1 (0.5 puntos) Calcular la probabilidad de que, en una ronda cualquiera, el alumno gane.
1.2 (1 punto) Sabiendo que en una ronda el alumno ha ganado, ¢cual es la probabilidad de que en
el lanzamiento de la moneda haya salido cara?
1.3 (1 punto) Si se utiliza una moneda trucada tal que al lanzarla siempre se obtiene cara, y se
realizan exactamente 7 rondas del juego, calcular la probabilidad de que el alumno gane
exactamente 5 veces.

PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 puntos)

Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2

2.1 Dado el sistema de ecuaciones lineales
ax+y—-z=0
X+ay+z=1 ,
-X+y+az=2

Se pide:

2.1.1 (1 punto) Discutir el sistema segun los valores del parametro real a.

2.1.2 (1.5 puntos) Encontrar la solucion del sistema cuando éste sea compatible.

2.2 Una entidad financiera utiliza modelos matriciales para simular el riesgo de una cartera de
inversion compuesta por dos tipos de activos. La matriz de simulacion es
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l1-a 1
A=
1 1+a
donde a es un parametro real de ajuste que refleja la volatilidad historica del mercado.
2.2.1 (1 punto) El riesgo optimo se obtiene cuando se verifica la ecuacion A*—1 =2A, donde

1 0 . ) - .
| = (O J . Determinar para qué valores de a se optimiza el riesgo.

2.2.2 (1.5 puntos) En determinadas condiciones de mercado, resulta conveniente invertir la
simulacion deshaciendo los calculos previamente realizados. Para ello se necesita que la matriz de
simulacion admita inversa. Obtener los valores de a para los cuales se cumple esta Gltima condicion
y calcular la inversa de la matriz de simulacion en funcion del parametro a.

PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 puntos)

Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2

5
. Se pide:

2X+y=a —X+2y+2z=
3.1 Sean las rectas r: y s:

X+z=a
3.1.1 (1 punto) Estudiar, segun el valor de a, la posicion relativa de las dos rectas.
3.1.2 (1 punto) Calcular, si es posible, el valor de a para que las rectas se corten y, en ese caso,

encontrar el punto de corte P.
3.1.3 (0.5 puntos) Calcular la distancia entre el origen de coordenadas y P.

X=1+«
3.2 Dado el plano 7:2x+y—-3=0 ylarecta r:qy=-1-2«, se pide:
z=1
3.2.1 (1.25 puntos) Obtener la ecuacion del plano 7, perpendicular a = y que contiene a r.
3.2.2 (1.25 puntos) Calcular, si existe, un plano =, paralelo a = que contenga a .

PREGUNTA 4: ANALISIS (2,5 puntos)

Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2

4.1 Consideremos la funcién real de variable real f(x)= ‘sz —3‘ para —1<X<5. Se pide:

4.1.1 (0.75 puntos) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f en el
intervalo [—1,5].

4.1.2 (0.5 puntos) Calcular los valores maximos y minimos absolutos de la funcion f en el
intervalo [—1,5].

4.1.3 (0.25 puntos) Representar la funcion f.

4.1.4 (1 punto) Calcular el area del recinto limitado por la curva de ecuacion y = f(x), y las
rectasx=—-1,x=5ey=0.

4.2 Un comedero para animales tiene forma de semicilindro hueco abierto por la parte superior. Esta
construido con chapa metélica delgada. Los extremos semicirculares tienen radio » medido en cm

62 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Junio 2026 Reserva Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

y la longitud del comedero es de L cm. El area total del semicilindro (incluyendo el area lateral
curva y el area de las paredes semicirculares) es de 600w cm?.

Se pide:

4.2.1 (1 punto) Encontrar la funcion que describe el volumen del comedero en funcion del radio
T.

4.2.2 (1.5 puntos) Encontrar el radio r y la longitud L que maximizan el volumen del comedero y
calcular dicho volumen.
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Taula de la distribucié binomial (Bin(n,p)) X on
Tabla de la distribucion binomial (Bin|n,p)) Fx)=P(X<x)= z (k) prgnk
k=0

nlklpl o001 [ o005 [o10] o020 Jo2s [ o030 | 173 | 035 | o040 | o045 | o050
100 0,9900  ©0,9500 0,9000 0,8000 0,7500 0,7000 O,6667 0,6500 0,000 05500 0,5000
1 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
z2|lo 0,9801  ©0,9025 0,8100 0,6400 0,5625 04900 04444 04225 0,3600 0,3025 0,2500
1 0,9992  0,9975 0,9900 0,9600 0,9375 0,9100 O,8889 O,8775  0,8400 0,7975 0,7500
1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000

=] 09703  0,8574 0,7280 05120 04218 0,3430 0,2963 0,2746 0,2160 0,664 0,1250
1 0,9997  0,9928 0,9720 0,8960 0,8438 07840 07407 07183 06480 05748 0,5000

2| 1,0000 09995 09990 0,9920 0,9844 0,9730 0,9630 0,9571  0,9360 0,908 08750

3 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4|0 0,9606  0,8145 06561 04096 0,3164 0,2401 0,1975 00,1785 0,129  0,0915 0,0625
1 0,2994 09860 09477 0,8192 07383 06517 05326 05630 04752 03810 03125

2 1,0000 09995 09963 09728 0,9492 09163 0,888% 0,8735 0,8208 0,7585 0,687%

3 1,0000  1,0000 09999 0,9984 0,9961 0,991% 09877 0,9850 0,9744  0,9580 0,9375

4 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
5|0 08510  ©0,7738 0,5908 0,3277 0,2373 0,1681 0,1317 00,1160 00778 0,080 00313
1 0,9990  0,9774 09185 0,7373 06328 0,5282 04609 04284 0,3370 02562 0,1875

2 1,0000 09988 09914 0,9421 0,8965 0,836% 0,7901 0,7648 0,6826 0,5831 0,5000

3 1,0000  1,0000 09995 0,9933 0,9844 0,9692 0,9547 0,9460 02130 08688 08125

4 1,0000  1,0000 1,0000 0,9997 0,9990 0,9976 0,9958 0,9947 02898  0,9815 0,9688

5 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000
6|0 09415  0,7351 0,5314 0,2621 0,1780 0,1176 00878 00754 00467 00277 00156
1 0,9985  0,9672 0,8857 0,6554 0,5335 04202 03512 03191  0,233%3 01636 0,1094

2 1,0000 09978 09842 0,9011 0,8306 0,7443 0,6804 0,6471 05443 04415 0,3438

3 1,0000 09995 09987 0,9830 0,9624 0,9285 0,8999 O,8B26 0,820  0,7447 0,6563

4 1,0000  1,0000 09992 0,9984 0,9954 0,9891 09822 09777  0,2590  0,2308 0,3906

5 1,0000  1,0000 1,0000 0,9999 0,9998 0,9993 09986 09982  0,9%55 08817 0,5844

[ 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
7|0 0,8321  0,6983 04783 0,2097 0,1335 00824 0,0585 00480 00280 00152 0,0078
1 0,9980 00,9556 0,8503 05767 04449 0,3294 0,2634 0,2338 0,1586 0,1024 0,0625

2 1,0000 09962 09743 0,8520 0,7564 0,6471 05706 00,6323 041985 03164 00,2266

3 1,0000 09998 09973 0,9667 0,9294 0,8740 0,8267 00,8002 0,7102 06083  0,5000

4 1,0000  1,0000 09998 0,9953 0,9871 0,9712 0,9547 09444 02037 08471 0,7734

5 1,0000  1,0000 10000 0,9996 0,9987 0,9962 09931 09910 02812 09643 09375

8 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,999% 0,9993 0,9995 0,9954 09984  0,9963 09922

7 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000
glo 0,9227  0,6634 0,4305 0,1678 0,1001 00576 00390 00319 00168 00084 0,0039
1 0,9873 0,9428 0,8131 05033 0,3671 0,2553 0,1851  0,16%1  0,1084 00632 0,0352

2 0,9993  0,9942 0,961% 0,7969 06785 0,5518 04682 04278 03154 02201 0,1445

3 1,0000 09996 09950 0,9437 0,8862 0,805% OF414 O,70684 05841 04770  0,3633

4 1,0000 1,0000 09996 09896 0,9727 0,9420 09121 0,899 0,8263 0,7396 0,6367

5 1,0000  1,0000 1,0000 0,9988 0,9958 0,9887 0,9803 0,9747  0,9502  0,8115  0,8555

[ 1,0000  1,0000 1,0000 0,9999 0,999& 0,9987 09974 09964 02915 09819 0,9648

7 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999% 09998 0,9988  0,9993  0,9983  0,9961

g8 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
8|0 08135  0,6302 0,3874 0,1342 0,0751 0,0404 00260 00207 00101 00046 0,0020
1 0,9966  0,9288 0,7748 04362 0,3008 0,1960 00,1431 01211 00705  0,0385 00195

2 0,9998  0,9916 0,9470 0,7382 06007 04628 03772 00,3373 0,231 01485 0,0898

3 1,0000 09994 09917 09144 0,8343 0,7297 0,6503 00,6089 04826 03614 0,2532

4 1,0000  1,0000 09991 09804 0,9511 0,9012 0,8552 00,8283 0,7334 0,6214 0,5000

5 1,0000  1,0000 09992 0,9969 0,9900 0,9747 09576 0,9464 0,2006 0,8342 0,7461

8 1,0000  1,0000 1,0000 0,9997 0,9987 0,9957 0,9917 0,9888 09750 08502 09102

7 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,9993 0,9996 0,9990 0,9986 0,9962  0,9209  0,9805

8 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 02999 0,9959 09997  0,9992 0,9980

3 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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n[k|p] oo [ ops [o10 ] oz0 Jozs [ o230 | 1/3 | 03 | o040 0,45 0,50
10| 0 09044 05987 03487 0,1074 0,0563 00282 00173 00135 00060 00025 00010
1 09957 08139 07361 0,3758 0,2440 0,1493 00,1040 00860 00484 00233 00,0107
2 09998 09885 09298 06778 05256 O,3828 02991 02616 0,673 00996 0,0547
3 1,0000  0,9930 08872 06791 0775% 06496 05583 05138 03823 02660 01719
4 1,0000  0,999% 09984 09672 0,821% 08457 OTFEES 07515 06331 05044 05770
5 1,0000  1,0000 09933 09336 09803 09527 09234 09051 08338 07384 06230
g 1,0000 10000 10000 09991 09985 09854 09803 09740 09452 08930 08281
7 1,0000  1,0000 10000 03399 09996 0,9984 09966 09352 02877 09726 09453
& 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 0,9883 09996 09335 09383 09955 0,9283
g 1,0000  1,0000 10000 10000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 02993 09937 0,9990
10 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000
1| o 0,8953 05688 03138 0,0859 0,0422 00192 00116 00088 00036 00014 00005
1 09948 08981 06974 0,3221 0,1971 0,1130 00751 00606 00302 00138 00058
2 09998 09848 09104 0,6174 0,4552 0,3127 02341 02001 01188 00852 00327
3 1,0000  0,9984 09815 08389 07133 05696 04726 04256 072963 01911 01133
4 1,0000 09999 09972 08496 0,8854 O,7897 O7F110 06683 05328 03971 02744
5 1,0000 10000 09937 09883 09657 09218 0E77® 08513 07535 06331 05000
g 1,0000  1,0000 1,0000 08980 0,9924 09784 09614 0,9489 09006 08262  0,7256
7 1,0000 10000 10000 09998 09988 09957 09912 09878 02707 09390 08867
g 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 09994 09986 09980 09941 09852 09673
g 1,0000  1,0000 10000 10000 1,0000 1,0000 03999 09398 09993 09978 09341
10 1,0000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 09998 033895
11 1,0000  1,0000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000
12| 0 08884 05404 02824 0,0687 00317 00138 00077 00057 00022 00008 00002
1 09938 08816 06530 0,274% 0,1584 O,0850 00540 00424 00196 00083 00032
2 0,988 09804 08881 05583 0,307 02528 01811 0,1513 00834 00421 00183
3 1,0000 08978 09744 07946 0,6488 04825 03931 03467 02253 01345 00730
4 1,0000  0,8998 09957 09274 0,8424 07237 06315 05833 04382 03044 01938
5 1,0000  1,0000 09935 08806 09456 08822 0B223 OFET3 06652 05268 03872
g 1,0000 11,0000 09999 08361 09857 09614 09336 09154 08418 07393 06128
7 1,0000 10000 10000 09994 09972 09905 09812 09745 09427 08383 08062
g 1,0000 11,0000 1,0000 08999 09996 09983 09961 0,9944 (09847 09644 09270
g 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 09998 09995 09992 08972 09921 09807
10 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 09938 08997 09933 09968
11 1,0000 11,0000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 09993 09998
12 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000
13| 0 08775 05133 0,2542 0,0550 0,0238 00087 00051 00037 00013 00004 00001
1 09928 08846 06213 0,2338 0,1267 00837 00385 002868 00126 00043 00017
2 09987 08755 08661 05017 0,3326 0,2025 00,1387 0,1132 00579 00263 00112
3 1,0000 09969 09658 07473 05843 04206 03224 02783 0,686 00925 00481
4 1,0000  0,8937 09935 09009 07940 06543 05520 05005 03530 02279 01334
5 1,0000  1,0000 09931 09700 0,9198 0,8346 07587 O,7159 05744 04268  0,2905
& 1,0000 10000 09933 08330 08757 09376 OB965 08705 07712 06437 05000
7 1,0000 11,0000 10000 09988 0,9944 09818 09853 0,9538 02023 08212 07085
B 1,0000 10000 10000 08388 09980 09960 09312 09874 02678 09302  OF6GE
g 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,999% 09993 09984 09575 09922 09797  0,9539
10 1,0000 11,0000 10000 10000 1,0000 09983 09398 09937 09367 09953 09888
11 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 02995 09995 09983
12 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 10000 09999
13 1,0000  1,0000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000
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Soluciones

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)

Durante la semana cultural de un centro docente, el Departamento de Matematicas organiza un juego

de azar por rondas en el que los alumnos pueden obtener puntos canjeables por pequefios premios.

En cada ronda se lanza primero una moneda y, a continuacion, un dado de seis caras. El resultado de

la moneda combinado con el valor obtenido por el dado determina la condicion para ganar la ronda:

+ Si la moneda sale cara, el alumno gana la ronda si el nimero obtenido en el dado es mayor o igual

que 5.

+ Si la moneda sale cruz, el alumno gana la ronda si el nimero obtenido en el dado es par.

Cada ronda es independiente y sigue exactamente este mismo procedimiento. Se pide:

Responda a todos los apartados

1.1 (0.5 puntos) Calcular la probabilidad de que, en una ronda cualquiera, el alumno gane.

1.2 (1 punto) Sabiendo que en una ronda el alumno ha ganado, ¢ cuél es la probabilidad de que en el
lanzamiento de la moneda haya salido cara?

1.3 (1 punto) Si se utiliza una moneda trucada tal que al lanzarla siempre se obtiene cara, y se realizan
exactamente 7 rondas del juego, calcular la probabilidad de que el alumno gane exactamente 5
Veces.

Realizamos un diagrama de arbol.

Dado =5
Cara P(G/C)=2/6
P(C) =1/2 Dado <5
Moneday P(G%/C)=4/6
dado Dado par
Cruz P(G/CS) = 1/2
P(C) =1/2 Dado impar

P(GS/CC) = 1/2

1.1 Debemos calcular P(G). Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

2 1 |5
P(G)=P(C)P(G/C)+P(C°)P(G/C°)=0.5-=+0.5-= =|— =0.4167
(6)=P(C)P(G/C)+P(C)P(G/C%) =052 +05-> = |

La probabilidad de que, en una ronda cualquiera, el alumno gane vale % =0.4167.

1.2 Debemos calcular P(C/G). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

1
P(CAG) P(C)P(G/c) 057
P(C/G)= (P(G)): ( L(é) )_ 53:§=o.4

12

Sabiendo que en una ronda el alumno ha ganado, la probabilidad de que en el lanzamiento de la
moneda haya salido cara vale 0.4.
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1.3 Consideramos la variable aleatoria X que cuenta el nimero de veces que el alumno gana de 7
rondas, sabiendo que siempre sale cara. Esta variable es una binomial donde n = nimero de

repeticiones = 7 y p = probabilidad de que una gane una ronda, saliendo cara en la moneda = 1 :

X =B 7,% . Debemos calcular P(X =5).

P(X =5)=P(X <5)—P(X <4)=0.9931-0.9547 =[0.0384

La probabilidad de que el alumno gane exactamente 5 veces vale 0.0384.

n|k|p| w001 [ o005 | o010 [ o020 [ o025 03 [| 173 |
1|0 0,9900  0,9500 0,9000 0,8000 0,7500 0,7000
1 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
2| o 0,9801  0,8025 0,8100 0,6400 0,5625 0,4900
1 0,9999  0,9975 0,9900 0,9600 0,9375 0,9100
2 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
3o 0,9703  0,8574 0,7290 0,5120 0,4219 0,3430
1 0,9997  0,9928 0,9720 0,8960 0,8438 0,7840
2 1,0000 0,999 0,9990 0,9920 0,9844 0,9730
3 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4|0 0,9606  0,8145 0,6561 0,4096 0,3164 0,2401
1 0,9994  0,9860 0,9477 0,8192 0,7383 0,6517
2 1,0000 0,995 0,9963 0,9728 0,9492 0,9163
3 1,0000  1,0000 0,9999 0,9984 0,9961 0,9919
4 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
5|0 0,9510  0,7738 0,5905 0,3277 0,2373 0,1681
1 0,9990  0,9774 0,9185 0,7373 0,6328 0,5282
2 1,0000 0,988 0,9914 0,9421 0,8965 0,8369
3 1,0000  1,0000 0,9995 0,9933 0,9844 0,9692
4 1,0000  1,0000 1,0000 0,9997 0,9990 0,9976
5 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
6|0 0,9415  0,7351 0,5314 0,2621 0,1780 0,1176
1 0,9985  0,9672 0,8857 0,6554 0,5339 0,4202
2 1,0000 0,978 0,9842 0,9011 0,8306 0,7443
3 1,0000 0,999 0,9987 0,9830 0,9624 0,9295
Z 1,0000  1,0000 0,9999 0,9984 0,9954 0,9891
5 1,0000  1,0000 1,0000 0,9999 0,9998 0,9993
6 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0 0,9321  0,6983 0,4783 0,2097 0,1335
1 0,9980  0,9556 0,8503 0,5767 0,4449
2 1,0000  0,9962 0,9743 0,8520 0,7564
3 1,0000 0,998 0,9973 0,9667 0,9294
4 R ~9559—0;007
2L s + + Bre-886—0r808
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2.1 Dado el sistema de ecuaciones lineales
ax+y—-z=0
X+ay+z=1 ,
-X+y+az=2
Se pide:
2.1.1 (1 punto) Discutir el sistema segun los valores del parametro real a.
2.1.2 (1.5 puntos) Encontrar la solucion del sistema cuando éste sea compatible.

a 1 -1
2.1.1Lamatriz A=| 1 a 1 | eslamatriz de coeficientes del sistemay la matriz ampliada es
-1 1 a
a 1 -10
A/B=|1 a 1 1]
-1 1 a 2

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

. Fila32+Fila 22 . . Fila22+Filal?

a ol o1 al P - 1 a 1
A=l a 1j=¢, =t a 1=y | =

11 a 0 a+l a+1 0 a+l a+l a+1l a+l1 O

a+l a+l1 O
=1 a 1|=a(a+l)’—(a+l) —(a+l) =(a+l)’[a-1-1]=(a+1) (a-2)
0 a+l1l a+l

a=-1
|A|:O:>(a+1)2(a—2)=0:> 0

a=2

Analizamos tres casos diferentes.

CASO1l. a=-1lya=#2
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, el rango de la matriz ampliada
también es 3, asi como el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una
Unica solucion).

CASO 2. a=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
-1 1 -1
LamatrizAqueda A= 1 -1 1 |.Observamos que la fila primera y tercera son iguales.
-1 1 -1

También es proporcional la fila primera y segunda. El rango de A es 1.
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-1 1 -10
La matrizampliada queda A/B=| 1 -1 1 1 |.Consideramos el menor de orden 2 que
-1 1 -12

resulta de quitar la primera fila y la primera y segunda columnas (proporcionales a la tercera)
y calculamos su determinante:

1

-1

El rango de la matrizampliada es 2, distinto del rango de A (1). El sistema es incompatible (sin
solucion).

1
=2+1=3%#0
2

CASO 3. a=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
2 1 -1
LamatrizAqueda A= 1 2 1 |.Observamos que la fila primera se puede obtener como
-1 1 2

la segunda fila menos la tercera. Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la

1
filay columna primeras y calculamos su determinante: o= 4-1=3+#0.Elrango de Aes

2.
2 1 -10
La matrizampliada queda A/B=| 1 2 1 1 |.Consideramos el menor de orden 3 que
-1 1 2 2
resulta de quitar la primera columna y calculamos su determinante.
1 -1 0
2 1 1=2-1+0-0+4-2=3%#0
1 2 2

El rango de la matriz ampliada es 3, distinto del rango de A (2). El sistema es incompatible
(sin solucién).

Conclusion: Si a=-1y a=2 el sistema es compatible determinado (una Unica solucion) y si
a=2 o0 a=-1 el sistema es incompatible (sin solucién).

2.1.2 Resolvemos el sistema para a=-1y a=2. Obtenemos su solucion usando el método de
Cramer.

0 1 1

1 a 1

2 1 a 2-1+2a-a l+a 1

X= T 2 = 2 =

a 1 -1 (a+1)(a-2) (a+l)(a-2) (a+l)(a-2)
1 a 1

-1 1 a
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a 0 -1
1 1 1
12 af
N PR
1 a 1
-1 1 a
- a 0 -1
1 1 1|={Fila3+Fila22l=|1 1 1 |={Fila22+Filal?}=
-1 2 a 0 3 a+l
a 0 -1
=la+l1 1 0 |=a(a+1)-3(a+1)=(a-3)(a+1)
0 3 a+l
_ (a-3)(a+1) _ a-3
(a+1)2(a—2) (a+1)(a-2)
a 10
1 a1l
-1 1 2
= =
a 1 -
1 a 1
-1 1 a
a 10 a 1 0
1 a 1={Fila*+Fila22}={1 a 1/={Columna2*+ Columna 1?} =
-1 1 2 0 a+1 3
a a+1 0 a l
=1 a+l 1=(a+1)|1 1 1=(a+1)(3a-3-a)=(a+1)(2a-3)
0 a+1 3 013
_(a+1)(2a-3) | 2a-3
(a+1)(a-2) |[(a+1)(a-2)
La solucién del sistema para a=-1y a=2 es X:(a+1)1(a—2)’ y:(a+i)z§_2),
_ 2a-3
(a+1)(a-2)
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2.2 Una entidad financiera utiliza modelos matriciales para simular el riesgo de una cartera de
inversion compuesta por dos tipos de activos. La matriz de simulacion es

l-a 1
A=
1 1+a
donde a es un parametro real de ajuste que refleja la volatilidad historica del mercado.
2.2.1 (1 punto) El riesgo optimo se obtiene cuando se verifica la ecuacion A*>—1 =2A, donde

10
I = [0 1]. Determinar para qué valores de a se optimiza el riesgo.

2.2.2 (1.5 puntos) En determinadas condiciones de mercado, resulta conveniente invertir la
simulacion deshaciendo los calculos previamente realizados. Para ello se necesita que la matriz de
simulacion admita inversa. Obtener los valores de a para los cuales se cumple esta Gltima
condicion y calcular la inversa de la matriz de simulacion en funcion del parametro a.

2.2.1 Resolvemos la ecuacion matricial A% —1 =2A.
) l-a 1 )(1-a 1 10 l1-a 1
Ac—1=2A> - =2 =
1 1+a 1 1+a 01 1 1+a
+1 l-a+1+a (1 oj (Z—Za 2 j
= = =
l-a+l+a 1+(1+a)’ ) \0 1 2 2+2a
+1—1 2 (Z—Za 2 j
2 = =
1+(1+a) -1 2 2+2a
(1-a) 2 2-2a 2 ) (1-a)'=2-2a
= , |= = , =
2 (1+a) 2 2+23) (1+a) =2+2a

a’+1-2a=2-2a a’=1
= = = aZ\/izil
a’+2a+1=2+2a a’=1

=

Para a=+1==1 se optimiza el riesgo.

2.2.2 Para que la matriz A admita inversa su determinante debe ser distinto de cero.

A=

=(l-a)(l+a)-1=1-a*-1=-a°
(1-a)(1+a)

1-a
1 1+a

|A|:O:—a2:03

Para cualquier valor de a distinto de cero la matriz A tiene inversa. Calculamos A™.
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. ag(tT?? -1-a 1
AfledJ(AT): 1 l+a :—_1 l+a -1 _ a’ a’
|A -a’ a’l -1 1-a 1 a-1
a a’
-1-a 1
2 2
Para cualquier valor de a distinto de cero la matriz inversade Aes A™ = i aa Ll
a a’
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2X =a —X+2y+2z=5
Ty { Ty . Se pide:

3.1 Sean las rectas r :{ S:

X+z=a

3.1.1 (1 punto) Estudiar, segun el valor de a, la posicion relativa de las dos rectas.

3.1.2 (1 punto) Calcular, si es posible, el valor de a para que las rectas se corten y, en ese caso,
encontrar el punto de corte P.

3.1.3 (0.5 puntos) Calcular la distancia entre el origen de coordenadas y P.

3.1.1 Hallamos un punto y un vector director de cada una de las rectas.

=1
{2x+y:a {y:a—2x X P (0,a,1)
r: = =>riiy=a-21=-_
z=1 z=1 vr_(l,—2,0)
z=1

—X+2y+2z=5 —X+2y+2z=5
S: = =>-a+2+2y+2z2=5=2y=5+a-3z1=

X+z=a X=a-—-1Z

X=a-a 5+a
a, ,0 5+a
5+a 3 5+a 3 Qs( 2 j Qs(a,—2 ,Oj
7 27T 2T s T
B = (—1, ,1) w, =2u, =(-2,-3,2)
I=a

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales.

v, =(1,-2,0) 1 2 0
. > —F—#—
w,=(-2,-32)] 2 3 2

Las rectas no son paralelas ni coincidentes. Las rectas se cortan o cruzan.
Obtenemos el valor del producto mixto [\TFWS RQS] .
P (0,a1)

r

(.5
Qs(a,5+—a,0j =PQ, =(a,%a,0j—(0,a,l)

Il
7\
o

(&)
N
Y]
I
H
N——

v, =(1,-2,0) )
— — 5-a
wo=2u,=(-2,-3,2)p= v, w,PQ, |=[-2 -3 2 =3-da+4-2=—=
~~ 5-a 5—a

=la,~—>,- S|
P.Q, (a, > 1) a >

=3-4a+4-5+a=2—3a]

Averiguamos cuando se anula el producto mixto.
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[V, W,,RQ,|=0=2-3a=0=3a=2=|a-=

N W N

2 : . :
Para a =— el producto mixto vale cero y las rectas se cortan. Para a # 3 el producto mixto tiene

un valor distinto de cero y las rectas se cruzan.

3.1.2 Las rectas se cortan para a = 2 . Hallamos el punto de corte de las dos rectas.

X=4
X=4
r y:g—Z/I 5
3 rdy=2-21
z=1 3 2
——a=41
9 z=1 2 1= 2
X=o-a 2 17 3 2 3
3 = |x=%f_g4 S————a==—-21;>> =
2 3 6 2 3 £_§:g_2,1
)y 2tas | )13 | [a=l 6 2 3
y= y_6 >
Z=a Z=a
-1
X=—
1t :
= 3 :ﬂzg—z_—lz{iSecumple!}: y:g—z_—lzﬂ: P(_—l,ﬂ,l)
4 9 3 3 73 3 "3 3 3'3
S22 _
3 3 z=1

El punto de corte de las dos rectas tiene coordenadas P(%lglj

3.1.3 La distancia entre el origen de coordenadas y P es el médulo del vector OP.

P(‘—l,f,lj (4
3 3 :>OP=[—, ,1J
0 3

0(0,0,0)

D(O, P):\@\ :\/(%1)2 +(%}2 +12 = @:1.7 u

w| s

,1]—(0,0,0)=P(%1,

RS
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X=1+«
3.2 Dadoel plano 7:2x+y—-3=0 ylarecta r:qy=-1-2a, se pide:

z=1
3.2.1 (1.25 puntos) Obtener la ecuacion del plano 7z, perpendicular a r y que contiene a r.
3.2.2 (1.25 puntos) Calcular, si existe, un plano 7z, paralelo a = que contenga a r.

3.2.1 Un plano 7, perpendicular a m y que contiene a r tiene como uno de sus vectores directores el
vector director de la recta y otro vector director el vector normal del plano .

_ 7:2x+y-3=0=n=(2,10)

Xx=1l+a {R(l,—l,l)
rqy=-1-2a0=

L1 v, =(1,-2,0)
U::F‘:(ZLO) Xx=1 y+1 z-
V=V, =(1,-20)=>7:2 1 0|=0=-4(z-1)-(z-1)=0=
P(L-11)ex 1 -2 0

= -5(z-1)=0=|7,:2-1=0

El plano que cumple lo pedido tiene ecuacion 7z, :z—1=0.

3.2.2 Estudiamos la posicion relativa del plano ty larectar.
v, =(1-2,0)] __
. =V,-n=(14-2,0):(2,1,0)=2-2=0
n=(2,10)

Al ser el producto escalar nulo el vector director de la recta es perpendicular al vector normal del
plano. La recta esta contenida en el plano o es paralelo a él.

7.2X+y—-3=0
=¢2:1-1-3=0?7=(2-1-3=0?=NO!
(P (1, —1,1) ern?
El punto P. (1, —1,1) de la recta no pertenece al plano, por lo que la recta no esta contenida en el

plano. La recta es paralela al plano.
Si es posible determinar un plano 7z, paralelo a = que contenga a r.

Este plano paralelo a m tiene ecuacion z, : 2x+y+ D =0. Determinamos el valor de D
obligando a que el plano 7z, contenga el punto P, (1, —1,1).

P(L-11) e,
7, 2X+y+D=0

}:2-1—1+D=O:>1+D=0:>D=—1:> 7, 2X+Yy-1=0

El plano buscado tiene ecuacion 7z, :2x+y—-1=0.
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4.1 Consideremos la funcion real de variable real f (x)=[2x*-3| para ~1<x<5. Se pide:

4.1.1 (0.75 puntos) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f en el
intervalo [—1,5].

4.1.2 (0.5 puntos) Calcular los valores maximos y minimos absolutos de la funcion f en el
intervalo [—1,5].

4.1.3 (0.25 puntos) Representar la funcién f.

4.1.4 (1 punto) Calcular el area del recinto limitado por la curva de ecuacion y = f(x), y las rectas x
=-1,x=5ey=0.

4.1.1 Averiguamos cuando la expresion 2x*—3 es positiva 0 negativa.
2x*-3=0=2x*=3= %’ =g:x=i\E:ﬂ.22
Solo pertenece al dominio de definicién de la funcidn el valor positivo de la raiz.

En el intervalo {—1, \/gJ tomamos X =0 y la expresion 2x* -3 vale 2:0° -3=-3<0.

En el intervalo (\E 5} tomamos X =4y la expresion 2x* -3 vale 2.4 -3=29>0.

Expresamos la funcion como una funcién a trozos.

3-2x? si —1<x<

J6

2X2—3 Si 7<XS5

NG
2

f(x):‘2x2—3‘:

Hallamos la derivada de la funcién y averiguamos cuando se anula.

—4x Si —1£x<§
fr(x)=
4x si§<xs5

g

—4X:0—)X:O€|:—1,7

B

f(x)=0=
4x:0—>x:0¢(2r5

g
>
e Enelintervalo [-1,0) tomamos x=-0.5y la derivada vale f’(-0.5)=-4(-0.5)=2>0.

La funcion crece en [-1,0).

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de x=0y x=
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NG

e Enelintervalo (07] tomamos x =1y la derivada vale f’(1)=—-4-1=-4<0.La

NG

funcion decrece en (O7J

%5}

e Enelintervalo {7

@5}

funcidn crece en [—

tomamos x =4y la derivada vale f"(4)=4-4=16>0.La

NG JE}

La funcion crece en [—1,0)&{7,5} y decrece en [0,7 .

4.1.2 La funcion sigue el esquema siguiente.

R N

NG

La funcion tiene un maximo relativo en X =0 y un minimo relativo en x = <

Valoramos la funcidn en estos valores y en los extremos del intervalo de definicion.

f(-1) ‘2 —3‘=
f(0)=[2-0°-3 =3

f( 6} [ J =0 Minimo
f(5)= 3‘ 47 Maximo

El valor méximo absoluto de la funcion f en el intervalo [-1,5] es 47 y se obtiene en x=5.

- . : . 6
El valor minimo absoluto de la funcion f en el intervalo [—1,5] es 0 y se obtiene en x = <

4.1.3 La grafica de la funcién son dos trozos de parabolas. Hacemos una tabla de valores y
dibujamos su grafica.

X | f (x)=3-2x? x| f(x)=2x*-3

-1 1 3 15

0 3 4 29
J612 0 5 47
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¥

Miximo

P

[
/

%)
L=

f{\']:‘i\-173|=\ <
/ 257 =3 si ﬁ <x=5
i Tu) ¥

e
[+=]

TN

) -Minimo

4 & 7
6

S

4.1.4 Dibujamos el recinto limitado por la curva de ecuacién y = f(x), y lasrectasx=-1,x=5ey
=0.

*
| i | 13—2\': si —li\'i{g /
Sflix)=2x"=3|=4 -
2223 5:@--. \£5/
Su
10 ’)
T IV&
& RN
) .i i |
: %
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NG

El area del recinto lo hallamos como la suma de las integrales definidas de -1 a - de la

NG

funcion y la integral definida de — a 5 de la funcion.

o A5
AreaRlzijZS—szdx {3x—%} = 3?— 2 {3(—1)—2(_1)}:

3J6 6 2 7
2 2 3 Ve 3

5 3
AreaRZ:jS o —3dx=| 2 _ay| =25 _35|-
612 3 NG 3

2

=@_15_£ i 225+\/§

3 2

El &rea del recinto limitado por la curva de ecuacion y = f(x), y lasrectasx =—1,x=5e y=0
es la suma de los dos valores obtenidos: /6 +—+ ; 205 +/6 = 212 -2 + 26 = 76.557 unidades

cuadradas.
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4.2 Un comedero para animales tiene forma de semicilindro hueco abierto por la parte superior. Esta
construido con chapa metélica delgada. Los extremos semicirculares tienen radio » medido en cm
y la longitud del comedero es de L cm. El area total del semicilindro (incluyendo el area lateral
curva y el area de las paredes semicirculares) es de 600w cm?.

=
L

4.2.1 (1 punto) Encontrar la funcidn que describe el volumen del comedero en funcién del radio r.
4.2.2 (1.5 puntos) Encontrar el radio r y la longitud L que maximizan el volumen del comedero y
calcular dicho volumen.

4.2.1 Las dos paredes semicirculares forman un circulo de radio r, por lo que su area es zr’. El
lateral curvo tiene un area que obtenemos multiplicando la longitud de la semicircunferencia por

- . 2nr .
el largo del semicilindro, es decir, = L = zrL. El &rea total del comedero es la suma de las

dos y sabemos que tiene un valor de 600 cm?.

600—r°
r

ar?+zrL=6007r =r*+rL=600=rL=600-r*= L=

El volumen del comedero es el producto del area del semicirculo por la longitud del comedero
(L).
2
vi(rL) =21
2
600—r?
r
del radio de la pared semicircular.

Como L= obtenemos la expresion del volumen del comedero en funcion Unicamente

I__600—r2 )
- 2 _r2 r(600—r
S SRV WAl 7 )=f(600r—r3)
zr 2 r 2 2
V(r,L)ZTL

El volumen del comedero en funcién del radio r tiene la expresion V (r) = %(GOOr - r3).

4.2.2 Hallamos los puntos criticos de la funcion volumen.

v(r):%(600r—r3):>V’(r)=%(600—3r2)=37”(200—r2)

V'(r)=0:>377[(200—r2)=0:>200—r2 =0=r?=200= |r =+/200 =102
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Sustituimos r =10+/2 enla segunda derivada.

V’(r)=377[(200—r2):>V"(r)=3?”(—2r)=—37zr =V (10§2) = -37(1042) <0

Para r =10+/2 la primera derivada se anula y la segunda es negativa. La funcién volumen tiene
un maximo relativo para este valor del radio.

600—(10V2)’ 600200 400

1042 1042 1042

Si r =102 entonces L = =202 y el volumen del

comedero tiene un valor de

v (10v2)= %(600-10«/5 ~(10v2 )3) = %(6000\/5 —2000+/2 ) = 20007+/2 = 8885.8 centimetros
cubicos.

El volumen maximo del comedero es de 2000z+/2 = 8885.8 cm?, que se consigue con un radio
de 10+/2 =14.14 c¢m y un largo de 20~/2 = 28.28 cm.
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% GENERALITAT PROVA D’ACCES A LA UNIVERSITAT K.
 VALENCIANA PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD -+
CONVOCATORIA: JULIOL 2025 CONVOCATORIA: JULIO 2025

ASSIGNATURA: MATEMATIQUES I ASIGNATURA: MATEMATICAS II

BAREMO DEL EXAMEN: Cada pregunta se puntuarg hasta 2,5 puntos.

La calificacion del examen serd la suma de las calificaciones de cada pregunta.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan
realizar calculos simbdlicos ni almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice 0 no la
calculadora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debidamente
justificados.

Por cada falta de ortografia a partir de la tercera se deducirdn 0,10 puntos, hasta un maximo de un
punto.

Por errores en la redaccion, en la presentacion, falta de coherencia, falta de cohesion, incorreccion
Iéxica e incorreccion gramatical se podra deducir un maximo de medio punto. La deduccion maxima
total es de un punto.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)
La empresa TikiTak ha realizado un estudio del comportamiento de sus usuarios y ha observado que
las 3/5 partes de sus publicaciones reciben un “Like”. Juana es una usuaria de TikiTak. Se pide:

1.1 (0.75 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que Juana no reciba ninglin “Like” si ha subido a la
plataforma TikiTak cuatro publicaciones?

1.2 (0.75 puntos) ¢Cuél es la probabilidad de que Juana no reciba mas de dos “Likes” en sus cuatro
publicaciones?

1.3 (1 punto) Juana desea que la probabilidad de recibir al menos un “Like” sea mayor que 0.999.
¢Cual es el menor numero de publicaciones que ha de subir para conseguirlo?

PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 puntos)
Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2

. -2 1 1 2
2.1 Se dan las matrices A= ,B=
3 -2 0 -

2.1.1 (1.25 puntos) La matriz X solucién de la ecuacion (A X) =A(B )

2.1.2 (0.5 puntos) El determinante de la matriz (3ASB) .
2.1.3 (0.75 puntos) Los valores de a y b, si existen, tales que aB'® +bB* = A+C.

2.2 Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales que dependen del parametro real a:
X—ay—-z=-a
ax—y+z=a
ax+y=a
Se pide:
2.2.1 (1.25 puntos) Discutir el sistema de ecuaciones en funcidon de los valores del pardmetro a.

2.2.2 (1.25 puntos) Calcular el conjunto de soluciones del sistema para aquellos valores de a para
los que el sistema es compatible determinado.
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PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 puntos)
Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2
3.1 Dados los planos 7, : x+2y +mz =—1, donde m es un parametro real, y 7, :x+z=6.

3.1.1 (0.5 puntos) Encontrar el valor de m, si existe, para el que 7, y 7, son perpendiculares.
3.1.2 (1.25 puntos) Encontrar el valor de m para el que 7z, y 7, forman un angulo de 45 grados.
3.1.3 (0.75 puntos) Calcular la ecuacion paramétrica de la recta interseccion de 7, y =, .

3.2 Dado el plano 7:3x+y—-z=2 ylospuntos P =(0,1,-1) y Q=(1,a,1), calcular:
3.2.1 (1.25 puntos) Los valores del parametro a, si existen, para los que la recta que pasa por Py Q
esta contenida en el plano m.
3.2.2 (1.25 puntos) Para a=1, el punto simétrico de Q respecto del plano 7.

PREGUNTA 4: ANALISIS (2,5 puntos)
Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2
4.1 Dada la funcion real de variable real

X
F(x) x> +1

se pide:

4.1.1 (0.5 puntos) Hallar el dominio, las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento
de la funcién f.

4.1.2 (1.5 puntos) Calcular, si existen, los valores maximos y minimos relativos y absolutos de la
funcion f.

4.1.3 (0.5 puntos) Representar la funcion f.

4.2 Dadas las funciones reales de variable real f (x)= % y 9(x)=8x, se pide:

4.2.1 (0.5 puntos) Hallar el dominio, las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
la funcion f.

4.2.2 (0.25 puntos) Dibujar las gréaficas de ambas funciones.

4.2.3 (1.75 puntos) Calcular el area del recinto delimitado por el eje de abscisas, larecta X=1 y las
graficas de las dos funciones y = f(x) e y = g(x).
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Taula de la distribucid binomial (Bin{n,p}} x
e e N . n
Tabla de la distribucion binemial {Bin{n,p)) Fix)=PIX = x) = Z [k] phgtt
]
n ][ k[p] 0,01 [ oo5s [ o0 [ o20 [ o2s [ O30 | 18 | p35 | o040 [ 045 [ 0S50
110 0,9500 09500 05000 O,6000 07500 20,7000 0,6567 10,5500 0,5000 D,=500 0,5000
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
2|0 02801 03025 05100 06400 05628 04900 04242 04225 0,3500 0,325 0,2500
1 D,9999 D9575 09800 0900 09375 09100 0,5383 08775 D,5200 0,7975 0,7500
2 1,0000 10000 1,000D 10000 11,0000 1,0000 1,0000 1, 0000 1,0000 1,0000 1,0000
ilo 0,3703 03574 07290 05120 04219 03430 02963 02746 0,2160 0,1564 0,1250
1 0,3937 0,9928 09720 O0,6960 0,8438 0,7540 07407 00,7133 0,640 0,5743 0,5000
F 1,0000 0,999 09800 09920 09644 05730 0,253 03571 D,5360 0,%089 0,8750
3 1,0000 10000 1,000D 10000 11,0000 1,0000 1,0000 1, 0000 1,0000 1,0000 1,0000
4|0 D,9606 D3145 06561 04086 03184 D241 0,1975 0,178z 0, 1265 0,915 0,0625
1 [0,9934 0,3660 0,9477 06152 07383 06517 05926 05630 04752 03310 0,3125
2 1,0000 03995 0,963 05726 09432 0,163 0,595 048735 0,5208 0,7585 0,6875
3 1,0000 10000 09%0% 09984 095951 0,59919 05877 10,3650 [R=r 0,%550 0,9375
4 1,0000 10000 1,0000 10000 10000 10000 1,0000  1,0000 1,0000 10000  1,0000
5|0 0,9510 07738 05805 03277 02373 01681 01317 0, 1160 0,0773 0,003 0,0313
1 [,3930 09774 09185 07373 06328 05262 04609 04234 0,3370 0,2562 0,1875
2 1,0000 0,9%88 0,9914 05421 08865 0,B369 0,790 0,7646 0,58256 0,5931 0,5000
3 1,0000 10000 09885 09933 09644 05652 0,2547 10,3450 0,213 D,8588 0.8125
4 1,0000 10000 10000 09957 09990 0,9976 0,9353 10,9547 D,5853 D,%915 0,9663
-] 1,0000 10000 1,000D 10000 11,0000 1,0000 1,0000 1, 0000 1,0000 1,0000 1,0000
6|0 03415 0,7351 0,534 02621 04780 01176 00878 00754 0,0467 00277 0,015
1 0,3985 0,9672 0,6B57 06554 0,533% 04202 03512 03191 0,2333 0,153 0,1094
F 1,0000 09578 09842 05011 08308 07443 0,550 05471 0,5243 04215 03433
3 1,0000 D9%99 09867 09630 09624 052595 0,5393 10,8626 D,5208 07447 0,6563
4 1,0000 10000 0,9%9% 09984 09954 09891 05822 09777 D,2550 D,5303 0,3905
5 1,0000 10000 10000 09999 09998 09953 0,9355 0,958z 0,5953 0,9917 0,9344
B 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
T| 0 D331 D,5%83 04763 02097 01335 00524 0,0585 10,0490 D,02ED 0,052 0,0073
1 D,3%80 D356 0,8503 O,5767 04448 03254 0,253 10,2338 D,1566 D,1024 0,0625
2 1,0000 D9%52 09743 OB520 07584 DE4T1 0,576 0,5323 D413 03164 0,2266
3 1,0000 D9%98 059573 09667 0924 0E74D 0,5267 0,800 oFio2 0,6083 0,5000
4 1,0000 1,0000 09898 09953 0,98671 05712 09547 09444 0,2037 08471 0,7734
5 1,0000 1,0000 1,0000 0,99% 0,9887 09962 0,993 0,9910 0,5812 0,9543 0,9375
5] 1,0000 10000 1,0000 10000 09999 0,995 0,9395 0,934 0,538 0,%363 0,93z2
T 1,0000 10000 1,000D 10000 11,0000 1,0000 1,0000 1, 0000 1,0000 1,0000 1,0000
B|D 09227 0,5634 04305 0,676 0,001 00576 00390 00319 0,0163 0,0084 0,0033
1 0,3973 03428 06131 0,5033 03671 02553  0,1951 0,1691 0,1064 0,0532 0,0352
F 0,3999 09542 09612 0,969 04578 05518 04582 04278 03154 0220 0,1445
3 1,0000 D9%96 09850 09437 086862 06059 07414 10,7064 0,5341 D 4770 0,3633
4 1,0000 10000 09%9& 095896 09727 0,9420 09121 10,8535 D,5263 0, 7356 0,6367
5 1,0000 10000 10000 ©09988 09958 09387 0,5303 09747 D,9502 D0,%115 0,8555
6 1,0000 1,0000 1,0000 09999 0,993 09967 09974 09954 0,2315 05813 0,9543
7 1,0000 1,0000 1,0000 11,0000 10000 09999 09938 0,999 0,2393 0,%363 0,9961
g 1,0000 10000 10000 11,0000 10000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
5|0 0,9135 D,5302 03674 01342 00751 00404 0,260 0,007 0,010 0,0045 0,0020
1 D,95%56 Daxas 0,774E 04362 03002 01960 01431 01211 D,0705 D,0385 0,0185
2 [0,2939 09916 09470 07362 06007 04628 03772 03373 0,2313 01455 0,083
3 1,0000 03994 09917 05144 0,8343 07287 06508 0,508% 0,482 03514 0,2533
4 1,0000 10000 09%01 05504 09511 05012 08552 0,8283 07334 Dg214 0,5000
3 1,0000 10000 0,9%9% 09969 09500 09747 0,2576 10,3464 D,9006 0,6342 0,7461
] 1,0000 1,0000 1.0D0DD 09997 09987 09957 0,9917 10,9688 D,9750 D, %502 09102
T 1,0000 10000 10000 1,0000 09999 099536 0,59350 10,9536 0,5a62 D,%309 0,9305
& 1,0000 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 09999 09999 0,397 02352 0,9980
9 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0| 0 D904 D,5%87 03487 0,074 00553 0,0282 00173 0,0135 D,Da&D 0,025 0,0010
1 0,9957 09139 07361 03758 02440 01453 0,1040 10,0650 0,062 0,233 o007
2 [0,2939 0,3685 09298 06778 05256 0,352 0,299 0,2616 0,1573 00955 0,0547
3 1,0000 0,3990 09672 O0,67%1 0,775% 0,645 05593 05136 0,3823 0,2660 0,1719
4 1,0000 09%99 09584 09672 09219 06457 0,763 0,7515 0,633 05044 03770
3 1,0000 10000 09899 09936 09603 09527 0,923 10,9051 D,5333 07384 0,6230
& 1,0000 10000 10000 09991 09965 0,9304 0,5303 10,9740 D,5452 D,6380 0,8281
T 1,0000 10000 10000 09955 09996 09984 0,365 0,955z 05877 0,575 0,5%453
& 1,0000 1,0000 1,0000 10000 10000 09999 09995 09995 0,353 02355 0,9893
9 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,2393 0,2357 0,99590
10 1,0000 10000 1,0000 1,0000 11,0000 1.0000 1,0000 1, 0000 1,0000 1,0a000 1,0000
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n|k|[p]| 0,01 [ 005 | 010 | 020 | 025 | 030 173 0,35 0,40 0,45 0,50
11 0 0,8953 0,5688 03138 00853 0,0422 0,0198 0,0116 0,0088 10,0036 0,0014 0,0005
1 0,9948 0,8981 0,6974 0,321 0,1971 0,1130 0,0751 0,0606 10,0302 0,0139 0,0059
2 0,99938 0,9848 05104 06174 04552 03127 0,2341 02001 01189 0,0652 0,0327
3 1,0000 0,9984 068815 08389 07133 05696 04726 0.4256 0,2963 01911 01133
4 1,0000 099959 06972 09496 08854 Q7897 0,7110 0,6633 0,53238 0,3871 0,2744
5 1,0000 1,0000 09997 09883 09657 0,9218 08779 0,8513 0,7535 0,633 0,5000
6 1,0000 1,0000 1,0000 0,9980 09924 09784 09614  0,9499 0,9006 0,8262 0,7256
T 1,0000 1,0000 11,0000 0,9998 0,9988 0,9957 0,9912 0.9878 0.9707 0,9390 0,8867
8 1,0000 1,0000 10000 10000 0,9999 0,9994 0,9986 09980 09941 0,9852 09673
9 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000 0,9909 0,9598 0,9993 0,94978 0,94941
10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9008 0,99495
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 41,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
121 0 0,8864 05404 0,2824 00887 0,0317 0,0138 0,0077 0,0057 0.,0022 0,0008 0,0002
1 0,9938 08816 06590 02749 015384 0,0850 0,0540 0,0424 0,0196 0,0083 0,0032
2 0,9998 0,9804 08891 0,5583 03907 02528 0,1811 0,1513 0,0834 0,0421 0,0193
3 1,0000 0,9978 05744 07946 06488 04925 0,3931 0,3467 0,2253 0,1345 0,0730
4 1,0000 0,9998 08957 09274 08424 0,7237 0,6315 0.5833 0,4382 0,3044 0,1938
5 1,0000 1,0000 09995 09806 09456 08822 08223 07873 0,6652 0,5269 0,3872
6 1,0000 1,0000 09999 09961 09857 09614 09336 09154 0,8418 0,7393 0,6128
T 1,0000 1,0000 10000 0,9994 09972 0,9905 0,9812 09745 0.9427 0,8883 0,8062
8 1,0000 1,0000 10000 09999 09996 09983 09961 0,9944 00,9847 0,9644 0,9270
9 1,0000 1,0000 11,0000 1,0000 11,0000 09998 0,9905 0,9692 00,9972 0,9821 0,9807
10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,999 0,9997 0,94989 0,9968
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 41,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9998
12 1,0000 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000
131 0 0,8775 0,5133 02542 00550 00238 00097 0,0051 0.,0037 0,0013 0,0004 0,0001
1 0,9928 0,8646 06213 0,2336 01267 00637 0,0385 0,0296 0,0126 0,0049 0,0017
2 0,9997 0,9755 0,8661 05017 0,3326 0,2025 01387 01132 0,0579% 0,0269 0,0112
3 1,0000 0,9969 09658 07473 05843 0,4206 0,3224 0.2783 01686 0,0929 0,0461
4 1,0000 0,9997 09935 09009 0,7940 0,6543 0,5520 0.5005 10,3530 0,2279 0,1334
5 1,0000 1,0000 09991 09700 09198 0,3346 07587 07159 0,5744 04268 0,2605
[} 1,0000 1,0000 09999 09930 09757 0,9376 0,8965 0,8705 0,7712 0,6437 0,5000
7 1,0000 1,0000 10000 09988 09944 09818 0,9653 0,9538 0,9023 0,8212 0,7095
8 1,0000 1,0000 1,0000 0,9998 09990 09960 09912 09874 0,9679 0,9302 0,8666
9 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 09999 09993 09984 09975 0,9922 0,9797 0,9539
10 1,0000 1,0000 1,0000 41,0000 1,0000 0,9999  0,9998  0,9997 0,9987 0,9959 0,9888
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1.0000 10,9995 0,9995 0,9983
12 1,0000 1,0000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1.0000 1,0000 1,0000 0,9955
13 1,0000 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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Soluciones

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)

La empresa TikiTak ha realizado un estudio del comportamiento de sus usuarios y ha observado que
las 3/5 partes de sus publicaciones reciben un “Like”. Juana es una usuaria de TikiTak. Se pide:

1.1 (0.75 puntos) ¢Cudl es la probabilidad de que Juana no reciba ningin “Like” si ha subido a la
plataforma TikiTak cuatro publicaciones?

1.2 (0.75 puntos) ;Cual es la probabilidad de que Juana no reciba mas de dos “Likes” en sus cuatro
publicaciones?

1.3 (1 punto) Juana desea que la probabilidad de recibir al menos un “Like” sea mayor que 0.999.
¢ Cual es el menor niamero de publicaciones que ha de subir para conseguirlo?

1.1 Consideramos la variable aleatoria X que cuenta el nimero de Like que recibe Juana en sus 4
publicaciones. Esta variable es una binomial de parametrosn =4y p=3/5=0.6.
X = B(4, 0.6). Este valor de p no aparece en la tabla de la binomial. Consideramos una nueva
variable aleatoria Y = NUmero de publicaciones sin Like de un grupo de 4. Los parametros de esta
binomial sonn=4yp=2/5=0.4.

Nos piden calcular P(X =0)=P(Y =4). Miramos en la tabla adjunta y tenemos:

P(X =0)=P(Y =4)=P(X <4)-P(Y <3)=1-0.9744=[0.0256|

n[kJp] 0,01 [ oos [ o0 [ o20 [ o2s [ 030 | 18 | 035
1|0 0,9900 09500 009000 O0.BOD0 07500 07000 06667  0.5500 0§aoa
1 10000 10000 10000 10000 10000 40000 41,0000  1.0000 13000
z|lo 09801 09025 05100 06400 05625 04900 04244 04225 0,500
1 [.3%3% 09975 099800 08600 09375 05100 03389  0.5775 0,200
2 10000 10000 10000 10000 10000 10000 1,0000  1.0000 1,J000
3|o 0.9703 08574 07290 05120 04219 03430 02963 02746 0.HE0
1 09997 09928 09720 O0,B960 0,8438 07840 07407 0,783 0,450
2 10000 09999 09990 05920 0,9844 DS7I0 09630 0,357 0,360
3 10000 10000 10000 10000 10000 10000 1,0000  1.0000 18000
o 09606 09145 06551 04006 03164 02401 01975 01785 0.fes
1 09994 09850 05477 O0.B192 07383 06517 05926 05630 04752
05726 09492 09163 D0B89639  0,8735
h.-ﬁ.-a [ - k- LR

n ] k[p] 0,01 [ oos | odo [ o20 [ o2s | o230 [ 43 | npas

1|0 02200 09500 09000 06000 0750 07000 06667 0,5500 offioa
1 1.0000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 15000

2 (o 09801 09025 0.6100 06400 05625 04000 04444  0,2295 ofs00
1 09999 09975 0,9500 09600 09375 0900 08369 08775 ofo0
2 1,0000 10000 1,0000 10000 41,0000 41,0000 41,0000 10000 18000

3ilo 0.3703 08574 07290 05120 04219 0430 02963 02746 o.Ea
1 0.9997 09928 09720 06960 08438 07840 07407 07183 0.Js0
2 1.0000 09999 009990 05920 09644 09730 09530 09571 o.jBsa
3 1.0000 10000 10000 10000 1.0000 40000 10000  1,0000 18000

0,9606 03145 03154

1.3 Desea que P(X >1)>0.999 —» P(Y <n—1)>0.999. Si buscamos en la tabla este valor.
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n[x[p] o001 | 0ps | 040 [ @20 [ 025 | @30 | 5 | 035 || o0
1|0 0,9900 (9500 09000 O.E000 07500 C7000  D6567 06500 D,6000 NO
1 1,0000 10000 10000 10000 10000 10000 14,0000 10000  1.0000

2| o 0,950 [9025 05100 06400 05635 04900 04448 04295 03600
1 0,993 (9975 09900 09600 09375 08100 08389 08775 D.8400 NO
2 1.0000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000  1.0000
32| o 0,9703 (8574 07290 05120 04218 03430 02963 02746 D2MEd
1 0,9937 L3935 09720 0060 08438 07840 07407 07183 D.64E0
2 1.0000 (2995 09500 08970 09844 05730 09530 09571 0,.9350NO
3 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 10000 14,0000 10000  1.0000
a|no 0,9606 08145 05551 04006 03164 02401 04975 04785 0,1295
1 0.3934 L3S0 09477 O0E182 07383 LESI7 05926 05630 D47
2 1.0000 (9995 0993 09728 09432 09163 DS99 048735  D.5208
3 1.0000 10000 09995 09964 09951 09919 09377 09850  Do74s WO
4 1.0000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 41,0000
|0 03510 L773E 05805 03277 02373 LGB 0437 04450 D.O77S
1 0,9930 C9774 09185 07373 06338 05262 D4509 04384 D,3370
2 1.0000 L9385 09914 0843 08055 O0,E360 O7901 07648 D.6825
3 1.0000 10000 09995 00933 09844 00652 09547 09450 D813
4 1,0000 10000 10000 08907 09990 008975 09959 09847  D.88a3 NO
5 1.0000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000  1.0000
E| D B.9415 L7351 0534 026M 04780 01176 D078 00754 DMET
1 0,935 L9672 OBEST 06554 05338 04202 D3512 03191 02333
2 1.0000 (9975 09842 09011 08306 07443 D538 06471 D.5843
3 1.0000 (9999 09957 08830 09634 09055 08999 08896  D,5208
4 1.0000 10000 09995 09964 09954 09591 D982 09777  D.9540
5 1.0000 10000 10000 09000 09908 00903 09985 09982  D.S9saNg
5 1.0000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000  1.0000
7|0 09321 (6383 04783 02007 01335 00624 00585 2 00490  D.0280
1 0,3530 3555 08503 05767 0.4440 03204 02538 02338  D,1585
2 1.0000 L9952 09743 O0.E520 07554 0471 DS/ 05323 D419
3 1,0000 09995 09973 00667 04204 0740 DEXT 08002 DT
4 1.0000 10000 09998 08953 09671 09712 09547 09444  D.9037
5 1.0000 10000 10000 09906 09587 09962 09931 09910  0,9812
5 1,0000 10000 10000 10000 09998 09958 09985 09984 pgos NGO
7 1.0000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 1.0000
HI ; L9227 5634 04205 04678 09001 00576 0038 003M% 00463
0.9973 (3435 05131 05033 03671 02553 01951 01691 D106
2 0,335 L9942 09615 07969 06785 05518 04582 04378 D354
3 1.0000 9995 09950 08437 08852 08058 D7414 07064  D.5941
4 1.0000 10000 0990E 08506 09727 08420 09921 08938  D.5263
5 1.0000 10000 10000 09965 09558 09567 09303 09747 D950
5 1,0000 10000 10000 08900 09996 00967 09974 09954  plehaed
7 1.0000 10000 10000 10000 10000 09999 09998 09998  |0.9993) é. iisi!
B 1,000 10000 14,0000 40000 10000 40000 10000 10000 T {12121

Se cumple a partir de n = 8. EI menor nimero de publicaciones que ha de subir para conseguirlo
es de 8.
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PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 puntos)
Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2

. -2 1 1 2
2.1 Se dan las matrices A= ,B=
3 2 0 -1

2.1.1 (1.25 puntos) La matriz X solucion de la ecuacion (A‘lX) A

2.1.2 (0.5 puntos) El determinante de la matriz (BASB) :
2.1.3 (0.75 puntos) Los valores de a y b, si existen, tales que aB'® +bB* = A+C.

2.1.1 Resolvemos la ecuacién matricial (A‘lx)_1 = A(BZA)_l. Multiplicamos por A™X a ambos
lados de la igualdad.

(A1) = A(B?A) = (AX)(AX) =(AX)A(B?A) =
= 1= A*XA(B?A) "= I (B?A) = A*XA(B%A) " (B2A) =

= B’A=AXA= B’AAT=AXAAT= B =AX = AB’=AA'X =

, (2 1)3\(1 2)\1 2 -2 1\1 2-2 -2 1
= X =AB° = = =
3 -2)I0 -1)l0 -1 3 2/{0 1 3 2
] ., . -2 1
La matriz X solucion de la ecuaciéon es X :( 3 ZJ'

2.1.2 Aplicamos las propiedades de los determinantes para calcular el determinante pedido.

A’B es una matriz 2x 2
SRR e SR LT

2 1 1 2
|A|:‘ ‘:4—3:1,|B|:‘ JJ:—l
3 -2 0 -

(o (1)) -

2.1.3 Calculamos las primeras potencias de la matriz B en busca de una regularidad.

SO LA Y P P S P

Bl _ g250 _ (Bz)sozlsozl ng:BgsB:(Bz)4gB:|-B:B
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Utilizamos el resultado obtenido en la igualdad planteada.

aB® +bB* =A+C=al+bB=A+C =
10 1 2 -2 1 3 -1
=a +b = + =
(0 1} (0 —1] ( 3 —ZJ [—3 3}
a o0 b 2b 10 a+b 2b 10
= + = = = =
0 a 0 -b 0 1 0 a-b 0 1

a+b=1
a+0=1
- 2b:0—>:{a e
a-b=1 B

La igualdad se cumple para a=1y b=0.
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2.2 Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales que dependen del parametro real a::
X—ay—z=-a
ax—y+z=a
ax+y=a

Se pide:

2.2.1 (1.25 puntos) Discutir el sistema de ecuaciones en funcién de los valores del parametro a.

2.2.2 (1.25 puntos) Calcular el conjunto de soluciones del sistema para aquellos valores de a para los
que el sistema es compatible determinado.

1 -a -1
2.2.1 La matriz de coeficientes del sistemaes A=|a -1 1 |yla matrizampliada es
a 1 0
1 -a -1-a
A/B=|a -1 1 a
a 1 0 a

Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

1 -a -
|Al=la -1 1|=0-a’-a-a-0-1=-a’-2a-1
a 1 ©0
2+./(=2) —4(=1)(~1
Al=0=-a’-2a-1=0=a= (2 -4y _2t0_

Surgen dos situaciones diferentes que estudiamos por separado.

CASO 1l a=-1
En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, al igual que el rango de A/B
y el nimero de incognitas (3). El sistema es compatible determinado (una Unica solucion)

CASO 2. a=-1
En este caso el determinante de A es nulo y el rango de A no es 3.
1 1 -11
La matrizampliada queda A/B=|-1 -1 1 -1|. Convertimos este sistema en otro
-1 1 0 -1

triangular equivalente mas sencillo de estudiar.

L1 Fila2? + Filal?

A/B=|-1 1_1 N

ST 711 1 a1
11 0 -1

0 O O O — NuevaFila2?2
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Fila3? + Filal?

11 0 -1 11 11

1 1 -1 1 =0 0 00|
0 2 <10

0 2 -1 0 — NuevaFila3?

A/B
f—/%
11 11
= {Fila3® & Fila2tl=|0 2 -10
00 00

[N —
A

El rango de A es 2 igual que el de A/B, pero menor que el namero de incognitas (3). El
sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

2.2.2 Para a = -1 el sistema es compatible determinado. Resolvemos el sistema.

x-a(a-ax)-z=-a

=

X-ay—-z=-a [x—-ay-z=-a
ax—-y+z=a —=Jax-y+z=a :>{

ax—a+ax+z=a
ax+y=a y =a-—ax

{X_az+azx_z:_a:{(az+l)x_z=a2_a:>(a2+1)x—2a+2ax:a2—a:>

2aXx+z=2a Z=2a-2ax

Ca’+2a+l (a+1)2 Ca+l

:>(<’:12+2a+1)x=a2+a:>{a¢_1 } a’+a _a(a+l) a

a’+2a+1=0

a a’+a-a’ a
a+1 a+1 a+1l
=
a 2a’+2a-2a’ 2a
Z=2a-2a = =
a+1l a+1 a+1

a_ 2a
a+l’ a+1

Para a = —1 la solucion del sistemaes x=y =
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PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 puntos)
Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2
3.1 Dados los planos 7, : x+2y +mz = -1, donde m es un parametro real, y r,:x+z2=6.

3.1.1 (0.5 puntos) Encontrar el valor de m, si existe, para el que 7, y 7z, son perpendiculares.
3.1.2 (1.25 puntos) Encontrar el valor de m para el que 7z, y 7, forman un angulo de 45 grados.
3.1.3 (0.75 puntos) Calcular la ecuacion paramétrica de la recta interseccion de 7, y ,.

3.1.1 Para que dos planos sean perpendiculares deben serlo sus respectivos vectores normales.

T X+2y+mz=-1-n=(12,m)
7, x+2=6-n,=(10,1) =(1,2,m)(1,0,1)=0=1+0+m=0=>[m=—1]

L, %ELE%E-E:O
Para m=-1 los planos 7, y 7, son perpendiculares.

3.1.2 Si el &ngulo entre los dos planos es de 45° el &ngulo entre sus vectores normales también es de
45°,

1

Utilizamos el producto escalar.

= — 1,2,m)-(1,0,1
(”1’”2):450%(%”2):450 = c0s(45°) = ‘( m)-{ )‘
NP2 +27+m? 1P +0° +12

G opem (V2 pem

[L+m|
=—= =1=

— =
2 J5+m2y2 2 5+m? \5+m?

=5+m’ =[l+m|=

=5+m?=(1+m) =5+m* =1+2m+m’ = 4=2m= [m = 2|

Para m=2 los planos forman un angulo de 45°.
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3.1.3. Hallamos la ecuacion de la recta interseccién de los dos planos.

T iX+2y+mz=-1] X+2y+mz=-1
=6-z+2y+mz=-1=2y+(m-1)z=-7=

j—
T, X+2=6
X=6-41
-7 1-m -7 1-m
=2y=—"T7+(1-m)z=|y=—+——2|=|r'sy=—+—-41; 1R
y=rx(-mz=ly=—o+— =% -
=41
X=6-4
-/ 1-m

La ecuacion paramétrica de la recta interseccionde 7z, y 7z, €s r:qy= ?+T/1; AeR.

=1
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3.2 Dado el plano 7:3x+y—-z=2 ylos puntos P = (0,1,-1) y Q=(1,a,1), calcular:

3.2.1 (1.25 puntos) Los valores del parametro a, si existen, para los que la recta que pasa por Py Q
esta contenida en el plano .

3.2.2 (1.25 movtoo) [Mapa a=1, el Tovto owl tpiyo 8¢ Q peomeyto Seh TAavO T

3.2.1 Para que la recta que pasa por Py Q esté contenida en el plano basta con que los puntos estén
en el plano.

T:3X+y—-2=2
P=(0,1,-1)er =

3-0+1-(-1)= 2} 1+1=2
=
Q=(Lal)er

31l+a-1=2 a=0

f~E=d

Para a=0 larecta que pasa por P y Q esta contenida en el plano.

3.2.2.Para a=1 el punto Q tiene coordenadas Q(1,1,1).

Tenemos que hallar el punto Q" simétrico de Q respecto del plano .
Hallamos la recta r perpendicular al plano 1 que pasa por el punto Q. Luego hallamos el punto C
de corte de recta r y el plano. Por ultimo, determinamos el punto Q ~ simétrico de Q respecto del
plano .

¥

Q

C

N

|

: ¢t Q°
Hallamos la ecuacion de la recta r. Como es perpendicular al plano su vector director es el vector
normal del plano 7:3x+y-z=2.

Q(l,l,l)er } Xx=1+31
- - =>r=qy=1+41
vr:n:(3,l,—1 714

Hallo el punto C de corte de la recta r y el plano resolviendo el sistema formado por las
ecuaciones de recta y plano.

T:3X+y—-2=2
x=1+34
=3(1+31)+1+21-(1-1)=2=3+94+1+ 1-1+1=2>
r=qy=1+41
z=1-1
x:1+3_—1:i
11 11
:>11/1:—1:>/1:_—1:> yzl—izg =|C EEE
11 11 11 11 11 11
z:1+£=E
11 11
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Las coordenadas del punto simétrico Q" las hallamos sumando al punto C el vector Q—C :

C(EEEJ 8 10 12 3-11
11’11’11 jac.:(ﬁ,ﬁ,ﬁj—(l,l,l):(ﬁ,ﬁ,l—lJ
Q(111)
Q,:C@:(ﬁ,gz}(—_s,—_l;jz(_,ggj
11'11°11 1'11'11) (11'11'11
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PREGUNTA 4: ANALISIS (2,5 puntos)
Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2
4.1 Dada la funcion real de variable real

X
F(x) X2 +1

se pide:

4.1.1 (0.5 puntos) Hallar el dominio, las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
la funcion f.

4.1.2 (1.5 puntos) Calcular, si existen, los valores maximos y minimos relativos y absolutos de la
funcion f.

4.1.3 (0.5 puntos) Representar la funcion f.

4.1.1 Es una funcion racional y su dominio son todos los nimeros reales menos los que anulan su
denominador.

f(x)= 2X 1:>x2+1:0:>x2:—1:>X:J—_1:Noexiste
X2 +

Su denominador nunca se anula y el dominio de la funciénes R.

Asintotas verticales. x=a
No existen, pues el dominio lo forman todos los nimeros reales.

Asintota horizontal. y=b
—im X —iimi-L g

b= lim f(x)=lim— -

X—>+0 xow X5 4] x40 X x>+ X 400

Larecta y =0 es asintota horizontal de la funcién.

Asintota oblicua. y=mx+n
Al tener asintota horizontal la funcién no tiene asintota oblicua.

Buscamos los puntos criticos de la funcion.

X , 10 +1)=x2x  x?41-2x2  1-%°
f(X): 2 = f (X): ( 2) 2 = 5 2 ., 2
x“+1 (x +1) (x +l) (x +1)
, 1—x? ) )
f'(x)=0>—5=0=21-x"=0=>x"=1= X=+1=+1

(x*+1)
Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y despuésde x=-1y x=1.

e Enelintervalo (—o0,—1) tomamos x=-2y la derivada vale

2
f(-2)= LZ)Z — 23 20. La funci6n decrece en (—o0,—-1).
() +1) 2
. . , 1-0°
e Enelintervalo (—1,1) tomamos x =0 y la derivada vale f"(0) :W =1>0.La
0°+1

funcion crece en (-1,1).
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— 2 —
e Enelintervalo (1,+o0) tomamos x =2 y la derivada vale f"(2)= ﬁ _3 <0.La
2°+1

funcion decrece en (1, +oo).

La funcion decrece en (—o0,—1)\U(1,+) y crece en (—1,1).

4.1.2. Por el estudio anterior sabemos que la evolucion de la funcion es el que describe el esquema

siguiente.

2 3

; o |
-2 _1 0

~
[ ]

La funcidn presenta un minimo relativo en X =—1 y un maximo relativoen x=1.

Para x =—1 la funcion vale f(-1)= ( _)21 = _?1 El minimo relativo tiene coordenadas
-1) +1

(-1,-1/2).

Para x=1 la funcién vale f(1)= 121 1 :% . EI maximo relativo tiene coordenadas (1, 1/2).

Para decidir si son maximos y minimos absolutos calculamos el limite de la funcién en +oo y —
oo, Lo hemos calculado en el apartado anterior y los limites valen 0.

o . 1 .. . -1
El maximo absoluto de la funcion es > y el minimo absoluto de la funcion es >

4.1.3. Con toda la informacién obtenida y una pequefia tabla de valores dibujamos la grafica de la
funcion.

X
X | f(x)=
(%) X2 +1
-7 -0.14
-3 -0.3
-1 -0.5
0 0
1 0.5
3 0.3
7 0.14
der'f;m f (..\-]= _J'\'H
y=0 ,
o 3 -2 1 1
Minimo
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4.2 Dadas las funciones reales de variable real f (x)= % y g(x)=8x, se pide:

4.2.1 (0.5 puntos) Hallar el dominio, las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la
funcion f.

4.2.2 (0.25 puntos) Dibujar las graficas de ambas funciones.

4.2.3 (1.75 puntos) Calcular el area del recinto delimitado por el eje de abscisas, la recta x=1y las
gréaficas de las dos funciones y = f(x) e y = g(x).

4.2.1 La funcion f(x) es una funcidn racional y su dominio son todos los nimeros reales menos los
que anulan su denominador.

f(x):%:XZ:O:x:O

El dominio de la funcion f(x) es R —{0} .

Asintotas verticales. x=a
¢ X =0 es asintota vertical?

. .1 1

lim f (x) =lim= == =+
x—0 x—0 ¥ 0

X =0 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b
. .1 1
b=Ilim f(x)=lim—==—=0
X—>+00 ( ) xaocxz +00

Larecta y =0 esasintota horizontal de la funcién.

Asintota oblicua. y=mx+n
Al tener asintota horizontal la funcién no tiene asintota oblicua.

Buscamos los puntos criticos de la funcion.

Esta expresion de la derivada no se anula. Estudiamos el signo de la derivada antes y después de
X =0 (valor excluido del dominio).

e Enelintervalo (—o,0) tomamos x=—2 y la derivada vale f’(-2)= 2 % >0.La

(-2)

funcion crece en (—,0).

-2 -1

e Enelintervalo (0,+0) tomamos x =2y la derivada vale f’(2)= % =7 < 0.La

funcion decrece en (0, +).

La funcion crece en (—,0) y decrece en (0,+).

4.2.2. Hacemos una tabla de valores de cada funcion y dibujamos sus graficas respectivas.
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1
X f(x):?
-2 0.25
4 L X |g(x):8x
05 05| 4
0.5 1 8
1
0.25
g(x)=%
F)= 5
X 5
__-/ \ <
2 1 f

4.2.3. Dado que tenemos las graficas de ambas funciones dibujamos el recinto del cual queremos
hallar el area.
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. /
15 /
1

_/ f(r):vl_l \

Averiguamos cuando las graficas de las dos funciones se cortan.

I
w

|

f(x)= f(x):>8x=i2:>8x3=1:>x3=%:> X
X

Il
N -

El rea del recinto es el valor de la integral definida entre 0.5y 1 de g(x)— f (x).

! ! 1 1 B 1T 17
J.O.Sg(X)—f(x)dx=j 8X—?dx:j0‘58x—x2dx={4x2—_—lL={4x2+_} =

0.5 X 0.5

= [4-12 +ﬂ—[4-0.52 +%} =441-1-2=

El area del recinto delimitado por el eje de abscisas, larecta x =1y las graficas de las dos
funciones y = f(x) e y = g(x) tiene un valor de 2 unidades cuadradas.
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N
¥ GENERALITAT PROVA D’ACCES A LA UNIVERSITAT _-,\ ‘,"_
\\§ VALENCIANA PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD L )
Con: ¢'| .‘|<‘m Cultura, e d F >
] TR,
CONVOCATORIA: JULlQL 2025 (reserva) CONVOCATORLA’\Z JULIO 2025 (reserva)
ASSIGNATURA: MATEMATIQUES I ASIGNATURA: MATEMATICAS lI

BAREMO DEL EXAMEN: Cada pregunta se puntuard hasta 2,5 puntos.

La calificacion del examen serd la suma de las calificaciones de cada pregunta.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no
puedan realizar calculos simbolicos ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice 0 no
la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre
debidamente justificados.

Por cada falta de ortografia a partir de la tercera se deduciran 0,10 puntos, hasta un maximo de
un punto.

Por errores en la redaccion, en la presentacion, falta de coherencia, falta de cohesion,
incorreccion Iéxica e incorreccidn gramatical se podra deducir un maximo de medio punto. La
deduccion maxima total es de un punto.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)
Se ha realizado una encuesta a 120 miembros de un club de lectura sobre sus preferencias literarias.
La siguiente tabla muestra los resultados clasificados por edad y tipo de obra preferido.

Edad/Tipo de obra Novela Poesia Obras de teatro  Ensayos
< 25 afios 17 6 7 1
25 - 60 afos 22 17 10 3
> 60 arios 8 12 11 6

1.1 (0.75 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que el tipo de obra preferido de una persona
seleccionada al azar no sea el ensayo?

1.2 (0.75 puntos) Si se sabe que un miembro del club NO tiene como tipo de obra preferido la
poesia, ¢cual es la probabilidad de que tenga 25 afios 0 mas?

1.3 (1 punto) Dados 10 miembros del club que tienen entre 25 y 60 afios, ambos incluidos. ;Cual
es la probabilidad de que como mucho 3 de ellos tengan como tipo de obra preferido o bien las
obras de teatro o bien los ensayos?

PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 puntos)
Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2

! 2 1
y B= , calcular.
1 11

2
2.1.1 (0.75 puntos) La matriz X, si existe, tal que 2AX =BX + 1, siendo | la matriz identidad 2x2

2.1 Dadas las matrices A=

o N

2.1.2 (0.75 puntos) Si existen, los valores del parametro real « tales que 4A” +aA—1=0, siendo
0 la matriz nula 2x2.

2.1.3 (1 punto) A“.
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2.2 Sea el sistema de ecuaciones lineales
3X+y+2z=1-a
(1+a)x+2y+z=a
ax—y+z=1-a
donde a es un parametro real, Se pide:

2.2.1 (1.25 puntos) Discutir el sistema en funcion del parametro a.
2.2.2 (1.25 puntos) Calcular las soluciones del sistema éste sea compatible.

PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 puntos)
Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2

3.1 Dado el plano 7:2x—2z =1, calcular:

2x-y=0
3.1.1 (1.25 puntos) Si existe, el plano perpendicular a @ que contiene a la recta r :{ y :
=Y

3.1.2 (1.25 puntos) Los planos paralelos a = cuya distancia al punto P=(0,1,2) es 2.

3.2 Se considera el plano m con ecuacion 2x+3y—-z=0 y los cuatro puntos A = (0,0,0),
B =(10,0,-20), C=(0,15,-30) y D = (1,2,-1).
3.2.1 (0.5 puntos) Comprobar si el triangulo ABC pertenece al plano 7.
3.2.2 (0.5 puntos) Calcular la distancia del punto D al plano 7.
3.2.3 (1.5 puntos) Calcular las coordenadas de la proyeccion del punto D sobre el plano formado
por los puntos A, By C.

PREGUNTA 4: ANALISIS (2,5 puntos)
Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2

X

_X2

4.1.1 (0.75 puntos) Calcular el dominio de definicidn, las asintotas y los intervalos de crecimiento
y decrecimiento de la funcion f.

4.1.2 (0.25 puntos) Dibujar la curvay = f(x).

4.1.3 (0.75 puntos) Hallar todas las primitivas de f.

4.1.4 (0.75 puntos) Calcular el &rea comprendida entre las curvas y = f(x), Xx=-1, Xx=1y el gje
de abscisas.

4.1 Dada la funcién real de variable real f (x)= 3

4.2 Se quiere construir un bote de refresco cilindrico de volumen 33 cm?® que tenga area total
(incluyendo las tapas) minima. Se pide:
4.2.1 (0.5 puntos) Expresar el area total del bote en funcion del radio de su base y de su altura.
4.2.2 (1.5 puntos) Obtener las dimensiones que minimizan el area total del bote.
4.2.3 (0.5 movtoo) Hailap diyna (pea.
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Taula de la distribucid binomial (Bin{n,p}} x
e e N . n
Tabla de la distribucion binemial {Bin{n,p)) Fix)=PIX = x) = Z [k] phgtt
]
n ][ k[p] 0,01 [ oo5s [ o0 [ o20 [ o2s [ O30 | 18 | p35 | o040 [ 045 [ 0S50
110 0,9500 09500 05000 O,6000 07500 20,7000 0,6567 10,5500 0,5000 D,=500 0,5000
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
2|0 02801 03025 05100 06400 05628 04900 04242 04225 0,3500 0,325 0,2500
1 D,9999 D9575 09800 0900 09375 09100 0,5383 08775 D,5200 0,7975 0,7500
2 1,0000 10000 1,000D 10000 11,0000 1,0000 1,0000 1, 0000 1,0000 1,0000 1,0000
ilo 0,3703 03574 07290 05120 04219 03430 02963 02746 0,2160 0,1564 0,1250
1 0,3937 0,9928 09720 O0,6960 0,8438 0,7540 07407 00,7133 0,640 0,5743 0,5000
F 1,0000 0,999 09800 09920 09644 05730 0,253 03571 D,5360 0,%089 0,8750
3 1,0000 10000 1,000D 10000 11,0000 1,0000 1,0000 1, 0000 1,0000 1,0000 1,0000
4|0 D,9606 D3145 06561 04086 03184 D241 0,1975 0,178z 0, 1265 0,915 0,0625
1 [0,9934 0,3660 0,9477 06152 07383 06517 05926 05630 04752 03310 0,3125
2 1,0000 03995 0,963 05726 09432 0,163 0,595 048735 0,5208 0,7585 0,6875
3 1,0000 10000 09%0% 09984 095951 0,59919 05877 10,3650 [R=r 0,%550 0,9375
4 1,0000 10000 1,0000 10000 10000 10000 1,0000  1,0000 1,0000 10000  1,0000
5|0 0,9510 07738 05805 03277 02373 01681 01317 0, 1160 0,0773 0,003 0,0313
1 [,3930 09774 09185 07373 06328 05262 04609 04234 0,3370 0,2562 0,1875
2 1,0000 0,9%88 0,9914 05421 08865 0,B369 0,790 0,7646 0,58256 0,5931 0,5000
3 1,0000 10000 09885 09933 09644 05652 0,2547 10,3450 0,213 D,8588 0.8125
4 1,0000 10000 10000 09957 09990 0,9976 0,9353 10,9547 D,5853 D,%915 0,9663
-] 1,0000 10000 1,000D 10000 11,0000 1,0000 1,0000 1, 0000 1,0000 1,0000 1,0000
6|0 03415 0,7351 0,534 02621 04780 01176 00878 00754 0,0467 00277 0,015
1 0,3985 0,9672 0,6B57 06554 0,533% 04202 03512 03191 0,2333 0,153 0,1094
F 1,0000 09578 09842 05011 08308 07443 0,550 05471 0,5243 04215 03433
3 1,0000 D9%99 09867 09630 09624 052595 0,5393 10,8626 D,5208 07447 0,6563
4 1,0000 10000 0,9%9% 09984 09954 09891 05822 09777 D,2550 D,5303 0,3905
5 1,0000 10000 10000 09999 09998 09953 0,9355 0,958z 0,5953 0,9917 0,9344
B 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
T| 0 D331 D,5%83 04763 02097 01335 00524 0,0585 10,0490 D,02ED 0,052 0,0073
1 D,3%80 D356 0,8503 O,5767 04448 03254 0,253 10,2338 D,1566 D,1024 0,0625
2 1,0000 D9%52 09743 OB520 07584 DE4T1 0,576 0,5323 D413 03164 0,2266
3 1,0000 D9%98 059573 09667 0924 0E74D 0,5267 0,800 oFio2 0,6083 0,5000
4 1,0000 1,0000 09898 09953 0,98671 05712 09547 09444 0,2037 08471 0,7734
5 1,0000 1,0000 1,0000 0,99% 0,9887 09962 0,993 0,9910 0,5812 0,9543 0,9375
5] 1,0000 10000 1,0000 10000 09999 0,995 0,9395 0,934 0,538 0,%363 0,93z2
T 1,0000 10000 1,000D 10000 11,0000 1,0000 1,0000 1, 0000 1,0000 1,0000 1,0000
B|D 09227 0,5634 04305 0,676 0,001 00576 00390 00319 0,0163 0,0084 0,0033
1 0,3973 03428 06131 0,5033 03671 02553  0,1951 0,1691 0,1064 0,0532 0,0352
F 0,3999 09542 09612 0,969 04578 05518 04582 04278 03154 0220 0,1445
3 1,0000 D9%96 09850 09437 086862 06059 07414 10,7064 0,5341 D 4770 0,3633
4 1,0000 10000 09%9& 095896 09727 0,9420 09121 10,8535 D,5263 0, 7356 0,6367
5 1,0000 10000 10000 ©09988 09958 09387 0,5303 09747 D,9502 D0,%115 0,8555
6 1,0000 1,0000 1,0000 09999 0,993 09967 09974 09954 0,2315 05813 0,9543
7 1,0000 1,0000 1,0000 11,0000 10000 09999 09938 0,999 0,2393 0,%363 0,9961
g 1,0000 10000 10000 11,0000 10000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
5|0 0,9135 D,5302 03674 01342 00751 00404 0,260 0,007 0,010 0,0045 0,0020
1 D,95%56 Daxas 0,774E 04362 03002 01960 01431 01211 D,0705 D,0385 0,0185
2 [0,2939 09916 09470 07362 06007 04628 03772 03373 0,2313 01455 0,083
3 1,0000 03994 09917 05144 0,8343 07287 06508 0,508% 0,482 03514 0,2533
4 1,0000 10000 09%01 05504 09511 05012 08552 0,8283 07334 Dg214 0,5000
3 1,0000 10000 0,9%9% 09969 09500 09747 0,2576 10,3464 D,9006 0,6342 0,7461
] 1,0000 1,0000 1.0D0DD 09997 09987 09957 0,9917 10,9688 D,9750 D, %502 09102
T 1,0000 10000 10000 1,0000 09999 099536 0,59350 10,9536 0,5a62 D,%309 0,9305
& 1,0000 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 09999 09999 0,397 02352 0,9980
9 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0| 0 D904 D,5%87 03487 0,074 00553 0,0282 00173 0,0135 D,Da&D 0,025 0,0010
1 0,9957 09139 07361 03758 02440 01453 0,1040 10,0650 0,062 0,233 o007
2 [0,2939 0,3685 09298 06778 05256 0,352 0,299 0,2616 0,1573 00955 0,0547
3 1,0000 0,3990 09672 O0,67%1 0,775% 0,645 05593 05136 0,3823 0,2660 0,1719
4 1,0000 09%99 09584 09672 09219 06457 0,763 0,7515 0,633 05044 03770
3 1,0000 10000 09899 09936 09603 09527 0,923 10,9051 D,5333 07384 0,6230
& 1,0000 10000 10000 09991 09965 0,9304 0,5303 10,9740 D,5452 D,6380 0,8281
T 1,0000 10000 10000 09955 09996 09984 0,365 0,955z 05877 0,575 0,5%453
& 1,0000 1,0000 1,0000 10000 10000 09999 09995 09995 0,353 02355 0,9893
9 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,2393 0,2357 0,99590
10 1,0000 10000 1,0000 1,0000 11,0000 1.0000 1,0000 1, 0000 1,0000 1,0a000 1,0000
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n|k|[p]| 0,01 [ 005 | 010 | 020 | 025 | 030 | 13 | 035 0,40 0,45 0,50
11 0 0,8953 0,5688 03138 00853 0,0422 0,0198 0,0116 0,0088 10,0036 0,0014 0,0005
1 0,9948 0,8981 0,6974 0,321 0,1971 0,1130 0,0751 0,0606 10,0302 0,0139 0,0059
2 0,99938 0,9848 05104 06174 04552 03127 0,2341 02001 01189 0,0652 0,0327
3 1,0000 0,9984 068815 08389 07133 05696 04726 0.4256 0,2963 01911 01133
4 1,0000 099959 06972 09496 08854 Q7897 0,7110 0,6633 0,53238 0,3871 0,2744
5 1,0000 1,0000 09997 09883 09657 0,9218 08779 0,8513 0,7535 0,633 0,5000
6 1,0000 1,0000 1,0000 0,9980 09924 09784 09614  0,9499 0,9006 0,8262 0,7256
T 1,0000 1,0000 11,0000 0,9998 0,9988 0,9957 0,9912 0.9878 0.9707 0,9390 0,8867
8 1,0000 1,0000 10000 10000 0,9999 0,9994 0,9986 09980 09941 0,9852 09673
9 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 1,0000 0,9909 0,9598 0,9993 0,94978 0,94941
10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9008 0,99495
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 41,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
121 0 0,8864 05404 0,2824 00887 0,0317 0,0138 0,0077 0,0057 0.,0022 0,0008 0,0002
1 0,9938 08816 06590 02749 015384 0,0850 0,0540 0,0424 0,0196 0,0083 0,0032
2 0,9998 0,9804 08891 0,5583 03907 02528 0,1811 0,1513 0,0834 0,0421 0,0193
3 1,0000 0,9978 05744 07946 06488 04925 0,3931 0,3467 0,2253 0,1345 0,0730
4 1,0000 0,9998 08957 09274 08424 0,7237 0,6315 0.5833 0,4382 0,3044 0,1938
5 1,0000 1,0000 09995 09806 09456 08822 08223 07873 0,6652 0,5269 0,3872
6 1,0000 1,0000 09999 09961 09857 09614 09336 09154 0,8418 0,7393 0,6128
T 1,0000 1,0000 10000 0,9994 09972 0,9905 0,9812 09745 0.9427 0,8883 0,8062
8 1,0000 1,0000 10000 09999 09996 09983 09961 0,9944 00,9847 0,9644 0,9270
9 1,0000 1,0000 11,0000 1,0000 11,0000 09998 0,9905 0,9692 00,9972 0,9821 0,9807
10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,999 0,9997 0,94989 0,9968
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 41,0000  1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9998
12 1,0000 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000
131 0 0,8775 0,5133 02542 00550 00238 00097 0,0051 0.,0037 0,0013 0,0004 0,0001
1 0,9928 0,8646 06213 0,2336 01267 00637 0,0385 0,0296 0,0126 0,0049 0,0017
2 0,9997 0,9755 0,8661 05017 0,3326 0,2025 01387 01132 0,0579% 0,0269 0,0112
3 1,0000 0,9969 09658 07473 05843 0,4206 0,3224 0.2783 01686 0,0929 0,0461
4 1,0000 0,9997 09935 09009 0,7940 0,6543 0,5520 0.5005 10,3530 0,2279 0,1334
5 1,0000 1,0000 09991 09700 09198 0,3346 07587 07159 0,5744 04268 0,2605
[} 1,0000 1,0000 09999 09930 09757 0,9376 0,8965 0,8705 0,7712 0,6437 0,5000
7 1,0000 1,0000 10000 09988 09944 09818 0,9653 0,9538 0,9023 0,8212 0,7095
8 1,0000 1,0000 1,0000 0,9998 09990 09960 09912 09874 0,9679 0,9302 0,8666
9 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 09999 09993 09984 09975 0,9922 0,9797 0,9539
10 1,0000 1,0000 1,0000 41,0000 1,0000 0,9999  0,9998  0,9997 0,9987 0,9959 0,9888
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1.0000 10,9995 0,9995 0,9983
12 1,0000 1,0000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,0000 1.0000 1,0000 1,0000 0,9955
13 1,0000 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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Soluciones

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)
Se ha realizado una encuesta a 120 miembros de un club de lectura sobre sus preferencias literarias.
La siguiente tabla muestra los resultados clasificados por edad y tipo de obra preferido.

Edad/Tipo de obra Novela Poesia Obras deteatro  Ensayos
< 25 afos 17 6 7 1
25 - 60 afos 22 17 10 3
> 60 afos 8 12 11 6

1.1 (0.75 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que el tipo de obra preferido de una persona
seleccionada al azar no sea el ensayo?

1.2 (0.75 puntos) Si se sabe que un miembro del club NO tiene como tipo de obra preferido la poesia,
¢cudl es la probabilidad de que tenga 25 afios 0 mas?

1.3 (1 punto) Dados 10 miembros del club que tienen entre 25 y 60 afios, ambos incluidos. ¢Cudl es
la probabilidad de que como mucho 3 de ellos tengan como tipo de obra preferido o bien las obras
de teatro o bien los ensayos?

1.1 Completamos la tabla sumando filas y columnas.

Edad/Tipo de obra Novela Poesia Obrasdeteatro Ensayos | TOTALES
< 25 arfios 17 6 7 1 31
25 - 60 afios 22 17 10 3 52
> 60 afios 8 12 11 6 37
TOTALES| 47 | 35 | 28 |10 120

Hay 47 miembros que prefieren novela, 35 poesia y 28 obras de teatro. Esto hace un total de
120 — 10 =110 que no prefieren el ensayo. La probabilidad de que el tipo de obra preferido de

una persona seleccionada al azar no sea el ensayo vale % _ 0.9167.

1.2 Hay 120 — 35 = 85 miembros que no prefieren la poesia y de estos 17 + 7 + 1 = 25 tienen menos
de 25 afios, por lo que 85 — 25 = 60 tienen 25 afios 0 mas. La probabilidad de que la persona elegida

que no le gusta la poesia tenga 25 afios 0 mas vale % = % =0.7059.

1.3 Consideramos la variable aleatoria X que cuenta el nimero de miembros con edad comprendida
entre 25 y 60 afios de un grupo de 10 que prefieren obras de teatro o ensayos.
Esta variable es una binomial de pardmetros n = 10 y p = probabilidad de que un miembro con

10+3 _ é—z —0.25. X = B(10, 0.25),

Nos piden calcular P(X <3). Mirando en la tabla tenemos que P(X <3)=0.7759

edad entre 25 y 60 afios prefiera obras de teatro o ensayos =

n

k[p| 001

[ 005 [ 010 [ o020 [ 025 [ o

108 0

10 09044

1 0,9957
0,9999

05987
09139
0,9885

0,3487
0,7361
0,9298

01074 ods63 00
03758 o0 01
0,6778 gt 03

w

1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
10000

Wom o~ ooen

5

=
0,9999
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
10000

0,9984
0,9999
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
10000

el 077590 06
09672 =0, 08
09936 09803 09
09991 09965 09
09999 0999 09
1,0000 1,0000 09
1,0000 1,0000 10
10000 10000 10
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2.1 Dadas las matrices A=

o N

1 2 1
y B= , calcular.
1 11

2
2.1.1 (0.75 puntos) La matriz X, si existe, tal que 2AX =BX + 1, siendo | la matriz identidad 2x2

2.1.2 (0.75 puntos) Si existen, los valores del parametro real « tales que 4A” +aA—1 =0, siendo
0 la matriz nula 2x2.

2.1.3 (1 punto) A“.

2.1.1 Despejamos X en la ecuacion matricial.
2AX =BX +1=2AX -BX =1 = (2A-B)X =1 = X =(2A-B) "
Determinamos la inversa de la matriz 2A—B .

1y

5 2 1) (1 2) (2 1) (-1 1
2A-B=2 - = - =

o Jij 1) lo 1)1 1) (-1 -2

2

-1 1
|2A—B|:‘ ‘=2+1=3¢0
-1 -2

2A-B] 3 3

(ZA_B)ledj((ZA—B)T) Adj(—ll :;J_l(Z _1j=[_2/3 _1/3j

B 3l -1) 13 -1/3

. ., ., -2/3 -1/3
La matriz X solucion de la ecuacién es X = )
1/3 -1/3

2.1.2 Buscamos los valores de a para que se cumpla lo pedido.

A -1 1 0y (00
wrarol=0=a ® )0 el 1_(0 J:(o oj:
0 —=|lo -=| |o -=

2 2 2
11 1) (a
22 2112 %| (10 (00
=>4 212 + 2 _Lo J:(o oj:
0o = o -2
4 2
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a (04
1 2 YN 00y |2 %] (00 |Z=
= 1|2 - = =2 = =192 O:>
1 a 1 00 a 00
0o —— 0 —— a=0
Para o =0 se cumple la igualdad.

2.1.3 Calculamos las primeras potencias de la matriz A en busca de una regularidad.

1 1 1
= 1= 1 =0
a2 _| 2 2 _| 4 :1(1 0]:1|
o Lllg 1| |o 1| 40 1) 4
2 2 4
1 1
=1 =1
10
A = AN =| 2 ) %[0 J:% 2 1 _1a
0 -= 0 -=
2 2
A4=AA3:A1A:1A2=1-1|=%|
4 44 4
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2.2 Sea el sistema de ecuaciones lineales
3X+y+2z=1-a
(1+a)x+2y+z=a
ax—y+z=1-a

donde a es un parametro real, Se pide:
2.2.1 (1.25 puntos) Discutir el sistema en funcion del parametro a.
2.2.2 (1.25 puntos) Calcular las soluciones del sistema éste sea compatible.

3 1 2
2.2.1 La matriz de coeficientes del sistemaes A={1+a 2 1|y lamatrizampliada es
a -11

3 1 2 1-a
A/B=|1+a 2 1 a
a -111-a
Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

3 1 2
|Al=l+a 2 1/=6+a-2-2a-4a-1-a+3=6-6a
a -1 1

|A=0=6-6a=0=[a=1]
Surgen dos situaciones diferentes que estudiamos por separado.

CASO 1. a=#1
En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, al igual que el rango de A/B
y el nimero de incognitas (3). El sistema es compatible determinado (una Unica solucion)

CASO 2. a=1
En este caso el determinante de A es nulo y el rango de A no es 3.
31 20
La matrizampliada queda A/B={2 2 1 1 |.Convertimos este sistema en otro
1 -1 10

triangular equivalente mas sencillo de estudiar.

Filal*—3-Fila3?
/ 2 ; 20 31 2 0
A/B= 1 1|=> 33 30
1 -1 10

0 4 -1 0— NuevaFila3?

3-Fila22-2-Filal®

6 6 3 3 31 2 0
6 -2 -4 0 =0 4 -1 3|=>
0 4 -1 0

0 4 -1 3— NuevaFila2?
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A/B

Fila3?-Fila2?2 —_—
0 4 -1 0 3120
= 0 -4 1 -3 =0 4 -1 3
0 0 0 —3-NuevaFilazz| |20 073

A

El rango de A es2 y el de A/B es 3. Los rangos son distintos. El sistema es incompatible (sin
solucion).

2.2.2 Para a=1 el sistema es compatible determinado. Resolvemos el sistema.

3X+y+2z=1-a 3X+y+2z=1-a
3x+y+2(l-a+y-ax)=1-a
(1+a)x+2y+z=a=<(l+a)x+2y+z=a= =
(1+a)x+2y+l-a+y-ax=a
ax—-y+z=1-a z=1-a+y-ax

{3x+ y+2-2a+2y-2ax=1-a {(3—2a)x+3y:—1+a
= = =

X+ 2% +2y+l-a+y-af =a x+3y=2a-1

= (3-2a)(2a-1-3y)+3y=-1+a=

{(3—2a)x+3y:—1+a
—
Xx=2a-1-3y

= 6a—-3-9y-4a’+2a+6ay+3y=—-1+a=(-6+6a)y=4a’-7a+2=

2_ 2_ 2_
_Aa-ra+2) L, g gdd-ra+2 . 4 A4a-7a+2
6a—6 6a—6 2a-2

X=M—2a—4a+\2—%{+7a—\x _ a

2a—2 2a-2

4a2—7a+2_a a _6a-6-6a’+6a+4a’-7a+2 3a’

=z=1-a+ =
6a—6 2a—2 6a—6 6a—6
—5a* +5a—4
>|lz=————
6a—6
. : a 4a* —Ta+2 —5a* +5a—4
Para a=1 lasolucion del sistema es x = , Y= , 2= .
2a-2 6a—6 6a—6

OTRA FORMA DE RESOLVER el apartado 2.2.2
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Ecuacion 22 — Ecuacion 32

3X+y+2z=1-a
(I+a)x +2y +z =¥
(1+a)x+2y+z=a=
—ax +y -z =-1l+4a
x-y+z=1-2a X +3y —-1+2a

Ecuacion 12 —2-Ecuacién 3?

(3-2a)x+3y =-l+a
3% +y 42z =1l-a 3 Le?
2ax 42y -2z =-2+2a[ " oy ‘1 tea=
(3-2a)x +3y =-1+a i Ty rz=i-d
Ecuacion 12 —Ecuacion 22
(2-2a)x =-a
(3-2a)x +3y = -l+a
=X +3y =-1+2a=>
—X -3y = 1-2a )
(2=2a)x E— ax -y +z=1-a
-a
X = _
2-2a +3y=-1+2a
2-2a
=X +3y =-1+2a= =
- =1- a———y+z=1-a
ax y +2 a > oa )
a —2+2a+4a-4a’°+a —4a’+7a-2
3y=-1+2a+ = =
- 2 2-2a 2-2a 2-2a N
—~___y+z=1-a
2-2a y
_ —4a’+7a-2
3(2-2a
> (2-23) >
a® 2-2a-2a+2a’+a* 3a’-4a+2
-y+z=1-a+ = =
2-2a 2-2a 2-2a

—4a’+7a-2 3a’—4a+?2
— 4= =
3(2—2a) 2-2a

L 3a’ —4a+2+—4a2+7a—2 ~9a’-12a+6-4a*+7a-2 |5a°-5a+4
2-2a 3(2-2a) 3(2-2a) 3(2-2a)
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3.1 Dado el plano 7 : 2x—2z =1, calcular:
2x—-y=0

3.1.1 (1.25 puntos) Si existe, el plano perpendicular a T que contiene a la recta r :{
Z=Y

3.1.2 (1.25 puntos) Los planos paralelos a = cuya distancia al punto P=(0,1,2) es 2.

3.1.1 El plano " perpendicular a  tiene como vector director el vector normal de . Otro vector
director del plano " es el vector director de la recta r. También debe contener cualquier punto de
la recta.

7z:2x—z:1—>ﬁ:(2,0,—1)

X==A1
P (0,0,0

2x—y=0 2x:y—>x:ly 2 { )
r: . = 2" =>ry=4 =y 111

=Y z=y =21 el
u=n=(2,0,-1

(l ) « Yz 1
\7=\7r=[§,1,1j =72 0 —1=O:>—Ey+22—2y+x=0:>
1

Pr(0,0,0)Eﬂ" 5 1 1

:x—gy+22:0:> 7 2X=5y+4z=0

El plano perpendicular a T que contiene a la recta r tiene ecuacion z":2x—-5y+4z=0.

3.1.2 Un plano paraleloa 7:2x—z—-1=0 tiene ecuacion z, :2x—z+D =0.Y debe cumplir que la
distancia al punto P valga 2.
7 2X—-2+D=0
P(0,12)

}:d(ﬂl,p)zz:

D-2=25 5D, =2J5+2—|z,:2x-2+2+2/5=0

=|D-2/=25=

—D+2=2552-2/56=D, > |z,:2x-2+2-25=0

Los planos buscados son 7T122X—Z+2+2\/§=0 y 7, :2x—2+2-2:/5=0.
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3.2 Se considera el plano 1 con ecuacion 2x+3y—-z=0 y los cuatro puntos A = (0,0,0),
B =(10,0,-20), C = (0,15,-30) y D = (1,2,-1).

3.2.1 (0.5 puntos) Comprobar si el triangulo ABC pertenece al plano .

3.2.2 (0.5 puntos) Calcular la distancia del punto D al plano .

3.2.3 (1.5 puntos) Calcular las coordenadas de la proyeccién del punto D sobre el plano formado por
los puntos A, By C.

3.2.1 Comprobamos que los puntos A, B y C pertenecen al plano.

m:2X+3y—-2=0
(',A(0,0,0)en?
g,B(l0,0,—ZO) ern?
(',C(O,l5, —30) er?

¢2:0+3:0-0=07? ¢0+0-0=0?— Sl
= ¢2:10+3-:0—(-20)=0?;=¢20+0+20=0? — NO
é2.0+3.15_(_30)=0? ¢0+45+30=0?—> NO
Los puntos B y C no pertenecen al plano. El triangulo no pertenece al plano.

3.2.2. Calculamos el valor de la distancia pedida.

:2x+3y—-2=0 2:1+3-2—-(-1
ey L d(Dur)- (Do _91d_,,,
D(l, 2,—1) '22+32+(_1)2 \/ﬂ 14
3.2.3 Debemos hallar las coordenadas del punto D" del dibujo.
r
+ D
o ™
D
Hallamos la ecuacion del plano ™ que contiene los puntos A, By C.
A(0,0,0) A(0,0,0)e 7’
B(10,0,-20) } = u = AB =(10,0,~20)—(0,0,0) = (10,0,-20) =
C(0,15-30)] v=AC =(0,15,-30)-(0,0,0)=(0,15,-30)
X y z
=7:10 0 -20=0=150z +300y+300x:0:|7r': 2X+2y+2=0
0 15 -30

Hallamos la ecuacion de la recta r. Como es perpendicular al plano su vector director es el vector
normal del plano 7":2x+2y+2z=0.
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D(L2,-1)er

- - =>|r=qy=2+21
72x+2y+z=0->v,=n=(2,21)

} x=1+21
z=-1+4

Hallamos el punto D" de corte de la recta r y el plano resolviendo el sistema formado por sus
ecuaciones.

x=1+21

=ly=2+22

YT L e 20)42(24220) 4 (<14 2) =0
z2=-1+41

7 2Xx+2y+2=0

=2+41+4+44-1+1=0=94+5=0=291=-5=

x:1+2_—5:_—1
9 9
:>2,:_—5:> y=2+2_—5=§:> D _—1§_—14
9 9 9 9 9 9
Z=—1—§=_—14
9 9

Las coordenadas de la proyeccion del punto D sobre el plano formado por los puntos A, By C
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X

_X2

4.1.1 (0.75 puntos) Calcular el dominio de definicion, las asintotas y los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de la funcion f.

4.1.2 (0.25 puntos) Dibujar la curva'y = f(x).

4.1.3 (0.75 puntos) Hallar todas las primitivas de f.

4.1.4 (0.75 puntos) Calcular el &rea comprendida entre las curvas y = f(x), Xx=-1, x=1 y el eje de
abscisas.

4.1 Dada la funcion real de variable real f (x) = 3

4.1.1 Es una funcion racional y su dominio son todos los nimeros reales menos los que anulan su
denominador.

f(x)zg_xx2 =9-x2=0=x>=9=>x=4/9 =+3

El dominio de la funcion es R —{-3,3}.

Asintotas verticales. x=a
¢ X=-3 es asintota vertical?

lim £ (x)=lim—X = __3_g

x—>-3 x>-39 - x 9_(_3) 0

x =-3 es asintota vertical.

¢ X =23 es asintota vertical?

. . X 3 3

limf(x)=Ilim =——=—=w

x—3 ( ) x->39_x2 9-3° 0

X =3 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b

b=lim f (x)=lim—*— =lim—~_=tim~ =1 -¢
X—0 x—w § — x X—0 —X X—0 —X 00

Larecta y =0 esasintota horizontal de la funcidn.

Asintota oblicua. y=mx+n
Al tener asintota horizontal la funcién no tiene asintota oblicua.

Buscamos los puntos criticos de la funcion.

X . U9-x*)=x-(=2x) 9-x*+2x> 9+X’
(0= 2y 1 () - X2 oot

(9—x2)2 (9—x2) (9—x2)2

9+ x?

( 2)2:0:>9+x2:O:XZ:—9:X:\/3Noexiste
9-x

f'(x)=0=

La funcidn no presenta puntos criticos. La derivada va a ser siempre positiva pues el numerador y
el denominador son siempre positivos. La funcion es creciente en todo su dominio R—{—& 3.

4.1.2. Realizamos una pequefia tabla de valores y dibujamos la grafica de la funcion.
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X
x| f (X) = 9_x2
-4 0.57
-2 -0.4
0
2 0.4
-0.57
x=-3 | f(D)=57=
o .-—:::'// y=40 x
7 5 5 4 8 S— | 2 -
/ 1 /
x=3

[:¥]

%)

£

4.1.3 Hallamos la integral indefinida de la funcion.

X 1 —2X -1
F(x):fg_x2 dx:_—2 - dx:?ln‘g—x2‘+K

Todas las primitivas de la funcion f tienen la expresion F(x)= _?1 In ‘9— xz‘ +K.

4.1.4 Como la funcion corta el eje de abscisas en x =0e(—11) el area comprendida entre las curvas

y = f(x), Xx=-1, x=1 y el eje de abscisas la calculamos como el valor absoluto de la integral
definida entre —1 y 0 de la funcién mas la integral definida entre 0 y 1 de la funcién.
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2 2

}__In_g In8

° -1 ° -1 1

J19—Xx2 dx:{?ln‘Q—xﬂl :{?In‘Q—Oﬂ—{?In‘9—(—1)2
1

| o= x| < Fmp-v|-[Finlo o] =8, 20
9-x 2 . L2 2 2 2

0
0 1
J dex+J dex:
19-X 09—x

3 In9—|n8+ln9—ln8_
2 2

In8—|n9|+ IN9—-In8 _

Area =
2 | 2

IN9—In8=0.1178u?

x=-1
2 —

116 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Julio 2025 Reserva Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

4.2 Se quiere construir un bote de refresco cilindrico de volumen 33 cm?® que tenga é&rea total
(incluyendo las tapas) minima. Se pide:

4.2.1 (0.5 puntos) Expresar el area total del bote en funcion del radio de su base y de su altura.

4.2.2 (1.5 puntos) Obtener las dimensiones que minimizan el area total del bote.

4.2.3 (0.5 puntos) Hallar dicha area.

4.2.1 Hacemos un dibujo del bote de radio de base “r” y altura “a”.

=

.
=

El area del bote es la suma del area lateral mas las dos areas de las tapas superior e inferior.

A(a,r)=2zr-a+2xr?

4.2.2 El volumen del bote es el producto del area de la base por la altura: V (a,r)=7r*-a.

[P 2]

Igualamos este volumen a 33 y despejamos “a”.

33

ar?

V(a,r)=zr*-a=33=a=

Sustituimos este resultado en la funcidn del area y obtenemos una funcién que solo depende de

561_3?.
P 2
A(a,r)=2zr-a+2zrr 33

66 2
33 = A(r)=27r = +27r* =—+27¢
== xr r

L > 66 .
Queremos minimizar la funcién A(r)=—+2zr?. Hallamos sus puntos criticos.
r

A’(r):_r—iG+47zr A'(r):0:>_r—626+47zr:0:>47rr:$:>

:>47rr3:66:>r3:@=§:> r=3/§
dr 27 2r

o /33 - :
Tenemos un punto criticoen r =3 o Sustituimos este valor en la segunda derivada,
T
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A’(r):_r—i6+47zr =—66r° +4zr = A”(r):—66(—2)r‘3+47r:1%+47z:

L . . ’33 .
La funcion presenta un minimo relativo para r =3 Py =1.7382 centimetros.
T

Para este valor del radio determinamos la altura del bote.
3 33 B 3334
33 ) 7333

V4 33—

2

Las dimensiones del bote de volumen 33 cm? con area minima son 1.7382 centimetros de radio
de la base y 3.4765 centimetros de altura.

=3.4765 cm

4.2.3 Hallamos el area minima.
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PAU Junio 2025 Matematicas II

% GENERALITAT PROVA D’ACCES A LA UNIVERSITAT -KF2 -
& VALENCIANA PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD - ¥
&\ :ufl...e.ﬂur'-.n_-.m:u-i.'\_ ) .'rlcf 'I, ®
CONVOCATORIA: JUNY 2025 CONVOCATORIA: JUNIO 2025
ASSIGNATURA: MATEMATIQUES II ASIGNATURA: MATEMATICAS I

BAREMO DEL EXAMEN: Cada pregunta se puntuargd hasta 2,5 puntos.

La calificacion del examen sera la suma de las calificaciones de cada pregunta.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean gréaficas o programables, y que no
puedan realizar calculos simbdlicos ni almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice o
no la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre
debidamente justificados.

Por cada falta de ortografia a partir de la tercera se deduciran 0,10 puntos, hasta un maximo
de un punto.

Por errores en la redaccion, en la presentacion, falta de coherencia, falta de cohesidn,
incorreccion léxica e incorreccion gramatical se podra deducir un maximo de medio punto.
La deduccion maxima total es de un punto.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)

Una pizzeria ofrece tres tipos de pizza: margarita, vegetariana y pepperoni. A lo largo de los afios,
utilizando su aplicacion para teléfonos inteligentes, el restaurante ha recopilado datos sobre las
preferencias de los clientes, calculando que el 40% de sus clientes piden pizza margarita, el 25% elige
la pizza vegetariana y el resto prefiere la pizza pepperoni.

1.1 (0.25 puntos) Si se elige un cliente al azar, ¢cual es la probabilidad de que haya pedido una
pizza pepperoni?

1.2 (0.75 puntos) ¢ Cual es la probabilidad de que dos clientes elegidos al azar hayan pedido distintos
tipos de pizza?

Para mejorar su servicio y agilizar los tiempos de preparacion, la pizzeria decide considerar un
grupo tipico de 10 clientes con el objetivo de decidir cuantas pizzas margarita preparar con
antelacion y evitar retrasos durante las horas con mas demanda, minimizando el desperdicio.
1.3 (0.75 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que exactamente 4 de los 10 clientes pidan pizzas
margarita?

1.4 (0.75 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que al menos uno de los 10 clientes del grupo pida
una pizza margarita?

PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 puntos)
Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2
2.1 En un sistema de procesamiento de imagenes se utiliza una matriz para transformar ciertos
datos. La matriz depende del parametro real a y es:

1l o 0
A=0 « 0
0 0 1-«

2.1.1 (1.25 puntos) En uno de los procesos, para que el sistema funcione, se necesita que la matriz

sea idempotente, es decir que su cuadrado coincida con ella, A = A. Obtener los valores a que
permitan funcionar a este proceso.
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2.1.2 (1.25 puntos) En otro proceso diferente, se necesita utilizar la matriz inversa de A. Obtener
los valores de a para los cuales existe la inversa y calcular esta inversa en funcion de a.

2.2 Sea el sistema de ecuaciones lineales:
3x-2y-3z=0
2X+ay—-5z=-3
X+Yy+22=3

donde a es un parametro real. Se pide:

2.2.1 (1 punto) Discutir el sistema en funcién del parametro a.

2.2.2 (0.75 puntos) Calcular las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado.
2.2.3 (0.75 puntos) Calcular la solucién del sistema para a = 0.

PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 puntos)
Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2
X=1+2A4

3.1Dadalarecta r:sy=4 y larecta s: , calcular:
2 4 X+2y+2=0

3.1.1 (1 punto) Si existen, las coordenadas del punto de corte de ambas rectas.
3.1.2 (1 punto) La ecuacion del plano que contiene a ambas rectas.
3.1.3 (0.5 puntos) La distancia del punto P = (1,0,2) a dicho plano.

3.2 Se consideran el plano 7:3x—y+2z=4 yel punto P = (—1,0,1). Se pide:

3.2.1 (1 punto) La ecuacion del plano perpendicular a T que pasa por Py por Q = (2,1,2).
3.2.2 (0.5 puntos) La distancia del punto Q al plano .
3.2.3 (1 punto) El punto simétrico de P respecto al plano .

PREGUNTA 4: ANALISIS (2,5 puntos)
Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2
4.1 Una empresa de paqueteria quiere disefiar distintos modelos de cajas. Uno de esos modelos
consiste en una caja de 80 cm? de volumen, con base y tapa cuadradas. El precio del material de las
paredes laterales es de 1 céntimo por cm?. La base y tapa se construiran con un material de calidad
superior a las caras laterales de la caja, siendo éste un 25% mas caro.
Obtener:
4.1.1 (0.75 puntos) La funcién P(x) que proporciona el precio del material de la caja en funcién del
lado de la base x.
4.1.2 (1.25 puntos) Las dimensiones de la caja para que la funcion P(x) tenga el menor valor
posible.
4.1.3 (0.5 puntos) El precio del material en el caso anterior.

4.2 Dada la funcion real de variable real
f(x)=x|x-2|
Se pide:
4.2.1 (1 punto) Representar la region comprendida entre la grafica de la funcion f, el eje de abscisas
(ejeOX) ylasrectasx =—1yx =5.
4.2.2 (1.5 puntos) Calcular el area de la region anterior.
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Taula de la distribucid binomial (Bin(n,p)) x
Tabla de la distribucion binomial (Binin, - RN ~k
(Bin(n.p)) P =px<x) =) (7)r*a"
k=0
n | k|p] [ITi]] [ 005 [ 010 | 020 | 0235 | 030 | 1@ [ 035 | 040 | 045 [ OFD
1|0 0,500 08500 09000 O0B000 0O7y500 Q7000 06667 10,6500 00,6000 0,5500 00,5000
1 1,00:00 1,0000 10000 10000 10000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
2|0 D.RE01 08025 03100 O0F400 05625 04000 04444 04225 0,3600 0,3025 02500
1 0,Eged 08975 09000 094800 09375 02100 0,3882 08775 0,3400 0.7975 0,7500
2 1,00:00 1,0000 10000 10000 10000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
(o 0,670 08574 07280 05120 04219 03430 0,2063 00,2748 0,2160 0,1664 0,1250
1 0,oga7 08028 09720 08200 08438 07340 0,7407 0,7183 00,5480 05748 00,5000
2 1,00:00 08000 09020 02920 09844 08730 0,9630 10,8571 0,9360 0,9082 0,8750
3 1,00:00 1,0000 10000 10000 10000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4|0 0,050 08145 08551 04096 03164 02401 01875 01785 0,1288 0,095 00625
1 0, B 080860 09477 08192 07383 06517 0,5026 10,5630 04752 0,3810 0,3125
2 1,00:00 02305 09083 08728 09402 02183 0,3882 0,B735 0,3208 0,7585 0,6B75
3 1,00:00 1,0000 09020 092934 090981 0810 09877 10,8850 09744 0,9580 0,375
4 1,0000 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 10000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
5|0 0.8510 07738 05605 03277 02373 01881 01317 10,1160 0,0778 0,0503 0,0313
1 0,5220 08774 09185 07373 08328 05282 04602 0424 0,3370 0,2562 0,1875
2 1,00:00 02088 09014 08421 03085 08380 0,701 0,784 0,8624 0,5831 0,5000
3 1,00:00 1,0000 O09025 089933 09844 08002 09547 0,840 0,910 0,9888 08125
4 1,00:00 1,0000 10000 02997 09000 024976 08052 0,7 0,9823 0.9815 0,883
k] 1,00:00 1,0000 10000 10000 10000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
6|0 D.8415 07351 05314 02821 0J17B0 O.M76 0087E 00754 0,457 00277 00158
1 05885 08872 08857 08554 05330 04202 03512 0,319 0,2333 0,1835 0,104
2 1,00:00 02978 09842 02011 03306 07443 0,8804 0,6471 05443 02415 0,2428
3 1,00:00 02000 09087 082330 09824 08295 0,3062 10,8828 00,3204 0.7447 0,E563
4 1,0000 10000 09200 09034 00054 08801 00822 00777 09520 0,030 05205
k] 1,00:00 1,0000 10000 02900 09008 08003 0,8085 0,0ga2 09050 0.8a17 0,844
[i] 1,00:00 1,0000 10000 10000 10000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
7|0 0,831 08083 04783 02097 01335 00924 0,0585 10,0490 0,0280 0.0152 il D:I?E
1 0,2@80 08556 08503 05797 04440 03204 02634 10,2338 0,1588 0,1024 0,0
2 1,00:00 08062 09743 08520 07564 06471 05705 10,5323 04123 03164 02258
3 1,00:00 02208 090973 094847 09204 08740 0,8267 10,8002 0,7102 0,8083 00,5000
4 1,00:00 1,0000 09228 02953 09871 0872 09547 05444 0,9037 0,8471 07734
5 1,0000 10000 1,0000 02096 00087 08062 00031 08210 09812 00843  DETS
[i] 1,00:00 1,0000 10000 10000 09200 09998 08285 0,B20a 09084 09963 0,eez22
T 1,00:00 1,0000 10000 10000 10000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
B0 0.6x27 06834 043 01878 01001 00576 0,030 10,0219 0,063 0,0084 0,00:29
1 08873 08428 08131 05033 03671 02553 0,1851 0,1691 0, 1064 00832 0,0352
2 0B 0242 09619 07900 040785 05518 04682 04273 03154 0,2201 0,1445
3 1,00:00 02005 09050 08437 048882 08050 07414 0, 7004 0,584 04770 00,3533
4 1,0000 10000 090908 02996 00727 08420 080121 05339 0,8263 07306  062E7
k] 1,00:00 1,0000 10000 02938 09058 08447 0,8803 0,8747 00,9502 08115 0,B555
[i] 1,00:00 1,0000 10000 02990 09006 09947 09974 0,00a04 09915 08312 0,8548
T 1,00:00 1,0000 10000 10000 10000 O2990 0,8088 0,8293 0,9a83 0,9963 0,361
] 1,00:00 1,0000 10000 10000 11,0000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,00:00
g0 08135 08302 03874 0132 00751 00404 0,0260 0,007 0,010 0,0045 0,000
1 0,558 08288 07748 04382 030023 01980 0,1431 0,121 00705 0,0385 00185
2 0,522 08316 09470 073a2 08007 04428 03772 10,3373 0,2318 0,1485 0,08:83
3 1,00:00 02004 09017 08144 03342 07297 0,8503 10,6049 04824 03914 02539
4 1,00:00 1,0000 09221 08804 09511 08012 0,8552 0,62433 0,734 0.8214 00,5000
k] 1,00:00 1,0000 09020 02900 09000 O8v47 0,9576 0,454 0,900a 08342 0,7461
[i] 1,00:00 1,0000 10000 02997 090987 08957 0817 10,8843 0,9750 09502 08102
7 1,0000 10000 1,0000 10000 00020 09006 00000 00098 0,9052 00900 08205
] 1,00:00 1,0000 10000 10000 11,0000 1.0000 0,806 0,6209 0, 9aa7 0,992 0,B380
2 1,00:00 1,0000 10000 10000 10000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
o0 0,0042 05087 03487 01074 005682 00232 00173 0,0135 00,0060 0,0025 0,0010
1 0,8@57 0213 07381 03758 02440 01483 0,1040 0,080 0,054 0.02%3 0,0107
2 0B 08885 09288 O0877B 05256 03428 0,2001 10,2618 0,1673 0,0905 0,0547
3 1,00:00 02300 09872 0BT 07758 06498 0,5503 0,5138 0,3823 0,26860 0,1718
4 1,00:00 02000 09084 00872 09219 08407 0,762 0,7515 0,831 05044 03770
k] 1,00:00 1,0000 09020 089935 09803 08527 0823 10,8051 0,3328 0,7384 0,620
[i] 1,00:00 1,0000 10000 02991 090685 004904 0,8803 10,8740 08452 0,3980 08281
T 1,00:00 1,0000 10000 02990 090906 09934 0,9968 10,8952 09877 09726 08453
g 1,0000 1,0000 1,0000 10000 10000 O©.9000 00006 00005 0,0083 00955  0A283
2 1,00:00 1,0000  1.0000  1.0000 1.II|D:I 1.0000 1,0000 1,0000 0,902 09987 0,B2a0
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Soluciones

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)

Una pizzeria ofrece tres tipos de pizza: margarita, vegetariana y pepperoni. A lo largo de los afios,

utilizando su aplicacion para teléfonos inteligentes, el restaurante ha recopilado datos sobre las

preferencias de los clientes, calculando que el 40% de sus clientes piden pizza margarita, el 25% elige

la pizza vegetariana y el resto prefiere la pizza pepperoni.

1.1 (0.25 puntos) Si se elige un cliente al azar, ¢ cual es la probabilidad de que haya pedido una pizza
pepperoni?

1.2 (0.75 puntos) ¢ Cual es la probabilidad de que dos clientes elegidos al azar hayan pedido distintos
tipos de pizza?
Para mejorar su servicio y agilizar los tiempos de preparacion, la pizzeria decide considerar un
grupo tipico de 10 clientes con el objetivo de decidir cuéntas pizzas margarita preparar con
antelacion y evitar retrasos durante las horas con mas demanda, minimizando el desperdicio.

1.3 (0.75 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que exactamente 4 de los 10 clientes pidan pizzas
margarita?

1.4 (0.75 puntos) ¢ Cuél es la probabilidad de que al menos uno de los 10 clientes del grupo pida una
pizza margarita?

1.1 De los clientes de la pizzeria prefieren pizza pepperoni el 100 — 40 — 25 = 35 % de los clientes.
La probabilidad de que un cliente elegido al azar haya pedido una pizza pepperoni es de 0.35.

1.2 Si llamamos M a “elegir pizza Margarita”, V a “elegir pizza Vegetariana” y P a “elegir pizza
Pepperoni”. La eleccion de cada cliente se supone independiente de la eleccion de otro cliente. La
probabilidad de que elijan pizzas diferentes es la probabilidad de que el cliente 1 elija pizza

margarita y el cliente 2 no mas la probabilidad de que el cliente 1 elija pizza vegetariana y el cliente
2 no mas la probabilidad de que el cliente 1 elija pizza pepperoni y el cliente 2 no

P(M1nM2)+P(V1nV2)+P(P1nP2)=P(M1)P(M2)+P(V1)P(V2)+P(P1)P(P2)=

= 0.4-(1-0.4)+0.25-(1-0.25) +0.35-(1-0.35) = [0.655

1.3 Consideramos X la variable aleatoria que cuenta el namero de clientes que eligen pizza margarita
de un grupo de 10 clientes. X es una variable binomial de pardmetros n = 10 y
p=0.4. X=B(10, 0.4).

Nos piden calcular P(X =4).

10 9.4
P(X =4) =(4 jo.44 .0.6° :%-0.44 .0.6° = 210-0.4*-0.6° =[0.2508

1.4 Nos piden calcular P(X 21). Utilizamos el suceso contrario para calcular esta probabilidad.

P(X21)=P(X =1)+P(X =2)+P(X =3)+...+P(X =10)=

10
=1-P(X =0) :1—(0 jo.40 .0.6° =1-1.0.4°-0.6° =1-0.6" =
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Los valores obtenidos con la formula de la probabilidad en una distribucion binomial se pueden
obtener utilizando la tabla proporcionada en el examen.

nk|p| @01 | 066 [ 040 [ @70 | 025 | a0 | w8 | 035 § 040 |
1|0 0Ee00 08500 00000 08000 07500 07000 08667 06500 0,00
1 10000 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 10000 10000 1,000
2|0 DEE01 00025 02100 OF400 05625 04000 0444 0425 0,30
1 DESld 00075 00000 00900 00375 00100 08860 0775 0.0
2 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10800
3|0 DET0S 08574 0720 05120 04219 03430 02063 02748 0.3
1 DECO7 00028 00770 08060 08438 07840 07407 07183 090
2 10000 09000 00000 00020 00844 08730 00630 08571 0.0k
3 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 100
4|0 DOE06 08145 0651 04006 03164 02401 01075 01735 0,8
1 DESld 00860 00477 OB102 O7ES  0E51T 05025 05630 D42
2 10000 09995 09963 0F728 O,ME2 09163 00888 08735 0,908
3 10000 10000 09980 08934 09961 08919 09577 0850 0.9
1 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 1,00
5|0 DES10 07738 05005 03977 02373 04881 04317 01160 s
1 DEEE] 08774 09185 07373 08325 05282 04608 04234 O30
2 10000 09088 00014 0@431 08065 08360 07001 078 Ofks
3 10000 10000 00005 00933 00844 0@ 0957 o080 090
1 10000 10000 10000 00007 00000 00076 00050  opM7 0k
5 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 1,000
6|0 0E415 07351 05314 02821 01780 00176 0067E 0074 OE
1 DEEES 00672 08857 0SS 05330 04202 03512 0319 D
2 10000 09975 09642 08011 08306 07443 00804 0871 O,
3 10000 09999 09957 08830 09624 08095 09998 0BE8 0
1 10000 10000 00000 00084 00054 0@ 0982 00777 04
5 10000 10000 10000 OQ990 00008 00003 00085 002 O
& 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 1
7|0 DE3Z1 06063 04783 02007 01335 008 00585 00400 000
1 DEEE] 00556 08503 05787 040 02204 0263 0218 0
2 10000 0906 00743 OFS20 07564 08471 05706 0523 040
3 10000 09985 09973 0@667 09284 0540 08267 0802 0@
4 10000 10000 09983 08953 09671 08712 09947 0pde 09
5 10000 10000 10000 00996 00067 00062 02031 0£e0 02
B 10000 10000 10000 10000 00000 00008 00005  Op0s Oghe
7 10000 1,000 1,0000 10000 10000 10000 10000 10000 1,00
2|0 0EZZF 08634 04305 04678 01001 00576 00300 00218 ofpes
1 DEE73  0@3E 08131 05033 03671 02553 01051 01861 O e
2 DESHG 00047 00610 07080 O5TES OS51B 04662 04278 DgHs
3 10000 09996 09950 08437 08862 08058 07414 07me 0B
1 10000 10000 00006 00806 00777 098430 00121 0gma 0P
5 10000 10000 10000 00088 00058 00887 00803 00747 040
& 10000 10000 10000 00990 00006 00087 00074 Opoes OIS
7 10000 10000 1,000 10000 10000 Og@998 O, R
8 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 100
a0 0E135  0A302 03874 04342 00751 0044 00260 0m07 oo
1 DEEEA 08288 07743 04362 03003 01980 0,431 01201 O
2 DEEEd 08916 08470 07382 05007 04628 03772 0333  0JBi8
3 10000 09004 00017 00144 08343 07297 08503 06E1 O
1 10000 10000 02001 Ofe4 09511 02012 0865 O0E@3 OB
5 10000 10000 00020 00080 00000 08747 00576 omdse o fpoe
B 10000 10000 10000 08997 09087 08957 099177 08538 00
7 10000 10000 10000 10000 09900 00096 00000 008 O e
g 10000 10000 10000 10000 10000 10000 00000 oS00 oo
o 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10
[ 10 T e woed 0050 |
DEE5F 08130 07381 03758 02440 00403 01040 00500 e
2 DESH0 00885 00288 06TTE 05255 02898 02001 028518 01673
10000 09990 08672 05791 07759 05496 05583 0.5130gmmms
1 NN 1 AN N e AR N Nors NRTT N ryaA mnansd

P(X =4)=P(X <4)-P(X <3)=0.6331-0.3823=[0.2508]
P(X >1)=1-P(X <0)=1-0.006 =[0.994]
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PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 puntos)

Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2

2.1 En un sistema de procesamiento de imagenes se utiliza una matriz para transformar ciertos
datos. La matriz depende del parametro real a y es:

1l o 0
A=|10 « O
0 0 1-«

2.1.1 (1.25 puntos) En uno de los procesos, para que el sistema funcione, se necesita que la matriz
sea idempotente, es decir que su cuadrado coincida con ella, A*>=A. Obtener los valores a que
permitan funcionar a este proceso.

2.1.2 (1.25 puntos) En otro proceso diferente, se necesita utilizar la matriz inversa de A. Obtener los
valores de a para los cuales existe la inversa y calcular esta inversa en funcion de a.

2.1.1 Resolvemos la ecuacion matricial A% = A.

1l «o 0 1l « 0 1l « 0
AP=A=|0 « 0 0 « 0 =0 «a 0 |
0 0 1-¢/\0 0 l1-« 0 0 1-«o
1 a+a? 0 1 O a+a’=
=0 o 0 =0 a 0 |={a’=a =
0 0 (1-a)) \0 0 1-a) |(1-a)=1-a
,
a” =0
) a=0
=Ja‘-a=0 —= a(a—l):0—> .
o=
a’-2a+l=1-«
az—a:0—>a(a—l):0—>{
a=1
La igualdad solo se cumple para a=0.
2.1.2 La matriz inversa de A solo existe cuando su determinante es no nulo.
1l « 0
|A|:0 a 0 |=a(l-a)+0+0-0-0-0=c(1-a)
0 0 1-«

|A|=0:>a(1—a)=0:>{
a=1

La matriz A tiene inversa para cualquier valor de a distinto de 0 y de 1.
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Calculamos la expresion de la matriz inversapara a#0y a #1.

l o 0
|A|=0 a 0 |=a(l-a)+0+0-0-0-0=ca(l-a)
0 0 1-«
1 0 0 a 0 a 0 a o
+ - +
Adjla a« 0 0 l1-« 0 l-«o 0 0
L Ad(AT) o0 1-a) 1 0 o L oo ol
A a(l-e)  a(l-a)| [0 1-a] |0 1-a| [0 O
0 O 1 0 1 0
+ — +
a 0 a 0 a o
a(l-a) -a(l-a) 0 -0
__ 1 0 1-¢ ol=lo L o
a(l—a) a
0 0 a 1
0 0 —|—
l-a
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2.2 Sea el sistema de ecuaciones lineales:
3x—2y-32=0
2Xx+ay—5z=-3
X+y+2z=3

donde a es un parametro real. Se pide:

2.2.1 (1 punto) Discutir el sistema en funcién del parametro a.

2.2.2 (0.75 puntos) Calcular las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado.
2.2.3 (0.75 puntos) Calcular la solucion del sistema para a = 0.

3 -2 -3
2.2.1 La matriz de coeficientes del sistemaes A=| 2 a -5|yla matrizampliada es
1 1 2
3 -2 30
A/B={2 a -5-3]|.
1 1 2 3

Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

3 -2 -3
|A|=2 a —5=6a+10-6+3a+8+15=9a+27
1 1 2

|A=0=9a+27=0=9a=-27=[a=—3

Surgen dos situaciones diferentes que estudiamos por separado.

CASO1. a=-3
En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, al igual que el rango de A/B
y el namero de incognitas (3). El sistema es compatible determinado (una tnica solucion)

CASO 2. a=-3
En este caso el determinante de A es nuloy el rango de A no es 3.
3 -2 30
La matrizampliada queda A/B=|2 -3 -5 -3|. Convertimos este sistema en otro
11 2 3

equivalente mas sencillo de estudiar.

3-Fila2? —2-Filal?

3 2 30 6 -9 -15 -9
A/B=|2 -3 -5-3|= 6 4 6 0
1123 0 -5 -9 -9-— NuevaFila2?
3-Fila3?® —Filal?
3 36 9 3 -2 =30
392 3 0 =0 -5 99 |=
5 9 9

0 5 9 9— NuevaFila3?
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Fila3? + Fila 22 — 2
05 o o 3 2 30
0 5 o o =0 -5 -9 -9
0 0 0 0-NuevaFilazz| |20 00

A

El rango de A es 2 igual que el de A/B, pero menor que el nimero de incognitas (3). El
sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

2.2.2 Para a=-3 el sistema es compatible indeterminado. Resolvemos el sistema partiendo del
sistema triangular equivalente obtenido en el apartado anterior.

A/B

/—/%

3 -2 30 _2y-3z=
3x—2y-37=0] 3x-2y-3z=0] <°X"2y~32=0

0 5 99> = = 9-9z ;=
-5y-9z=-9 —-5y=-9+9z =

0 0 0O 5

A
9-9z
= 3x-2

-3z =O:>15X—2(9—9Z)—152 =0=15x-18+182-152=0=>

x_g—li
5 5
6-2 9 9
=15x+3z-18=0=>5x+7-6=0=>5X=6-Z=> X=——= yzg——/i,/ieR
=4
x=§—1/1 x:g—a
5 5 5
. 9 9 .
Las solucionesson sy==——=A4; AR obien <y=——9a; e R.

2.2.3 Para a = 0 el sistema es compatible determinado. Lo resolvemos.

3x-2y-3z=0 3x-2y-3z=0 3(3-y—22)-2y-32=0
2X -57=-3=12X -57=-3= ’(3 275 3
X+ y+2z=3 X=3-y-2z (3-y-22)-5z=-

{9—3y—62—2y—3z =0 {—5y—92 =-9 {—5y—92 =-9
= = =

=

6-2y—-4z-52=-3 -2y-9z2=-9 2y+9z=9

-3y =0=|y=0|=

= -2:0-92=-9=-97=-9=z=1|=|x=3-0-21=1]

Para a = 0 la solucion del sistemaes x=1, y=0, z=1.
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PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 puntos)
Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2

X=1+2A

3.1Dadalarecta r:<y=4 y larecta s: , calcular:
S92 4 X+2y+2=0

3.1.1 (1 punto) Si existen, las coordenadas del punto de corte de ambas rectas.
3.1.2 (1 punto) La ecuacion del plano que contiene a ambas rectas.
3.1.3 (0.5 puntos) La distancia del punto P = (1,0,2) a dicho plano.

3.1.1 Obtenemos las ecuaciones parameétricas de la recta s.

X=-1
Xx=-1
S: = -1+2y+2=0=>2z=1-2y=|s:{ Y=«
X+2y+2=0
z2=1-2a

Planteamos el sistema formado por las ecuaciones de las dos rectas e intentamos resolverlo.

x=-1
SIiy=a
12y ~1=1+22 —2=21-[1=-1]
=a=41 =a=41 =
x=14240 4 op—2-a |-2e=1-2
r.-q{y=41
71=2-1
x=-1
:{ =3y=-1 =|A(-1-1,3)
—Za:1+1—> z=1—2(—1):3

Las rectas se cortan en el punto A(-1,-1,3).

3.1.2 El plano i que contiene a las rectas tiene como vectores directores los vectores directores de
las rectas y contiene a los puntos de las dos rectas.

x=1+21 x=-1 —
{ur = (2,1,-1) {vs -(0,1,-2)
ray=4 = Shy=a =
2=2-1 P(10.2) 2=1-2a Q. (-10.3)
lTr:(2'1’_1) x=1'y z-2
v,=(01-2) t=>7z: 2 1 -1[=0=-2x+2+22-4+4y+x-1=0=
P(10,2)ex o 1 -2

= —X+4y+22-3=0=|7r:x-4y-22+3=0

La ecuacion del plano que contiene a ambas rectas es 7 :x—4y—-2z+3=0.
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3.1.3 Hallamos la distancia del punto P = (1,0,2) al plano 7 :x—-4y—-2z+3=0.

m:Xx—4y—-22+3=0 _ [1-4-0-2-2+3] 0

P(10,2) }:”j(P’”) Frarzy A

=0

La distancia del punto P al plano es 0. El punto P pertenece al plano.
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3.2 Se consideran el plano 7:3x—y+2z=4 yel punto P = (—1,0,1). Se pide:

3.2.1 (1 punto) La ecuacion del plano perpendicular a = que pasa por Py por Q = (2,1,2).
3.2.2 (0.5 puntos) La distancia del punto Q al plano .
3.2.3 (1 punto) El punto simétrico de P respecto al plano 7.

3.2.1 El plano 7:3x—y+2z =4 tiene como vector normal.
El plano perpendicular a = que pasa por P y por Q = (2,1,2) tiene como vectores directores el
vector normal del plano m y el vector Wg

../
P
- L]
-0
_ }r_
ﬂ"é ,f'_#
/;_/
|//‘
0=PQ=(212)~(-100)=(311)| |1 y z-1
v=n=(3-12) =773 1 1|=0=
P(-101)er’ 3 -1 2

= 2X+2+3y-32+3-32+3-6y+x+1=0=

= 3x-3y-62+9=0= 7" x—y—22+3=0)

El plano " perpendicular a  que pasa por Py por Q tiene ecuacion z:x—y—-2z+3=0.

3.2.2 Hallamos la distancia del punto Q = (2,1,2) al plano 7:3x—-y+2z=4.

m:3X-y+2z-4=0 3:2-1+2:2-4 J
J | - | _|2vid =1.3363 unidades
Q(2111 2) ’ + 22 '\/ 14
La distancia del punto Q al plano 7 tiene un valor de 5114 =1.3363 unidades.

3.2.3 Hallamos la recta r perpendicular al plano m que pasa por el punto P. Luego hallamos el punto
C de corte de recta r y el plano. Por ultimo, determinamos el punto P ~ simétrico de P respecto del

plano .
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Hallo la ecuacion de la recta r. Como es perpendicular al plano su vector director es el vector
normal del plano n=(3,-1,2).

P(_l’o’l)e i } X=-1+34
ST =>r=qy=-4
v, =n=(3,-12) 7=1+21

Hallo el punto C de corte de la recta r y el plano resolviendo el sistema formado por las
ecuaciones de recta y plano.

m:3X—-y+2z=4

X=-1+31
=ly— s =3(-1432)+A+2(1+21)=4= -3+91+ A1+ 2+41=4=
z=1+21
x:—l+3£:i
14 14
:>l4/1:5:>/1:£:> y=—E =|C i—_SE
14 14 14 14 7
1o1422 .24 12
14 14 7

Las coordenadas del punto simétrico P” las hallamos sumando al punto C el vector PC .

C(i_—SEj 1 -5 12 15 55

14'14° 7 :ﬁ:(E,I_LLFJ—(—LOJ)=(E,I—4,7j

P(-10,1)

P'=C+ﬁ=[i,_—5.g 2220 g—_miﬂjz(ﬁ,il—q
14'14°7 ) \14'14'7) \14" 14 ' 7 7777

o .(8 -5 17
El punto simétrico de P respecto del plano w es P (%,75,7j
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PREGUNTA 4: ANALISIS (2,5 puntos)

Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2

4.1 Una empresa de paqueteria quiere disefiar distintos modelos de cajas. Uno de esos modelos

consiste en una caja de 80 cm? de volumen, con base y tapa cuadradas. El precio del material de las

paredes laterales es de 1 céntimo por cm?. La base y tapa se construiran con un material de calidad

superior a las caras laterales de la caja, siendo éste un 25% mas caro.

Obtener:

4.1.1 (0.75 puntos) La funcion P(x) que proporciona el precio del material de la caja en funcion del
lado de la base x.

4.1.2 (1.25 puntos) Las dimensiones de la caja para que la funcion P(x) tenga el menor valor posible.

4.1.3 (0.5 puntos) El precio del material en el caso anterior.

X

4.1.1 El volumen del prisma (80 cm?) es el producto del area ( x*) de la base por la altura (y).

80=x’y=>y= 2
X
El precio del material de las paredes laterales es de 1 céntimo por cm?. Hay cuatro paredes laterales
con la misma superficie (xy).

Coste de los laterales = 4xy-1=4xy = 4x£ =329 centimos.
X° X

La base y tapa se construiran con un material de calidad superior a las caras laterales de la caja,
siendo éste un 25% mas caro, por lo que cuesta 1+0.25=1.25 céntimos el m?. El material de la

base y la tapa cuesta 2x°-1.25=2.5x* céntimos.

El coste del material necesario para construir la caja es la suma de las cantidades obtenidas.

P(x)= 320 +2.5x? céntimos.
X

4.1.2 Derivamos la funcion y averiguamos cuando se anula.

320 320

P(x)=="—+25x"=P’(x) — +5x
X X
P'(x):0:>_3§O+5x:035x:£:>5x3:320:> XSZ%:64:> Xx=3/64=4
X X

La funcion tiene un punto critico en x =4. Determinamos el signo de la segunda derivada para
Xx=4.
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P (x)= _)3(§0+5x=—320x‘3+5x:> P”(x)=960x‘4+5=9)($+5:> P”(4)=%+5>0

Al ser positiva la segunda derivada sabemos que la funcion P(x) presenta un minimo relativo en
x=4.

80_80 ¢

x> 16

La caja con menor coste tiene de lado en la base cuadrada de 4 cm y 5 cm de altura.

Para x =4 obtenemos el valor de la altura: y =

Scm

P
74 em

4 em

4.1.3 Para el caso anterior el coste del material es P(4) = 3730+ 2.5-4? =120 céntimos. El coste

minimo es de 1.2 euros.
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4.2 Dada la funcion real de variable real
f(x)=x|x-2|
Se pide:
4.2.1 (1 punto) Representar la region comprendida entre la grafica de la funcion f, el eje de abscisas
(eje OX) ylasrectasx =—1yx =5.
4.2.2 (1.5 puntos) Calcular el area de la region anterior.

4.2.1 Expresamos la funcién como una funcién a trozos. La funcién cambia de expresionen x=2.
X(—X+2 si x<2 |Xx(2-x Si x<2
f(x)=x[x-2|= ( ) _ = (2-%) :
X(x—2) six>2  |x(x-2) Si x>2

Averiguamos cuando la grafica de la funcion corta el eje de abscisas.

f(x)=x|x—2|} E[—115]
) :>X|X—2|=O:>
EjeOX -»>y=0 x—2:0—>e[—1,5]

Dibujamos la grafica de la funcion y la regién indicada.

[N
=N

S
(%3]

[
[5¥]

=51
[y

Le=]

T

=]

=i

(=3}

e

L8]

[15]

[
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4.2.2 Laregidn esta dividida en tres partes. Calculamos el area de cada parte.
El area del trozo de la izquierda es el valor absoluto de la integral definida de la funcién entre —1

y 0.

IO f(X)le—fox(2—x)dx—j°2x_xzo|x— 2 X L
-1 ) =], = 3 _1_

g2t

El area del trozo de la izquierda vale g unidades cuadradas.

El &rea del trozo del centro es el valor de la integral definida de la funcién entre 0 y 2.

372 3 3
sz(x)dx:er—xzdx:{xz—X—} :{22—2—}—{02—0—}:4—§:£
0 0 3 3 3 3 3

0
, 4 )
El area del trozo del centro vale 3 unidades cuadradas.

El area del trozo de la derecha es el valor de la integral definida de la funcién entre 2 y 5.

5 5 5 X, °
L f(x)dx=Lx(x—2)dx=Lx —2xdx = §_X =

2

3 3

3 3
:{5__52}_{2__22}:12_5_25_%+4:

El area del trozo de la derecha vale 18 unidades cuadradas.

El area de toda la regién es la suma de las tres areas obtenidas: g+g+18 = 6—32 = 20.6667

unidades cuadradas.
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PAU Junio 2025 Reserva Matematicas II
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& VALENCIANA PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD - ¥
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CONVOCATORIA: JUNY 2025 (reserva) CONVOCATORIA: JUNIO 2025 (reserva)

ASSIGNATURA: MATEMATIQUES II ASIGNATURA: MATEMATICAS II

BAREMO DEL EXAMEN: Cada pregunta se puntuargd hasta 2,5 puntos.

La calificacion del examen sera la suma de las calificaciones de cada pregunta.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean gréaficas o programables, y que no
puedan realizar calculos simbdlicos ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o
no la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberdn estar siempre
debidamente justificados.

Por cada falta de ortografia a partir de la tercera se deduciran 0,10 puntos, hasta un maximo
de un punto.

Por errores en la redaccion, en la presentacion, falta de coherencia, falta de cohesidn,
incorreccion léxica e incorreccion gramatical se podra deducir un maximo de medio punto.
La deduccion maxima total es de un punto.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)
Una firma automovilistica fabrica tres modelos de coches: M1, M2 y M3, y produce un 35% de
vehiculos en Estados Unidos, un 45% en China 'y un 20% en Alemania.
En la planta de Estados Unidos se fabrican un 38% de vehiculos del modelo M1, un 42% del M2 y
un 20% del M3; en la de China un 42% del M1, un 40% del M2 y un 18% del M3; y en la de Alemania
un 24% del M1, un 40% del M2 y un 36% del M3.
El control de calidad ha detectado que en Estados Unidos un 3% de los coches presenta algun tipo de
defecto, en China un 4% y en Alemania un 1%.
1.1 (0.75 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que un coche seleccionado al azar presente algin tipo
de defecto?
1.2 (0.75 puntos) Si un coche no presenta ningun defecto, ¢cual es la probabilidad de que esté
fabricado en Estados Unidos?
1.3 (1 punto) Dados 9 coches fabricados en Alemania, calcular la probabilidad que al menos 3 sean
del modelo M2.

PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 puntos)
Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2
2.1 Una empresa de produccion agricola desarrolla fertilizantes que combinan tres nutrientes
esenciales: nitrogeno (N), fosforo (P) y potasio (K). Se representan por x, y, z las cantidades en
kilogramos a usar por lote de N, P, K, respectivamente. Estas cantidades deben cumplir las
siguientes restricciones:

3X+4y+az =30
—2X+Yy+z=4
2X-Y+az=10

2.1.1 (1.25 puntos) Discutir, en funcion del pardmetro a, el sistema de ecuaciones anterior.
2.1.2 (1.25 puntos) Obtener las cantidades x, y, z en el caso de que el sistema sea compatible.

2.2 Dadas las matrices
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2 3 -1 2 0 1
A = , B = y C = )
1 m 1 5 5 m
donde m es un parametro real. Se pide:

2.2.1 (0.5 puntos) Calcular el producto AB y la matriz transpuesta de AB.
2.2.2 (0.75 puntos) En los casos en los que A es invertible, calcular la inversa de A.

2.2.3 (1.25 puntos) Resolver la ecuacién matricial BX + A>=C .

PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 puntos)
Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2

2X+4y-2=0
3.1 Dados el plano 7 =2x+ay—z+3=0ylarecta r= , calcular:
—X+y+52=3

3.1.1 (0.75 puntos) Calcular la distancia entre el punto (3,1,-2) y el plano m, en funcién del

parametro real a.
3.1.2 (0.75 puntos) Para a=4, calcular el &ngulo que forma la recta r con el plano .

3.1.3 (1 punto) Para a=3, calcular el punto simétrico del punto (%5 —1) respecto del plano .

3.2 Dada larecta r :XTJrl = y%z L , que depende del pardmetro real a, y la recta
(04
|=x+y+z=1
x+2y-z=2
3.2.1 (1.25 puntos) Calcular el valor del parametro a para el que r y s son perpendiculares.
3.2.2 (1.25 puntos) Suponiendo que « =0, obtener la recta paralela a s que pase por el punto de r
cuya coordenada z vale 0.

PREGUNTA 4: ANALISIS (2,5 puntos)
Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2
4.1 Se considera un prisma triangular de altura z cm, cuya base es un triangulo equilatero de lado x
cm. El prisma tiene area total (area que incluye el area de las caras laterales y de las bases superior e
inferior) igual a 10 cm?. Se pide:

4.1.1 (0.5 puntos) Expresar el area total del prisma en funcion de x y 4.

4.1.2 (1.5 puntos) Obtener los valores de x y 2 que maximizan el volumen.

4.1.3 (0.5 puntos) Hallar dicho volumen.

. : 4 .
4.2 Dada la funcion real de variable real f (x)= W+ X, se pide:
X_
4.2.1 (0.5 puntos) Calcular el dominio de definicion y las asintotas de f.
4.2.2 (0.75 puntos) Indicar, si existen, los extremos, y los intervalos de crecimiento y decrecimiento

de f.

4.2.3 (0.5 puntos) Representar graficamente la funciéon y = f (x)
4.2.4 (0.75 puntos) Calcular la integral indefinida j f(x)dx.
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Taula de la distribucid binomial (Bin(n,p)) x
Tabla de la distribucion binomial (Binin, - o] = ~k
(Bin(n.p)) Fx)=pix<x) =) (1)p'e"
k=0
n| k|p] 0,01 [ 005 | 010 [ 0230 | 0235 | 030 | 12 [ 035 | 040 | 045 [ 05D
1|0 0,5200 02500 09000 08000 07500 097000 0,6667 10,6500 0,8000 0,5500 0,5000
1 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
2| o 0,BE01 08025 02100 08400 05625 (04900 04444 04205 0,3600 03025  0,2500
1 0,e2ed 029975 02000 083900 08375 09100 0,3880 08775 0,8400 0,7975 0,7500
2 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
|0 0,670 08574 07280 05120 04218 03430 0,2063 10,2748 0,2180 0,1664 0,1250
1 0,ega7 02328 09720 08900 08438 07940 0,7407 10,7183 0,8480 05748 0,5000
2 1,0000 02202 09220 08920 09844 08730 0,9630 10,8571 0,930 0.29082 0.B750
3 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4|0 0,B508 08145 08551 04096 02164 02401 01075 0,1785 0,1228 00M5 00625
1 0, Bt 08360 09477 08192 07383 06517 05026 10,5630 04752 0,3810 03125
2 1,0000 02305 09083 09728 08482 02183 0,3880 0,B735 0,3204 0,7585 0,6875
3 1,0000 1,0000 09020 08034 09081 0810 09877 10,8850 09744 0,9580 0,8375
4 1,0000 10000 1,0000 10000 10000 10000 10000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
5|0 0,8510 07738 05805 03277 02373 01881 01317 10,1180 0,073 0,0503 0,02313
1 0,5220 08774 09185 07373 08328 05282 04602 04234 0,3370 0,2562 0,1875
2 1,0000 02388 09014 08421 08065 08380 0,701 0, 7848 0,869 05931 0,5000
3 1,0000 1,0000 09085 08933 09844 00002 09547 0,84a0 0,2130 0,9888 0.B125
4 1,0000 1,0000 10000 08997 09080 024976 0.ga52 0,37 0,968 09815 0,B683
5 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
] 0,B415 07351 05394 02621 01780 01176 00BTE 00754 D0,0457 00277 00158
1 05285 08472 08857 06554 0533 04202 03512 0,313 0,233 0,1836 0,108
2 1,0000 02978 09842 02011 08305 07443 0.8804 0,6471 05443 04415 03434
3 1,0000 02000 09287 00930 09624 08205 0,3062 10,8824 0,804 07447 06563
4 1,0000 10000 0,9200 02084 00054 08801 09822 00777 0,8520 09308 05208
5 1,0000 1,0000 10000 089090 090008 09003 09086 0,0@a2 02059 0917 00844
i1 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
T| 0 08321 08963 04783 02097 01335 00824 0,0585 10,0420 0,0280 0.0152 0, D:I?E
1 0,8280 02556 08503 05747 04440 03204 0,2634 10,2338 0,1583 0,1024 0.0
2 1,0000 022362 09743 08520 07564 0UT1 05706 10,5323 04184 03164 0.Z288
3 1,0000 09208 09973 09847 09204 08740 08267 10,8002 0,7102 0,8083 0,5000
4 1,0000 1,0000 09088 08953 09871 0872 09547 0,5444 09037 08471 07734
5 1,0000 10000 1,0000 02006 00087 08062 09031 08910 0,8812 09842  0E2TS
i1 1,0000 1,0000 10000 10000 09082 099298 08085 0,204 02882 099463 0,62
T 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
B| O 0By 0633 04305 01478 01001 00576 0,0300 10,0219 0,053 0,0084 0,0039
1 0,8873 08428 08131 05033 03671 02553 0,1851 0,16a1 01064 0,0832 0,0352
2 0,220 0832 09619 07960 06785 05518 04682 04278 03154 02201 0,1445
3 1,0000 029305 09850 08437 08862 08050 07414 0,70a4 0.5841 04770 0,3633
4 1,0000 10000 09008 02896 00727 O@20 08121 05230 0,8263 07306  0,B267
5 1,0000 1,0000 10000 08988 09058 08447 0,9803 0,6747 0,9502 08115 0,B555
L] 1,0000 1,0000 10000 029290 09006 09947 09974 0,004 0,2015 09312 0,2643
T 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 O9990 0,9008 00,2223 0,223 I].QQBE- 0,2281
8 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
gl 0 08135 0832 03874 01342 00751 00404 0,0260 0,007 0,01 0,0046 0,0020
1 0,268 08288 07748 04382 03003 0.1980 01431 0,121 00705 0,0385 0,0185
2 0,222d 08318 09470 07332 06007 04828 03772 10,3373 02313 0,1485 0,0824
3 1,0000 02204 09017 08144 08343 07207 0,8503 10,6039 04829 03314 0,2520
4 1,0000 1,0000 09221 088 09511 08012 0,8552 10,6283 0734 IZI.EIEH 0,5000
5 1,0000 1,0000 09020 02080 09000 09747 09576 0,244 0,200a 08342 0,7461
i1 1,0000 1,0000 10000 08997 09087 09957 0.8a17 10,8834 0,970 09502 08102
7 1,0000 10000 1,0000 10000 00000 09006 09000 00098 0,2052 09902 00805
8 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 1.0000 0062 10,5209 0,27 09902 0,8280
2 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0| 0 0,604+ 05967 03487 01074 00563 00282 00173 10,0135 0,0050 0,0025 0,0010
1 08257 0813 07381 03758 02440 01403 0,1040 10,0830 0,052 0,0233 0,0107
2 0B3220 083e5 09288 06778 05256 023328 02001 10,2818 0,1673 0,0908 0,087
3 1,0000 02300 09872 087 07750 05406 05563 10,5134 0,3823 0,2860 01714
4 1,0000 02200 09084 00972 08219 08407 0,7B62 0,7515 0,834 05044 03770
5 1,0000 1,0000 09080 08935 09803 08527 0.9z3 10,8051 0,834 0,7384 0,6230
il 1,0000 1,0000 10000 02991 09085 00004 0,9803 10,6740 02452 0,3880 0.B281
T 1,0000 1,0000 10000 029290 09006 00034 0,9968 10,8252 09877 09726 0,8453
B 1,0000 10000 1,0000 10000 10000 O.9000 09006 00005 0,2053 09955 00883
2 1,0000 1,0000 10000  1.0000 1.II|I]:I 1.0000 1,0000 1,0000 0,260 09087 0,220
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Soluciones

PREGUNTA 1: PROBABILIDAD Y ESTADISTICA (2,5 puntos)

Una firma automovilistica fabrica tres modelos de coches: M1, M2 y M3, y produce un 35% de
vehiculos en Estados Unidos, un 45% en China 'y un 20% en Alemania.

En la planta de Estados Unidos se fabrican un 38% de vehiculos del modelo M1, un 42% del M2 y
un 20% del M3; en la de China un 42% del M1, un 40% del M2 y un 18% del M3; y en la de Alemania
un 24% del M1, un 40% del M2 y un 36% del M3.

El control de calidad ha detectado que en Estados Unidos un 3% de los coches presenta algun tipo de
defecto, en China un 4% y en Alemania un 1%.

1.1 (0.75 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que un coche seleccionado al azar presente algin tipo
de defecto?

1.2 (0.75 puntos) Si un coche no presenta ningin defecto, ;cual es la probabilidad de que esté
fabricado en Estados Unidos?

1.3 (1 punto) Dados 9 coches fabricados en Alemania, calcular la probabilidad que al menos 3 sean
del modelo M2.

Llamamos A a “el coche esta fabricado en Estados Unidos”, B a” el coche esta fabricado en
China”, C a “el coche esta fabricado en Alemania” y D al suceso “el vehiculo presenta defectos”.

Nos dicen que P(A)=0.35, P(B)=0.45 P(C)=0.20, P(D/A)=0.03,P(D/B)=0.004 y
P(D/C)=0.001.
Realizamos un diagrama de arbol de probabilidades.

Con defectos
P(D/A)=0.03

EEUU
P(A)=0.35

Sin defectos
P(D¢/A)=0.97

Con defectos
Chlna P(D/B)= 0.04
P(B) =0.45

3 paises y sus
defectos

Sin defectos
P(D¢/B)= 0.96

Con defectos

Alemania P(D/C)=0.01

P(C)=0.20

Sin defectos
P(D¢/C)=0.99

1.1 Nos piden P(D) . Aplicamos el teorema de la probabilidad total.
P(D)=P(A)P(D/A)+P(B)P(D/B)+P(C)P(D/C)=

=0.35-0.03+0.45-0.04 +0.20-0.01=0.0305
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1.2 Nos piden calcular P(A/ D¢ ) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de

Bayes.

P(AND®) P(A)P(D°/A) 035097 [9

L 0.3502

P(A/D%)=

P(D°)  1-P(D)

©1-0.0305 |277

1.3 Sea X la variable aleatoria que cuenta el nimero de coches del modelo M2 de un grupo de 9
coches fabricados en Alemania. Sabemos que la probabilidad de que un coche fabricado en
Alemania sea del modelo M2 es de 0.40 (el 40% de los coches fabricados en Alemania son del
modelo M2), por lo que la variable aleatoria es una binomial con parametros n = 9 y

p=0.40. X = B(9, 0.4).
Nos piden calcular P(X >3).

Para poder utilizar los datos de la tabla de la binomial proporcionados utilizamos el suceso

contrario.

P(X >3)=1-P(X <2)=1-0.2318=[0.7682]

n [ k]p]

1|0
1
[1]
1
2
[1]
1
2
3
1] 0,Ba08 05145 08561 04086 03164 024M 01875 0,1785 D
1 [, oo 08360 09477 08182 07383 08517 05025 10,5630 D
2 1,0000 08025 09083 08728 08402 02183 03882 0,8735 D
3 1,0000 1,0000 09009 092934 09067 0200 09877 10,8850 o
4 1,0000 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000 1
1] 08510 07738 05005 03277 02373 01831 01317 0,1180 D
1 0,220 08774 09185 07373 08328 05232 04600 04224 ]
2 1,0000 08988 09014 02421 08065 0E380 0701 0, 7548 D
3 1,0000 10000 0,9095 08933 09844 089802 09547 10,5480 D
4 1,0000 1,0000 1,0000 02997 09000 09976 09050 0,807 D
5 1,0000 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000 1
1] 08415 07351 05314 02821 04780 O1176 00878 0,0754 D
1 [0,22E5 08672 08857 05554 05330 04202 03512 0,3131 D
2 1,0000 02078 09842 02011 08306 07443 08804 0,6471 D
3 1,0000 09020 09087 08330 09624 09205 03080 10,8828 0
4 1,0000 1,0000 09809 08934 02054 029 08822 08777 D
H] 1,0000 1,0000 10000 02908 09908 090993 09985 0,2ea2 D
] 1,0000 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000 1
[1] D0,B321 05983 04783 02007 01335 00824 00585 10,0400 D,
1 0,22E0 098556 08503 05767 0440 03234 0263 10,2333 D,
2 1,0000 008062 09743 08520 07564 04T 0.57D8 10,5323 0.4
3 1,0000 08028 09073 08867 09204 O0QE74D 03267 10,8002 D,
4 1,0000 1,0000 09008 098953 09871 08712 09547 0,444 D.4
] 1,0000 1,0000 10000 02996 089067 08962 09831 08210 0.3
[i] 1,0000 1,0000 1,0000 10000 09002 09008 09985 0,220 0.4
T 1,0000 1,0000 1,0000 10000 10000 10000 1,0000 1,0000 1,
[1] D0,B227 05834 04305 01878 01001 OQUOS76 00380 0,019 D
1 02873 08428 08131 05033 03671 02553 01851 0,1881 D
2 0,200 00042 09619 079680 0BTEE O0OF551B 04682 04278 D
3 1,0000 00008 09050 08437 08862 O0E050 07414 10,7064 ]
4 1,0000 1,0000 09000 08306 085727 0220 09121 0,5830 D
] 1,0000 1,0000 1,0000 02938 09058 08337 09803 0.8747 D
[i] 1,0000 1,0000 1,0000 092900 09008 092037 09074 0,284 ]
T 1,0000 1,0000 1,0000 10000 10000 Q2990 09908 0,803 D
8 1,0000 1,0000 1,0000 10000 11,0000 10000 1,0000 1,0000 1
1] 0,9135 0,5302

: R 02288
| 2}
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PREGUNTA 2: ALGEBRA (2,5 puntos)

Responda al apartado 2.1 o al apartado 2.2

2.1 Una empresa de produccion agricola desarrolla fertilizantes que combinan tres nutrientes
esenciales: nitrogeno (N), fésforo (P) y potasio (K). Se representan por x, y, z las cantidades en
kilogramos a usar por lote de N, P, K, respectivamente. Estas cantidades deben cumplir las siguientes
restricciones:

3X+4y+az=30
—2X+Yy+z=4
2X—-Y+az=10

2.1.1 (1.25 puntos) Discutir, en funcion del parametro «, el sistema de ecuaciones anterior.
2.1.2 (1.25 puntos) Obtener las cantidades x, y, z en el caso de que el sistema sea compatible.

3 4 «
2.1.1 La matriz de coeficientes del sistemaes A=| -2 1 1 |y lamatrizampliada es
2 -1 «a
3 4 «a30
A/B=|-2 1 1 4
2 -1 a 10

Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

3 4 «
|A=]-2 1 1|=3a+8+2d¢ — 26 +8a+3=1la+11
2 -1 «

A=0=1la+11=0=1la =-11= (@ = 1|
Surgen dos situaciones diferentes que estudiamos por separado.

CASO Ll a=-1
En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, al igual que el rango de A/B
y el nimero de incognitas (3). El sistema es compatible determinado (una Unica solucion)

CASO 2. a=-1
En este caso el determinante de A es nulo y el rango de A no es 3.
3 4 -130
La matrizampliada queda A/B={-2 1 1 4 |. Convertimos este sistema en otro
2 -1 -110
equivalente mas sencillo de estudiar.
Fila3® + Fila2?
3 4 -130 5 1 -1 10
A/lB=|-2 1 14:>_2 1 1 4
2 -1 -110

0 O 0 14— NuevaFila3?
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3-Fila22+2-Fila1? R\
o s s 1 3 4 —130
5 5 o 6o ~lo1 170
0 11 1 72 NuevaFilaz| |2 0 014

A

El rango de A es2 y el de A/B es 3. Tienen rangos distintos y el sistema es incompatible (sin
solucion).

2.1.2 El sistema es compatible solo para « = —1, siendo compatible determinado. Resolvemos el
sistema.

Ecuacion 3+Ecuacién 22

3X+4y+az=30 X -y  taz =10

;2X+y+z=4110 ~1-2x +y +2z -4~
YRS (a+1)z =14
3x+4 =30 14
X+aytraz 3X+4y+a——=30
={-2X+y+z=4 = a+l -
14
14 —2X+y+——=4
(a+1)z=14 > {a+1£0} >|z=— a+1
a+l
4o
3x+4y+——=30
= a+l :>3x+4(4—i+2xj+—14a =30=>
14 a+l a+1
=4———+2X
a+l
:3x+16—5—6+8x+14—a:3o:>
a+l a+1
:>11X=14—14a+ 56 :14a+14—14a+56: 70
a+l a+l a+1 a+1
70 14 70 44(a +1)—154+140
S X=——— |2 Y=4-—1+2 = .
11(a+1) a+l  11(a+1) 11(a+1)

440 +44-14 _ 44g+30
1(a+1)  11(a+1)

70 _Ma+30 14
11(a+1)’ y_ll(a+1) ATy

La solucion del sistema es X =
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2.2 Dadas las matrices

2 3 -1 2 0 -1
A= , B= y C= )
1 m 1 5 5 m
donde m es un parametro real. Se pide:
2.2.1 (0.5 puntos) Calcular el producto AB y la matriz transpuesta de AB.
2.2.2 (0.75 puntos) En los casos en los que A es invertible, calcular la inversa de A.

2.2.3 (1.25 puntos) Resolver la ecuacién matricial BX + A>=C .

2.2.1 Obtenemos la expresion de la matriz AB.
AB = 2 3)\(-1 2) (-2+43 4+15) (1 19
1 m){1 5) -1+m 2+5m) (m-1 2+5m
Obtenemos la expresion se su traspuesta.

1 19 . 1 m-1
B= :>(AB) =
m-1 2+5m 19 2+5m

2.2.2 Para que sea invertible la matriz A su determinante debe ser distinto de cero.

2 3
|A|:‘ ‘:Zm—S
1 m

|Al=0=2m-3=0=2m=3=|m=

N | w

. . . . I 3
La matriz A es invertible para cualquier valor de m distinto de >

: 3
Calculamos la inversa para los valores m = 5 —2m-3=0.

B - 1 2

(2 1 m -3

. Ad

o Adi(AT) 1(3 m]: 1 (m -3)_|2m-3 2m-3
|A 2m-3 2m-3

2.2.3 Despejamos X de la ecuacion matricial.
BX +A’=C=BX =C-A’= X =B*(C-A?)

Hallamos la inversa de la matriz B.

-1

Bl

2
‘=—5—2=—7¢O
5

B —7 7

st M, 3;_1[5 H

- - 1 -1
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Terminamos de hallar la matriz X.
C_A - 0 -1 2 3\2 3 B 0 -1 4+3 6+3m B -7 —7-3m
5 m*) 1 m/lt m/ (5 m) (24m 3+m*) (3-m -3
-1(5 -2\ -7 -7-3m
szrl(C—Az):—1 -
7({-1 -1/{3—-m -3
41-2m 29+15m

_-1(-35-6+2m -35-15m+6) —1(-4l+2m -29-15m) | 7 7
70 7-3+m 7+3m+3 ) 7\ 4+m 10+3m —4-m -10-3m

7 7

41-2m 29+15m
7 7
—-4-m -10-3m |
7 7

La matriz X solucion de la ecuacion matricial es X =
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PREGUNTA 3: GEOMETRIA (2,5 puntos)
Responda al apartado 3.1 o al apartado 3.2

2X+4y-2=0

3.1 Dados el plano 7 =2x+ay—-z+3=0ylarecta r s{ , calcular:

—-X+y+52=3
3.1.1 (0.75 puntos) Calcular la distancia entre el punto (3,1,—2) y el plano m, en funcion del

parametro real a.
3.1.2 (0.75 puntos) Para a=4, calcular el &ngulo que forma la recta r con el plano .

3.1.3 (1 punto) Para a=3, calcular el punto simétrico del punto [9,5, _1j respecto del plano .
2

3.1.1 Hallamos la distancia del punto A(3,1,—2) al plano = =2x+ay—z+3=0.
2-:3+a+2+3  [l1+al
J2Z+at+(-1)  \B+a’

r=2X+ay—-z+3=0
A(31-2)

}:d(A,ﬁ):

3.1.2 Para a=4 el plano queda 7=2x+4y-z+3=0.

Hallamos un vector director de la recta como el producto vectorial de los vectores normales de
los dos planos que la definen.

I ] k
2X+4y-z=0 — — .
r= =nxn,=(2 4 -1=21i-9j+6k=(21,-9,6)
—X+y+52=3 11 s

Tomamos como vector director de la recta el vector obtenido dividido por 3.
Hallamos el &ngulo entre el vector normal del plano y el vector director de la recta.

T
V:lﬁlx@=1(21,—9,6)=(7,—3,2) .y Ven
"3 3 :cos(vr,n)zﬁz
7 =2x+4y—7+3=0->n=(2,4,-1) vl

(7,-3,2)(2,4,-1) 14-12-2

0= (v,, n)=cos™(0)=90°

Jr (e a2t [P e ara(caf VB242L

El 4ngulo que forman recta y plano es de 90° — 90° = 0°. La recta es paralela al plano o esta
contenida en él.

3.2.3 Para a=3 el plano queda 7=2x+3y—-z+3=0.
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Hallamos la recta r perpendicular al plano 1 que pasa por el punto p(§,5, _1) Luego hallamos el
2

punto C de corte de rectar y el plano. Por tltimo, determinamos el punto P “ simétrico de P respecto
del plano m.

—
c

|
|
_ P’
Hallo la ecuacion de la recta r. Como es perpendicular al plano su vector director es el vector
normal del plano n=(2,3,-1).
9 X= g +21
P (— 5, —1) er 2
2 =r=<y=5+31

v, =n=(2,3,-1) z=-1-1

Hallo el punto C de corte de la recta r y el plano resolviendo el sistema formado por las
ecuaciones de recta y plano.

r=2x+3y—-2+3=0
x:g+2/1
2 9
= 2| =+24 |+3(5+34)-(-1-1)+3=0=
r=<y=5+34 2
z=-1-41

=94+44+15+94+14+1+3=0=>141+28=0=>1=-2

9 1
X 2+ (-2) 5 1
=1y=5+3(-2)=-1= C(E'_l’lj
Z:—l—(—2 =1

Las coordenadas del punto simétrico P” las hallamos sumando al punto C el vector PC.
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C 1,—1,1

P'=c+ﬁ:(%,—1,1]+(—4,—6,2)=(%7,—7,3]

El punto simétrico de P respecto del plano w es P'(%,—?,S).
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3.2 Dada larecta r :XTJr1 = yT—Z _Z , que depende del parametro real a, y la recta
(04
‘. —X+y+z=1
x+2y-z=2
3.2.1 (1.25 puntos) Calcular el valor del parametro a para el que r y s son perpendiculares.

3.2.2 (1.25 puntos) Suponiendo que « # 0, obtener la recta paralela a s que pase por el punto de r
cuya coordenada z vale 0.

3.2.1 Para que las rectas sean perpendiculares el producto escalar de sus vectores directores debe ser
nulo. Obtenemos un vector director de cada recta.
X+1 -2 7z —
r:—=y—=—:>ur =(2,3,a)
2 3 a

= -2-71+2y+y+2=1=3y=3=>

_{—x+ y+z=1 {—x+ y+z=1

X+2y—2=2 X=2+2-2y
X=A1
=ly=l=x=2+z-2=x=7l=s:{y=1=v,=(101)
=41
Hacemos que su producto escalar sea nulo.
i =(23a)
v, =(10,1) +=(10,1)(23a)=0=2+0+a=0=[a=-2|
U, v, =0

Para a =-2 lasrectas r y s son perpendiculares.

3.2.2 Obtenemos las ecuaciones paramétricas de la rectar.

Co(2sa) [
g XHl_y=2_z_ JU=lesa) y=2+31
2 3 a |P(-120)
Z=al

Un punto B cualquiera de la recta r tiene coordenadas B(—1+ 2/1,2+3/1,a/1). Si este punto la

coordenada z vale 0 entonces ** =00} — 2 =0. El punto tiene coordenadas B(-1,2,0).
o #

Una recta paralela a s tiene su mismo vector director v, =(1,0,1).

Hallamos la ecuacidn de la recta t con vector director Wt =V, = (1, 0,1) y que pasa por el punto
B(-12,0).

B(-1,2,0)et } x=—1+/
) =1t

R
Suponiendo que a #0, la recta paralela a s que pasa por el punto de r cuya coordenada z vale 0
X==1+p
tiene ecuacion t:<y=2  peR.
z=p

148 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Julio 2025 Reserva Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

PREGUNTA 4: ANALISIS (2,5 puntos)

Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2

4.1 Se considera un prisma triangular de altura # cm, cuya base es un triangulo equilatero de lado x
cm. El prisma tiene area total (area que incluye el area de las caras laterales y de las bases superior e
inferior) igual a 10 cm?. Se pide:

4.1.1 (0.5 puntos) Expresar el area total del prisma en funcion de x y 4.

4.1.2 (1.5 puntos) Obtener los valores de x y 2 que maximizan el volumen.

4.1.3 (0.5 puntos) Hallar dicho volumen.

4.1.1 Dibujamos la situacion planteada y hallamos el area del prisma.

X X

I
I
I
I
I h
I
I
I

El prisma tiene 3 caras laterales iguales de forma rectangular siendo el area de cada una de ellas:
xh . El area de las bases superior e inferior es el area de dos triangulos equilateros de lado x.

Por el teorema de Pitdgoras sabemos que:

2 2 2 2
X X X 3X \J3x
XZZaZ-F(Ej 3X2:a2+72>a2:X2—I:—:>a:—

. . X— 2
freq  ASEaltura _x-a "5 x V3
2 2 2 4
El area total del prisma es la suma del area de las 3 caras laterales y las 2 bases.
2
A(x,h)=3xh+2 X f :3xh+§x2

4.1.2 Como el area vale 10 cm? sustituimos este valor en la funcién obtenida y despejamos h.

NER ;
A(x.h)=3xh+==x :>3xh+§x2=10:>6xh+x2\/§=20:> h:zo_GA
X

Area =10
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Obtenemos la expresion del volumen del prisma.

] x2\/3
V (x,h) = Areabase-altura = 2 ‘h X3 20—

V(%)=
20—+/3x2 =V(x) 4 6x

6X

h=

_3x(20-3¢) poyEx-ax 53 1
6

24 B 24

Derivamos la funcién volumen y averiguamos cuando se anula la derivada.

5[ , 503 3,
V()= x Zxd v (x) =222
(=24 (=203
V(x):O:%—§x2: 5\/5 3y — 403 =18x* =
6 8 6 8

40V3 —|x= J 2043 _ \/22‘/5 ~1.96189

9

Sustituimos este valor en la segunda derivada para saber si es maximo o minimo.

_ —6(1.961
53 3x2:>V"(x):§6x:>V”(1.96189):m<

Vi(X)=—-=
Al ser negativa la segunda derivada la funcion volumen presenta un maximo para

= "Zg\@ =1.96189. Obtenemos el valor de h para este valor.

20— \/—L\IZO\/_} \/§(20\/§) 20 60 io

20-— ) 20->
9 9 . 8 __ 20 _1137

" 5203 T 22088 22043 242083 32003

El prisma de volumen maximo tiene 1.96189 cm en el lado de la base y 1.1327 cm de altura.

4.2.3 Hallamos el volumen maximo.

J203 J {«/ZOﬁJ 2032043 _, 20134203
3

3
27 ~1.8878

20/3 [

3 24 B 24

/5%

El volumen méximo es de 1.8878 centimetros cubicos.
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4.2 Dada la funcion real de variable real f (x)= +X, se pide:

(x-1)°

4.2.1 (0.5 puntos) Calcular el dominio de definicion y las asintotas de f.
4.2.2 (0.75 puntos) Indicar, si existen, los extremos, y los intervalos de crecimiento y decrecimiento

de f.

4.2.3 (0.5 puntos) Representar graficamente la funcién y = f (x)
4.2.4 (0.75 puntos) Calcular la integral indefinida J' f (x)dx.

4.2.1 El dominio de la funcion son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.
Dominio= R—{1}.
Asintotas verticales. x=a
¢ X=1 esasintota vertical?

. ) 4
limf (x)=Ilim +X=
x—1 ( ) Hl(x_l)z (1_1)2

X =1 es asintota vertical

+1=ﬂ+1:oo
0

Asintota horizontal. y=b
b=Ilim f (x)=Ilim 4 2+X=i+oo:oo
X—0 X—)ao(x_l) o0

La funcién no tiene asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n

4 X
metim ) i OSY 4 A
o X X X =7 x(x-1) 0
n=|im(f(x)—mx):lim > +X—x=lim 4 2:izo
o X (X —1) X0 (X —1) 0

Larecta y=x esasintota oblicua.

4.2.2 Hallamos la derivada de la funcién y averiguamos cuando se anula.

O(X—DZ—42(X—Q+1: 8

(x-1)° (x-1)

F(X) = —— +x=> 1(x) =

(x-1)

f'(x)=0= -8 ~+1=0= 8 c=1=8=(x-1)’=x-1=B=2=[x=3|
(x—1) (x-1)

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x =3, afiadimos también X =1 excluido
del dominio.

(0-1)

+1=9>0.La

e Enelintervalo (—,1) tomamos x =0y la derivada vale f"(0)= -

funcion crece en (—,1).
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-8

e Enelintervalo (1,3) tomamos x =2y la derivada vale f"(2)= TR +1=-7<0.La
funcion decrece en (1,3).
e Enelintervalo (3,+c) tomamos x =4y la derivada vale f"(11)= (4__81)3 +1= % >0.
La funcién crece en (3,+o).
La funcién crece en (—0,1)\U(3,+00) y decrece en (1,3).
La funcién tiene un minimo relativo en x=3. Como f (3) :L2+3: 4 el minimo relativo

tiene coordenadas (3, 4).

4.2.3 Hacemos una tabla de valores y dibujamos la gréafica de la funcion.

1 0 10
0| 4 )
2 6 )
3 4 8
5 | 525 .

o ¥y
Minime ¢ *

’
Tl
7
’
’
/
5 1 3 2 17 ! ¢ y
, 1
/s’
/’ 2 x=1
/'
/;’ 3
Yt
4.2.4 Calculamos la integral.
_n\1 2 2
If(x)dx: 4 2+xdx='|.4(x—1)2+xdx=M+X—:ijtx—+K
(x-1) -1 2 |1-x_ 2
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_ COMISSIO GESTORA DE LES PROVES D’ACCES A LA N
% GENERALITAT UNIVERSITAT E e
Q VALENCIANA COMISION GESTORA DE LAS PRUEBAS DE ACCESO A LA s
o o UNIVERSIDAD B
PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD
CONVOCATORIA: JULIOL 2024 CONVOCATORIA: JULIO 2024
Assignatura: MATEMATIQUES Il Asignatura: MATEMATICAS I

BAREMO DEL EXAMEN:

El alumnado contestara solo CUATRO problemas entre los OCHO propuestos.

Cada problema se puntuard hasta 10 puntos.

La calificacion del ejercicio serd la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 4 y aproximada a las
centésimas. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar
célculo simbdlico ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos,
numéricos y gréaficos deberan estar siempre debidamente justificados.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

0 k 3
Problema 1. Se considera la matriz A=| k % 1 | donde k es un numero real.
2 -1 -1
a) ¢Para qué valores del parametro k la matriz A es invertible? (2 puntos)
b) Para k = 0, si existe, calcular la matriz inversa de A. (4 puntos)
c) Para k = 0, hallar las matrices diagonales D que verifican AD = DA. (4 puntos)
1 0 2 a
Problema 2. Sean las matrices A=|{3 2 1|y B=| /. Se pide:
a 0 3 4
a) Estudiar los valores del parametro real a para los que la ecuacion matricial A*X =B tiene una
Unica solucion. (5 puntos)
3
b) Sabiendo que el vector | —2 | es una solucion de la ecuacion A*X =B, encontrar el valor de «, 8
-1
y y dependiendo del parametro real a. (5 puntos)

X=3_y-3_ Z;rl. Se pide:

Problema 3. Se dan lasrectas r: x—1= y—2=ZT_1 ys: > 1

a) Comprobar que se cortan y calcular las coordenadas del punto P de interseccion. (5 puntos)
b) Determinar la ecuacion de la recta que pasa por P y es perpendiculararyas. (5 puntos)

Problema 4. Sea el plano 7:6x+4y—-3z—-d =0. Se pide:

a) Calcular los valores de d para que la distancia del plano al origen sea una unidad. (2 puntos)
b) Calcular, en funcion del parametro d, las coordenadas de los puntos 4, B y C que resultan de
intersectar el plano = con los ejes de coordenadas, X, Y y Z, respectivamente. (3 puntos)

c) Para d # 0, calcular el angulo formado por los vectores AB y AC determinados por los puntos
del apartado anterior. (5 puntos)
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Problema 5. Se considera la funcion h(x)=ax+ x?, donde a es un parametro real. Se pide:
a) El valor de a que hace que la grafica de la funcidn y = A(x) tenga un minimo relativo en la

abscisa x = —%. (3 puntos)
b) Para el valor a del apartado anterior, dibuja las curvas y = A(x) e y = h'(x). (2 puntos)
c) Calcula el area del plano comprendida entre ambas curvas. (5 puntos)

Problema 6. Se construye una caja de cartdn sin tapa a partir de una hoja rectangular de 16 cm por
10 cm. Esto se hace recortando un cuadrado de longitud x en cada esquina, doblando la hoja y
levantando los cuatro laterales de la caja. Calcular:

a) Las dimensiones de la caja para que tenga el
mayor volumen posible. (8 puntos)
b) Dicho volumen. (2 puntos) I S

-
R TS ——
n

Problema 7. Una empresa tiene 3 maquinas de fabricacion de latas de refresco. EI 10.25% de las
latas que fabrica la empresa son defectuosas. El 30% de las latas las fabrica en la primera maquina,
siendo el 10% defectuosas. ElI 25% de las latas las fabrica en la segunda maquina, siendo el 5%
defectuosas. El resto de las latas las fabrica en la tercera maquina.
a) ¢Cual es la probabilidad de que una lata fabricada por la tercera maquina sea defectuosa?
(4 puntos)
b) Si se escoge una lata al azar y no es defectuosa, ¢Cuél es la probabilidad de que proceda de la
primera maquina? (3 puntos)
c) Si se escoge una lata al azar y es defectuosa ¢ Cuél es la probabilidad de que no haya sido fabricada
en la segunda maquina? (3 puntos)

Problema 8. Se ha determinado que en el 60% de los mensajes enviados por WhatsApp se afiade un
emoticono. Una persona envia diez mensajes de WhatsApp. Se pide la probabilidad de que:

a) Ningun mensaje de los diez tenga emoticonos. (3 puntos)
b) Exactamente dos quintas partes de los mensajes tengan emoticonos. (3 puntos)
¢) Ocho 0 mas mensajes tengan emoticonos. (4 puntos)

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.
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Soluciones
0 k 3
Problema 1. Se considera la matriz A=| k % 1 | donde k es un numero real.
2 -1 -1
a) ¢Para qué valores del parametro k la matriz A es invertible? (2 puntos)
b) Para k = 0, si existe, calcular la matriz inversa de A. (4 puntos)
c) Para k = 0, hallar las matrices diagonales D que verifican AD = DA. (4 puntos)

a) La matriz A es invertible si su determinante es no nulo.

0 k 3
A=k % 1/=0+2k-3k—-2+k?-0=k? -k -2
2 -1 -1
1+3
—=[2=k
1+ (-1)° —4(1)(-2
Al=0= k2 —k—2=0=k = V() -40(2) 153 |
2 2 1-3
—=|-1=Kk
2
La matriz A es invertible para cualquier valor de k distinto de -1 y de 2.
b) Para k = 0 existe la inversa de A. La calculamos.
0 0 3 0 0 3
La matriz queda A=|0 1 y su determinante vale |A|=|0 % 1|=-2#0
2 -1 -1 2 -1 -
0 0 2
_ 1 +1/3 - 0 -1 +O 1/3
Adjj 0o -1 1 -1 31 31
L Adi(AT) (31 1) ) o2 Jo2f po
A -2 - 1 - 3 - 31
0o 2 0 2 0 O
+ - +
1/3 - 0 -1 |0 1/3
1 B VAV ERE VP REVE
A’lz_? 2 -6 0= -1 3 0
-2 0 0 1/3 0 0
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-1/3 3/2 1/2
Para k = 0 la matriz inversa queda A" =| -1 3 0
1/3 0 0
0 0 3
c) Para k =0 la matrizqueda A=|0 % 1
2 -1 -1
a 0o@o0
Una matriz diagonal tiene la expresion D=0 b 0 |. Debe cumplir AD = DA
0 0 c
0 0 3 a0 0 a0 0 0 0 3
AD=DA:>0%10b0=ObOO%1:>
2_l_looc 00(:2_1_l

3a=3c—>a=c
0 0 3c 0 0 3a c=b

=0 b/3 c¢c|={0 b/3 b | =
2a=2c—>a=c¢
2a b - 2c -t -C

-b=-c—ob=c

=a=b=c=D

I
o O ©
o 9 O
» O O

,aelR.

o O o
o 9 O
» O O

Las matrices diagonales que cumplen AD = DA tienen la expresién D =

www.ebaumatematicas.com
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1 0 2 a
Problema 2. Sean las matrices A=|{3 2 1|y B=| f|.Sepide:
a 0 3 y
a) Estudiar los valores del parametro real a para los que la ecuacion matricial A*X =B tiene una
Unica solucion. (5 puntos)
3
b) Sabiendo que el vector | —2 | es una solucion de la ecuacion A?X =B, encontrar el valor de a, 8
-1
y y dependiendo del parametro real a. (5 puntos)

a) Para que la ecuacion matricial tenga una Gnica solucion la matriz A> debe tener inversa y para
ello es necesario que su determinante sea no nulo. Averiguamos cuando se anula dicho
determinante.

1 0 2
|A|:3 2 1/=6+0+0-4a-0-0=6-4a
a 0 3

|Al=0=6-4a=0=4a=6=|a=

NloO
N | w

La ecuacion matricial A*X =B tiene una Gnica solucion para los valores de a distintos de 1.5.

b) Resolvemos la ecuacion matricial.

1 0 21 0 2 1+2a 0 2+6 1+2a 0 8
A*’=|3 2 1|3 2 1|=|3+6+a 4 6+2+3|=|9+a 4 1.1
a 0 3/la 0 3 a+3a 0 2a+9 4da 0 2a+9
1+2a O 8 3 a
A’°X =B=|9+a 4 11 2|=|p|=
4a 0 2a+9) -1 y
3(1+2a)—8 a 3+6a-8 a

—|3(9+a)-8-11|=| B |=| 27+3a-19 |=| B |=
12a—(2a+9) y 12a-2a-9) |y

6a—->5 a a=6a-5
=| 8+3a |=| f|=|{f=3a+8
10a-9 y y=10a-9

Los valores buscados son &« =6a—5, f#=3a+8, y=10a-9.
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X=3_y-3_ Z;rl. Se pide:

Problema 3. Se dan lasrectas r:x—1= y—zzzT_1 ys: 5 1

a) Comprobar que se cortan y calcular las coordenadas del punto P de interseccion. (5 puntos)
b) Determinar la ecuacion de la recta que pasa por P y es perpendiculararyas. (5 puntos)

a) Obtenemos las ecuaciones paramétricas de las rectas.

X=1+1
x-1 y-2 z-1 Pr(l’z’l) )
r: 1 = 1 = > = ﬂ_112:>r. y=2+A1
v =(11.2) z7=1+24
X=3-2«x
x=-3 y-3 z+1 Qs(3’3’_l) )
S: > 15 =1 ) 12:>s. y=3-«
L=(2712) s g0,

Intentamos resolver el sistema formado por las ecuaciones de las dos rectas.

Xx=1+4
ry=2a+a 320 =1+ 2= 2a+ 4
7=1422 Tea =t Seat
=33-a=2+4 ={l=a+1 =
X=3-2«
“1+20=1+2A4 2=-"20+21->1l=a-1
S:qy=3-«
1=-1+2ax
2=2a+2 x=3-2=1
2=2a+a-1 3=3«x
=>il=a+i = = =la=1=|{y=3-1=2
l=a+a-1 2=2«
A=a-1 z=-1+2=1

La solucidn del sistema es Unica, por lo que las rectas se cortan en el punto de coordenadas la
solucion del sistema. Las rectas r y s se cortan en P(1,2,1).

b) La recta t que pasa por Py es perpendicular a r y a s tiene como vector director el producto
vectorial de los vectores directores de ambas rectas.

v, = (11,2 R L o .
=>Ww=Vxu =(1 1 2=2i-4j-k+2k-2j+2i=
-2 -1 2
=4i-6j+k=(4,-6,1)

Hallamos la ecuacion de la recta que pasa por P(1,2,1) con vector director Wt = (4, —6,1) .

w, =(4,-6,1) g xl_y-2_z-1
P(L21)et 4 6 1

La recta t que pasa por Py es perpendicular ar y a s tiene ecuacion t: X;1 = y_62 =z Il-
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Problema 4. Sea el plano 7:6x+4y—3z—d =0. Se pide:

a) Calcular los valores de d para que la distancia del plano al origen sea una unidad. (2 puntos)
b) Calcular, en funcion del pardmetro d, las coordenadas de los puntos A4, B y C que resultan de
intersectar el plano r con los ejes de coordenadas, X, Yy Z, respectlvamente (3 puntos)

c) Para d # 0, calcular el 4ngulo formado por los vectores AB y AC determinados por los puntos
del apartado anterior. (5 puntos)

a) Hallamos la distancia del plano al punto (0, 0, 0) y la igualamos a 1.

7r:6x+4y—3z—d=0 0+0+0-d| |[d|

0(0,0,0) S NG
|d| d =+/61

d(7,0)=1=> "L =1=|d|=61=

(70)=1= Fr=1=d| d ol

Para d =+\/ﬁ yd :—\/a la distancia del plano al origen vale 1.
b) Hallamos los puntos de corte del plano con los gjes.

7:6X+4y—-3z-d =0
. y=0 :>6x—d:0:>6x:d:>x=9:>A[9,O,Oj
EjeOX — 6 6
z=0
r:6x+4y-3z—-d =0
x=0 :>4y—d:0:>4y:d:>y:%:>8(0,%,0j
z=0

EjeOY —>{

7:6X+4y—-3z-d =0
Xx=0 :>—32—d=0:>32:—d:>z:%:>C(0,0,%j
y=0

EjeOZ —>{

Los puntos de corte del plano con los ejes son A(%,0,0j , B(O,%,Oj y C(0,0,%) .

c) Hallamos las coordenadas de los vectores AB y AC .

-39} (3as} (359
(oo 3 {goo)- (203

Hallamos el angulo formado por ambos vectores.
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(3 50) 8ic
P :cos(AB Ac) Ao ds
rc:(-_,o,-_j [ABJ-/AC
6 3
(—d,d,oj(—d,o,—d) d?
—d 2 d 2 —d 2 —d 2 d2 d d2 ﬁ
\/(6j +(4) +0'\/(6] +O+(3) 36 16 36 9
d2 d? d?
= 36 = 36 _2 :(ﬁ,ﬁ)zcosl(i]:mﬁo
13d 5o|2 J13d \5d  Je5d> /65 J65
144 12 6 72

Para d # 0 el &ngulo formado por los vectores AB y AC tiene un valor aproximado de 75.6°.
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Problema 5. Se considera la funcion h(x)=ax+ x?, donde a es un parametro real. Se pide:
a) El valor de a que hace que la grafica de la funcion y = h(x) tenga un minimo relativo en la

abscisa x = —%. (3 puntos)
b) Para el valor a del apartado anterior, dibuja las curvas y = a(x) e y = h'(x). (2 puntos)
c) Calcula el area del plano comprendida entre ambas curvas. (5 puntos)

a) Si la funcién h(x) tiene un minimo relativo en la abscisa x = —% la derivada de la funcion debe

anularse para x:—E > h'(_—gjzo.
4 4

h’(x):a+2x
-3 3
-3 =>0=a+2—=la=—

También se cumple que la derivada segunda h”(x)=2 es positiva para x = —%, y por tanto

presenta un minimo relativo en dicho valor.

b) Para a=g la funcion queda h(x):gx+x2 y la derivada h’(x):g+2x.

Dibujamos la parabola y la recta asociada a ambas funciones.

3 1 | /-
X h(x):5x+x2 / /
— 1 10 / /
-3/2 0 9 /
-3/4|  -9/16 \ ) / /
° ° \ . //ff'm=1+2~ ___________

N PO
g w
1S3

//

[E¥) (%) ok

S —

-..,_}.h

b

/ 3
/‘ h(x)=Zx+x"

[§5]
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c) Hallamos los puntos de corte de ambas graficas.
h(x)= g X+ X*

h'(x)=g+2x :gx+x2 =g+2x:>3x+2x2 =3+4x=2x*-x-3=0=>

h(x)=h"(x)
1+5 |3
:x:li\/(_1)2‘4(2)(—3) 135 |74 277
2(2) T P —
4

Calculamos el area de la region encerrada entre ambas graficas como la integral definida entre —1

y g de la diferencia de las dos funciones.

1.5 15
Area:J E+2x—(§x+x2jdx=J §+2x—§x—x2dx:
2 2 L2 2

f o103 ¥ 1xt 3 " ¥ oxt o3 "
= X +=X+-OX=|-—+=—+=X| =|-—+—+=X| =
2 2 3 2

" 2 2], 3.4 2,
3 2 3 2
:[_(3/2) L (312) +§_§H_(-1) (D) +§(_1)}
3 4 22 3 4 2
=_£ 34_9_;_14_%:_9_{_34_2_1 §: 12_5:26 2
24 16 4 3 4 2 8 16 3 2 |48

"
"--.Q

/' h(x]:%ij

(3] =
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Problema 6. Se construye una caja de carton sin tapa a partir de una hoja rectangular de 16 cm por

10 cm. Esto se hace recortando un cuadrado de longitud x en cada esquina, doblando la hoja y
levantando los cuatro laterales de la caja. Calcular:

a) Las dimensiones de la caja para que tenga el 1
mayor volumen posible. (8 puntos) !
b) Dicho volumen. (2 puntos)

Dibujamos la situacion planteada.

10-2x 10 e

16 cm

El volumen de la caja es el volumen de un prisma de base rectangular de lados 16—2x y 10—2x
con altura x.

=

] ]
]
I
]

10 - 2x
16 - 2x

Volumen =V (x) = (16 - 2x) (10— 2x) x = (160 —32x — 20X + 4x* ) x =160x —52x" + 4x’
a) Derivamos la funcién volumen y averiguamos cuando se anula la derivada.

V (x)=160x—-52x* + 4x> =V "(x) =160 -104x + 12X

V’(x)=0=160-104x+12x* = 0= 40-26x+3x* =0 =

: 26+14_[20
:>X_26J_r\/(—26) ~4(3)(40) 26+14 | 6 |3
2(3 6 _
(3) 26614: %

Sustituimos estos dos puntos criticos de la funcion volumen en la segunda derivada.
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V7(x)=160-104x+12x* =V “(x) = -104 + 24x =

V"[§j=—104+24-§:56>0—> x:§ es minimo
3 3 3
V”(2)=—104+24-2:—56<0—> X =2 es maximo

=

El volumen es maximo para x = 2. Las dimensiones de la caja con volumen maximo son

12cm x 6 cm x 2 cm.
|

6 cmi

12 em
b) El volumen méaximo que se puede conseguir es con x = 2. Lo calculamos.
Volumenmaximo =V (2)=(16-2-2)(10-2-2)2=12-6-2 =144cm’

El volumen méximo es de 144 cm3.
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Problema 7. Una empresa tiene 3 maquinas de fabricacion de latas de refresco. EI 10.25% de las
latas que fabrica la empresa son defectuosas. EI 30% de las latas las fabrica en la primera maquina,
siendo el 10% defectuosas. ElI 25% de las latas las fabrica en la segunda maquina, siendo el 5%
defectuosas. El resto de las latas las fabrica en la tercera maquina.
a) ¢Cual es la probabilidad de que una lata fabricada por la tercera maquina sea defectuosa?
(4 puntos)
b) Si se escoge una lata al azar y no es defectuosa, ¢Cuél es la probabilidad de que proceda de la
primera maquina? (3 puntos)
c) Si se escoge una lata al azar y es defectuosa ¢ Cual es la probabilidad de que no haya sido fabricada
en la segunda maquina? (3 puntos)

Llamamos A al suceso “la lata de refresco es fabricada por la primera maquina”, B a “la lata de
refresco es fabricada por la segunda maquina”, C a “la lata de refresco es fabricada por la tercera
maquina” y D al suceso “la lata fabricada es defectuosa”.

Con los datos del ejercicio tenemos que P(D)=0.1025, P(A)=0.30, P(D/A)=0.10,
P(B) =0.25, P(D/B)=0.05, P(C) =1-0.3-0.25=0.45.
Realizamos un diagrama de arbol para organizar toda la informacion del ejercicio.

Lata defectuosa
P(D/A)=0.1

Maquina 1
P(A)=0.3

Lata no defectuosa
P(DS/A)=0.9

Lata defectuosa

o P(D/B)=0.05
3 méaquinasy sus Maquina 2
defectos P(B)=0.25
Lata no defectuosa

P(D</B) = 0.95

Lata defectuosa

P(D/C)=x
Maquina 3 (b/c)

P(C)=0.45

a) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(D)=P(A)P(D/A)+P(B)P(D/B)+P(C)P(D/C)=

= 0.1025=0.3-0.1+0.25-0.05+0.45-x = 0.1025=0.03+0.0125+ 0.45x =

006 [2

= 0.45x=0.1025-0.0425=0.06 = X E:O.1333
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La probabilidad de que una lata fabricada por la tercera maquina sea defectuosa es de % .

b) Nos piden calcular P(A/ D¢ ) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(A,Dc):P(A“DC):P(A)P(DC/A) 0309 [108

- =|===03
P(D°) 1-P(D) 1-0.1025 (359

La probabilidad de que una lata no defectuosa proceda de la primera maquina es de %

c) Calculamos la probabilidad de que la lata defectuosa haya sido fabricada por la segunda
maguina: P(B/D).

P(BAD) P(B)P(D/B) 025005 5
P(B/D)= P(D)  P(D) 01025 41

La probabilidad de que una lata defectuosa no haya sido fabricada por la segunda maquina tiene

un valor de 1—i = % =0.878.
41 41
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Problema 8. Se ha determinado que en el 60% de los mensajes enviados por WhatsApp se afiade un
emoticono. Una persona envia diez mensajes de WhatsApp. Se pide la probabilidad de que:

a) Ningln mensaje de los diez tenga emoticonos. (3 puntos)
b) Exactamente dos quintas partes de los mensajes tengan emoticonos. (3 puntos)
c) Ocho 0 mas mensajes tengan emoticonos. (4 puntos)

Llamamos X = Numero de emoticonos enviados en 10 mensajes de WhatsApp.

El nGmero de repeticiones es n = 10. La probabilidad de enviar un emoticono es p = 0.6.
Como cada repeticién se supone independiente de las demas X es una variable binomial.
X =B(10, 0.6).

a) Nos piden calcular P(X =0).
10
P(X=0)= (o Jo.a‘) :0.4" = 0.4 =|0.0001
La probabilidad de que ningin mensaje contenga un emoticono es de 0.0001.

b) Las dos quintas partes de los 10 mensajes son %10 =4 mensajes.

10) 10!
4 | 4161
10.9-8-7

- A37

La probabilidad de que exactamente dos quintas partes de los mensajes tengan emoticonos es de
0.1115.

Nos piden calcular P(X =4).

10
P(X =4)=(4 jo.e“-o.46 = =210-0.6*-0.4° =[0.1115]

=210

c) Nos piden calcular P(X >8).

P(X >8)=P(X =8)+P(X =9)+P(X =10)=

10 10 10
=|_ 10.6°-0.4%+| "|0.6°-0.4'+| ]0.6°-0.4°=
8 9 10
(10}_ 10!
T2l | (1 ! 1
8 ) 82! 0)_10' _oU(10)_ 4l
10-9 9 gLl 10

=2 45
2

=45-0.6°-0.4° +10-0.6°-0.4+0.6"° =|0.1673

La probabilidad de que ocho 0 mas mensajes tengan emoticonos tiene un valor aproximado de
0.1673.
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GENEDALITAT UNIVERSITAT Ey &
Q VALENCIANA COMISION GESTORA DE LAS PRUEBAS DE ACCESO A LA e
s UNIVERSIDAD B
PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD
CONVOCATORIA: JUNY 2024 CONVOCATORIA: JUNIO 2024
Assignatura: MATEMATIQUES Il Asignatura: MATEMATICAS I

BAREMO DEL EXAMEN:

El alumnado contestara solo CUATRO problemas entre los OCHO propuestos.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 4 y aproximada a las
centésimas.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar calculo
simbélico ni almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice 0 no la calculadora, los resultados analiticos, numéricos
y graficos deberan estar siempre debidamente justificados.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

Problema 1. Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales que depende de un parametro

real m:
—X+y+z=m

2X+my—z=3m
(m-1)x+3y—-z=6+m.

Se pide:
a) Discutir el sistema en funcion de los valores del parametro m. (6 puntos)
b) Para los valores de m para los que el sistema es compatible indeterminado, encontrar la solucion.
(4 puntos)
1 2m m 10
Problema 2. Se consideran las matrices A= 0 m 0 |yB=|0 1].Sepide:
m 1 m 0 0
a) Estudiar el rango de A en funcion del parametro real m. (3 puntos)
b) Para m=-1, resolver la ecuacién matricial AX =B. (4 puntos)
c) Para m=0, calcular A°. (3 puntos)

Xx=1 y+1 z+2
3

a) Determinar el valor del pardmetro real m para que r y m sean paralelos. Obtener ademas los
valores de m para los que el plano 7 contiene a la recta r. (4 puntos)

b) Para los valores m del apartado anterior, hallar un plano paralelo a m, que contenga a la recta r.
(3 puntos)

c) Calcular, en funcién de m, la distancia entre  y el punto P=(1,-1,-2). (3 puntos)

Problema 3. Se considera la recta r:

yel plano 7:3x—my+z=1. Se pide:

Problema 4. Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos en los puntos P=(2,1,3) y Q=(1,3,1), y los
otros dos sobre una recta r que pasa por el punto R=(4,7,6).

a) Calcular la ecuacion de la recta r. (2 puntos)
b) Calcular la ecuacion del plano que contiene al cuadrado. (3 puntos)
c) Hallar las coordenadas de los otros dos vértices. (5 puntos)
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Problema5. Sea la funcion f (x)= % donde k es un parametro real. Se pide:
e

a) Obtener el dominio y las asintotas de f(.x). (3 puntos)
b) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(.x) y sus maximos y minimos.
(5 puntos)

c) Justificar que la funcion siempre se anula en algun punto del intervalo [-1, 1]. (2 puntos)

Problema 6. Sea el rectdngulo R definido por los puntos del plano (—1,0), (1,0), (1,1) y (—1,1). Se
consideran las graficas de las funciones f(x): X2y g(x):a,0<a<1, contenidas dentro de R.

Obtener el valor de a que cumple que el area comprendida entre dichas graficas es igual a un tercio
del area de R. (10 puntos)

Problema 7. Una bolsa contiene dos monedas que llamamos M1y M». La moneda M1 es una moneda
trucada que tiene impresa una cara en uno de sus lados y una cruz en el otro. La probabilidad de
obtener cara con la moneda M1 es de 0.6. La moneda M tiene una cara impresa en ambos lados.
a) Escogemos una moneda al azar de la bolsa, la lanzamos, anotamos el resultado y la
devolvemos a la bolsa. Repetimos esta accidn tres veces.

1. ¢Cual es la probabilidad de haber obtenido tres caras? (3 puntos)
2. ¢Cual es la probabilidad de haber obtenido exactamente una cruz? (3 puntos)

b) Se elige al azar una moneda de la bolsa y se lanza dos veces observandose dos caras. Calcular
la probabilidad de que la moneda seleccionada sea la moneda M;. Responder a la misma
pregunta para la moneda M». (4 puntos)

Problema 8. Un comercial de venta por teléfono sabe que en el 30% de sus llamadas no consigue
una venta. Este comercial realiza 10 Ilamadas.

a) Calcular la probabilidad de que consiga mas de 7 ventas. (3 puntos)
b) Calcular la probabilidad de que consiga al menos 5 ventas. (3 puntos)
c) Calcular la probabilidad de que consiga un minimo de 3 ventas y un maximo de 8 ventas.
(4 puntos)

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.
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Soluciones

Problema 1. Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales que depende de un parametro

real m:
—X+y+z=m

2X+my—z=3m
(m-1)x+3y—-z=6+m.

Se pide:
a) Dpi(sjl((:autir el sistema en funcion de los valores del parametro m. (6 puntos)
b) Para los valores de m para los que el sistema es compatible indeterminado, encontrar la solucion.
(4 puntos)
-1 1 1
a) La matriz de coeficientes del sistemaes A=| 2 m -1| ylamatrizampliada es
m-1 3 -1
-1 1 1 m
A/B=| 2 m -1 3m
m-1 3 -16+m
Averiguamos cuando se anula el determinante de A.
-1 1 1
A= 2 m -I=m-m+1+6-m(m-1)+2-3=6-m*+m=-m’+m+6
m-1 3 -
2 ﬂ =|-2=m
T S i e O =
-2 -2 -1-5
— =3=m

Surgen tres situaciones diferentes que estudiamos por separado.

CASO1. m#-2ym=3

En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, al igual que el rango de A/B
y el nimero de incognitas (3). El sistema es compatible determinado (una Gnica solucion)

CASO 2. m=-2
En este caso el determinante de A es nulo y el rango de A no es 3.
-1 1 1 -2
La matrizampliada queda A/B=| 2 -2 -1 -6 |. Convertimos este sistema en otro
-3 3 -114

equivalente mas sencillo de estudiar.

Fila22 +2-Filal?

2 -2 -1 6

-2 2 2 -4

0 0 1 2 — NuevaFila2?

-1 1 1 -2
A/IB= 2 -2 -1-6|=
-3 3 -14
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Fila3? —3-Fila1?

-3 3 -1 4 L1l

3 3 3 6 =0 0 1 2 |=
0 0 -4 10— NuevaFila3® 0 0 410
Fila3? +4-Fila2? — A

0 0 —4 10 il

00 4 8 =0 12

0 0 0 18— NuevaFila3? LA_QB

El rango de A es2 y el de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema no tiene solucion (es
incompatible).

CASO 3. m=3
-1 1 1 3
La matrizampliada queda A/B=| 2 3 -1 9. Convertimos este sistema en otro
2 3 -19
equivalente mas sencillo de estudiar.
Fila3? —Fila2?
-1 1 1 3 5 3 -1 9
A/B=| 2 3—19:>_2 3 1 g
2 3 -19

0 O O O — NuevaFila3?

Fila2® +2-Filal?® e
5 3 1 9 -1 1 13
2 92 2 6 =0 5 115
0 5 1 15— NuevaFila2? L,O_Q 0

A

El rango de A es 2, al igual que el de A/B, pero menor que el nimero de incognitas (3). El
sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

b) Para m=3 el sistema es compatible indeterminado. Resolvemos el sistema.

-X+y+z=3
L . —X+y+2=3 Z2=3+X-Y
2x+3y—z=9;=> {Ecuacién2?=Ecuacién3?*} = = =
2X+3y—z=9 2X+3y—2=9
2X+3y—-2=9

= 2x+3y—(3+Xx-Yy)=9= x+4y=12=[x=12-4y|= |z =3+12—4y -y =15-5y|

x=12-44
Las solucionesson {y =41 ; LeR.
z=15-51
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1 2m m 10
Problema 2. Se consideran las matrices A=| 0 m 0 |yB=|0 1].Sepide:
m 1 m 0 0
a) Estudiar el rango de A en funcion del parametro real m. (3 puntos)
b) Para m=-1, resolver la ecuacién matricial AX =B. (4 puntos)
c) Para m=0, calcular A°. (3 puntos)
a) Elrangode Aes3,20 1.
Averiguamos cuando se anula su determinante.
1 2m m
|Al=[0 m 0|=m*+0+0-m*-0-0=m*-m°
m 1 m
m=0

|A|:O:>m2—m3:0:>m2(1—m):0:>{
1-m=0->m=1

Nos surgen tres situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO1 m#0ym=1
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3.

CASO 2. m=0
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
1 00
Lamatrizqueda A={0 O 0 |. Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la
010

10
fila segunda y la columna tercera (son nulas) > ‘0 1‘ =1+#0.Elrango de A es 2.

CASO 3. m=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
1 21
La matrizqueda A=|0 1 O |.Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la
111
1 2

filay columna terceras -2 ‘ ‘:17:0. El rango de A es 2.

0

-

Resumiendo: Si m=0ym=1 el rangode Aes3ysi m=0 o0 m=1 el rango de A es 2.

b) Para m=-1 (caso 1) el determinante de A es no nuloy la matriz tiene inversa. La calculamos.

2 -1
A=| 0 -1 0 |=|A=1+1=2%0
11 -1
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-1 1 -2 1 -2 -1
+ - +
0 - -1 -1 -1 0
| 0 -1 1 -1 1 0
Adj| - + -
1 0 -1 0 -1 -1 -1 -1 0
Adj|-2 -1 1 +0— 1—1+1 0
L Ad(AT) (-1 0 1) -1 1] |2 1] ]2 -1
A 2 - 2
1 -3 -1
4 1
A== 0 -2 0
2
-1 1 -1
Despejamos X en la ecuacion matricial y obtenemos su expresion.
1 -3 1)1 O 1+0+0 0-3+0

AX:B:X:AlB:% 0 -2 010 1 :% 0+0+0 0-2+0|=>
-1 1 -1/{0 O -1+0+0 0+1+0

x=1o —2|=| 0

1 -3 1/2 -3/2
-1 1 -1/2 1/2

100
c) Para m=0 la matriz quedaA=|{0 0 O0].
010
1 0 0)1 O 1
A’=/0 0 0|0 O =0
0 1 0)l0 1 0
1 0 01 0O 1 00
A=AA=/0 0 0 0 0|= 0

A'=AA=|0 0 0|0 0 0|=|0 O

A =AA=

o
o
Il
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x-1 y+1 z+2
3
a) Determinar el valor del pardmetro real m para que r y m sean paralelos. Obtener ademas los
valores de m para los que el plano « contiene a la recta . (4 puntos)
b) Para los valores m del apartado anterior, hallar un plano paralelo a mr, que contenga a la recta r.
(3 puntos)
c) Calcular, en funcién de m, la distancia entre  y el punto P=(1,-1,-2). (3 puntos)

Problema 3. Se considera la recta r: y el plano 7:3x—my+z=1. Se pide:

a) Para que recta y plano sean paralelos el vector normal del plano y el director de la recta deben
ser perpendiculares (producto escalar nulo) y ademas los puntos de la recta no deben pertenecer
al plano (la recta no esta contenida en el plano).

Hallamos el vector normal del plano y el director de la recta. Su producto escalar debe ser nulo.

x=-1 y+1 z+2 3(1’_1’_2)
r: = = =9
2 3 -1 v, =(2,3,-1)

7:3X—my+2 :1:>ﬁ:(3,—m,l) =(2,3,-1)(3,-m,1)=0=6-3m-1=0=>

rz=v, n=0

=5=3m=|m=

wlo

El plano queda 7r:3x—§y+z:1:>7z:9x—5y+32:3.

Vemos si el punto P, (1, -1, —2) perteneciente a la recta pertenece al plano.
¢P(L-1-2)er:9x-5y+32=3?2=¢9-1-5(-1)+3(-2)=3?=¢9+5-6=3?

La igualdad no es cierta y el punto Pr no pertenece al plano.

5
Para m= 3 larectary el plano m son paralelos.

Para que la recta esté contenida en el plano el vector normal del plano y el director de la recta

: - 5
deben ser perpendiculares (producto escalar nulo) lo que implica que m = 3" Para este valor ya

hemos visto que el punto P. (1, -1, —2) no pertenece al plano. No existe ningun valor de m que
haga que la recta esté contenida en el plano.

b) Para m :2 el plano queda 7:9x—5y+3z=3. Un plano " paralelo a 1 tiene ecuacion

7 :9x—-5y+3z =D. Para que este plano contenga a la recta r basta con que contenga al punto
P (1-1-2) dela recta.
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77:9x—5y+3z

P (1, -1, —2) erx’

=D

}:»9—5(—1)+3(—2)= D=[D=§|

El plano " paralelo a &, que contiene a la recta r tiene ecuacion z:9x—-5y+3z=8.

c) Utilizamos la formula de la distancia de un punto a un plano.

mr:3X—-my+z-1=0
P(l,—l,—z)

pi-m(-1)-2-1 | |m
\/32 +(-m)* +1° V10+m?

}:d(p,ﬂ)
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Problema 4. Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos en los puntos P=(2,1,3) y Q=(1,3,1), y los
otros dos sobre una recta r que pasa por el punto R=(4,7,6).

a) Calcular la ecuacion de la recta r. (2 puntos)
b) Calcular la ecuacion del plano que contiene al cuadrado. (3 puntos)
c) Hallar las coordenadas de los otros dos vértices. (5 puntos)

La situacion planteada es la del dibujo.

p 0

R
o o o :
s T !
a) Larecta r debe ser paralela al segmento PQ. Hallamos la recta r que pasa por el punto R y tiene
como vector director el vector PQ.

v, =PQ=(131)-(213)=(-12-2) x=4-4

VR SRR }:r: y=7+21, 1R

R(4,7,6)er 7=6-21

b) El plano que contiene el cuadrado es el plano que contiene el punto P(2,1,3) y tiene como
vectores directores PQ y QR.

0=QR=(47.6)-(L31)=(345)]  |x-2 y-1 73
v=PQ=(-12-2) 73 4 5 |=0=
P(213)ex -1 2 -2

= -8(x-2)-5(y-1)+6(z-3)+4(z-3)+6(y-1)-10(x-2)=0=

= -18(x—2)+(y-1)+10(z-3)=0=-18x+36+y-1+10z-30=0=

= |7 :-18x+y+102+5=0)

El plano que contiene el cuadrado tiene ecuacién z:—-18x+y+10z+5=0.

c) Sabemos que el punto S es un punto de la recta r que cumple que PQ es perpendicular a PS , es
decir, su producto escalar es nulo.
Xx=4-41
riqy=7+24, AeR=S5(4-1,7+22,6-21)
z2=6-21

176 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Junio 2024 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

PS =(4-4,7+24,6-24)—(21,3)=(2-1,6+21,3-24)
PQ LPS= PQ-PS=0=(-12,-2)(2-4,6+21,3-21)=0=

= -1(2-2)+2(6+22)-2(3-22)=0=> 2+ 2+12+41-6+41=0=
:>9/1=—4:>/1=_—4:>S[4+f,7—2£,6+2ﬂj=£4—0,§,g)
9 9 9) (9’99

Sabemos que el punto T es un punto de la recta r que cumple que @ es perpendicular a Q? , s
decir, su producto escalar es nulo.

X=4-1
riqy=7+24, 2eR=>T(4-1,7+24,6-21)
7=6-21

QT =(4-4,7+22,6-22)—(131)=(3-1,4+24,5-24)

PQLQT = PQ-QT =0=(-1,2,-2)(3-4,4+24,5-21)=0=

= -1(3-1)+2(4+21)-2(5-22)=0= -3+ 1+8+41-10+41=0=
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Problema 5. Sea la funcion f (x)= % donde k es un parametro real. Se pide:
e

a) Obtener el dominio y las asintotas de f(.x). (3 puntos)
b) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(.x) y sus maximos y minimos.
(5 puntos)

c) Justificar que la funcion siempre se anula en algin punto del intervalo [-1, 1]. (2 puntos)

a) La funcion f(x) tiene un denominador que no se anula por lo que su dominio son todos los
nameros reales.

Asintota vertical. x=a
No tiene pues el dominio de la funciénes R .

Asintota horizontal. y=b
Estudiamos la situacién cuando x tiende a +co.

b=lim f(x)=lim % - Indeterminaci6n (L"Hépital) =
X—>+00 X—>+0 @ —+00
_him = =K _tkz0=0

X—>+00 2e2x 400
La funcion tiene una asintota horizontal cuando x tiende a +o0: y =0.
Estudiamos la situacién cuando x tiende a —oo.

b= lim f(x)= lim e%: lim kxe " =k (—x)e™ :{k¢0}:oo

La funcion no tiene asintota horizontal cuando x tiende a —oo.
0-x

2x

Hemos supuesto que k es distinto de cero. Si k = 0 la funcion seria f (x)=
e

0 que no
tiene asintotas horizontales.

Asintota oblicua. y=mx+n

Cuando x tiende a +oo la funcion tiene asintota horizontal y no puede tener asintota oblicua.
Cuando x tiende a —co.

kx
. f(x ) 2x . kx .k .
m= lim L: lim &— = lim —=lim — = limke® ={k#0} =0
x—>—0 X X—-0 ¥ X—-0 X@ X X——0 @ X X—>—00

La funcion no tiene asintota oblicua.

b) Buscamos los puntos criticos de la funcion.

f(x)= :Z)i =kxe ™ = f(x)=ke® +kx(-2)e ™ =(k —2kx)e * =k (1-2x)e >

k=0

-2X

£7(x)=0=k(1-2x)e>
(9-0=k-2e = {127

}:>1—Zx:0:>2x=1: x=%

. . . , . 1
Estudiamos el signo de la derivada antes y después del valor critico encontrado X = 5"
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e Enelintervalo [—oo,%) tomamos x =0 y la derivada vale f"(0)=k(1-0)e’ =k.Sikes

positivo la funcion es creciente en (—oo,E y si k es negativo la funcion es decreciente en

-3

e Enelintervalo (%,-{-OO) tomamos X =1y la derivada vale
, -2 -2 _k - -y . -z - 1
f(1)=k(1-2)e™ =—ke™ =—-. Si k es positivo la funcion es decreciente en E,+oo y
e

. . L . 1
si k es negativo la funcion es creciente en E,+oo .

Resumiendo: Si k >0 la funcién crece en (—oo,%j y decrece en (%,+ooj. Si k <0 la funcién

1 1
decrece en | —oo,— | y crece en | —,+oo |.
2 2
Si k >0 la funcién tiene un maximo relativo en x =§' Si k <0 la funcion tiene un minimo

] 1
relativo en x = E )

c) La funcidn es continua en [-1, 1]. Calculamos el valor de la funcién en los extremos del intervalo:

f(-1)= ke(z(_ll)) = ;TIZ =—ke*, f(1)= ZZ%) = ekz =ke™. La funcién toma valores de distinto signo

en cada extremo del intervalo:

Sik>0-> f(-1)=—ke*<0y f(1)=ke?>0.

Sik<0-> f(-1)=—ke’>0y f(1)=ke?<0.
Aplicando el teorema de Bolzano tenemos que existe ¢ e(-11) tal que f(c)=0.
Este valor que nos dice el teorema de Bolzano que existe es c=0.

f(x)= = Mdximo

: e

1 172

Si k=1>0 la grafica es /

172
-1 : e

Minimo

Si k=-1<0 la gréficaes
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Problema 6. Sea el rectangulo R definido por los puntos del plano (—1,0), (1,0), (1,1) y (—1,1). Se
consideran las graficas de las funciones f(x): X2y g(x):a,0<a<1, contenidas dentro de R.

Obtener el valor de a que cumple que el area comprendida entre dichas graficas es igual a un tercio
del &rea de R. (10 puntos)

Dibujamos la situacion planteada.

T

A4

Averiguamos los puntos de corte de las dos graficas.
f(x)=x*
g(x)=a (=>x*=a=x=tJa

F(x)=9(x)

El area del rectdngulo R es: base - altura =2 - 1 = 2 unidades cuadradas.
El area de la region gris del dibujo debe valer 2/3.

Calculamos el valor del area de la region limitada por las dos graficas.

N
a a 3
Area=_[§§g(x)— f (x)dx:jga—xzdx:[ax—%} =
&

(Ya)

“lava- L |- (_Ja)s

e

Za\/a_Za;/E _ 6a«/5—2aﬁ _ 4a«/§ U2

3 3

Igualamos el area a 2/3 y obtenemos el valor de a.

4a\Ja 2

3 3

:>2aJ5=1:>(2aJ5)2 _1? —4a’a=1—4a°=1—a° =%:> a=3-

El valor buscado es a = i/%
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Problema 7. Una bolsa contiene dos monedas que llamamos M1y M». La moneda M1 es una moneda
trucada que tiene impresa una cara en uno de sus lados y una cruz en el otro. La probabilidad de
obtener cara con la moneda M1 es de 0.6. La moneda M tiene una cara impresa en ambos lados.

a) Escogemos una moneda al azar de la bolsa, la lanzamos, anotamos el resultado y la devolvemos a
la bolsa. Repetimos esta accion tres veces.

1. ;Cudl es la probabilidad de haber obtenido tres caras? (3 puntos)
2. ¢Cuél es la probabilidad de haber obtenido exactamente una cruz? (3 puntos)

b) Se elige al azar una moneda de la bolsa y se lanza dos veces observandose dos caras. Calcular la
probabilidad de que la moneda seleccionada sea la moneda Mi. Responder a la misma pregunta para
la moneda M. (4 puntos)

La probabilidad de sacar cara con la moneda My es P(C/M,)=0.6.
La probabilidad de sacar cara con la moneda M2 es P(C/M,)=1.

La probabilidad de elegir una de las monedas es P(M,)=P(M,)=0.5.

Las tres elecciones de una de las monedas y el lanzamiento de la moneda son independientes
entre si.
a.1) La probabilidad de sacar cara en un lanzamiento es P(C) . Aplicamos el teorema de la

probabilidad total.
P(C)=P(M,)P(C/M,)+P(M,)P(C/M,)=05.06+0.5-1=0.8

La probabilidad de sacar tres caras en tres lanzamientos es el producto de las probabilidades de
sacar cara en un lanzamiento.

P(C1nC2nC3)=P(C1)-P(C2)-P(C3)=0.8-0.8-0.8 =[0.512]

a.2) Para sacar exactamente una cruz debemos sacar una cruz y dos caras. Esto puede pasar de
distintas maneras: C1 C2 +3,C1+2 C3 0+1 C2 C3.

P(Sacar 1 cruz) = P(C1NC2n+3)+P(C1N+2NC3)+P(+1nC2NC3)=

=0.8-0.8-0.2+0.8-0.2-0.8+0.2-0.8-0.8 =3-0.8-0.8-0.2={0.384

b) Realizamos un diagrama de arbol.
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Cara 2
Caral P(CZ/MI) =0.6
P(C1/M,) =0.6 Cruz 2
M1 P(+2/M1) =0.4
P(M,) =0.5 Cara2
Cruz 1 P(CZ/Ml) =0.6
P(+1/M1) =0.4 Cruz 2
P(+2/M,) = 0.4
Cara 2
Caral P(C2/M,) = 1
P(C1/M2)=1 Cruz 2
M2 P(+2/Mz) =0
P(M;) =0.5 Cara?2
Cruz 1 P(C2/M,) = 1
P(+1/M,) = 0 Cruz 2
P(+2/M,) =0

La probabilidad de sacar 2 caras en los dos lanzamientos es:

P(2 caras)=P(M,)P(C1/M,)P(C2/M,)+P(M,)P(C1/M,)P(C2/M,)=

=0.5-0.6-0.6+0.5-1-1=0.68
Nos piden calcular P(M, /(2 caras)).

)

P(M,)P(C1/M,)P(C2/M,) 050.6-0.6 _
P(2 caras) 0.68

S =0.2647
34

Nos piden calcular P(M, /(2 caras)).

e

P(MZ)P(CllMZ)P(CZIMz):0.5-1-1: §~07353
P(2 caras) 068 (34
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Problema 8. Un comercial de venta por teléfono sabe que en el 30% de sus llamadas no consigue
una venta. Este comercial realiza 10 llamadas.

a) Calcular la probabilidad de que consiga mas de 7 ventas. (3 puntos)
b) Calcular la probabilidad de que consiga al menos 5 ventas. (3 puntos)
c) Calcular la probabilidad de que consiga un minimo de 3 ventas y un maximo de 8 ventas.
(4 puntos)

Llamamos X = Numero de ventas en 10 llamadas.

El nGmero de repeticiones es n = 10. La probabilidad de realizar una venta en una llamada es p =
1-0.30=0.7.

X es una variable binomial. X = B(10, 0.7).

a) Nos piden calcular P(X >7).

P(X >7):P(X :8)+ P(X :9)+ P(X :lO):

10 10 10
:(8 j0.78-0.32 4{9 j0.79-0.31+(10]0.71°-0.3° =10.3828
La probabilidad de que consiga mas de 7 ventas es de 0.3828.

b) Nos piden calcular P(X >5).

P(X 25):P(X :5)+ P(X :6)+ P(X :7)+P(X :8)+ P(X :9)+ P(X :10):

10 10 10 10
= [5 jO.?5 -0.3° J{G jO.?6 0.3 +[7 JO.?7 -0.3° +[8 jO.?8 0.3 +

10 10
+[9 ]O.?g -0.3" +(10j0.71° -0.3° =|0.9527
La probabilidad de que consiga al menos 5 ventas es de 0.9527.

c) Nos piden calcular P(3< X <8).

P(3£ X £8): P(X :3)+ P(X :4)+ P(X :5)+ P(X :6)+ P(X :7)+ P(X :8):

10 10 10 10
= (3 jO.?3 0.3’ +(4 jO.?4 -0.3° +(5 jO.?5 -0.3° +[6 jO.?6 0.3 +

10 ; .5 (10 8 ~ o2
+ . 0.7"-0.3" + 8 0.7°-0.3° =|0.8491

La probabilidad de que consiga un minimo de 3 ventas y un maximo de 8 ventas es de 0.8491.
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Assignatura: MATEMATIQUES Il Asignatura: MATEMATICAS I
BAREMO DEL EXAMEN:
El alumnado contestara solo CUATRO problemas entre los OCHO propuestos.
Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.
La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 4 y aproximada a las centésimas.
Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar calculo simbdlico ni
almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan
estar siempre debidamente justificados.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

2 a+l 1 X -1
Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones lineales | 1  a 2 y|=| 1 |, donde aesun
1 1 a+2)\z 2
parametro real:
a) Discutir el sistema en funcion del parametro a. (6 puntos)

b) Obtener las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado. (4 puntos)

0 -1 -2 1 00
Problema 2. Dadas las matrices A= -1 0 -2(el=|0 1 0], obtener:
1 1 3 0 01
a) La matriz M =(A-«al )2, donde a es un parametro real. (6 puntos)
b) El valor de «, si existe, para el cual la matriz M es la matriz nula. (4 puntos)

Problema 3. Dados los puntos A=(2,-1,0), B=(1,2,3) y C=(-1,0,0):

a) Hallar la ecuacion implicita de la recta r que contiene a los puntos A y B. (3 puntos)

b) Hallar la ecuacién del plano = que es perpendicular a la recta anterior  y que contiene al
punto C. (4 puntos)

c) Calcular la distancia del punto A al plano =. (3 puntos)

Problema 4. Dada la recta r:(x,y,z)=(110)+4(-1-12) yel plano 7 :5x+my+z=2:

a) Obtener la posicidn relativa de r y  en funcién de m. (6 puntos)
b) Param = 1, calcular el plano ©’ que contiene a r y es perpendicular a . (4 puntos)
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2
Problema 5. Consideramos la funcion f (x)= —2X +x+1
2X? +5x+2
a) Comprobar que x = —% es una discontinuidad evitable. (2 puntos)
b) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (4 puntos)
c) Obtener j f (x)dx. (4 puntos)

Problema 6. Una ventana rectangular estd coronada por un semicirculo tal y como se indica en la

siguiente figura.

Sabiendo que el perimetro de la ventana es de 20 metros:

a) Calcular el area de la ventana en funcién de su anchura x. (3 puntos)

b) Calcular las dimensiones que ha de tener la ventana para que permita la maxima entrada de
luz. (5 puntos)

c) Calcular el valor de dicha area maxima. (2 puntos)

Problema 7. Una urna tiene tres bolas verdes, cuatro rojas y cinco amarillas. Todas de igual tamafio.
a) Se extrae una bola de la urna, se mira su color y se devuelve a la urna. Se repite de nuevo, una vez
mas, esta operacién. ¢Cual es la probabilidad de que los colores de las dos bolas extraidas sean el

mismo? ;Y la probabilidad de que sean distintos? (5 puntos)
b) Se extraen al mismo tiempo tres bolas. ¢Cual es la probabilidad de que las tres sean de distinto
color? (5 puntos)

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.

Problema 8. Una empresa tiene dos plantas de produccion de teléfonos moéviles. La primera planta
produce mdviles defectuosos con probabilidad 0,02 y la segunda planta con probabilidad 0,06. Al
comprar un movil de esa empresa, la probabilidad de que sea de la primera planta es de 0,7.
Compramos un movil. Se pide determinar:

a) La probabilidad de que proceda de la segunda planta de produccion y sea defectuoso.

(4 puntos)
b) Sabiendo que el mévil comprado es defectuoso, la probabilidad de que lo haya fabricado la
primera planta de produccion. (6 puntos)

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.
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Soluciones
2 a+l 1 X -1
Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones lineales | 1 a 2 y|=| 1 |, dondeaesun
1 1 a+2)\z 2
parametro real:
a) Discutir el sistema en funcion del parametro a. (6 puntos)
b) Obtener las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado. (4 puntos)
a) Estudiamos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.
2 a+l 1
Al=]1 a 2 |=2a(a+2)+2a+2+1-a—(a+l)(a+2)-4=
1 1 a+2
=2a’+4a+ 24 + 2 +1-a-a*-2d —a- R —4=a’+2a-3
—2+4 1-a
—2+.,22-4(1)(-3) -2+ =
Al=0=a’+2a-3=0=>a= W(3) 224 |2
2 2 -2-4

Analizamos tres casos distintos.

CASO1l. a#1ya=-3.

En este caso el determinante de A es distinto de cero y el rango de la matriz A es 3, al igual
que el rango de la matriz ampliada A/B e igual que el nimero de incognitas (3). El sistema es
compatible determinado (una Unica solucion).

CASO 2. a=1.
En este caso el determinante de A es nulo. Estudiamos su rango y el de la matriz ampliada.

Fila1® — 2 - Fila 28
2 2 1
12 2 4 -2

0 O -3 -3 NuevaFila22

2 21 -1
A/B=|1 1 2 1
11 3 2

Fila 12 — 2 - Fila 32

5 2 1 1 2 2 1 -1
2 9 6 -4 =0 0 -3 3 |=>
0 0 -b -5

0 O -5 -5 NuevacFila3?
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3-Fila3* — 5 Fila 22 —
0 0 -15 -15 22 14
:>0015 15 =0 0 -3 -3
00 0 0 Nuevafilaze| |20 0 0

A

El rango de la matriz A es 2, al igual que el rango de A/B, pero es menor que el nimero de
incAgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)

CASO 3. a=-3.
En este caso el determinante de A es nulo. Estudiamos su rango y el de la matriz ampliada.

Fila1® — 2 - Fila 22

/ 2 2 1 -1 |, , .
AIB=|1 3 2 1=y, o ,
11 -12

0 4 -3 -3 NuevaFila?22

Fila1® — 2 - Fila 32

s o 1 1 2 -2 1 1
2 9 9 4 =0 4 -3 -3|=
0 -4 3 -5 NuevaFila3? 0 -4 3 -5

Fila 3¢ +Fila 22 — N
0 4 3 -5 e 2 b
= 0 4 -3 -3 =0 4 -3 -3
0 0 O -8NuevaFila3® w -8

a

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz ampliada A/B es 3. Como tienen rangos distintos
el sistema es incompatible (no tiene solucion).

Resumiendo: Si a=1y a= -3 el sistema es compatible determinado, si a=-3 el sistema es
incompatible y si a =1 el sistema es compatible indeterminado.

b) El sistema es compatible indeterminado para a = 1.
Lo resolvemos a partir del sistema triangular obtenido en el apartado anterior.

2 21 -1 2 2 1 -1 2X+2y+z2=-1
2X+2y+z2=-1
A/IB={1 1 2 1|=|0 0 -3 3|= = -3 =
-3z=-3 z=—=1
1 1 3 2 0 0 0 O -3
X=4
= 2X+2y+1=-1=2X+2y=-2=>X+y=-1l=2y=-1-Xx=>Ky=-1-4, 1R
z=1
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0 -1 -2 100
Problema 2. Dadas las matrices A= -1 0 -2|el=|0 1 0], obtener:
1 1 3 0 01
a) Lamatriz M =(A-al )2, donde a es un parametro real. (6 puntos)
b) El valor de a, si existe, para el cual la matriz M es la matriz nula. (4 puntos)
a) Realizamos los célculos para determinar la matriz M.
0o -1 -2 100 -a -1 =2
A-al=-1 0 -2|-«/0 1 0|=|-1 —-a -2
1 1 3 0 01 1 l 3-«
- -1 -2 \-a -1 =2
M=(A-al)=|-1 - 2 || -1 -a -2 |=
1 1 3-a)ll 1 3-«a
a’+1-2 a+oa—2 200+2—-6+ 2
= a+a-2 1+a?-2 2+20—-6+2a |=
~a-1+3-a -l-a+3-a -2-2+(3-a)
a1 2a-2 4o -4 a’-1 2a-2 4o -4
=| 2a-2 a’*-1 da—4 =| 2a-2 a*-1 da—4
20+2 20+2 -4+9+a°-6a) |2a+2 -2a+2 a’-6a+5
b) Igualamos la matriz M a la matriz con todos los términos nulos.
a?-1=0>a’=1>a=1=
) -l=«
a -1 2a-2 da -4
Mol 2022 o2-1  4o-4 20-2=0>a-1=0- [ =1]
2042 —2a+2 a’—6a+5 4a-4=0—a-1=0-]a=1]
00 0 20+2=0>a-1=0-[a =1]
=
0=/0 0 0 6+,/(-6)°-20 @+
a’-6a+5=0—>qa= ( ) =6_4:
0 0O 2 2
91&262&
M =0 _) 2
5-4_n=,
2

La matriz M es nula solo cuando « =1.
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Problema 3. Dados los puntos A=(2,-1,0), B=(1,2,3) y C=(-1,0,0):

a) Hallar la ecuacion implicita de la recta r que contiene a los puntos A y B. (3 puntos)
b) Hallar la ecuacién del plano = que es perpendicular a la recta anterior r y que contiene al punto C.

(4 puntos)
c) Calcular la distancia del punto A al plano =. (3 puntos)

a) Hallamos la ecuacidn de la recta r que pasa por los puntos 4y B.

A(2,-1,0 V. = AB=(1,2,3)-(2,-1,0)=(-13,
. ( )er:r: v, =AB=(12,3)-(2,-10) (133):>
B(1,23)er B(1L23)er
Xx-1 y-2
—=—->3X-3=-y+2 e
:>r:x—1:y—2:z—3:> -1 3 :r:{3x+y 5=0
-1 3 3 y-2 y—z+1=0

:Z—_?’—>y—2:z—3
3 3

b) El plano = que es perpendicular a la recta r tiene como vector normal el vector director de la
recta.

:\7:(—1,3,3)} 7:—X+3y+32+D=0
0

= =1+0+0+D=0=D=-1=>
C(—l,0,0)en

:>|7z:—x+3y+3z—l:0|

c) Utilizamos la formula de la distancia de un punto a un plano.

m:—X+3y+3z-1=0 |_2_3+0_]4 |6

A(2,-1,0) }:d(A’”): BN

=1.3765 unidades

189 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Julio 2023 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

Problema 4. Dada la recta r:(x,y,z)=(110)+A(-1-12) yel plano 7 :5x+my+z=2:

a) Obtener la posicion relativa de r y « en funcién de m. (6 puntos)
b) Param =1, calcular el plano ' que contiene a r y es perpendicular a 7. (4 puntos)

a) El vector director de la recta es \Tr = (—1, —1,2) y el vector normal del plano es n= (5,m,1).

Para que la recta y el plano sean paralelos o la recta esté contenida en el plano deben ser
perpendiculares el vector director de la recta y el normal del plano.

v=(-1-12)
n=(5mzl) =(-1-12)(5m1)=0=-5-m+2=0=[-3=m|

v, Ln—>v,-n=0
Nos planteamos dos situaciones diferentes que analizamos por separado.

Si m= -3 el producto escalar no es nulo y por tanto recta y plano no son paralelos, por lo que
serdn secantes y se cortaran en un punto.

Si m=-3 el producto escalar es nulo y por tanto recta y plano son paralelos o la recta esta
contenida en el plano.
Vemos si el punto A(1,1,0) perteneciente a la recta esta en el plano.

:5X—=3y+z2=2
=¢51-31+0=2?=:5-3=27
¢A(L10)ex?

Se cumple la igualdad. El punto A de la recta y todos los puntos de dicha recta pertenecen al
plano. Es decir, la recta esta contenida en el plano.

Resumiendo: Si m=—3 recta y plano coinciden en un punto. Si m=-3 la recta esta contenida
en el plano.

b) El plano ' que contiene a r y es perpendicular a m tiene como uno de sus vectores directores el
vector normal del plano 7.
Otro vector director del plano n’ es el vector director de la recta r.

Param =1 el plano es 7 :5x+y+2z =2 y su vector normal es n= (5,1,1) .

El vector director de larectar es v, =(-1,-1,2).

G:ﬁ:(S,l,l) x-1 y-1 z
v=v, =(-1-12);=>7% 5 1 1=0=
A(l, 1 O) er -1 -1 2

= 2X-2-y+1-52+z-10y+10+x-1=0=|7":3x-11y—-4z+8=0
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Problema 5. Consideramos la funcién f (x) = M .

2X? +5x+2
a) Comprobar que x = —% es una discontinuidad evitable. (2 puntos)
b) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (4 puntos)
c) Obtener J' f (x)dx. (4 puntos)

a) El dominio de la funcion son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.

2
f(x):w:>2x2+5x+2:0:>
2X° +5x+2
-5+3 1 X
—5+./5°—4(2 — -5
o (2)(2) _5+3_| 4 2
4 4 -5-3
) B
4

Dominio f (x) = R—{—%,—Z}

En x= -3 la funcion presenta una discontinuidad. Comprobamos si es evitable viendo si el

limite de la funcion cuando x tiende a —1/2 tiene un valor finito.

lim f(x)= lim M 0 Indetermmauon(LHopltal)—I|m —Ax+l_
x—>—1/2 X—— 1/22)( +5x+2 0 -2 4x+5
—4(—1j+1 3

°-1

2

= X= —% es una discontinuidad evitable.

lim f(x)=1

x—>-1/2

OTRA FORMA DE RESOLVERLO

Vemos si la funcidn se puede simplificar descomponiendo el numerador y el denominador.
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5+./57-4(2)(2) - = 5 =X
X% +5x+2=0=> X = (2)2) _5+3_| 4 2 "
4 4 -5-3
——=-2=X
4
) 1
= 2X +5x+2=2(x+§j(x+2)
-1+3 1
1+, 1 -4(-2)(1) - 4 9
22X +Xx+1=0=x= ( )()= 1+3_] 4 2
—4 -4 -1-3
—:1:
-4
) 1
= —2X +x+1:—2(x+§J(x—1)
Si simplificamos la funcion se evitaria la discontinuidad en x = —%
()= 22+ X+1 M (x-1) _—(x=1) _1-x
2X° +5x+2 X+2 X+2
_XM()HZ)
b) Calculamos la derivada.
—2%° +x+1  1-X , —1(x+2)—(1)(1-X) —x—2-1+x -3
f(x)= = (= 2R o2 Aex 3
2X2 +5X+2  X+2 (x+2) (x+2) (x+2)

Esta derivada no cambia de signo y siempre es negativa.

La funcion es decreciente en todo su dominio R—{—%,—Z}.

c) Usamos la simplificacion de la funcién vista en el apartado anterior.

_|.f(x)dx=J 2"+ x4, J—d _J1+2 2— XdX=jMdX=
2x% +5x+2 X+2 X+2

= —d —Jizd _3J—dx dx =(3In|x+2|—x+K
X+ 2
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Problema 6. Una ventana rectangular esta coronada por un semicirculo tal y como se indica en la

siguiente figura.

Sabiendo que el perimetro de la ventana es de 20 metros:

a) Calcular el area de la ventana en funcion de su anchura x. (3 puntos)

b) Calcular las dimensiones que ha de tener la ventana para que permita la maxima entrada de luz.
(5 puntos)

c) Calcular el valor de dicha area maxima. (2 puntos)

a) Completamos el dibujo de la ventana poniendo nombre a las longitudes de cada lado.

x/2

X
El perimetro de la ventana es la suma de los tres lados rectos y la longitud de la semicircunferencia.
X
2w —

Perl'metro=x+2y+72:x+2y+7%X :x+2y+”—X:20:>

Perimetro =20
40—-2X—7X

= 2X+4y+7Xx=40=4y=40-2Xx—7X = y:leO—g—%x

Buscamos la expresion de la superficie de la ventana. Es la suma del area del rectangulo mas el
area del semicirculo.

2
X
ﬂ-(zj 25 2
A(Xy)=xy+ 2 =Xyt g = A(X)=x 10- 2y | 7 o
2 4 8
X 7
=10-2-Zx

y 2 4

193 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Julio 2023 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

b) Buscamos el maximo de la funcion area usando la derivada.

A(X)=10x—[ 24+ L |x? = A" (x) =10~ 2+ 7 |2x =10 27 |ox =10~ 27
28 28 8 4

X
4 :10—4+—7zx:0:>10:4+T7rx:>40:(4+7z)x:>x 10

= =5.6
A'(X):O 4 A4+

Comprobamos si el punto critico x =

2 es un maximo usando la derivada segunda.
+7

4+

A’(x)=10- es maximo

x=A"(x)=—

4_;7[:>A"[ 40 j:_4+7z<0_)xz

4+ 7 4+

40

Como la segunda derivada es negativa la funcién area tiene un maximo para x = 2 :
+7

Las dimensiones de la ventana con superficie maxima son x =

=5.6 metros en la base, en
4+
la parte recta vertical vale y:10—1 40 _z 40 :10_£_10_7r:2_8 metros y el
24+ 44+rx d+7 4+r1x

- . . x 20
semicirculo superior de radio §=—=2.8 metros.

4+

c) Para x = 40 calculamos el valor del area.
4+
2
Al 20 |0 %0 (L,7m)( 40 ) _
4+ 4+ 2 8 )\4+rx

400 4+~x 1600 400 200 200
= - == - = = 28.005
4+ 8 (4+7z) A+7mr A4+ d+rx

El area tiene un valor de 28005 metros cuadrados.
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Problema 7. Una urna tiene tres bolas verdes, cuatro rojas y cinco amarillas. Todas de igual tamafio.
a) Se extrae una bola de la urna, se mira su color y se devuelve a la urna. Se repite de nuevo, una vez mas,
esta operacion. ¢Cual es la probabilidad de que los colores de las dos bolas extraidas sean el mismo? ¢Y

la probabilidad de que sean distintos? (5 puntos)
b) Se extraen al mismo tiempo tres bolas. ;Cuél es la probabilidad de que las tres sean de distinto color?
(5 puntos)

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.

Llamamaos V1, V2 a sacar bola verde en primera o segunda extraccion. Anadlogamente con las bolas
de color rojo o amarillo 2 Ry, Rz, A1, Az.

Las probabilidades en la segunda extraccidon son las mismas que en la primera extraccion ya que
las extracciones son con reemplazamiento. Ademas, el resultado de la segunda extraccion es

independiente de lo que haya ocurrido en la primera.
Hacemos un diagrama de arbol.
Verde
P(V,) =3/12
Verde Roja
P(V,) =3/12 P(R,) = 4/12
Amarilla
P(A,) =5/12
Verde
P(V,) =3/12
Dos bolas con | Roja Roja
reemplazamiento P(R,) = 4/12 P(R,) = 4/12
Amarilla
P(A,) = 5/12
Verde
P(V,) = 3/12
Amarilla Roja
P(A,) =5/12 P(R,) = 4/12
Amarilla
P(A,) =5/12

a) Nos piden calcular F’[(V1 mVZ)u(leRz)u(AimAz)]_
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P[(V,"V,)U(RNR,)U(ANA)]=P(V,nV,)+P(RNR,)+P(ANA,)=

33 44 5 5 |25

=PM)P(V)+P(R)P(R)+P(A)P(A) = ot o 1 1p |72 = 03472

Que las dos bolas sean de distinto color es el suceso contrario del que sean del mismo color.

P (Distinto color) =1—P(Mismo color) :1—% = % =0.6528

b) En este nuevo experimento se puede considerar que se extraen tres bolas sucesivas, pero sin
reemplazamiento.
Para que las tres bolas sean de distinto color debe ser una verde, otra roja y otra amarilla. Existen
distintas formas de que esto ocurra
Calculamos la probabilidad de este suceso teniendo en cuenta que en la segunda extraccion
quedan 11 bolas y en la tercera solo quedan 10 bolas.

P (Tres bolas de distinto color) =P (V, "R, " A )+ P(R, NV, N A)+P(V,n A, NR;)+
+P(ANR,NV,)+P(ANV,NR)+P(RNA NV, )=

345 435 354 543 534 453

+— +— +— +— =
121110 121110 12 1110 121110 121110 12 1110

- 6-(i-i-ij _|3 ~ 02727
11
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Problema 8. Una empresa tiene dos plantas de produccién de telefonos moviles. La primera planta
produce mdviles defectuosos con probabilidad 0,02 y la segunda planta con probabilidad 0,06. Al
comprar un movil de esa empresa, la probabilidad de que sea de la primera planta es de 0,7.
Compramos un movil. Se pide determinar:

a) La probabilidad de que proceda de la segunda planta de produccion y sea defectuoso. (4 puntos)
b) Sabiendo que el movil comprado es defectuoso, la probabilidad de que lo haya fabricado la primera
planta de produccion. (6 puntos)
Los resultados han de expresarse en forma de fraccién o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.

Realizamos un diagrama de arbol.

Defectuoso

Primera planta P(D/A) =0.02

P(A)=0.7 No defectuoso
c -
Movil y sus P(D¢/A) = 0.98
defectos Defectuoso
P(D/B) =0.06

Segunda planta

P(B) =0.3 No defectuoso

P(D¢/B) = 0.94

a) Nos piden calcular P(BND).

P(BnD)=P(B)P(D/B)=0.3-0.06=[0.018|

b) Nos piden calcular P(A/ D). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

_P(AnD) P(A)P(D/A) B
P(A/D)= P(D) P(A)P(D/A)+P(B)P(D/B)
0.7-0.02 7

= =|—=0.4375
0.7-0.02+0.3-:0.06 |16
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BAREMO DEL EXAMEN:
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ard tiyoo, voul pryoc v ypldryoc dePep(v eotap cleumpe SePLdapeVTe QUOTIPLYASOG.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

Problema 1. Dadas las matrices A=

o O -

a) Estudiar cuando la ecuacion matricial A’X =B tiene solucion en funcién del parametro real m.
(4 puntos)

b) Encontrar todas las soluciones de la ecuacion anterior cuando éstas existan. (6 puntos)

11 2 -1 0 -a° 0

a) Obtener la matriz (ABT +1 )_1 donde I es la matriz identidad de las dimensiones adecuadas

: 101 1 11 0 «a
Problema 2. Dadas las matrices A= 9 , B= yC=| , :

para realizar la operacion. (6 puntos)
b) Comprobar que C* =—a®l, donde I es la matriz identidad, y calcular C*. (4 puntos)

x-y=1
Problema 3. Dada la recta r :{ Y y los puntos P = (0,0,3) y Q = (2,2,a), obtener:
X+2y+2=0
a) Los valores del parametro real a, si existen, para los que son paralelas la recta r y la recta que
pasa por los puntos Py Q. (6 puntos)
b) La ecuacion del plano perpendicular a r y que pasa por P. (4 puntos)

SX+y+7z2=16 .
Problema 4. Dada la recta r: y el punto P = (0,5,2) se pide:
OX—y+72=12
a) Comprobar que el punto Q = (2,6,0) pertenece a la recta r y encontrar la recta s que pasa por
los puntos Py Q. (2 puntos)
b) Obtener el angulo que forman la recta r y la recta s. (3 puntos)
c) Obtener la proyeccion ortogonal del punto P en la recta r. (5 puntos)
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Problema 5. Considerar la funcion f (x) :1+ In(x +1) . Obtener:

X
a) El dominio y las asintotas de f(x). (2 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x), y sus maximos y minimos. (4 puntos)
c) El &rea comprendida entre la curva y = f(x) y lasrectasy=0,x =1y x = 2. (4 puntos)

Problema 6. El corte vertical de la entrada a la plaza amurallada
de cierto pueblo tiene forma de pardbola con ecuacidn

y =—x"+12, donde x e y se miden en metros e y = 0 representa

el suelo. Se desea poner una puerta rectangular de modo que las
dos esquinas superiores estén en la parabola y las inferiores en el
suelo. El resto de la entrada va cerrado con piedra. Calcular:
a) Las dimensiones de la puerta para que tenga la mayor
superficie posible. (6 puntos)
b) Utilizando la puerta del apartado anterior, obtener el area 1
de la parte frontal de la puerta y el area de la parte frontal |
de la entrada recubierta por piedra. (4 puntos)

Problema 7. Tenemos dos monedas distintas M1y M2. La probabilidad de obtener cara al lanzar la
moneda M1es x y la probabilidad de obtener cara al lanzar la moneda Mzes y.
a) Si lanzamos las dos monedas al mismo tiempo, calcular las probabilidades de no obtener
ninguna cara, de obtener solo una cara y de obtener dos caras. (3 puntos)
b) Después de lanzar las dos monedas, volvemos a lanzar solamente las monedas en las que no
hemos obtenido cara. Calcular las probabilidades de que el resultado final haya sido obtener
ninguna cara, obtener solo una cara y obtener dos caras. (7 puntos)

Problema 8. Cada fin de semana llegan al aeropuerto de Alicante 161 vuelos. De estos 161 vuelos,
95 proceden del territorio nacional, 50 proceden de la Unidn Europea y 16 proceden de paises de
fuera de la Union Europea. Sabiendo que el 5% de los vuelos con procedencia nacional, el 4% de los
vuelos con procedencia de la Union Europea y el 6.25% del resto de vuelos se retrasan:

a) Calcular la probabilidad de que durante el fin de semana un vuelo se retrase. (5 puntos)
b) Sabiendo que un vuelo concreto se ha retrasado, calcular la probabilidad de que este vuelo
proceda de la Unién Europea. (5 puntos)

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.
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Soluciones
1 2 0 X m
Problema 1. Dadas las matrices A=|0 m 1|, X=|y|yB=|0|:
0 3 0 z 9
a) Estudiar cuando la ecuacion matricial A*X =B tiene solucion en funcion del parametro real m.
(4 puntos)
b) Encontrar todas las soluciones de la ecuacion anterior cuando éstas existan. (6 puntos)
a) Calculamos la expresion de la matriz A2,
1 2 0)y1 2 0 1 2+2m 2
A=l0 m 1{0 m 1{=|/0 m°+3 m
0 3 00 3 0 0 3m 3
Despejamos X en la ecuacion matricial planteada.
KX =B=X=(A)"B
Comprobamos si existe la inversa de la matriz A2
1 2+2m 2
[A’[=j0 m*+3 m[=3m’+9-3m*=9%0
0 3m 3

Como el determinante de la matriz A? no se anula existe su inversa y la ecuacion A’X =B tiene
- -1
como solucién X =(A2) B.

La ecuacion A?X =B tiene solucion para cualquier valor del parametro real m.

b) Hallamos la inversa de la matriz A?.

1 0 0
-\ Adj| 2+2m m*+3 3m
H 2
5\-1 Adj((A)) 2 m 3
N 9
m?+3 3m _[2+2m 3m| |2+2m m?+3
m 3 2 3 2 m
1] oo 10 10 |
9 m 3 2 3 2 m B
0 0 1 0 1 0
m?>+3 3m 2+2m 3m| [2+2m m?+3
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3m? +9—3m? —(6+6m—6m) 2m+2m?—-2m° -6 9 -6 2m-6
:% 0 3 _m :% 0 3  -m
0 -3m m? +3 0 -3m m?+3

Calculamos la expresion de la matriz X.

9 -6 2m-6)m
AZX:B:X:(AZ)lB:%O 3 -m ||o
0 -3m m*+3)| 9

9m+18m-54 27m—-54 3m-6
X:% -9m :% -9m = -m [=X

9(m? +3) 9(m? +3) m? +3
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. 1 01 1 1 1 0 «a
Problema 2. Dadas las matrices A= , B= yC= ) X
011 2 -1 0 -a- 0

a) Obtener la matriz (ABT +1 )71 donde I es la matriz identidad de las dimensiones adecuadas para

realizar la operacion. (6 puntos)
b) Comprobar que C* = -1, donde I es la matriz identidad, y calcular C*. (4 puntos)

a) Hallamos la expresion de la matriz AB" +1 .

1
11 1)

B= =B =[1 -1
2 -1 0 .

0

1 2
ABT+|_10111+10_1+0+12+O+0+10_32
_0111 0 1) (0+1+1 0-1+0) |0 1) (2 0

0
Determinamos la inversa de la matriz AB" +1 .
T 3 2 . )
‘AB + I‘: > 0 =0-4=-4%0— Existe la inversa

(3 2
(ABT+|)1=Adi((ABT+')T)=AdJ[2 0j=j(0 —zj
\ABT+|\ -4 41-2 3

(ABT+I)_1:(0 1/2]
1/2 -3/4

b) Calculamos la expresion de C2.

2 0 a)( 0 «a) (0-a® 0+0 -2 0 ,(1 0 ,
C = 2 5 = = =— =— - I
-a* 0)\-a® 0 0+0 —a*+0 0 - 01
Hemos comprobado que C? = -’
Calculamos el valor de C13. Sabemos que C* =—a’l .

C®=c*.c’.c*.C*.C*-.C*-C =(-a’l)(-a’1)(-a’1)(-a’l )(-a’1)(-&*1 )C
C13=(—a3)6I-C=a18-C=a18[ ° gj

-
" 0 alg
¢ = -2 0
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x—y=1
Problema 3. Dada la recta r: y y los puntos P = (0,0,3) y Q = (2,2,a), obtener:
X+2y+2=0
a) Los valores del parametro real a, si existen, para los que son paralelas la recta r y la recta que
pasa por los puntos Py Q. (6 puntos)
b) La ecuacion del plano perpendicular a r y que pasa por P. (4 puntos)

a) Hallamos la ecuacidn de la recta s que pasa por los puntos P y Q.
{P(0,0,B)es {\TS=P—Q=(2,2,a)—(0,0,3)=(2,2,a—3)
S: =S:

. =
Q(2,2,a)es P(0,0,3)es
x=24 {Vs:(z,z,a—s)
=|[s:qy=21 =
2=3+(a=g)2  (P(003)es

Hallamos un vector director y un punto de la recta r.

x-y=1 X=1+y
r: = =1+y+2y+2=0=2z=-1-3y=>
X+2y+z=0 X+2y+z=0

X:1+A« {u—r':(l,l,_:g)
=>|r:qy=4 =r:
z=-1-31 A (10.-1)

Para que sean paralelas las rectas deben tener vectores directores de coordenadas proporcionales
(indican la misma direccion).

V. =(2.2,a-3)
u, =(11-3) :>%=%=a—_33:>2=a—_3:>a—3=—6z>m
U, 11,

Para a =-3 podemos afirmar que las rectas r y s son paralelas o coincidentes.
Comprobamos que no son coincidentes viendo si el punto P(0, 0, 3) de la recta s pertenece o no a
larectar.

¢P(0,0,3)er?
g 0=1+21 1=2
XA o o= 9=d0=2 7= P(0,0,3)er
ray=4 3=-1-32 4
7=-1-32 B 4=—3/1—>/1:?

Para a =-3 el punto P de la recta s no pertenece a la recta r y podemos afirmar que las rectas r
y s son paralelas.

b) El plano t perpendicular a r tiene como vector normal el vector director de la recta.
{P(0,0,B)e;r {P(0,0,3)Eﬂ'
T =TT

A S : =0+0-9+D=0=>D=9=
n=u, =(11-3)

T:X+y-3z+D=0

=|zix+y-3z+9=0|

203 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Junio 2023 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

Problema 4. Dada la recta r: {5X+ y+7z=16 y el punto P = (0,5,2) se pide:

OX-y+7z2=12
a) Comprobar que el punto Q = (2,6,0) pertenece a la recta r y encontrar la recta s que pasa por los
puntos Py Q. (2 puntos)
b) Obtener el angulo que forman la recta r y la recta s. (3 puntos)
c) Obtener la proyeccion ortogonal del punto P en la recta r. (5 puntos)

a) Comprobamos que el punto Q = (2,6,0) pertenece a la recta .

- 5x+y+7z2=16
|9X—y+72=12 :}C{

52+6+7-0=16, {(;10+6:16?
¢Q(2,6,0)er?

=
9-2-6+7-:0=12 ¢18—-6=127

Son ciertas las dos igualdades y el punto Q pertenece a la recta r.

Hallamos la ecuacion de la recta s que pasa por los puntos P y Q.

P(0,5,2)es Q(2,6,0)<s x=2+24
=S . __. =[S:qy=6+1 ,1eR
Q(2,6,0)es v, =PQ=(2,6,0)-(0,52)=(2,1-2) P

b) El &ngulo que forman las rectas es el formado por sus vectores directores.
Hallamos un vector director de la recta r pasando la ecuacion de la recta a parametricas.

{5x+ y+72=16 {y:16—5x—7z
r. =

= 9x—(16-5x—-72)+7z=12=
OX—y+7z=12 OX—y+7z2=12

= OIX-1645X+72+72=12=14X+1471=28=> X+72=2=>X=2-71=>

X=2-1 —
u, =(-1-2,1)
= y=16-5(2-2)-72=>y=6-27=|r:qy=6-21=r:

Q(2,6,0)er

=1

Hallamos el &ngulo formado por las dos rectas.

\T 2111_2 _— — \Zu_l”
= ( ) :cos(vs,ur):ﬁ
U, =(-1-2,1) Vv,

(21-2)(-121)

) \/22 +1° +(—2)2 \/(—1)2 +(—2)2 +1°

ur

cos(\z,ﬁ)—|_2_2_2| _ 8 LI (\Z,lf):arccos(ij:%o

- Jode 3/6 6 6

El angulo formado por las rectas r y s es de aproximadamente 35°.
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c) Hallamos el punto P “ que es la proyeccién ortogonal del punto P en la recta r.

,, .

L=

Hallamos el plano perpendicular a la recta que pasa por el punto P. Este plano tiene como vector
normal el vector director de la recta.

n=u =(-1-21)| 7z:-x-2y+z+D=0

= =-0-10+2+D=0=>D=8=
P(0,52)ex P(0,52)ex
=>r.-X-2y+2+8=0

Hallamos el punto P* como el punto de corte de recta y plano.

T.—X—-2y+2+8=0
X=2-4
= -2+1-124+41+14+8=0=61=6=>1=1=
r.-qy=6-24

x=2-1
=>y=6-2=4=> P’(l,4,1)
z=1

La proyeccion ortogonal del punto P en la recta r es el punto P"(1,4,1).
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Problema 5. Considerar la funcion f (x) = 1 +In (x +1) . Obtener:

X
a) El dominio y las asintotas de f(x). (2 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x), y sus maximos y minimos. (4 puntos)
c) El area comprendida entre la curva y = f(x) y lasrectas y =0, x =1y x = 2. (4 puntos)

a) El dominio de la funcion son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador y
los que hacen negativo el contenido del logaritmo.

f(x)=1+ln(x+1):>

X

Xx=0¢ Dominio
X+1>0=>x>-1

Dominio f (x)=(-1,0)u(0,+x)

Asintota vertical. x=a
¢ Xx=0 es asintota vertical?

lim f (x):|im1+|n(x+1):%+|n(1):%:oo

x—0 x—=0 ¥

X =0 es asintota vertical

¢ Xx=-1 es asintota vertical?

lim f (x) = lim 1+In(x+1):i1+ln(0):—1—oo:—oo

x—-1 x=>=1 ¥

X =-1 es asintota vertical
Asintota horizontal. y=b
b= lim f(x)= lim 1+|n(X+1):i+|n(+oo):O+OO:+oo
X—>+00 X—>+00 X +w

No tiene asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n

f(x) 1+In(x+1) 1 In(x+1) 1 o
m= lim —-~2=|lim X~ i S
X—>+00 X X—>+00 X X—>+0 X X—>+00 X +w CD

= 0+2 =0+ Indeter min acion(L Hoépital) =...

o0
1
. In(x+1 ) .
|ImM:|Im x+1l_jim 1 _1_g
X—>+00 X X—+0 ] x—+0 X 4+1 00
..=0+0=0

Como m = 0 la funcién no tiene asintota oblicua.
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b) Calculamos la derivada y la igualamos a cero en busca de los puntos criticos.

f(x):§+ln(x+1): f'(x)=;_3+xil
+
f'(x)zoj__;Lin:O:iz:i: X+l=x*=x*-x-1=0=
X* x+1 X* x+1
1+J§
_ 1) (Y _1sE_| o M
2 2 _
%:—o.ezzx

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de —1, 0y los dos valores obtenidos.

e Enelintervalo (—1,-0.62) tomamos x =—0.8 y la derivada vale
-1 1
>+
(_0,8) -0.8+1

f’(-0.8)= =0.4375> 0. La funcién crece en (-1,-0.62).

e Enelintervalo (—0.62,0) tomamos x =-0.5 y la derivada vale
-1 1

f’(-0.5)= =+ =-2<0. La funcién decrece en (-0.62,0).
(-0.5)° —0.5+1
e Enelintervalo (0,1.62) tomamosx = 1y la derivada vale f’(1)= 1—21+l—11 =-0.5<0.La
_|_
funcion decrece en (0,1.62).
. 3 . . -1 1 227
e Enelintervalo (1.62,+0) tomamosx = 3y la derivadavale f"(3)=—+-—="->0.
3" 3+1 144
La funcion crece en (2,+o).
La funcidn sigue el esquema siguiente:
——0 $ : D g~ : 5
MG s ;
. 1-45 1+4/5 1-+5 1+4/5
La funcion crece en {—1, g/_ju( +2\/_,+00] y decrece en ( 2\/_,0}{0, +2\/_].

1-5 1++/5
o

La funcion presenta un maximo relativo en X = — y un minimo relativo en X =

c) El area comprendida entre la curvay = f(x) y lasrectas y =0, x =1y x = 2 es el valor absoluto
de la integral definida entre 1 y 2 de la funcion.
Calculamos primero la integral indefinida.
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jf(x)dx:J§+In(x+1)dx:jidx+fln(x+l)dx: Inx+IIn(x+1)dx:

Integracién por partes

Iln x+1 dx = u_In(x+1)—>du_idx _xln(x+1) indx:
X+1 X+1

dv:dx—>v:_[dx:x

= xln(x+l)— lex: xIn(x+1)—J X+111dx:
X + X+

=x|n(x+1)—{fx+idx—J 11d} xIn(x+1) “dx j_ldx}
X+ X+ X +

=xIn(x+1)—x+In(x+1)+K

=Inx+xIn(x+1)—x+In(x+1)+K

Calculamos la integral definida.

2
J %+In(x+1)dx=[ln x+x|n(x+1)—X+|n(X+1)]f -
1

= [In 2+2In(2+1)-2+In(2 +1)]—[In1+ In(1+1)—1+In (1+1)] =

= a7 +2In3+In3-2-0-In2+1- w2 =-1+3In3-In2=1.60

El &rea de la regién comprendida entre la curva y = f(x) y lasrectas y =0, x =1y x = 2 tiene un
valor aproximado de 1.603 unidades guadradas.
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Problema 6. El corte vertical de la entrada a la plaza amurallada de
cierto pueblo tiene forma de pardbola con ecuacion

y =—x*+12, donde x e y se miden en metros e y = 0 representa el

suelo. Se desea poner una puerta rectangular de modo que las dos
esquinas superiores estén en la pardbola y las inferiores en el
suelo. El resto de la entrada va cerrado con piedra. Calcular:

a) Las dimensiones de la puerta para que tenga la mayor superficie
posible. (6 puntos)

b) Utilizando la puerta del apartado anterior, obtener el area de la
parte frontal de la puerta y el area de la parte frontal de la

entrada recubierta por piedra. (4 puntos)

a) Buscamos la expresion de la superficie de la puerta.
Dibujamos la parébola y=—x*+12.
Los puntos de corte con el suelo son:

y=—x*+12

. }:>—x2+12:0:>x2=12:>x=i\/1_2
y:

12

El vértice de la parabola es:

-
-

y'=-2X

. }:—ZX:O:Xzo.
y=0

[
=]

L=]

X y:_X2+12 ....... x,—x*
4 4

=il

-2 8

h

2 8
4

/
0 12 /
/

f

112

L#5)

[3%)

[E

—_
(]

[=

/
=
_4!_

Dada la simetria de la funcion el &rea del rectangulo azul es:

Area(x) = Base-altura = 2x-(—x2 +12) = 2x% + 24x

Buscamos los puntos criticos de la funcion. Derivamos la funcion y la igualamos a cero.

209 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Junio 2023 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

A(x)=-2x*+24x= A"(x) =—6x"+24

A(X)=0=—6x"+24=0=x*-4=0=x* =4 = |x = /4 = +2

Solo nos interesa el valor positivo. Sustituimos este valor en la derivada segunda para ver si
X =2 es el maximo buscado.

A(x)=-6X"+24= A"(x)=-12x= A"(2)=-12-2=-24 <0 — x =2 es m&ximo

Al ser negativo el valor de la derivada segunda la funcion presenta un valor maximo para X =2.
La puerta de dimensiones 2 - 2 = 4 metros de base e y=-2°+12 =8 metros de altura tiene un
area maxima.

b) El &rea de la parte frontal de la puerta es 4 - 8 = 32 metros cuadrados.
El area de la zona recubierta por ladrillo es la diferencia del area bajo la pardbolay el area de la

puerta.
Calculamos el valor del area bajo la curva como la integral definida entre 12 y +J12 dela
funcion y=—x*+12.

iz x° . Ji2’ (_*/1_2)3
J'E—x2+12dx={—€+12x} _[—T+12«/1_2} —T+12(—\/1_2) =

-2

=_£ REN T 12*/_ 11212 = 24412 812 =[1612 = 55.426 m’

El area de la parte recubierta de piedra es 16+/12 — 32 = 23.4256 metros cuadrados
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Problema 7. Tenemos dos monedas distintas M1y M2. La probabilidad de obtener cara al lanzar la
moneda M1es x y la probabilidad de obtener cara al lanzar la moneda Mzes y.

a) Si lanzamos las dos monedas al mismo tiempo, calcular las probabilidades de no obtener ninguna
cara, de obtener solo una cara y de obtener dos caras. (3 puntos)
b) Después de lanzar las dos monedas, volvemos a lanzar solamente las monedas en las que no hemos
obtenido cara. Calcular las probabilidades de que el resultado final haya sido obtener ninguna cara,
obtener solo una cara y obtener dos caras. (7 puntos)

Llamamos C1, C, a sacar cara con la moneda M1 0 Mo.
Sabemos que P(C,)=x yque P(C,)=y.

a) El suceso “No obtener ninguna cara al lanzar las dos monedas” es C, NC, .

— —, |C,yC, son independientes —\
P(Clmcz)z oY _ P _ =p(cl)p(c2)=
C, yC, son independientes

= (1_ P(Cl))(l_ P(CZ)) =|(1-x)(1-y)

El suceso “Obtener solo una cara al lanzar las dos monedas” es (C1 m(:) u(El mCz) :

P[(clmcz)u(ﬁmcz)}P(clmc_z)+ P(C,NC, )=

P (C)P(E:)+P(E)P(C)-P(C)[1-P(C)][1-P(C)]P(C) -

=|x(1-y)+(1-x)y

El suceso “Obtener dos caras al lanzar las dos monedas” es C, NC,.

P(C,NC,)=P(C,)P(C,)=|xy

b) Llamamos CCy, CC; a sacar cara con la moneda M1 0 Mz en el segundo lanzamiento.
Sabemos que P(CC,)=x yque P(CC,)=Yy.

El suceso “No obtener ninguna cara al lanzar las dos monedas de la nueva forma” es
C,nC,nCC,NCC,.

C,yC, son independientes} _ P(CTl) P(C:) P(C_Cl) P(C_Cz) _

P(C,nC,nCC,NnCC,|=4__" 2
(1 2 ! 2) {(:1yC2 son independientes

=(1-P(C,))(1-P(C,))(1-P(CC,))(1-P(CC, ) = |1-X)" (1-y)
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El suceso “Obtener solo una cara al lanzar las dos monedas de la nueva forma” es
(ClmC_sz_Cz)u(ElmCzmC_(Zl)u(ElmC_ZmCClmC_CZ)u(C:mCZmC_ClmCCZ).

P[(c1 ~C,NCC,

)u(amcz mC_Cl)u(CTlm(:mCCImC_Cz)u(CTlr\CTZmC_ClmCCZ)}:

=P(C,nC,NCC,)+P(C,nC,NCC,)+P(C,nC,NCC,NCC,)+P(C,nC,NCC,NCC, )=

= P(Cl)P(Cz)P(C_Cz)+ P(Cl)P(CZ)P(C_Cl)+
+P(C,)P(C,)P(cC,)P(CC,)+P(C,)P(C,)P(CC,)P(CC,) =

=x(1-y)(1-y)+(1-x)y(1-x)+(1-x)(1-y)x(1-y)+(1-x)(1-y)(1-x)y =

=x(1-y) +y(1-x) +x(1-x)(1-y) +y(1-x)* (1-y)

El suceso “Obtener dos caras al lanzar las dos monedas de la nueva forma” es el suceso
(ClmCZ)u<ClmCszCC2)u(C_21mC2mCCl)u(C_:lmCTZmCQmCCZ).

P[(ClmCZ)U(Clm(:mCCZ)u(CTlmCZmCCl)u(CTlm(:mCClmCCz)}:
=P(C,nC,)+P(C,nC,NCC,)+P(C,NC,NCC, }+P(C,NC,NCC,NCC, )=
=xy+X(1-y)y+(1-x) yx+(1-x)(1-y)xy =

=xy+xy(1-y)+xy(1-x)+xy(1-x)(1-y)=

=xy[1+1-y+1-x+1-Xx—-y+xy]=|xy(4—2x-2y+xy)
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Problema 8. Cada fin de semana llegan al aeropuerto de Alicante 161 vuelos. De estos 161 vuelos,
95 proceden del territorio nacional, 50 proceden de la Unién Europea y 16 proceden de paises de
fuera de la Union Europea. Sabiendo que el 5% de los vuelos con procedencia nacional, el 4% de los
vuelos con procedencia de la Union Europea y el 6.25% del resto de vuelos se retrasan:

a) Calcular la probabilidad de que durante el fin de semana un vuelo se retrase. (5 puntos)
b) Sabiendo que un vuelo concreto se ha retrasado, calcular la probabilidad de que este vuelo
proceda de la Unién Europea. (5 puntos)

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.

Llamamos A al suceso “El vuelo es de origen nacional”, B al suceso “El vuelo es de origen la
Unioén Europea” y C al suceso “El vuelo tiene origen en paises de fuera de la Union Europea”.
R al suceso “El vuelo llega con retraso”.

Con los datos proporcionados en el ejercicio realizamos un diagrama de arbol.

Sufre retraso

. . P(R/A)=0.05
Origen nacional

P(A)=95/161
(A) / No sufre retraso

P(RS/A) = 0.95

Sufre retraso

. P(R/B) = 0.04
Procedencia del Origen UE

retraso P(B)=50/161
No sufre retraso

P(R¢/B) = 0.96

Sufre retraso

P(R/C) =0.0625
Origen fuera UE (R/C)

P(C)=16/161
(C) / No sufre retraso

P(R/C) = 0.9375

a) Utilizamos el teorema de la probabilidad total.

P(R)=P(A)P(R/A)+P(B)P(R/B)+P(V)P(R/C)=

= 005+ 004428 0.0625-| 3L ~ 0.0481
161 161 161 644

b) Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

29004
P(B/R):P(BmR):P(B)P(R/B):161 _[®8 _ o581
P(R) P(R) 31 31
644
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Assignatura: MATEMATIQUES Il Asignatura: MATEMATICAS I

BAREMO DEL EXAMEN:

El alumno contestara solo TRES problemas entre los seis propuestos.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y aproximada a las centésimas.
Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar célculo simbolico ni
almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice 0 no la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan
estar siempre debidamente justificados.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones:
ax+y=1
X+z=1
x+ay+(a-1)z=a

a) Discutir el sistema en funcion del parametro real a. (5 puntos)
b) Encontrar todas las soluciones del sistema cuando este sea compatible. (5 puntos)

] a+b 1
Problema 2. Dada la matriz A= .
0 a-b

1 -1
a) Calcular los valores de los parametros a y b para que se cumpla A™ :{ j . (4 puntos)

0 1
b) Para los valores a y b obtenidos en el apartado anterior, calcular A®y A*. (3 puntos)
¢) Calcular det(A™) cuando a’—b® 0. (3 puntos)
x=1_ y-1_ .
Problema 3. Dados los puntos A=(2,0,0) y B=(0,1,0), ylarecta s: — =g ot
a) Hallar la ecuacion de la recta r que pasa por los puntos A y B. (2 puntos)
b) Determinar la ecuacion implicita del plano que contiene a la recta s y es paralelo a la recta r.
(4 puntos)
c) Calcular la distancia del punto A a la recta s. (4 puntos)

Problema 4. Dados los puntos A=(2,1,-2) y B=(3,2,3), y el plano  definido por

2X+2y+z =3, obtener:

a) El punto de corte C entre el plano nt y la recta perpendicular a & que pasa por B. (5 puntos)
b) El area del triangulo cuyos vértices son A, By C. (5 puntos)
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Problema 5.
a) Calcular, indicando todos los pasos, la siguiente integral indefinida: (5 puntos)
18
oyl
X°—-5x-14
b) Determinar, en funcién de t, el valor jt#dx. (2 puntos)
8 x“—-5x-14

c) Determinar el valor de t mayor que 8 para que J:%dx seaigual a In 2745 (3 puntos)
X* —5x—

Problema 6. Considerar la funcién f (x)=e™ para los valores positivos de x. Por cada punto

M = (x, f(x)) de la gréfica de f se trazan dos rectas paralelas a los ejes de coordenadas, 0X y OY.
Estas dos rectas, junto con los ejes de coordenadas, definen un rectangulo.
a) Determinar el area del rectangulo en funcién de x. (3 puntos)
b) Encontrar el punto M que proporciona mayor area y calcular esta area. (7 puntos)
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Soluciones

Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones:
ax+y=1
X+z=1
x+ay+(a-1)z=a

a) Discutir el sistema en funcion del parametro real a. (5 puntos)
b) Encontrar todas las soluciones del sistema cuando este sea compatible. (5 puntos)
al O
a) La matriz de coeficientes del sistemaes A=|1 0 1 |y lamatrizampliada es
1 a a-1
al 0 1
A/B={1 0 1 1].
1 a a-1 a
Estudiamos cuando se anula el determinante de A.
al o0
|Al=]1 0 1 |=0+l-a+l-a’=-a’-a+2
1 a a-
1+3
[ —=|-2=2a
+.(-1°+8 1+ _
|A=0=-a’-a+2=0=a= (1) +8 _1£3_) 2
-2 -2 1-3
—=|l=a
-2

Surgen tres situaciones diferentes que estudiamos por separado.

CASO1l. a#-2ya=l

En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, al igual que el rango de A/B

y el namero de incognitas (3). El sistema es compatible determinado (una tnica solucion)

CASO 2. a=-2
En este caso el determinante de A es nuloy el rango de A no es 3.
—2X+Yy =1
El sistema queda < X +z=1 Convertimos este sistema en otro equivalente mas
X—2y—-3z=-2

sencillo de estudiar.

Ecuacién 12 + 2 - Ecuacién 22

—2X+Y =1 2% 4y 1
x o orz=El =, 127 =2
X—2y—-3z=-2

y 42z =3— Nuevaecuacion 22
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Ecuacion 12 + 2 - Ecuacion 32

ox 4y 1 —2X+Yy , :13
2x -4y -6z =-4 = 3y+62_ 3:
-3y -6z =-3— Nueva ecuacion 3 Ty ThE=o
Ecuacion 32 + 3 - Ecuacion 22 ) .
Sy b= 3 - 22-3 = imposible!
= 3y 467 = O = y+ zO_ 6:|mp03| e!
0 = 6 — Nuevaecuacion 3? a
El sistema no tiene solucién (es incompatible)
CASO3. a=1
En este caso el determinante de A es nuloy el rango de A no es 3.
Xx+y =1
El sistema queda {x +z =1 Convertimos este sistema en otro equivalente méas sencillo de
X+y =1
estudiar.
Ecuacion 22 — Ecuacion 12
Xx+y =1
X +y =1
X +z2=1=
—X -z =-1

x+y =1 y -z =0 — Nueva ecuacion 22

Ecuacion 3% = Ecuacion 12 . Xx+y =1
quito ecuacién 32 y—-z=0

Este sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

b) Para a= -2 y a=1 el sistema es compatible determinado. Hallamos la solucion utilizando el
método de Cramer.

11 0

1 0 1
(2 aal a-a+l-a_ 1-a _ —(a-1) |1

al o0 -a’-a+2 -a’-a+2 —(a-1)(a+2) |a+2

1 0 1

1 a a-]

al 0

1 1 1

|1 a a-1 a’-a+l-a+l-a’® 2-2a  -2(a-1) | 2
YZla 1 0| —af-a+2 - -a’-a+2 —(a-1)(a+2) |a+2

1 0 1

1 a a-]
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a l 1
1 01
,_ 1t aa _l+a-a-a’ _ 1-a° —(a-1)(a+l) |a+l
al o0 -a’-a+2 -a’-a+2 —(a-l1)(a+2) |a+2
10 1
1 a a-
La solucion es x:i;y: 2 ;Z=a+1
a+2 a+2 a+2

Para a=1 el sistema es compatible indeterminado. Hallamos sus soluciones a partir del sistema
equivalente obtenido en el apartado anterior.

:>X+z:1:>

x+y =1 {x+y 1 {x+y =1

X +z=1=> =
-z=0 =17
x+y =1 y

Las soluciones del sistema son: x=1-t; y=t; z=t; teR
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) a+bh 1
Problema 2. Dada la matriz A= )
0 a-b

1 -
a) Calcular los valores de los parametros a y b para que se cumpla A™ = (0 1 j : (4 puntos)
b) Para los valores a y b obtenidos en el apartado anterior, calcular A®y A*. (3 puntos)
¢) Calcular det(A™) cuando a®—b” =0. (3 puntos)

a) El producto de una matriz por su inversa da la matriz identidad.

) a+b 1 1 -1 10 a+b -a-b+1 10
AA == = =
0 a-b)l0 1 01 0 a-b 01

a+b=1 a=1-b 1ib—bile0 0-0
~1+b-b+1= =
=><{-a-b+1=0=><-a-b+1=0> :>_a=1—0:1
b1 b1 {1—b—b:1 {—2b=o—>

Los valores buscados son a=1 b=0

1

N RO E
S i R SN
T P P P S

0 A—5°.A50:|:>‘A_50-A50‘=|||D‘A_so"‘Aw‘=|||:>‘A_5OHA|5°:1

11
b) Para a=1; b=0 la matriz A queda A=(O j

Calculamos el determinante de la matriz A y despejamos en la ecuacion det(A‘SO) .

a+b 1
[Al=|", a—b‘:(“b)(a—b):az‘bzio = |A (2 -b7)* 1=
‘A_SO‘-|A|50 _
B 1
:> ‘ASO‘_(aZ_bz)SO
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Problema 3. Dados los puntos A=(2,0,0) y B=(0,1,0), y larecta s: XT_l = yT—l =7:
a) Hallar la ecuacion de la recta r que pasa por los puntos A y B. (2 puntos)
b) Determinar la ecuacion implicita del plano que contiene a la recta s y es paralelo a la recta r.
(4 puntos)
c) Calcular la distancia del punto A a la recta s. (4 puntos)
a) Larecta r que pasa por los puntos A y B tiene como vector director AB .
S —2-22

r

A=(2,0,0)er

\7:AB=(0’1’O)_(2’0’0)=(_2’1'0)}:> r ))(/ i_
z=0

b) Si el plano m contiene a la recta s uno de los vectores directores del plano es el vector director de
larecta s. Al ser paralelo a la recta r el otro vector director del plano m es el vector director de la
rectar.

_ _ u =(2,31
s:Xley—l:z:m'{uS (2:3.)

3 P, (11,0)
ﬁ:\Tr:(—z,l,o) x-1 y-1 z
v=u,=(231) (=72 1 0=0=x-1-62-2z+2y-2=0=
P(LL0)ex 2 3 1

=|7:x+2y-82-3=0

c) Hallamos la proyeccion ortogonal del punto A en la recta s.

— P

-

“!

Hallamos el plano ©” perpendicular a la recta s que pasa por el punto A. Al ser perpendicular a la
recta el vector normal del plano es el vector director de la recta s.
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t=(2,3,1) 72X+3y+z+D=0
A=(2,0,0)er

= |71 2x+3y+2-4=0|

Hallamos el punto A" de corte del plano n” y la recta S.

}:4+0+0+D=0:>D=—4:>

(12 11 1
14'14 14

)

J—(231) X=1+24
S;XT_lzyT_l:z:s:{s_ TV = sy =1+34
P.(11,0) _
7 2x+3y+z2-4=0
Xx=1+21
= 2(1+24)+3(1+34)+1-4=0=>
s:ey=1+34
z=21
x:1+2_—1:E
14 14
-1 -1 11
=24+44+3+94+1-4=0=>141=-1=21=—=y=1+43—=—=|A
14 14 14
-1
7=—
14

La distancia del punto A a la recta s es la distancia del punto A al punto A”".

d(As)=d(AK)=|AA]=..

AA = E,E,__l ~(2,0,0)= E_Z’E,__l - __16,21__1
14 14 14 14 1414 14 14 14

)

RERCORER

342
14

=1.389

La distancia del punto A a la recta s es

342

—=1.389
14
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Problema 4. Dados los puntos A= (2,1, —2) y B= (3, 2,3), y el plano m definido por
2x+2y+z =3, obtener:

a) El punto de corte C entre el plano t y la recta perpendicular a = que pasa por B. (5 puntos)
b) El area del tridangulo cuyos vértices son A, By C. (5 puntos)

a) La recta perpendicular a « tiene como vector director el vector normal del plano.

7z:2x+2y+z=3:ﬁ=(2,2,1)

{B(3,2,3)er x=3+24
r:<_. . =>|r:qy=2+24
v, =n=(2,21) 341

Hallamos el punto C de corte de la recta r y el plano .

Ti2X+2y+2=3

X=3+24
=2(3+22)+2(2+24)+3+1=3=6+41+4+41+3+1=3>
r:qy=2+24
7=3+4
x:3+2_—10:Z
9 9
9 9 9 9 9 9
z=3+_—10=E
9 9

b) El area del triangulo cuyos veértices son A, B y C es la mitad del modulo del producto vectorial de
los vectores AB y AC .

AB=(3,2,3)-(21-2)=(115)

E=(Z -2 Ej_(gll,_z):(1_2,__2_1,£+2j:(__11,__11,§j
9 9 9 9 9

9'9'9 9
i ]k ik
ABxAC=l1 1 5 =é 1 5 :%(SSi—55j—11k+11k—35j+55i):
-11 -11 35| |11 -11 35
9 9 9

= é(QOi ~90j)=10i-10] = (10,-10,0)

[ABxAC| 10 +(-10)" +0°

- — (542 =7.07

Area ABC =
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Problema 5.
a) Calcular, indicando todos los pasos, la siguiente integral indefinida: (5 puntos)
18
_[ 5 dx
X°—5x-14
b) Determinar, en funcién de t, el valor J‘t#dx. (2 puntos)
8 x°—-5x-14
. t 18 . 25
c) Determinar el valor de t mayor que 8 para que _[ —————dx seaiguala In—. (3 puntos)
8 Xx°—-5x—-14 4

a) Utilizamos el método de integracion por descomposicidn en fracciones simples.

18
[ x=.
X°—5x-14

Descomposicion en fracciones simples

5+9
5+ .(-5)" +56 —=T7=X
o _Bx_14_ 0 x 2EN(Z5) +56 5+9 |3
2 2 |5-9
270 oy
2
18 18 A B 18 A(x+2)+B(x-7)

x2—5x—14:(x—7)(x+2) - x—7Jr x+2:> (x=7)(x+2) (x=7)(x+2)

Six:—2—>18:—98:>B:E:—2

=18= A(x+2)+B(x-7)= " LN
Six=7-18=0A= A====2

18 2 2
= — = -
X°—=5x-14 X-7 X+2

:'[ 2 2 dx _[ 2 dx — idx:2ln|x—7|—2In|x+2|:
X—7 X+2 X—7 X+2

=In(x=7)"=In(x+ 2:n(x_7)2: nf X7 2+
=7 G2 =i |(X+2j K

b) Calculamos la integral definida.
18 x=7V ] [, (t-7Y 87
Iz—dx=ln— ={Inf—| |-|In| —] |=
8 x°—-5x-14 X+2 . t+2 8+2

2 2 2
=In t=7 —In 1 =1In t=7 ~(In1-1n100) = In t-7 +In100
t+2 100 t+2 t+2
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c) lgualamos el resultado obtenido en el apartado anterior a In ? y obtenemos el valor de t.

25
2 2 2 _

In t-7 +In100:In§:>In t-7 :Iné—lnloozln t-7 Y N
t+2 4 t+2 4 t+2 100

t—7Y 25 t-7Y 25 1 t—-7Y (1Y
=In| — | =In = = == — == =
t+2 400 \t+2) 400 16 \t+2 4

Pl g 28=tr2-3t=30=[t=10]
t+2 4
=40
L 28— t-25t=26=1 =22 <8 {Noes vlido!
t+2 4 5

El valor buscado es t = 10.
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Problema 6. Considerar la funcion f (x)= e para los valores positivos de x. Por cada punto

M = (x, f(x)) de la grafica de f se trazan dos rectas paralelas a los ejes de coordenadas, OX y OY.
Estas dos rectas, junto con los ejes de coordenadas, definen un rectangulo.

a) Determinar el area del rectingulo en funcion de x. (3 puntos)
b) Encontrar el punto M que proporciona mayor area y calcular esta area. (7 puntos)

Dibujamos la situacion planteada.

[

[

a) La base del rectangulo es “x” y la altura es y = e,

P 2
Area(x) = Base-altura=x-e

=7 Ve - 2
La funcién area es f (x)=x-e™*
b) Derivamos la funcion e igualamos a cero en busca de los puntos criticos.

f(x)=xe™ = f(x)=1e™ +x(-2x)e™ =e™ —2x*-e™ :(1—2x2)e‘X2
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; 2\ 1-2¢ =0 2% =15 ¥ = S = x=i\/i
f(x)=0=(1-2¢*)e™ =0= 2 2

2 -
e =0=jNo es posible!
Sustituimos estos dos valores en la segunda derivada y averiguamos cuél de ellos es el maximo.

f'(x):(1—2x2)e‘Xz = f7(x)=(-4x)e™ +(1—2x2)(—2x)e‘X2 -

2

— _4xe™ +(—2x+4x3)e’X (—4x—2x+4x3)e’X2 :(—6x+4x3)e’X2

La funcidn presenta un valor maximo en x = +\/; siendo este valor méximo del area del

rectangulo:
1 : 1
-4 = -2
A'rea:\/i-e [\D _e Ve | L g0y
2 V2 2 [J2e

. o 1 . o
El area maxima se alcanza en x = +\/; y el valor del area méxima e =0.429u°.

1
S R
J2e
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CONVOCATORIA: JUNY 2022 CONVOCATORIA: JUNIO 2022

Assignatura: MATEMATIQUES Il Asignatura: MATEMATICAS I

BAREMO DEL EXAMEN:

El alumno contestara solo TRES problemas entre los seis propuestos.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y aproximada a las
centésimas.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar calculo
simbélico ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos,
numéricos y graficos deberan estar siempre debidamente justificados.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

_ 1 0 1 111 1 1 .
Problema 1. Dadas las matrices A= , B= yC= 0 -1 . Se pide:

-1 2 -1 010
a) Demostrar que C — AB' tiene inversa y calcularla. (4 puntos)
b) Calcular la matriz X que verifica CX = AB" X +1, donde I es la matriz identidad. (3 puntos)
c) Justificar que (ABT )n =2"| paratodo nimero natural n. (3 puntos)

Problema 2. Dada la matriz
m 0 m-1

A=-2m m* 1

0 2m 1
Determinar:
a) El rango de la matriz A en funcion del parametro real m. (4 puntos)
b) La matriz inversa de A en el caso m = 2. (4 puntos)
c) El nimero real m para el cual el determinante de la matriz 24 es igual a —8. (2 puntos)
x=z-1 X=4-5z
Problema 3. Dadas las rectas r: yS: :
y=2-3z y=4z-3
a) Indicar justificadamente la posicién relativa de r y s. (5 puntos)
b) Hallar la ecuacién de la recta [ que pasa por el origeny cortaary s. (5 puntos)
X=-1l+a
x=-1 'y z-2
Problema 4. Dados los planos z,:2x-y-z+4=0y r,:<y=1+a+ g,y larecta r T g
I=a-pf
a) Calcular la posicion relativa de 1 y m». (3 puntos)
b) Calcular el punto P’ que es simétrico al punto P = (1,0,0) respecto del plano m. (4 puntos)
c) Calcular, si existe, el punto de interseccion de 1 y r. (3 puntos)
X’ +3
Problema 5. Consideramos la funcién f (x)=—; . Obtener:
X J—
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a) El dominio y los puntos de corte con los ejes. (1 punto)

b) Las asintotas de la funcién. (2 puntos)
c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos. (3 puntos)
d) La primitiva de la funcion f(x). (4 puntos)

Problema 6. Se desea construir un cuadrado y un tridangulo equilatero cortando en dos partes un
cable de acero de 240 m. de longitud.
a) Calcular la suma de las areas del triangulo y del cuadrado en funcién del valor x que corresponde

con los metros que mide un lado del triangulo. (3 puntos)
b) Calcular la longitud de cable necesaria para construir el tridngulo de modo que la suma de las
areas del triangulo y del cuadrado sea minima y calcular el a&rea minima. (7 puntos)
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Soluciones
_ 1 0 1 111 1 1 i
Problema 1. Dadas las matrices A= , B= yC= . Se pide:
-1 2 -1 010 0 -1
a) Demostrar que C — AB' tiene inversa y calcularla. (4 puntos)
b) Calcular la matriz X que verifica CX = AB" X + 1, donde I es la matriz identidad. (3 puntos)
c) Justificar que (ABT )n =2"1 para todo nimero natural n. (3 puntos)

a) Calculamos la expresion de C — AB'.
1

111 .
B= =B =|1

010

1
1

L1171 01
C-AB = - 1
0 -1 (-1 2 -1 1

o A6 2o

Comprobamos que tiene inversa y la calculamos.

o — O

1 1 1+1 0]
0 -1| |-1+2-1 2|

‘C — AB' ‘ = =3=0.Tiene inversa.

-1
0 -3

10
. Adj
L Adi(c-ABTY { _} ~3 -1] [-1 -1/3
0 -1/ |0 -1/3
b) Despejamos X de la ecuacion matricial.
CX=AB"X+1=CX-AB"X =1 :>(C—ABT)X =X :((:—ABT)‘1

Como ya hemos calculado la inversa de C — ABT sustituimos en la ecuacion dicho valor.

X =(c-AB")" :{_01 jﬂ

c) Calculamos la expresion de la matriz AB™ y sus potencias.
10
. 1 0 1 1+1 0 2 0 10 L
-1 2 -1 -1+2-1 2 0 2 0 1
10
(ABT)2=ABT-ABT:21I-21I=4I:22I

(AB") =(ABT)-AB" =421 =81 =2

(ABT)”=2"|
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Problema 2. Dada la matriz
m 0 m-1
A=-2m m* 1

0 2m 1
Determinar:
a) El rango de la matriz A en funcion del parametro real m. (4 puntos)
b) La matriz inversa de A en el caso m = 2. (4 puntos)

c) El nimero real m para el cual el determinante de la matriz 24 es igual a —8. (2 puntos)

a) Calculamos el determinante de A y vemos cuando se anula.

m 0 m-
|Al=[-2m m* 1 |=m’-4m*(m-1)-2m*=m’-4m’+4m’-2m* =-3m’ + 2m’
0 2m 1
m=0
|Al=0=-3m°+2m*=0=>m*(-3m+2)=0= 2
-3M+2=0->m=—
3
Tenemos tres situaciones diferentes que analizamos por separado.
. 2
CASO1.Si m#0y m;tg.
En este caso el determinante de A esno nuloy el rango de A es 3.
CASO 2. Si m=0
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
0 0 -1
Lamatriz Aqueda A={0 0 1 |.Lamatriz A tienerango 1 pues solo hay una columna
0 0 1

con elementos no nulos.

CASO3.Si m =§
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
2/13 0 -1/3
Lamatriz Aqueda A={-4/3 4/9 1 |.Sitomamos el menor de orden 2 que resulta de
0 4/3 1
2/3

itar la fil | 3>
quitar la fila y columna {_4/3 479

} comprobamos que su determinante es no nulo y

por tanto el rango de A es 2.

2/3 0 8
=—=0
-4/3 4/9] 27
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b) Param =2 el rango de A es 3y por tanto tiene inversa.

2 01
Lamatriz Aqueda A=|-4 4 1. Calculamos su inversa.
0 41
2 01 2 -4 0
A=|-4 4 1|=A"=|0 4 4
0 41 1 1 1
4 4 0 4 0 4]
‘1 1‘ o 1‘
-4 0 2 0 2 -4
2 -4 0 _‘1 1‘ o _‘1 1‘
Adj|0 4 4 -4 0 2 0 2 -4
L Ad(AT) 111 L“‘ 4‘ o 4 "o 4‘_
TN T 4 8-16-8
0 4 4
1 1 1

. 0 4 -4 0 -1/4 1/4
At=——| 4 2 -6|=|-1/4 -1/8 3/8

16
-16 -8 8 1 1/2 -1/2

c) Se debe cumplir que [2A|=8=2°|A|=-8=|A|= %8 =-1.
Como hemos calculado el determinante de A en el apartado a) nos queda la igualdad:

|Al=-3m® +2m?

|A| ) }:—3m3+2m2:—1:>—3m3+2m2+1:0

Resolvemos la ecuacion utilizando el método de Ruffini.
-3 2 0 1
1 -3 -1 1
[ -3 -1 -1 [0=-3m®+2m ~1=(m-1)(-3m* -m-1)

= No existe

_3m2—m—1:O:>m=1i\/(_1)27_12:1i»\/—11
—6

—6

Tenemos que m = 1 es la tnica solucion de la ecuacion —3m® +2m* —1=0
Se cumple que [2A|=8 param = 1.
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x=2z-1 X=4-52
Problema 3. Dadas las rectas r: ysS: .

y=2-3z y=4z-3
a) Indicar justificadamente la posicion relativa de r y s. (5 puntos)
b) Hallar la ecuacién de la recta [ que pasa por el origeny cortaary s. (5 puntos)

a) Hallamos un punto y un vector director de cada recta.

=>riqy=2-3t=r:
u, =(1,-31)

y=2-3z

{x:z—l x=—iit {Pr(—l,z,o)

z=t

_{x:4—52 x=4-t Q,(4,-3,0)
v, =(-5,4,)

S: =>{y=-3+4t=s:
y=4z-3 St

Observamos que los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales por lo que las
rectas ni son coincidentes ni paralelas.

u=(L-31) 1 -3 1
. = —#—#-
v, =(-5,41) -5 4 1

Las rectas se cortan o cruzan. Comprobamos si se anula o no el producto mixto [ur,v P,QSJ .

s

PQ, =(4,-3,0)~(~12,0)=(5,-5,0)

U, =(1-31) 1 -3 1
v,=(-541) {(=|uv,RQ [=|-5 4 1/=-15+25-20+5=-5x0
PQ/=(5-5.0) 5 50

Como [ur,vs, RQS] =-5%0 lasrectas r y s se cruzan (no son coplanarias).

b) Hallamos el plano 1 que pasa por el origen O(0, 0, 0) y contiene a la recta r. Y el plano " que
pasa por el origen y contiene a la recta s.
La interseccion de los dos planos es la recta | buscada.

O(O, 0, 0)e7r Xy z
7:au=0P; =(-1,2,0)=>7z:[-1 2 0=0=2x+32-22+y=0=|7:2x+y+2=0
v=u =(1-32) 1 =1
O(O, 0, 0)672' X Yy z
7 ﬁ=®5=(4,—3,0):>7r': 4 -3 0=0=>-3x+16z-152-4y=0=|7:-3x-4y+2=0
v=v, =(-54,1) - 41

2X+y+z=0

La recta | tiene ecuacion | :
-3Xx—-4y+2=0
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OTRA FORMA DE RESOLVERLO

Debemos de hallar un punto A de la recta r y otro B de la recta s tal que el origen O y estos dos
puntos estén alineados. La recta que une estos tres puntos es la recta [ que pasa por el origen 'y
cortaarys.

X=-1+a X=4-58
Aer:iy=2-3a= A(-1+a,2-3a,a); Bes:{y=-3+48=B(4-54,-3+45,0),
Z=a 2=/

Para que A, B y O estén alineados los vectores OA y OB deben tener coordenadas
proporcionales.

OA=(-1+a,2-3a,a)—(0,0,0)=(-1+a,23a,)

OB = (4-56,-3+45, )—(0,0,0) = (4-58,-3+4B, ) = -2 - 2730 _ ¢

= =—=
4-58 -3+48 p

OA| OB
4_1—2,22%_)ﬂ(_1+a)=a(4_5ﬂ)—>—,3+0!,3=4a—5a,8

- 2-3a «a =
_3+4ﬂ=E—>ﬁ(2—3a)=a(—3+4ﬂ)—>2ﬂ—3aﬂ=—3a+4aﬂ

da
—f-4a+6af=0—> f(-1+6a)=4a > =
= p-4a+baf ﬂ( a) a=>p -1+6a =

2+3a—-Tafp=0->2p+3a—-Taff =0

Ao Ao 805+30((—1+60{)—28052 0

-1+ 6« -1+ 6« -1+ 6«

=

8a — 3 +18a% — 28a?
—

-1+ 6«

=0=-10a*+5a=0=

A(-12,0)
B(4,-3,0)
Estos puntos no estan alineados con el O(0,0,0).

iNoes posible!

a:0:>ﬁ’:%:0:>{

-l+a 2-3a «a

= —5a/(2a —1) = 0= { No se cumple la igualdad inicial

4-58 -3+48 §
0
1 2 A(-1/2,1/2,1/2)
20-1=0a=—=>f=——=1=
2 —1+3 B(-111)
La Unica solucion es la recta que pasa por 0(0,0,0), A(-1/2,1/2,1/2) y B(-1,1,1).
0(0,0,0) el } | ij
IR y=
v, =OB =(-111) g
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X=-1+a
Problema 4. Dados los planos 7z, :2x-y-z+4=0y r,:<y=1+a+ g,y larecta r :XT_l :%:2;12
I=a-pf
a) Calcular la posicion relativa de 1 y 3. (3 puntos)
b) Calcular el punto P’ que es simétrico al punto P = (1,0,0) respecto del plano . (4 puntos)
c) Calcular, si existe, el punto de interseccion de 1 y r. (3 puntos)

a) Hallamos el vector normal de cada plano.

mi2x-y-2+4=0=n =(2,-1-1)

X=-1+a X+l=a
m,y=lta+pf=>y=l+a+f=

{y=1+x+1+ﬂ {y:2+x+ﬂ
- -
Z=a-p I=a-p

z=x+1-4 P=x+1-2z

:>y=2+x+x+1—z:>;z2:2x—y—z+3:0:ﬁzz(2,—l,—1)

Como los vectores normales de los dos planos son iguales: ni = nj =(2,-1, —1) los planos son

paralelos o coincidentes.

. . _ 7w 2X—-y—-2+4=0
Como tienen ecuaciones distintas ! y } los planos son paralelos.

7, 2%X=y—-2+3=0

b) Realizamos los pasos indicados en el dibujo.

e . e
[
=\

P

Hallamos la recta s perpendicular al plano 1y que pasa por P(1, 0, 0).
7 2x—y-z+4=0=>n=(2,-1,-1)
S_{P(l,O,O)eS x=1+22

N =|siqy=-41
v,=n=(2,-1-1) I

Hallamos el punto A de corte de larecta s y el plano 1.
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7 2X—y—-7+4=0

x=1+21
s:ly=-1 =2(1+22)—(-4)—(2)+4=0=>2+42+ 21+ 1+4=0=>
z=-1
x=1-2=-1
=6l=-6=1=-1=y=1 =[A(-111)
z=1

El punto P simétrico de P respecto del plano ; se obtiene sumando al punto A el vector PA .
|

P

A

[
T
? P’

PA=(-111)-(10,0)=(-2,12)

P =(-111)+(-2.11)=(-3,2,2)

El punto simétrico es P"(-3,2,2).

c) Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta r.

X=1+1

x-1 vy z-2 _{3(1’0’2) )
rN—es=—=——=r:q_. =>r:iiy=24
1 2 -1 u =(12,-1) 2 4

Resolvemos el sistema planteado con sus ecuaciones.

7 2X=y-7+4=0

x=1+1
rqey=24 =2(1424)-24-(2-2)+4=0=2+21-21-2+1+4=0=
2=2-1
X=1-4=-3
=>A=-4=1y=2(-4)=-8=|Q(-3,-8,6)
7=2-(-4)=6

El punto de corte entre el plano 1 y la recta r existe y tiene coordenadas Q(—3, —8,6) .
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2
X2 +3 . Obtener:
X°—4
a) El dominio y los puntos de corte con los ejes.
b) Las asintotas de la funcién.
c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos.

d) La primitiva de la funcion f(x).

Problema 5. Consideramos la funciéon f (x) =

(1 punto)

(2 puntos)
(3 puntos)
(4 puntos)

a) El dominio de la funcion son todos los numeros reales menos los que anulan el denominador.

2
f(x)=X +j:>x2—4=0:>x2=4:>x=\/Z=iZ

X2 —
El dominio de la funcion es R—{-2,+2}.

Punto de corte con eje de abscisas (y = 0)
x* +3
f(x)== x> +
X _4 :> 2 _
y=0
La funcidén no corta el eje de abscisas.

Punto de corte con el eje de ordenadas (x = 0)

x?+3

f(x)== 0°+3 -3
X" —4 :f(O): 2 =
«—0 0--4 4

El punto de corte con el eje de ordenadas es A(O,?j.

b) Asintota vertical. x=a

¢ X =2 esasintota vertical?
X*+3 2243 7
= =—=00

i ()=l =% 4" 0"

X =2 es asintota vertical

¢, X=-2 es asintota vertical?
2 _9)\2
fim £ (x)=tim X3 _(2) #3 7
x——2 x>-2 X* — 4 (_2) —4 0

X =—2 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b

X2+ 3

) A
. X" +3 . 2 2.
b=Ilim f (x)=lim—— =lim X —*_=Iim
X—>o0 X X°—4  xow X 4 X—>00

x> X

y =1 es asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n
No tiene, pues tiene una asintota horizontal.

3 =0=x*+3=0= x> =—-3= x=+/-3 jImposible!
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c) Calculamos la derivada y la igualamos a cero en busca de los puntos criticos.

, 2x(x*-4)-2x(X*+3) 2x*_gx—2x*—6x  —14x
f(X): = f (X): (X2—4)2 = (X2—4)2 = (X2—4)2

F(x)=0= 0= 14x=0=[x=0]

(-4)

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de -2, 0y +2.

e Enelintervalo (—c0,—2) tomamos x =-3y la derivada vale f’(-3)= % = ;—2 >0.
-4
La funcién crece en (—o0,—2).
. _ . , 14 14
e Enelintervalo (-2,0) tomamos x =1y la derivada vale f’(-1)=————==—>0.

La funcion crece en (-2,0).

e Enelintervalo (0,4+2) tomamos x =1y la derivada vale f(1)= ( 2_14)2 = _;4 <0.La
124
funcion decrece en (0,+2).
; . , —42 —42
e Enelintervalo (2,+c) tomamos x =3y la derivada vale f’(3)= > = <0.
(_3)2 _4) 25
La funcién decrece en (2,+x).
La funcion sigue el esquema siguiente:
4 3 2 1 gl; 1 2 3 1

La funcion crece en (—o0,—2)(-2,0) y decrece en (0,2)U(2,+w).

La funcidn presenta un maximo relativoen x=0

d) Utilizamos el método de descomposicion en fracciones simples.

2
If(x)dx:jizijdx:...
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X2+3 x*—-4+47 x*-4 7 7
2 = 2 =2 3 =1+ 2
X°—4 X" -4 X*—4 x° -4 X" -4
7 7 B A B 7 _A(X+2)+B(X—2)

X’ =4 (x-2)(x+2) - x—2+x+2 :>(x—2)(x+2) - (x—2)(x+2)

,
x—2—>7—4A—>A—Z _ 7 7/4 1/4
— 2_ - — -

x=—2—>7=—4B—>B=T7 X'—4 x=2 x+2

=7=A(x+2)+B(x-2)=

X'+43_, 7/4 714

X2 —4 X—2 X+2
714 714 714 714
=j n—md _jldx j—d —jmdx X + —j—d L molx_

—x+ Linjx—2 - Lin|x+2)+ K
4 4
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Problema 6. Se desea construir un cuadrado y un triangulo equilatero cortando en dos partes un cable
de acero de 240 m. de longitud.

a) Calcular la suma de las areas del triangulo y del cuadrado en funcion del valor x que corresponde

con los metros que mide un lado del triangulo. (3 puntos)
b) Calcular la longitud de cable necesaria para construir el triangulo de modo que la suma de las
areas del triangulo y del cuadrado sea minima y calcular el &rea minima. (7 puntos)
y
: y
)
X y
a) Se corta el cable en dos partes, con una de ellas se construye un tridngulo equilatero y con la otra
240 -3x 3
un cuadrado. Tenemos que 3x+4y=240=y = — - 60—Z X

x
Aplicando el teorema de Pitadgoras tenemos que:
2 2 2 2 2
R L o _¥,
2 4 4 4 4 2

Llamamos f(x) a la suma de las areas de tridngulo y cuadrado que depende del valor de x
comprendido entre 0 y 240.

2 Xﬁx )
f(X):y2+x-h:[60_§xj L2 :(240—3xj R
2 4 2 2 ”

La funciénes f(x)=

2
(240—3x) vy

4 4

b) Derivamos la funcién y la igualamos a cero.
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4

8 2

0= 20 2 ()= o 23 A= T 5

4 4 4

—72049x 443 9x+43x—720 (9+4«/§)x—720
f7(x)= st XT . _ :

(9+4J§)x—720

f(x)=0
(=021

=0=(9+48)x=720= |x= 720

9+43

Sustituimos este valor en la derivada segunda.

9+44/3)x-720
f'(x)=( ) :»f"(x)=9+4*/§:»f”( 720 j_9+4d§>o

8 8 9+43 8
Al ser positivo el valor de la derivada segunda la funcion presenta un valor minimo para
X= 720 =45.203metros .
9+44/3
. . . 2160
Para construir el triangulo hara falta 3x = =135.609 metros de cable.
9+443
El valor minimo de la suma de las areas de triangulo y cuadrado es:
720 Y
240-3——=
( 720 j 9+4J3 \/5( 720 T
f = + = =
9+44/3 4 419+443
2160+ 9604/3 - 2160 |
_ 9+43 , 518400y3 _
= > =
4 4(9+443)

[ se0ss_| , 12960043 _[ 2403 JZ , 12960043 _
)

49+4\8) | (9+4y3) (9+443 (9+4v3) )

172800 1296003 _|172800+129600v3

(9+443) (9+4@)Z’ (9+443)

~1565.872 m?
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\\* Consaleria dEducacis, Ten ¢
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CONVOCATORIA: JULIOL 2021 CONVOCATORIA: JULIO 2021
Assignatura: MATEMATIQUES Il Asignatura: MATEMATICAS I

BAREMO DEL EXAMEN:

El alumno contestara solo TRES problemas entre los seis propuestos.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y aproximada a las
centésimas.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar calculo
simbolico ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos,
numeéricos y gréaficos deberan estar siempre debidamente justificados.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

2X—y+z=m
Problema 1. Se da el sistema de ecuaciones < x+y+3z=0 , donde m es un parametro real. Se
SX—4y+mz=m

pide:
a) La discusion del sistema de ecuaciones en funcion del parametro m. (4 puntos)
b) La solucién del sistema cuando m = 1. (3 puntos)
c) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado. (3 puntos)

Problema 2. Se dan las rectas r :{X+ y-1=0 , s:x—_lzl:E yelplano z:x+my+z=2y
2x—z-1=0 1 -1 2

7,  X+ay +z =1 que depende del parametro real m. Obtened:
a) La posicion relativa de las rectas r y s. (4 puntos)
b) El valor del parametro m para que la recta r esté contenida en el plano . (3 puntos)
c) Los puntos 4, B, C interseccion del plano = con los ejes de coordenadas cuando m = 2, asi

como el volumen del tetraedro de vértices A, B, Cy P(2,2,2). (3 puntos)

Problema 3. Dada la funcion f (x) = xe'™ | calculad:
a) El dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos. (4 puntos)
b) Las asintotas y la gréafica de f. (3 puntos)
c) La integral j f(x)dx. (3 puntos)
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1 2 3 1
Problema 4. Sean las matrices A=| -1 a 1|y B=|-1|[1 2 3].Obtened
1 a*-2 3 2
a) El rango de la matriz A segun los valores del parametro a. (3 puntos)
b) Una matriz C tal que AC =161, siendo I la matriz identidad, cuando a = 0. (4 puntos)
X 1
c) El rango de la matriz B y la discusion de si el sistema B| y |=| —1 |tiene solucidn. (3 puntos)
Z 2

Problema 5. Dados los puntos P(1,1,0), Q(2, —1,1) y R(«, 3, —1) se pide:
a) La ecuacion del plano que contienea P, Q y R cuando a = 1 y la distancia de dicho plano al

origen de coordenadas. (3 puntos)
b) La ecuacién de la recta r que pasa por R cuando a = 1y es paralela a la recta s que pasa por P
y Q. Calculad la distancia entre las rectas r y s. (4 puntos)
c) Los valores de a para los cuales P, Q y R estan alineados y la ecuacion de la recta que los
contiene. (3 puntos)

Problema 6. Queremos disefiar un campo de juego de modo que la parte central sea rectangular, y
las partes laterales sean semicircunferencias hacia fuera. La superficie del campo mide (4 + ) metros
cuadrados. Se quieren pintar todas las rayas de dicho campo tal y como se observa en la figura. Se
pide:
a) Escribid la longitud total de las rayas del campo en funcion de la altura y del rectangulo.
(5 puntos)
b) Calculad las dimensiones del campo para que la pintura usada sea minima. (5 puntos)
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Soluciones

2X—y+zZ=m
Problema 1. Se da el sistema de ecuaciones s x+y+3z=0 , donde m es un pardmetro real. Se
S5X—4y+mz=m

pide:
a) La discusidn del sistema de ecuaciones en funcién del parametro m. (4 puntos)
b) La solucién del sistema cuando m = 1. (3 puntos)
c) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado. (3 puntos)
2 -1 1
a) La matriz de coeficienteses A=|1 1 3
5 4 m
2 -1 1 m

Y la matrizampliadaes A/B={1 1 3 0
5 4 m m
Igualamos a cero el determinante de A.

2 -1 1
|A|:1 1 3|=2m-15-4-5+m+24=3m
5 4 m

|Al=0=3m=0=>m=0

Analizamos dos casos por separado.

CASO 1. m#0
En este caso el determinante de A es no nuloy el rango de A es 3. El rango de A/B también es
3, al igual que el namero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una unica

solucidn).

CASO2. m=0
En este caso el determinante de A es cero y su rango no es 3. Transformamos la matriz ampliada
en una matriz triangular equivalente y establecemos el rango de Ay de A/B a partir de esta.

2 -1 10 1 1 30
A/B=|1 1 3 0 :>{Fi|a2’°‘ > Filala}:> 2 -1 1 0|=
5 -4 00 S 4 00
Fila22 — 2 -Filal?| |Fila3® — 5 - Fila 1?2
2 -1 1 0 5 -4 0 0 1 1 3 0
=7 2 -2 -6 0 -5 5 -15 0 }=|0 -3 -5 0|=
0 -3 50 0 9 -15 0 0 9 -15 0
Nueva Fila 22 Nueva Fila 32
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Fila3? — 3. Fila 22
0 9 -15 0 1 1 3|0
=] 0 9 15 0 {=(A/By=|0 -3 5[0
0 0 0O o0 0O 0 0]0
| S —
Nueva Fila 32 A

Observando la matriz (A/B)” tenemos que el rango de A es 2, al igual que el rango de A/B y
menor que el nimero de incognitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas

soluciones).
2 -1 1
b) Param = 1 el sistema es compatible determinado. La matriz Aqueda A={1 1 3]|.
5 41

Lo resolvemos por Cramer.

1 11 2 11
0 1 3 1 0 3
1 -4 1 1-3-1+12 5 1 1 15+41-1-6
X= = =3 y= = =3

2 -1 1 3 2 -1 1 3
1 1 3 1 1 3
5 4 1 5 4 1

2 -1 1

1 1 0

5 4 1 2-4-5+1

= = =—2

2 -1 1 3

1 1 3

5 4 1

Lasolucibnesx =y =3,z =-2.
c) Param =0 es compatible indeterminado. Lo resolvemos.
2X—y+2=0
El sistema queda | x+y+3z =0 que es equivalente al obtenido en la transformacion realizada
5x—-4y=0
en el apartado a) y a partir del cual resolvemos el sistema.

1 1 3|0 X+y+3z=0
, X+Yy+3z=0 X+Yy+3z=0
(A/IB)=|0 -3 -5/0|= 3y 5.0 [~ gyt = 5 =
0 0 00 y y y=73?
A
5 4
:>x—§z+3z:0:>3x—52+92:0:>3x+4z:O:>3x:—4z:> X:_§Z

La solucion es x:—gt; y:—gt; z=t, siendoteR
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1= _
Problema 2. Se dan las rectas r:{xer 0 s:XTl— y

z
: =2 =—_vyelplano z:x+my+z=2
2X—z-1=0 -1 2y P d y y

7,  X+ay +z =1 que depende del parametro real m. Obtened:

a) La posicion relativa de las rectas r y s. (4 puntos)
b) El valor del parametro m para que la recta r esté contenida en el plano 7. (3 puntos)
c) Los puntos A, B, C interseccion del plano mr con los ejes de coordenadas cuando m = 2, asi como

el volumen del tetraedro de vértices A, B, Cy P(2,2,2). (3 puntos)

a) Obtenemos un vector director y un punto de cada recta.

X=A —
X+y-1=0 y=1-X u =(1,-12)
r: 5 L O:> 142 =>riy=1-14 =
X-z-1= z=-1+2x -
1=—1+22 (P01

x-1
S ——=
1

y 2 :{\75(1,—1,2)

-1 2 7 |Q.(10,0)
Vemos si las coordenadas de los vectores directores son proporcionales.

u=@1-12)| 1 1 2
- ===
v,=(1-12)] 1 -1 2

Como son proporcionales las rectas son paralelas o coincidentes.
Comprobamos si un punto cualquiera de r esta ens.

0-1 1 -1 1
_ =>i—=—=—7=;-1=-1=-=7
s:X 1=l=Z ¢ 1 -1 2 ¢ 2

No es cierto y las rectas no son la misma. Las rectas r y s son paralelas.

b) Para que la recta r esté contenida en el plano el punto P, debe estar en el plano m y el vector
director de la recta debe ser perpendicular al vector normal del plano.

_{x+ y-1=0 :{Ez(l,—l,z)

[2x-2-1=0 " |P(0,1,-1)

TIX+my+z=2
P (0,1,—1)672'

}:>0+m—1:2:
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Comprobamos que uT y n son perpendiculares, es decir, su producto escalar es cero.

x+3y+z=2=n=(131) _

i =n-u,=(131)(L,-12)=1-3+2=0
u =(1,-12)

Es cierto que para m = 3 la recta esta contenida en el plano .

c) Param = 2 el plano tiene ecuacion z:x+2y+z=2.

TiX+2y+2=2
x=0r=>2=2=A(0,0,2)
y=0

TX+2y+2=2
x=0p=2y=2=y=1=B(0,1,0)
z=0

TX+2y+2=2
y=0r=x=2=C(2,0,0)
z=0

El volumen del tetraedro con vértices A, B, C y P es la sexta parte del valor absoluto del
producto mixto de los vectores PA, PB y PC.

PA=(0,0,2)-(2,2,2)=(-2,-2,0) 2 2 0
PB=(010)-(222)=(-2-1-2)=|PAPB,PC|=|-2 -1 —2/=-4+8+8=12
PC =(2,0,0)-(2,2,2)=(0,-2,-2) 0 -2 -2

12

Volumen ABCP = 5 2u®
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Problema 3. Dada la funcién f (x) = xe* ', calculad:

a) El dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos. (4 puntos)
b) Las asintotas y la gréfica de f. (3 puntos)

c) La integral J. f (x)dx.

(3 puntos)

a) El dominio de la funcion son todos los reales, pues es una exponencial y polinomios.
Dominio f (x)=R

Hallamos su derivada y la igualamos a cero en busca de sus puntos criticos.
2 , 2 2 2 2 2
f(x)=xe = f ' (x) =" +x(-2x)e"™ =e'™ —2x%"™* = (1—2x2)

e =0, jImposible!
=0=>
1-2x*=0= x* :EZXZi\/I:iQ
2 2 2

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos dos valores.

f(x)=0=e"* (1— 2x2)

e En [—oo, —%J tomamos x = -1y la derivada vale f '(-1)=e"" (1— 2(—1)2) =-1<0.La
\Ej

funcion decrece en (—oo,—— .

e En (—%&ﬂ

5 J tomamos x = 0 y la derivada vale f "(0)=¢e'(1)=e>0. La funcion

creceen | —
2

Z \z
7,+— :

e En [-F%,-FOOJ tomamos x = 1y la derivada vale f “(x)=e""(1-2)=-1<0. La funci6n

decrece en (+€,+oo} )

La funcion es continua y sigue el esquema siguiente.

— i — 3 !
a2 0 N2

2 2

+_
La funcidén decrece en (—w,—%}u[+£,+wj y crece en (_§+£J .
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La funcion presenta un minimo relativo en x = —ﬁ .Como
N 2
1-| X2
f[—%}z(—g} ( ZJ =-1.16 el minimo relativo tiene coordenadas (—0.7, —1.16)
2 2
1-| XY=
La funcion presenta un maximo relativo en x = g Como f (%} = (gJe [ 2 ] =1.16 el
maximo relativo tiene coordenadas (0.7,1.16)
b) Asintota vertical. x=a

No tiene pues el dominio son todos los nimeros reales.
Asintota horizontal. y=b

b=Ilim f(x)= lim xe™ = lim )2( =2 _ Indeter min acion(L Hopital) =

X—>+00 X—>+00 X—>+00 eX = o0
= lim 12 L 0

x—>+0 9 yaX -1 00

. . 2 . X 0 . ., P rAL:
b= Ilim f(x)= lim xe"™ = lim —— = — = Indeter min acién(L Hopital) =
X—>—00 X—>—00 X—>—0 X -1 00

1 1

= lim —=0

X—>—00 2xeX2 -1 B

La recta y = 0 es una asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n
No tiene, pues existe asintota horizontal.

Para obtener la grafica hacemos una pequefia tabla de valores.

y = Xel—x2 Miaximo relativo
-2 -0.1
-1 -1
.-"'-—_
1 S Asintota horizontal
2 0.1 Fx)= xe™

Minimo relativo

c) Calculamos la integral usando un cambio de variable.

1-x° =t = 2xdx =dt

_[f(x)dx=_[xe1‘xzdx= I =j)(et (-%jdh

2X

:—ljetdt _ e Lok
2 2 2
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1 2 3 1
Problema 4. Sean las matrices A=| -1 a 1|y B=|-1|[1 2 3].Obtened
1 a’-2 3 2
a) El rango de la matriz A segun los valores del parametro a. (3 puntos)
b) Una matriz C tal que AC =161, siendo I la matriz identidad, cuando a = 0. (4 puntos)
X 1
c) El rango de la matriz B y la discusion de si el sistema B| y |=| —1 |tiene solucion. (3 puntos)
Z 2

a) Hallamos el determinante de Ay vemos cuando se anula.

1 2 3
A=|-1 a 1=3d+2-3a°+6-3d +6-a’+2=-4a’+16
1 a’-2 3

|A=0=-4a’+16=0=>-4(a’-4)=0=a’-4=0=a=4 =+2

CASO1l.Sia=-2ya=2
En este caso el determinante de A es no nulo y por tanto su rango es 3.

CASO 2. a=-2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Vemos como queda la matriz.
1 2 3
A=|-1 -2 1| Siconsideramos el menor que resulta de quitar la fila y columna 12 vemos
1 2 3
que su determinante es no nulo y por tanto el rango de A es 2.
‘—2 1

=—6-2=-8%#0
2 3

CASO 3. a=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Vemos como queda la matriz.
1 2 3
A=|-1 2 1| Siconsideramos el menor que resulta de quitar la fila y columna 12 vemos que
1 2 3
su determinante es no nulo y por tanto el rango de A es 2.
2 1

2 3

=6-2=4+0

Resumiendo: Si a=-2ya=2 elrangode Aes3ysi a=—2 0 a=2 el rango de A es 2.

b) Cuando a = 0 el determinante de A es no nulo y tiene inversa. Podemos despejar en la ecuacion
matricial planteada.

AC =161 = A'AC =16A'l = C =16A"

Hallamos la inversa de A.
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1 2 3 1 2 3
A=|-1 0 1|=|A=[-1 0 1/=2+6+6+2=16=0
1 -2 3 1 -2 3
1 -1 1 +O -2 2 -2 2 0
Adjl2 0 -2 1 3 3 3 3 1
L Ad(AT) 31 3) 1] |11 gy g
A 16 18] (13 33 31
-1 1] 1 o1 1 -1
+ —
0 -2 |2 -2 20
2 -12 2
Al=—14 0 -4
16
2 4 2

Sustituyendo en C =16A™" tenemos que:

2 12 2 2 12 2
C=16A1:16-% 4 0 4i=4 0 -4
2 4 2 2 4 2

c) Calculamos la expresién de la matriz B.

1 1 2 3
B=|-1|[1 2 3]=|-1 -2 -3
2 2 4 6

3><><3—>3x3

Vemos que todas las filas son proporcionales: la 22 es la 12 cambiada de signo y la 32 es el doble
de la 12 Por tanto, el rango de B es 1.

X 1
El sistema B| y |=| —1| tiene como matriz de coeficientes la matriz B que tiene rango 1, veamos
z 2
1 2 3|1
el rango de la matrizampliada | -1 -2 -3 | —1|. El rango de esta matriz también es 1, pues
2 4 6|2

todas las filas son proporcionales: la 22 es la 12 cambiada de signo y la 3% es el doble de la 12 Por
tanto, el rango es 1.

El rango de la matriz de coeficientes (1) es igual al rango de la matriz ampliada (1) y menor que
el nimero de incégnitas (3) por lo que el sistema es compatible indeterminado (infinitas
soluciones).
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Problema 5. Dados los puntos P(1,1,0), Q(2, —1,1) y R(a, 3, —1) se pide:
a) La ecuacidn del plano que contienea P, Q y R cuando a = 1y la distancia de dicho plano al origen

de coordenadas. (3 puntos)
b) La ecuacion de la recta r que pasa por R cuando a = 1y es paralela a la recta s que pasa por P y
Q. Calculad la distancia entre las rectas r y s. (4 puntos)
c) Los valores de a para los cuales P, Q y R estan alineados y la ecuacion de la recta que los contiene.

(3 puntos)

a) Cuando a =1 los puntos son P(1,1,0), Q(2, —1,1)y R(1, 3, 1)
Determinamos la ecuacion del plano  que pasa por los tres puntos como el plano con vectores

directores @ y PR y que pasa por P(1,1,0).

u=PQ=(2,-11)-(110)=(1-21) x-1 y-1 z
v=PR=(13-1)-(110)=(0,2-1);=>7z:| 1 -2 1|=0=
P(L10)ex o 2 -1

= 2K - R+22+y-1-28+ R =0=> |7 y+2z-1=0)

Hallamos la distancia del origen de coordenadas O(0,0,0) al plano z:y+2z-1=0.

0(0,0,0) }:}d(oﬂ): 0+0-1 1 5

1
7iy+2z-1=0 Jori12422 B 5

b) Cuando « =1 el punto R tiene coordenadas R(1, 3, —1).
La recta s que pasa por P y Q tiene como vector director el vector PQ, por lo que la recta r

u

paralela a s tiene el mismo vector director PQ .

- X=1+1
v, =PQ=(1 —2,1)} _

r:qy=3-24
R(L3-1)er s— 144

Para hallar la distancia entre las dos rectas paralelas r y s hallamos el plano  perpendicular a
ambas y que pase por el punto R, después hallamos el punto S de corte del plano y la recta s.

La distancia entre las rectas es el mddulo del vector RS .

Hallamos la ecuacion del plano .

s
ﬁ:\T:(l,—Z,l)} Z:X-2y+2+D=0

= =1-6-1+D=0=>D=6=7:x-2y+2+6=0
R(13-1)ex
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Hallamos la ecuacion de la recta s.

- x=1
u=PQ=(1-21)| y:;fﬁ
P(1L0)es s

Hallamos el punto S de corte de recta s y plano .

T:X-2y+2+6=0

X=1+p 1+ B-2(1-28)+ B+6=0=1+ B—2+4B++6=0
=1+p4-2(1-28)+B+6=0=1+-2+4B+B+6=0=
S:qy=1-2p
=L
x:1—§=1
6 6
5 10 16 (116 5
=60+5=0=f=—-=21y=1l+—=—=S| -, —,——
b P =1 "% % (66 6]
5
72=—=
6

Hallamos el médulo del vector RS

S(l 16 —EJ — (116 5 5 21
66 6 :>RS=(—, —j (1,3-1)= (———,—):
6 6 6 66

o
—~~
‘-1
w
N—"
Il
o
—_~
2
wn
N
|
e
_»nl
Il
$
o | o
N
N
+
|
N
N
+
7~ N\
|
N S
N
Il
oo
c

: : 5
La distancia entre las rectas paralelasr y s es \/g u

X=1+p

c) Tenemos la ecuacion de larectas que pasaporPy Q = s:iy=1-245.

2=

Hacemos que la recta s pase por el punto R(a, 3, —1) para que estén alineados.

Xx=1+p
s1ly=1-25 a=1+p a=1+p a=1+p
17 =13=1-2f=12=-28 ={-1=p =[a=1-1=0
o/ 1=p |1=p |1=p
R(a, 3, -] es
Para que estén alineados los puntos P, Q y R debe ser =0.
X=1+p

La ecuacion de la recta que los contienees s:qy=1-24

2=p
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Problema 6. Queremos disefiar un campo de juego de modo que la parte central sea rectangular, y
las partes laterales sean semicircunferencias hacia fuera. La superficie del campo mide (4 + 1) metros
cuadrados. Se quieren pintar todas las rayas de dicho campo tal y como se observa en la figura. Se
pide:

a) Escribid la longitud total de las rayas del campo en funcién de la altura y del rectangulo. (5 puntos)
b) Calculad las dimensiones del campo para que la pintura usada sea minima. (5 puntos)

a) Hallamos la expresion de la superficie del campo en funcion de x e y.

/2

La superficie del rectangulo azul es “x - y”, la superficie de las dos semicircunferencias con radio

2
y
2es | = | .
g (2j
Sumamos para obtener la superficie total del campo y la igualamos a 4 + =.

y zy’

2
xy+7r(5j =447 = XY+ " =4+ 1= 4xy+ 7y’ =16+47 = 4xy =16+41 -7y =

X_16+47r—7zy2 _16+47r_7ry2 _b4+n
4y 4y 4y y 4

Hay que pintar un rectangulo (dos lados de longitud “x” y otros dos de longitud “y”’) y dos
semicircunferencias de radio “y/2”, lo que hace una circunferencia de radio “y/2”.

Hay que pintar P (X, y):2x+2y+2ﬁ%=2x+2y+7ry.

Sustituimos “X” en la longitud de lineas a pintar y tenemos:

P(X,y)=2x+2y+zy

(A 7w :>P(x,y)=P(y)=2(4+—7[—£yJ+2y+zy:>
- P(y)=8+2ﬂ—%y+2y+ﬂy:> P(y)=8+y27r+%y+2y
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b) Derivamos la funcién P(y) e igualamos a cero.

P(y):8+2”+£y+2y:P’(y):—8+22ﬁ+£+2
2 y 2
8+27 =« r+4 8+2n 2(8+2r) 4(4+7
P :O - - 220 = 2: = :4
(y) y’ 2 2 T+4 1k -
:>y=\/Z=J_r2

Solo nos sirve el valor positivo y = 2, sustituimos en la segunda derivada para comprobar si es
un minimo.

P’(y):—8+2”+%+2:—(8+2n)y2+%+2:> P (y)=2(8+27)y"° =

2

y

=P7(2)=2(8+ 27z)2‘3 >0
La derivada segunda es positiva cony = 2, luego hay un minimo relativo de P(y).

Sustituimos para obtener X > X = 4+”—£2:4+—”_§:ﬂ:2
2 4 2 2 2

Se consigue un minimo de longitud de las lineas a pintar con x =y = 2.
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& COMISSIO GESTORA DE LES PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT @
X Vilenciana  COMISION GESTORA DE LAS PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD O
PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD
CONVOCATORIA: JUNY 2021 CONVOCATORIA: JUNIO 2021
Assignatura: MATEMATIQUES I Asignatura: MATEMATICAS Il

BAREMO DEL EXAMEN:

El alumno contestara solo TRES problemas entre los seis propuestos.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y aproximada a las centésimas.
Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar calculo simbolico ni
almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice 0 no la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan
estar siempre debidamente justificados.

En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento utilizado.

Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones:
X+y+(a+l)z=2
x+(a-1)y+2z=1
2X+ay+z=-1

a) Estudiadlo en funcién de los valores del parametro real a. (5 puntos)
b) Encontrad todas las soluciones del sistema cuando éste sea compatible. (5 puntos)

Problema 2. Se dan los planos 7, : x+y+z=a-1, z,:2x+y+az=ay z,:x+ay+z=1.

a) Determinad la posicion relativa de los tres planos en funcién del parametro a. (4 puntos)
b) Para « =1, calculad, si existe, la recta de corte entre los planos 7, y 7,. (3 puntos)
c) Para @ = 2, calculad, si existe, la recta de corte entre los planos 7, y 7,. (3 puntos)
Problema 3. Consideramos la funcién f (x) = X—_l, obtened:
X(x+2)
a) El dominio y las asintotas de la funcion. (2 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x). (4 puntos)
c) La integral I f(x)dx. (4 puntos)
-1 2 m
Problema 4. Dada la matriz A=| 0 m 0 |, Sepide:
2 1 m’+1
a) Obtened el rango de la matriz en funcién del parametro m. (4 puntos)
b) Explicad cuando la matriz A es invertible. (2 puntos)
c) Resolved la ecuacion XA=1 donde | es la matriz identidad en el caso m = 1. (4 puntos)

Problema 5. Dados el punto P(1,2,3) y el plano 7 =3x+2y+z+4=0, se pide:

a) Calculad la distancia del punto P al plano . (2 puntos)
b) Calculad el punto P’ que es simétrico del punto P respecto del plano 7. (5 puntos)
c) Calculad la ecuacion del plano ™ que pasa por P’ y es paralelo a «. (3 puntos)
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Problema 6. Un espejo plano, cuadrado, de 80 cm de lado, se ha roto por una esquina siguiendo una
linea recta. El trozo desprendido tiene forma de triangulo rectangulo de catetos 32 cm y 40 cm
respectivamente. En el espejo roto recortamos una pieza rectangular R, uno de cuyos vértices es el

punto (x, y) (véase la figura).
a) Hallad el area de la pieza rectangular obtenida como funcion de x, cuando 0<x<32.

(4 puntos)
b) Calculad las dimensiones que tendra R para que su area sea maxima. (4 puntos)
c) Calculad el valor de dicha area maxima. (2 puntos)

40
4 N
N
c X
= 32%,
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Soluciones

Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones:
x+y+(a+l)z=2
x+(a-1)y+2z=1
2x+ay+z=-1

a) Estudiadlo en funcién de los valores del parametro real a. (5 puntos)
b) Encontrad todas las soluciones del sistema cuando éste sea compatible. (5 puntos)
1 1 a+l
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|1 a-1 2
2 a 1

1 1 a+l]| 2
Y la matrizampliadaes A/B=|1 a-1 2 1
2 a 1 |1
Obtenemos el determinante de A y averiguamos cuando se anula.

1 1 a+l
|Al=[1 a-1 2 |=a-1+4+a’+a-2(a-1)(a+l)-1-2a=a’+2-2a°+2=-a’+4
2 a 1

A=0=-a’+4=0=a’=d4=a=+4=+2
Analizamos tres casos diferentes.

CASO1l a#2ya=#-2
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/B y el
namero de incdgnitas.
El sistema es compatible determinado (una Unica solucién).

CASO 2. a=-2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
1 1 -1]2
La matrizampliadaes A/B=|1 -3 2 | 1 | utilizamos el método de Gauss para obtener
2 -2 1|-1

una matriz triangular equivalente.

Fila22 — Fila1®| |Fila3® — 2 - Fila 12
1 1 -1|2 1 -3 2 1 2 2 1 -1

A/B=|1 -3 2|1 |=>4-1 -1 1 -2 -2 -2 2 -4 =
2 2 1 |-1 0 -4 3 -1 0 4 3 -5

Nueva Fila 22 Nueva Fila 32
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Fila 32 — Fila 22 A/B
1 1 1| 2 0 4 3 -5 1 1 -11(2
—(A/By=|0 -4 3 |-1|={0 4 -3 1 =(A/By=|0 -4 3 |1
0 4 3 |-5 0O 0 0 -4 O 0 0 |4
| —
Nueva Fila 32 A

Se observa que el rango de A es2 y el de A/B es 3.
El sistema es incompatible (sin solucion)

CASO 3. a=2
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
1 1 3|2
La matrizampliadaes A/B=|1 1 2| 1 | utilizamos el método de Gauss para obtener una
2 2 1|-1

matriz triangular equivalente.

Fila22 — Fila1?®| |Fila3* — 2 - Fila1?
1 1 3|2 1 1 2 1 2 2 1 -
A/IB=|1 1 2|1 |=>s-1 -1 -3 2,4 2 -2 -6 -4 ;>
2 2 1|-1 0O 0 -1 -1 0 0 -5 -5
Nueva Fila 22 Nueva Fila 32
Fila3? — 5 - Fila 22
11 3|2 0 0 -5 -5 11 3|2
(A/B)’: 00 -1|-1|=< 0 0 5 5 :>(A/B)”= 0 0 -1|-1
0 0 -5|-5 00 0 O 0 0 0O
Nueva Fila 3?

Elrango de Aes 2y el de A/B es 2. Pero el nimero de incognitas es 3.
El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Si a=2ya=-2 el sistema es compatible determinado (una Unica solucién), si

a=-2 el sistema es incompatible (sin solucion) y si a =2 el sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

b) Resolvemos el sistema para el caso 1 siendo a= 2y a=—2 y el sistema compatible
determinado. Obtenemos sus soluciones con el método de Cramer.

|Al=-a’+4
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2 1 a+
1 a-1 2
X:—l a 1 :2a—2—2+a2+a+a2—1—1—4a:2a2—a—6
1 1 a+ -a’+4 —a’+4
a-1
a
. (3-7)(2a+3) _2a+3
(3-7)(a-2) -a-2
a+
2 -1 1| 1+8-a-1-2a-2-2+2 -3a+6 —3M | 3
Y= 1 a+l PO T4 (a7 (-a-2) larz
1 a-1 2
a
1 1 2
1 a-1 1
. 2 a - _-a+l+2+2a-4a+4+1-a -4a+8 _ —4M _|_4 _,
1 1 a+ —a’+4 —a'+4  (a-7)(-a-2) |a+2
1 a-1 2
a

En el caso 3 siendo a =2 el sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos partiendo del
sistema equivalente obtenido por el método de Gauss.

1 1 3|2 11 3|2
AIB=[1 1 2|1 |=(AIBY'=|0 0 -1|-1
2 2 1|-1 0 0 0O
37=2) X+y+3z=2 x=-t-1
X+y+3z= =
= =S X+Yy+3=2=|Xx=-y-1l=|Jy=t
e ey y
z=1
2a+3 3 4

Para a=2ya=-2 el sistema tiene solucion x =

;Y= ;L=
-a—-2 a+2 a+2

Para a = 2 el sistema tiene solucién: x =—t—1;y =t; z=1 siendo t un nimero real.

259 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Junio 2021 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

Problema 2. Se dan los planos 7, : x+y+z=a-1, z,:2x+y+az=ay z,:x+ay+z=1.

a) Determinad la posicion relativa de los tres planos en funcion del parametro a. (4 puntos)
b) Para « =1, calculad, si existe, la recta de corte entre los planos 7, y 7,. (3 puntos)
c) Para @ = 2, calculad, si existe, la recta de corte entre los planos 7, y 7,. (3 puntos)

a) Planteamos un sistema con los tres planos y lo estudiamos como un sistema de ecuaciones.

X+y+z=a-1
2X+y+az=a

X+ay+z=1
1 1 1]a-1
La matrizampliadaes A/B=2 1 a| a
1 a 1| 1

111
La matriz de coeficienteses A=|2 1 a |, calculamos su determinante e igualamos a cero.
1 al

111
|Al=]2 1 a|=1+a+2a-1-2-a’=-a’+3a-2
1 a1l
-3+1
|A|=0:>—a2+3a—2=0:>a:_Bi\/(_3)2_4(_1)(_2): 2 R
2 i;1=2=a

Establecemos tres situaciones distintas que analizamos.

CASO1l. a#lya#2
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la

matriz ampliada A/B y el nimero de incégnitas.
El sistema tiene una unica solucion. Esta solucidn es un punto, que es el punto de corte de
los tres planos. Los tres planos se cortan en un punto.

CASO 2. a=1
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango no es 3. Analizamos la matriz
ampliada y la transformamos en otra matriz equivalente triangular.
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Fila22 — 2 - Fila1?| |Fila3* — Fila 12
1110 2 1 1 1 1 1 1 1
A/IB={2 1 1|1|=: -2 -2 -2 0 -1 -1 -1 0;=>
1111 0O -1 -1 1 0 0 0 1
Nueva Fila 22 Nueva Fila 3?
1 1 110
=(A/Bj=/0 -1 -1|1
0 0 0]1

El rango de A es2 y el de A/B es 3. El sistema no tiene solucién.
Los tres planos no se cortan al mismo tiempo.

Como las ecuaciones son 7, :x+y+z=0, 7z, :2X+y+z=1Y 7z, :x+Yy+z=1tenemos que
los planos 7z, y z, son paralelos y son secantes con el plano 7,

e

CASO 3. a=2
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango no es 3. Analizamos la matriz
ampliada y la transformamos en otra matriz equivalente triangular.

Fila22 — 2 - Fila1®| |Fila3® — Fila1?
11 1)1 2 1 2 2 1 2 1 1
A/IB=|2 1 2|2|=>¢ -2 -2 -2 -2 -1 -1 -1 -1;=>
1 2 1)1 0 -1 0 0O 0O 1 0 O
Nueva Fila 22 Nueva Fila 32
Fila 32 + Fila 22
1 1 1|0 0 1 00O 1 1 1|0
:>(A/B)’= 0 -1 0/|0j=450 -1 00 :>(A/B)— 0 -1 0
0 1 0|0 0 0 0O 0 0 O
Nueva Fila 3?
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El rango de A es 2 al igual que el rango de A/B. Y menor que el nimero de incégnitas (3). El
sistema es compatible indeterminado.
Los planos son secantes y se cortan en una recta comun a los tres.

r

b) Para a =1 estamos en el caso 2 estudiado. Las ecuaciones de los planos son 7, :x+y+z=0, y
7, X+y+z=1.Losplanos 7, y =z, son paralelos y por tanto no tienen recta comadn.

c) Para a =2 estamos en el caso 3y si existe la recta comun cuya ecuacion implicita es:

miX+y+z=1 N X+y+z=1
Ty 2X+Yy+22=2 2x+y+2z=2
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Problema 3. Consideramos la funcién f (x) = _x=1 , Obtened:

X(x+2)
a) El dominio y las asintotas de la funcion. (2 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x). (4 puntos)
c) La integral I f(x)dx. (4 puntos)

a) El dominio de la funcion lo forman todos los nimeros reales salvo los que anulen el
denominador.

x=0
f(x)= x-1 = Xx(x+2)=0=10
X(x+2)
X=-2
Dominio de f(x) = R —{-2,0}
Asintota vertical. x=a
(X =07
lim £ (x) = lim——t_-_9=1 _“1__
X0 -0 x(x+2) 0(0+2) 0
X = 0 es asintota vertical.
(X ==-2?
lim f(x)=lim—X—%t __=2=1 _=8_
x>-2 >2x(x+2) -2(-2+2) 0
X = -2 es asintota vertical.
Asintota horizontal. y=b
x_ 1 1 1
— 2 2 2
b=lim f(x)=lim =lim =lim X —X_—|im X =—=0
X—>0 ( ) X—>00 X(X+2) X—>00 X2+2X X—>0 X2 2X  x—oo 1 g
2t +
X X
y =0 es asintota horizontal.
Asintota oblicua. y=mx+n
No existe pues existe asintota horizontal.
b) Derivamos la funcién y vemos cuando se anula.
() = x-1 _ . x) = X2 +2X—(Xx=1)(2x+2)  x*+2x—2x* —2X+2X+2
X +2X (x? +2x)2 (x* +2x)2
, —X? 4+ 2X+2
f (X):ﬁ
(x +2x)
2
f'(x):O:M:O:—x2+2x+2:O:>
(x2+2x)2
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2422 -4(-1)2 _ _
: (-1) _ 21;/1_2: Zisﬁzliﬁ

= X=

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de los valores x =1—+/3 y X :1+J§ .
Afadimos como puntos de separacion también los excluidos del dominio, por no poder usarlos
en el calculo de la derivada.

e En (—oo,—2)tomamos x = -3y la derivada vale f (-3)= — = <0.

La funcion decrece en (—oo,—2)

2
e En (—2,1—\/§)tomamos x =—1y laderivada vale f "(-1)= _ =——<0.

La funcion decrece en (—2,1—J§)
e En (l—«/§,0) tomamos x = —0.5 y la derivada vale
2
(~05) - —(-0.5) +2(—O.5)+22 _075
(-08)+2(-08)) 7

>0. La funcion crece en (1—«/5, 0)

_ 2
e En (0,1+ J§) tomamos x =1y la derivada vale f (1) = 1+—2+22 _3. 0. La funcion
(P+2)
crece en (O,1+\/§)
— 2 —_—
e En (1+ «/§ +oo)tomamos x =3y laderivada vale f '(3) = 3+—6+22 = -1 <0. La funcién
(+6) +

decrece en (1+ J§ +oo)

La funcion sigue el esquema siguiente:

> e | e i
La funcion decrece en (—w,—2)u<—2,1—J§)u(l+ J3, +oo) y Crece en (1—\/§,O)u(0,1+ \/§)

c) Calculamos la integral pedida.

x-1
jf(x)dx=JX(X+2)dx=...

Descomponemos la fraccién del integrando en fracciones simples.
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x—1=A(x+2)+Bx=

x—1 -1/2 3/2
= +

x—-1 A B
= — 4+ —
X(x+2) x x+2
X—1 _A(x+2)+Bx
x(x+2)_ X(Xx+2)

X:0—>—1:2A—>A:—%

x:—2—>—3:—28:>B=2

x(x+2) X X+2
:J_1/2+3/2dx:J_1/2dx+ 3/2dx=—£
X X+ 2 X X+2 2)

r

~2 i+ njxc+2 = (3In[x+2|~Injx) = (Infx-+ 2f ~In]x]) -

X 2) X+2

(x+2)

3
J+K

X

1[
| In
2
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-1 2 m
Problema4. Dadalamatriz A={| 0 m 0 |, sepide:

2 1 m+1
a) Obtened el rango de la matriz en funcién del parametro m. (4 puntos)
b) Explicad cuando la matriz A es invertible. (2 puntos)
c) Resolved la ecuacion XA=1 donde I es la matriz identidad en el caso m = 1. (4 puntos)

a) El rango de A es igual o menor que 3.
¢Elrango de A es 3?
Para ello debe ser el determinante de A no nulo.

-1 2 m
|Al=[0 m 0 =—m(m2+1)—2m2=—m3—m—2m2
2 1 m’+

|Al=0=-m’-2m’-m=0=

m=0
:>—m(m2+2m+1)=0:> 0

,2
m2+2m+1=0:>m=#=_1

Para m=0y m=—1 el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3.

Estudiamos los dos casos que nos quedan por considerar.

Si m=0 el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.

-1 20
Lamatrizqueda A=| 0 0 0. Observamos que la fila 22 es nula, por lo que consideramos el
2 11

menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 22 y la columna 32 con determinante
-1 2
‘ 5 1‘ =-1-4=-5+#0.Por lo que el rango de A es 2.

Si m=-1 el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3.
-1 2 -1

Lamatrizqueda A=| 0 -1 0 |.Observamos que la columna 12y 32 son iguales.
2 1 2

Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la columna y fila 32 con determinante

-1 2
‘O Jle;éO. Por lo que el rango de A es 2.

Resumiendo: Si m=0ym=-1elrangode Aes3.Sim =0o0m =-1 el rango de A es 2.

b) Hemos averiguado cuando el determinante de A se anula, por lo que podemos afirmar que la
matriz A esinvertible si m es distinta de O y 1.
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c) Param =1 el determinante de A es no nulo y existe la inversa de A, por lo que podemos

despejar la matriz X en la ecuacion XA=1.

XA=l=X=1-A"=A"

Calculamos la inversa de A param = 1.

2 1 2 1
1 2 10
-1 2 -1 0
1 2 1 0
-1 2 -1 0

J’_
2 1 2 1

-1 2 1 -1 2 1
A=/ 0 1 0|=|A=/0 1 0|=-2-2=-4=0 Existe lainversade A.
2 1 2 2 1 2
10 2 11
+
Adj| 2 1 1 0 2
L_Ad(A) (1 02) 1] o2
A -4 0 2
0 2
+
11
2 -3 -1 -1/2 3/4 1/4
A=—to 4 0l=l 0 1 o0
-2 5 -1 1/2 -5/4 1/4

-1/2 3/4 1/4
0 1 0
1/2 -5/4 1/4

La solucién es X =
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Problema 5. Dados el punto P(1,2,3) y el plano 7 =3x+2y+z+4=0, se pide:

a) Calculad la distancia del punto P al plano 7. (2 puntos)
b) Calculad el punto P’ que es simétrico del punto P respecto del plano 7. (5 puntos)
c) Calculad la ecuacion del plano " que pasa por P’ y es paralelo a «. (3 puntos)

a) Utilizamos la formula de la distancia de un punto al plano.

P(12,3) _[3+4+3+4 14 _ /14 unidades

=d(P,7)= = =
ﬂ53x+2y+z+4=0} ( 7[) \/32+22+12 J14

b) Hallamos la recta r perpendicular al plano que pasa por P. Después hallamos el punto M de
corte de recta r y plano 7. El punto P” lo obtendremos sumando al punto M el vector PM .

P

=

7
,’,
%
#

La recta perpendicular al plano 7 tiene como vector director el normal del plano .
7=3x+2y+2+4=0=n=(32]1)

— - x=1+31
v, :n:(3,2,1)} r
=T

y=2+21
P(L23)er 3.2

Hallamos el punto M de corte de la recta r y el plano .

Xx=1+34
r:qy=2+24

z2=3+41
r=3X+2y+2+4=0

=3(1+31)+2(2+24)+3+1+4=0=

=3+94+4+41+3+1+4=0=>14+141=0>

x=1+3(-1)=-2
= A=-1={y=2+2(-1)=0 = M (-2,0,2)
z=3-1=2
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Obtenemos el punto P~ sumando al punto M el vector PM

M (-2,0,2) }

PM =(-2,0,2)-(12,3)=(-3,-2,-1)

=|P'=(-2,0,2)+(-3,-2,-1)=(-5,-2,1)

El punto P’ que es simétrico del punto P respecto del plano « tiene coordenadas P"(-5, -2, 1).
c) El plano " que pasa por P’ y es paralelo a « tiene como vector normal el mismo que el plano =.
7=3x+2y+z+4=0=n=(321)

P'(-5,-21)e n} P(-5-21) e
=

- =-15-4+1+D=0=D=18
n"=n=(321)

7=3x+2y+z+D=0

|7z’s3x+2y+z+18:0|

269 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Junio 2021 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

Problema 6. Un espejo plano, cuadrado, de 80 cm de lado, se ha roto por una esquina siguiendo una
linea recta. El trozo desprendido tiene forma de triangulo rectangulo de catetos 32 cm y 40 cm
respectivamente. En el espejo roto recortamos una pieza rectangular R, uno de cuyos vertices es el

punto (x, y) (véase la figura).

a) Hallad el area de la pieza rectangular obtenida como funcion de x, cuando 0<x<32. (4 puntos)

b) Calculad las dimensiones que tendra R para que su area sea maxima. (4 puntos)
c) Calculad el valor de dicha area maxima. (2 puntos)
/I\
40
e
:l:
AVA4
LN
<>

a) Averiguamos la ecuacion de la recta que hace de hipotenusa del triangulo de espejo que se ha roto.

B(0,40)
\\
\
N\
\\\
N\
N\
\\\
N\,
N
AN
\\
N\ A2
y=mx+n
0=32m+n 0=32m+n 40 5
A(32,0) erecta; = = =32Mm+40=0=>m=-—=-=
40=0+n 40=n 32 4

B(0,40) e recta

5
=——Xx+40
Y 4

Tenemos la situacion que aparece en el dibujo siguiente:

270 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Junio 2021 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

2 s0 N

Y rd
N

80-y
R 80
_gg| \ 80-x
| M -

h -—’:‘ \/

X .

—

32
El area del rectangulo R vendra expresada en funcion de x como sigue:
5
y=——x+40
4

area(x,y) = f (x,y)=(80-x)(80~y)

- f(x)=(80—x)[80—(—%x+40)]:>

N f(x):(so_x)(80+%x_4oj:»

= (x):(80—x)(40+%xj:3200+100x—40x—%x2 =

— f (x):—%x2+60x+3200

b) Derivamos e igualamos a cero en busca del maximo del area.

f(x):—§x2+60x+3200:> f '(x):—gx+60
4 4

f'(X)=O:>—EX+60=O:>—1OX+24O=O:>X=@=24
4 10

f/(x) = -2 x+60= £ (x) =~ = 1 "(24)=-21 <0

En x = 24 hay un maximo relativo. Serd el maximo absoluto pues la expresion del area es una
parabola.

Para x = 24 tenemos que y = —%24+40 =-30+40=10

Las dimensiones de R que hacen maxima el area son 80 — 24 =56 cm y 80 — 10 = 70 cm.

¢) Como las dimensiones del rectangulo R son 56 cm x 70 cm el area maxima es 70 - 56 = 3920 cm?.
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PAU Septiembre 2020 Matematicas II
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v COMISSIO GESTORA DE LES PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT @
j%%ﬁt‘éﬁé.ﬁ{lﬂ COMISION GESTORA DE LAS PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

SISTEMA UNIVERSITARI VALENCIA
SISTEMA UNIVERSITARIO VALENCIANO

PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD
CONVOCATORIA: SETEMBRE 2020 CONVOCATORIA: SEPTIEMBRE 2020
Assignatura: MATEMATIQUES I Asignatura: MATEMATICAS I

Kl

BAREMO DEL EXAMEN:

El alumno elegira solo TRES problemas entre los seis propuestos.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y aproximada a las centésimas.
Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar calculo simbélico ni
almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice 0 no la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan
estar siempre debidamente justificados.

X+ay+2z=3
Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones { x—3y+az =-2 , donde a un pardmetro real.

X+y+2z=a
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de a para los cuales el sistema es compatible. (4 puntos)
b) La solucién del sistema cuando a = 0. (3 puntos)
c) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado. (3 puntos)

Problema 2. Se dan los planos z:x+y=1y z:x-y+z=1yel punto P(1,-10).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Unas ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por el punto P y es paralela a los planos

yT. (3 puntos)
b) La distancia de la recta r a cada uno de los planos ty 1". (3 puntos)
c) Las ecuaciones de la recta que pasa por Py corta perpendicularmente a la recta obtenida como
interseccion de los planos my . (4 puntos)

Problema 3. Dada la funcion f(x) = , Obtener razonadamente, escribiendo todos los

X
Jxi-1

pasos del razonamiento utilizado:

a) El dominio de definicion y las asintotas de la funcion f. (3 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como la representacion grafica de la
funcion. (3+1 puntos)
3
c) El valor de J. f(x)dx. (3 puntos)
2
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1 20
Problema4.Seaa=|0 1 0].
0 21
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La justificacion de que A tiene inversa y el calculo de dicha matriz inversa. (3 puntos)
b) Dos constantes a, b de modo que A™ = A” +aA+bl . Se puede usar (sin comprobarlo) que
Averifica la ecuaciéon A®*-3A* +3A—1 =0 siendo / la matriz identidad. (3 puntos)
X 0
c) El valor de A para que el sistema de ecuaciones (A—A1)-| y |=| 0| tenga infinitas
z 0

soluciones. Para dicho valor de A hallar todas las soluciones del sistema. (2+2 puntos)

x=1
Problema5. Sedan lasrectas r:y=2+1,1eR, s:)(—Jrlzlzle2 y el plano

2 -1
z2=241
7:3x+ay—z+1=0.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Si hay algun valor del pardmetro a para el cual la recta r esta contenida en el plano .

(4 puntos)
b) La distancia entre las rectas r y s. (3 puntos)
2x—-y=0
c) El coseno del &ngulo que forman la recta r y la recta t :{ y 2 (3 puntos)
y-2=

Problema 6. Los vértices de un triangulo son A(0, 12), B(-5, 0) y C(5, 0). Se desea construir un
rectangulo inscrito en el triangulo anterior, de lados paralelos a los ejes coordenados y dos de cuyos
vértices tienen coordenadas (—x, 0), (x, 0), siendo 0<X<5. Los otros dos vértices estan situados en

los segmentos AB y AC.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La expresion f(x) del &rea del rectangulo anterior. (4 puntos)
b) El valor de x para el cual dicha area es maximay las dimensiones del rectangulo obtenido.
(3 puntos)
c) La proporcion entre el area del rectangulo anterior y el area del triangulo. (3 puntos)
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Soluciones

X+ay+2z=3
Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones < x—3y+az =-2 , donde a un pardmetro real.

X+y+2z=a
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de a para los cuales el sistema es compatible. (4 puntos)
b) La solucién del sistema cuando a = 0. (3 puntos)
c) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado. (3 puntos)
1 a 2
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|1 -3 a
1 1 2
1 a 2
Con determinante |A|=[1 -3 aj=—6+a’+2+6-2a-a=a’—3a+2
1 1 2
Igualamos a cero.
3+1 2_a
+./9— + ST
A=0=a’ 3a+2=0ma=>2¥28_3*1_| 2
2 2 3-1
—=1=a
2

Estudiamos las tres situaciones diferentes que se nos plantean segun el valor de a.

CASO1l. a#lya#2

En este caso el determinante de A esno nuloy el rango de A es 3, al igual que el de la matriz
ampliada A/B y el nimero de incognitas.
El sistema es compatible determinado.

CASO 2. a=1
El determinante de AesQy el rango de A noes 3.
1 1 2

A=|1 -3 1
1 1 2
¢Rango de A es 2?

1 1
Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna 32 - (1 3] con

determinante

1
3‘:—3—1=—4¢0 .Elrango de A es 2.

Averiguamos el rango de la matriz ampliada A/B.

1 1 2 3
A/B=l1 -3 1 -2
11 2 1
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1 1 3
Tomamos el menor de orden 3 que resulta de quitar la columna3* > |1 -3 -2 | con
1 1 1
1 1 3
determinante I -3 -2|=-3-2+3+9-1+2=8=0.Elrango de A/B es 3.
1 1 1

Rango de A =2 # 3 = Rango de A/B.
El sistema es incompatible.

CASO 3. a=2
El determinante de Aes 0y el rango de A no es 3.
1 2 2

A=|1 -3 2
1 1 2
¢Rango de A es 2?

1 2
Tomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna 32 - [1 3} con

determinante

2
3‘=—3—2:—5¢0.EI rango de A es 2.

1 2 2 3
A/B=l1 -3 2 -2
1 1 2 2
Tomamos el menor de orden 3 que resulta de quitar la columna 32 (es el doble de la 1%) >
1 2 3 1 2 3
1 -3 -2 |condeterminante I -3 -2|=—6-4+3+9-4+2=0.
11 2 11 2

El rango de A/B no es 3. Por lo que su rango es el mismo que el de A.
Rango de A = 2 = Rango de A/B <3 = Numero de incdgnitas.
El sistema es compatible indeterminado.

Resumiendo: Si a=1y a= 2 el sistema es compatible determinado, si a=1 el sistema es
incompatible y si a =2 el sistema es compatible indeterminado.

a) El sistema es compatible para a=1.

b) Para a = 0 estamos en el caso 1y el sistema es compatible determinado.

X=3y=-2 =:x-3y=-2 =

(3—2z)-3y=-2 {—Zz—Sy:—S
=

X+22=3 X=3-22
=
{(3—22)+y+22:0 3+y=0

X+Yy+2z=0 X+y+2z=0

=-27+9=-5=-27=-14=[1=7|=[x=3-14=-11|

—27-3y=-5
y=-3
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Lasoluciones x=-11, y=-3; z=7.

c) El sistema es compatible indeterminado en el caso 3, cuando a = 2.

Ecuacion 22 — Ecuacion 12

x+§y+§z:32 X -3y +2z =-2
X=oyHez==c=1 oy 27 =-3
X+y+2z2=2

-5y =-5— Nueva ecuacion 22

Ecuacion 32 — Ecuacion 12
X 4y +2z =2

X -2y -2z =-3 =
-y =-1— Nueva ecuacién 32
X+2y+2z=3

=4 -5y =-5=

X+2y+22=3 {
_y =-1

:>x+2+22:3:>
y:

Para a = 2 las soluciones del sistema son x=1-2t; y=1 z=t.
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Problema 2. Se dan los planos z:x+y=1y z:x-y+z=1yel punto P(1,-10).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Unas ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por el punto P y es paralela a los planos t y

. (3 puntos)
b) La distancia de la recta r a cada uno de los planos ty m". (3 puntos)
c) Las ecuaciones de la recta que pasa por Py corta perpendicularmente a la recta obtenida como

interseccion de los planos Ty . (4 puntos)

a) Si la recta r es paralela a los dos planos debe ser perpendicular a sus vectores normales y el
producto vectorial de los vectores normales de los planos 'y " seré el vector director de r.

7r:x+y:1—>ﬁ:(l,1,0) — - = bk _ L.
7ix—y+z=1-n"=(1-11) 1 .1 1
La ecuacién de la recta r es:

P(1,-1,0)er x=1+4

. =riy=-1-1

v, =(1-1,-2) Y

b) Como la recta r es paralela a ambos planos la distancia de la recta a cada uno de ellos es la
distancia del punto P(1,-1,0) de la recta r a cada plano.

B _[P(L-10) 1= 1 2
d(r’”)_d(Pﬂ)_{ﬁ:x+y—1:0}_ 12+12_$_7
N ~_|P(1-10) _ p+1+0-1 0 2 J§u
d(r'”)_d(P’”)_{;{:x—erz—l—O}_\/12+(_1)2+12 _E_ ?

c) Larecta s que resulta de la interseccion de los planos tiene como ecuacion:
X+y=1
S:
X-y+z=1
Esta recta s tiene como vector director el producto vectorial de los vectores normales de los
planos que la definen y ya lo hemos calculado, porque es el vector director de la recta r anterior

> v, =V, =(1,-1,-2). Las dos rectas son paralelas.
Y un punto de la recta s lo obtenemos dando el valor y = 0 y calculando el resto de coordenadas

x+0=1 x=1
del punto s: = =1+2=1=2=0=P,(10,0).
Xx-0+z=1 Xx+z=1
Si<_. =Siqy=-4
v, = (1, -1, —2) Y

Hallamos la ecuacion del plano P1 que pasa por P y es perpendicular a la recta s. También el
plano P2 que pasa por P y contiene a la recta s. La recta que nos piden es la interseccion de
ambos planos.
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P

£2

K

P(1,-10)eP1 }:P(l,—l,O)ePl }:

n=v,=(L-1-2)] Plix-y-2z+D=0

=1+1-0+D=0=>D=-2=|Pl:x-y-27-2=0

P(l,—l,O)ePZ x—-1 y+1 z
u=v, =(1-1-2) =P2:|1 -1 -2/=0=
v=PP=(10,0)-(1-10)=(0,10) c 1 0

=7+2x-2=0=|P2:2x+2-2=0

X—y-22-2=0

La recta t buscada tiene ecuacion t:
2X+2-2=0
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Problema 3. Dada la funcion f (x) = , obtener razonadamente, escribiendo todos los

x* -1
pasos del razonamiento utilizado:
a) El dominio de definicion y las asintotas de la funcion f. (3 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como la representacion grafica de la funcion.
(3+1 puntos)

3
c) El valor de I f(x)dx. (3 puntos)
2

a) El dominio de definicidn son los valores de x que no anulen el denominador ni hagan negativo el
radicando del denominador. Es decir, el radicando debe ser positivo.

X2-1=0=x=1==+1

La recta real se divide en tres partes. Estudiamos el signo del radicando en cada una de ellas.

-

: : ' = ' : :
- 0

En el intervalo (—o0,~1) tomamos x = -3 > (-3)° ~1=8>0.

En el intervalo (~1,1) tomamos x =0 > 0*-1=-1<0.

En el intervalo (1,+o0) tomamos x =3 > 3*-1=8>0.
El dominio es (—o0,—1)U(1,+00)

Asintota vertical. x=

ix=-17?
lim f(x)= lim = -~ _&
x—>-1" x—>-1" , XZ -1 0
x=17?
1
lim f(x)=1lim ===
x—1" x—1" X2 -1 0

Las asintotas verticales son x=-1y x=1

Asintota horizontal. y=b

: . X
b=Ilim f(X)=lim ——== lim —

X—>+00 X—>+0 ,XZ_ X—>+00 ,
b= lim f(X) = lim ——— = lim —— = -1

X—>—00 X—>—00 X2_ X—>—00 /

Las asintotas horizontales son y=1en+w e y=-1 en—oo,

Asintota oblicua. y=mx+n
No hay pues existen asintotas horizontales.

b) Utilizamos la derivada para encontrar los puntos criticos de la funcion.
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NG x? -1

X
X , Z\/x -1_ = X —1
f(x)—ﬁ:f (x) = ( ) = 2 _1 = W1

x? —1-x* -1
(x? —1)@ (x? —1)m

Esta derivada nunca se anula y siempre tendra el mismo signo pues x*—1>0 en todo su
dominio. Por lo que la derivada es siempre negativa. Es decir, la funcion siempre decrece.

f(x) =

X 5 T X

- J(x) ¢ ——=
X |y= o] RN
—4 -1.03
-2 -1.15
~11| 24 i
1.1 2.4 \
2 1.15 } Asintotay = 1

1.03

Asintotay=-1

c) Calculamos primero la integral indefinida.

Cambio de variable
X2 —1=t = 2xdx = dt :j——— LG

X
dx =
l = - NETREN;

dx=—
2X

-1/2+1 1/2
=%jt”2dt=l t _1t =Jt=x-1+K

2-1/2+1 21/2

Lo aplicamos al célculo de la integral definida pedida.

_ [\/ﬂﬁ _ [J32 —1}—[\/22 —1} _|JB-3=1.09

if(x)dx=i\/%dx
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1 20
Problema4.Seaa=|0 1 0].
0 21
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La justificacion de que A tiene inversa y el calculo de dicha matriz inversa. (3 puntos)
b) Dos constantes a, b de modo que A™ = A*> +aA+bl . Se puede usar (sin comprobarlo) que 4
verifica la ecuaciéon A’ —3A? +3A—1 =0 siendo / la matriz identidad. (3 puntos)
X 0
c) El valor de A para que el sistema de ecuaciones (A—Al)-| y |=| 0 | tenga infinitas soluciones.
z 0
Para dicho valor de A hallar todas las soluciones del sistema. (2+2 puntos)
a) Comprobamos si el determinante de la matriz A es no nulo.
1 20
|Aj=|0 1 0]=1=0.
0 21
Al ser no nulo la matriz A tiene inversa. La calculamos.
100 1 2 2 2 2 1
+ - +
Adj|2 1 2 01 01 00 L 20
L Ad(A) loon) [ joo o ol |o
A 1 | o1 jo1 o o
0 -2 1
00 10 10
+ - +
1 2 2 2 2 1

b) Si multiplicamos la ecuacién matricial planteada A™ = A*> +aA-+bl por la matriz A tenemos que
AAT = AA® +aAA+DAI = | = A’ +aA’* +bA= A’ +aA’ +bA—-1 =0.
Como nos dicen que podemos utilizar que se cumple A®-3A* +3A—1 =0 entonces las
constantes buscadas sona =-3yb =3.

c) Obtenemos la expresion del sistema.

X 0 1 20 A 0 0 X 0
(A-Al)-|y|=|0|=||0 1 0|0 2 O y|=|0
z 0 0 21 0 0 4 z 0
1-4 2 0 X 0
0 1-42 0 ||y|=]0
0 2 1-1)\z) lo
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1-A 2 0
La matriz de coeficientes tiene determinante | 0 1-41 0 |= (1—/1)3
0 2 1-4

Para A #1 este determinante es no nulo y el sistema tiene una solucidn Unica. Para que tenga
infinitas soluciones debe ser A =1. Lo resolvemos para A =1.

X 0 0 2 0)(x 0 2y 0
(A-1):]y|=|0|=]|0 0 O|y|=|0|=]| 0 |=|0|=y=0
z 0 0 2 0)\z 0 2y 0

Las solucionesson x=«; y=0; z=p; a,fR.
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x=1
Problema5. Sedan lasrectas r:qy=2+4,1eR, s:%:%:% y el plano
z2=2A

mr:3x+ay—z+1=0.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Si hay algun valor del parametro a para el cual la recta r esta contenida en el plano . (4 puntos)
b) La distancia entre las rectas ry s. (3 puntos)

2X
c) El coseno del &ngulo que forman la recta r y la recta t :{ (3 puntos)

a) Para que la recta esté contenida en el plano el vector director de la recta debe ser perpendicular al
normal del plano, es decir, su producto escalar debe ser cero.

X {R(LZO)

rqy=2+1=
z2=24

v, =(0,1,2) =V, -n=0=(0,12)(3,a-1)=0=a-2=0=a=2
7:3x+ay-z+1=0=>n=(3,a,-1)

Para a = 2 hemos obtenido que recta y plano son paralelos o la recta esta contenida en el plano.
Veamos si la recta esta contenida o es paralela, para ello basta ver si el punto P, (1, 2, 0) que

pertenece a la recta r pertenece al plano 7:3x+2y—-z+1=0.

(;R(l,Z,O)Eﬂ?

=¢3+4-0+1=07?
m:3X+2y—-2+1=0

No se cumple luego la recta y el plano son paralelos y para ningan valor de a la recta esta
contenida en el plano.

b) Averigliemos primero la posicion relativa de las rectas.

=1

X R(LZ,O)} x+1 y  z+2 QS(—l,O,—Z)}
rray=2+1A= _. Si—="—=——=__

7294 v, =(0,1,2) 2 -1 1 u, =(2,-11)

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales, por lo que las rectas no son ni
coincidentes ni paralelas.

Veamos si se cortan o se cruzan. Utilizamos el producto mixto de los vectores de las rectas y un
vector que une un punto de la recta s con un punto de la recta s.

PQ. =(-10,-2)—(1,2,0)=(-2,-2,-2)

r

PQ. =(-2-2.-2) 2 2 2
v, =(0,1,2) =[RQ.v, U |=[0 1 2[=-2-8-0+4+0-4=-10%0
E=(2,—1,1) 2 -1 1

Al ser distinto de cero las rectas se cruzan.
Utilizamos la formula de la distancia entre dos rectas que se cruzan:
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ik
Vixv =0 1 2/=i+4]-2k+2i=8i+4j-2k=(34,-2)=|v,xV,|=+16+4 =29
2 -1 1
d(r S)_Volumen del paralelepipedo_‘[Prps’Vr’VsJ _[10 |
’ Area de la base v, XV, J29

c) El angulo formado por las rectas es el &ngulo formado por sus vectores directores. Hallamos los
vectores directores de cada una de las rectas.

1
2x—-y=0 2X = =1+=
t:{ X y_2 :>{ x_2y :>2x:2+z:>x:1+lz:> X 1+22
y-t= y=ete y=2+1
x=1+0.51 Qt(]_,z,o)} Q (12,0) }
t:qy=2+14 = _ =
) v, (0.5,1,1) u, =2(0511)=(12,2)
x=1 P (1,2,0) }
rsy=2+1= _.
) v, =(0,1,2)

El coseno del angulo que forman se obtiene de la formula del producto escalar.

cos (r,t) = os v, by ) = o = (012)(122) _2+4_[2 g

- Jo+1+41+4+4 35 |\

v, |- |u,

r
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Problema 6. Los vertices de un tridngulo son A(0, 12), B(-5, 0) y C(5, 0). Se desea construir un
rectangulo inscrito en el triangulo anterior, de lados paralelos a los ejes coordenados y dos de cuyos
vertices tienen coordenadas (—x, 0), (x, 0), siendo 0 < x<5. Los otros dos vértices estan situados en

los segmentos AB y AC.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La expresion f(x) del area del rectangulo anterior. (4 puntos)
b) El valor de x para el cual dicha area es maxima y las dimensiones del rectangulo obtenido.

(3 puntos)
c) La proporcion entre el area del rectangulo anterior y el area del tridngulo. (3 puntos)

Hacemos un dibujo descriptivo de la situacion planteada.

A(0,12)

/I\
/ \

('-1: V)/ ; \\(A')

/ R \
/ 1 \
B(-5, 0) / . \C(5, 0)

T 0 (x, 0)

a) La base del rectangulo es 2x, pero necesitamos conocer la altura para determinar el area.
Hallamos la ecuacién de la recta que pasa por C(5, 0) y A(0, 12).

C(5,00 »>0=5m+n n=-bm 12
y=mx+n= = =-5m=12=>m=-—
A(0,12) »12=0+n n=12 5
12
=——Xx+12
Y 5

Por lo que el area del rectangulo que se forma (depende del valor de x) tiene la expresion:
. 12 24
Area(x)=Base - Altura = 2x - (_E x+12) =% X® + 24x
b) Derivamos la funcidn area e igualamos a cero en busca de sus puntos criticos.

Area(x)= —2—;' X* +24x = Area’(x) = —§x+24
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120 _

Area'(x):0:—%x+24:0:>—§x:—24:>x 2.5

Sustituimos este valor en la derivada segunda.

Area”(x)= —% = Area”(2.5) = —% <0

La funcion area tiene un valor maximo para x = 2.5.

Sustituimos y averiguamos el valor de la altura del rectangulo 2> y = —% 25+12=6

Sustituimos y obtenemos el area del rectangulo -> Area(2.5) = —%2.52 +24-25=30u?

Con un rectangulo de base 5 unidades y altura 6 unidades tenemos un rectangulo de area
maxima, siendo esta de 30 unidades cuadradas.

Base - Altura 10-12

c) Elarea del tridngulo es 5 5

=60u’ y la del rectangulo anterior 30 u2.

. 60 . . . : .
La proporcion es 20" 2 . El rectangulo tiene de area la mitad del triangulo.
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, COMISSIO GESTORA DE LES PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT “@
% SENERALITAT COMISION GESTORA DE LAS PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD T
\\\ CvuftnLlrEluNdSulit{A \15’1‘[_\11[.\!\:!([:1‘(.\]“ VALENCLA
PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD
CONVOCATORIA: JULIOL 2020 CONVOCATORIA: JULIO 2020
Assignatura: MATEMATIQUES Il Asignatura: MATEMATICAS I

BAREMO DEL EXAMEN:

El alumno elegira solo TRES problemas entre los seis propuestos.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y aproximada a las centésimas.
Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar calculo simbolico ni
almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice 0 no la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan
estar siempre debidamente justificados.

X+y+az=1

Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones {x+ay+z=1 , siendo a un parametro real,
ax+y+z=-2

obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El estudio del sistema en funcion del parametro a. (5 puntos)
b) Las soluciones del sistema cuando a = —2. (3 puntos)
c) La solucion del sistema cuando a = 0. (2 puntos)
x-1 y+1 z
Problema 2. Sea larecta r: o 1 "1 ylospuntos P=(1,0,0)y Q = (2,1, a).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El valor de a para que la recta que pasa por Py Q sea paralelaar. (3 puntos)
b) La ecuacion del plano que contienea Py Q y es paraleloa r, cuando a = 1. (3 puntos)
c) La distancia del punto Q al plano que pasa por Py es perpendicular ar, cuando a = 1.
(4 puntos)
- - x* +1
Problema 3. Se da la funcion real f definida por f(x) = ﬂ .
X“(x—
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El dominio y las asintotas de la funcion f. (3 puntos)

b) La integral I f (x)dx , asi como la primitiva de f(x) cuya grafica pasa por el punto (2, 0).

(3+1 puntos)
c) El &rea de la region limitada por la curva y=(x) y lasrectasy = 0, x = 2, x = 4. (3 puntos)

1 2
Problema 4. Se dan las matricesA=| b 0|yYB :[_i E ZJ , que dependen del parametro real b.
-1 2 - -
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de b para que cada una de las matrices AB y BA tenga inversa. (3 puntos)
b) Los valores de b para que la matriz ATA tenga inversa, siendo AT la matriz traspuesta de A.
(3 puntos)
c) Lainversa de AT, cuando dicha inversa exista. (4 puntos)
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Problema5. Se dan el plano 7 :2x+y-z-5=0 Yy los puntos (1,2, —1), B(2,1,0).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La ecuacion implicita del plano que pasa por los puntos A, B y es perpendicular a . (4 puntos)
b) Las ecuaciones paramétricas de la recta r que es perpendicular a  y pasa por A.
Encuentra dos planos cuya interseccion sea la recta r. (1+2 puntos)
c) La distancia entre el punto B y la recta r. (3 puntos)

Problema 6. En un triangulo isosceles, los dos lados iguales miden 10 centimetros cada uno.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La expresion del area A(x) del tridngulo, en funcién de la longitud x del tercer lado. (4 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion A(x), 0 < x < 20. (4 puntos)
c) La longitud x del tercer lado para que el area del triangulo sea maxima'y el valor de esta area.
(2 puntos)
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Soluciones

X+y+az=1

Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones < x+ay+z=1 , siendo a un pardmetro real,
ax+y+z=-2

obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El estudio del sistema en funcion del parametro a. (5 puntos)

b) Las soluciones del sistema cuando a = —2. (3 puntos)
c) La solucion del sistema cuando a = 0. (2 puntos)

con determinante

[T

11
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=1 a
a1l

1 1 a
|Al=|1 a 1lj=a+a+a-a’-1-1=-a°+3a-2.
a1l 1

Averiguamos cuando se anula este determinante.

|Al=0=-a’+3a-2=0
-1 0 3 -2
1‘ -1 -1 2 ~a’+3a-2=(a-1)(-a*-a+2)
|-1 -1 2 |0—>a=lesraiz

—a’-a+2=0=a=—

Tenemos tres situaciones distintas a estudiar.

CASO1l. azlya=#-2

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3. Al igual que el rango de A/B y
el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado.

CASO 2. a=1
El determinante de AesOy el rango de Anoes 3
¢Elrango de Aes2?:01?
111

A=|1 1 1|.Elrango de esta matriz es 1 pues las 3 filas son iguales.
111
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111 1
Veamoselrangode A/B=|1 1 1 1 |.Surangonoes3 pues la fila1l?y 22 son iguales.
111 -2

Es 2 pues tomando el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila 12 y las columnas 12 y 22

1
=—2-1=-3%0 .

1 1 ) 1
-> con determinante
1 -2 1

Rango de A =1 # 2 = Rango de A/B
El sistema es incompatible.

CASO 3. a=-2
En este caso el determinante de A es cero y su rango no es 3.
¢El rango de A es 2?

1 1 -2
A=| 1 -2 1 |.Sitomamos el menor de orden 2 que resulta de quitar la fila y columna
-2 1 1

1 1) . ) 1
3> tiene determinante
1 -2 1

1
2‘:—2—1=—3¢0. El rango de A es 2.

1 1 -2 1
Veamoselrangode A/B=| 1 -2 1 1
-2 1 1 =2
Hemos afiadido una columna 42 que es igual que la 12, por lo que el rango de A/B es el mismo

que el de A.
Rango de A = Rango de A/B =2 < 3 = Numero de incdgnitas.
El sistema es compatible indeterminado.

Resumiendo: Si a=1y a = -2 el sistema es compatible determinado, si a=1 el sistema es
incompatible y si a=-2 el sistema es compatible indeterminado.

b) Cuando a = —2 estamos en el caso 3 y tiene infinitas soluciones dependientes de un parametro.

0y_1 Ecuacion 22 — Ecuacion 12
X+Z_ Z_l x -2y +z =1
X=eyHe=2 =1 4 y 422 =11

-3y +3z =0 — Nueva ecuacion 22

—2X+y+z2=-2

Ecuacion 32 + 2 - Ecuacion 12
—2X 4y 4z =-2
2X  +2y 41 =42
3y -3z =0 — Nueva ecuacion 3?

X+y—-2z=1
=7 -3y+3z=0=>
3y-3z=0

Ecuacion 22 = Ecuacion 32 X+y-2z=1
= =
Quito ecuacion 3? -3y+3z=0

y—-z=0 y=z2

X+y-2z=1 |X+y-2z=1
:>{ y :>{ :>x+z—22:1:>
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Las soluciones son [x=1+t; y=t; z=t|

c) Cuando a = 0 estamos en el caso 1 y el sistema tiene una Unica solucién. La hallamos utilizando
el método de Cramer.

110 110 1
A=|1 0 1|yA/B=1 0 1 1
011 011 -2
1 10 1 1 0
1 01 1 1 1
x=_2 1 1:_2_1_1:2 y=0 -2 1:1—1+2:_1
110 -2 110 -2
1 01 1 01
011 011
11 1
1 0 1
z=0 1 —2:1+2—1:_1
110 -2
1 01
011

Lasolucidones |x=2;, y=-1 z=-1
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Problema 2. Sea larecta r: XT_l = yTH = il ylospuntos P=(1,0,0)y Q = (2,1, a).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El valor de a para que la recta que pasa por Py Q sea paralelaar. (3 puntos)
b) La ecuacion del plano que contienea Py Q y es paralelo a r, cuando a = 1. (3 puntos)

c) La distancia del punto Q al plano que pasa por Py es perpendicular ar, cuando a = 1. (4 puntos)

a) Larecta que pasa por Py Q tiene como vector director PQ =(2,1,a)—(1,0,0)=(11, ). El

vector director de larectares v, =(1,1,-1).
Para que sean paralelas deben tener vectores directores con coordenadas proporcionales

VT=(1,1,—1) y W3=(1,1,05), por lo que %:%:Llj_
a

b) El plano que contiene a P y Q tiene como uno de sus vectores directores
PQ=(21)-(10,0)=(L1 ) =(111). Como es paralelo a la recta r el otro vector director del

planoes v, =(1,1,-1).

P(L0,0)ex x-1 y z
u=v,=(11-1) = z= -1=0
v=PQ=(111) 1

X-1-y+z-z2-y+x-1=0

2X-2y-2=0=|r=x-y-1=0

c) El plano " que es perpendicular a r tiene como vector normal el director de r: VT = (1,1, —1) :
Hallamos la ecuacion de este plano.

}:>1+O—O+D:0:> D=-1

P(10,0)en :P(l,0,0)Eﬂ"
7=x+y-z+D=0

r=X+y-2z-1=0

Aplicamos la formula de la distancia de punto a plano.

Chaer BN ETPYS

412+ (-1 (V3

Q(2,11)

r=X+y-2-1=0

}:> distancia(Q, ") =

292 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Julio 2020 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

2
Problema 3. Se da la funcion real f definida por f(x) = 2x(—+11) .
X*(X—
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El dominio y las asintotas de la funcion f. (3 puntos)

b) La integral J' f (x)dx , asi como la primitiva de f(x) cuya grafica pasa por el punto (2, 0).

(3+1 puntos)
c) El area de la region limitada por la curva y=(x) ylasrectasy =0, x = 2, x = 4. (3 puntos)

a) El dominio de una funcion racional son todos los reales menos los que anulan el denominador.
Xx=0
X' (x-1)=0=
X-1=0=x=1
El dominio de la funcién f es R—{0,1}

Asintota vertical. x=a
¢ x=0 esasintota?

2
. . x“+1 1 . .
lim f (x) = lim——— == =o0. Si es asintota.
x—0 x>0 ¥ (X—l) 0
¢ x=1 es asintota?
2
. . xX“+1 2 . .
lim f (x) = lim ——— =—=00. Si es asintota.
x—1 x—>1 X (X—l) 0

X=0y x=1 son asintotas verticales.

Asintota horizontal. y=b

2 2 2
: . XT+1 oxt+1l o xt L 1]
b=lim f(x)=lim— =lim——=Ilim—=lim-==—=0
X—0 X X (X—l) Xxowo X2 — X xow X x>© X 00

y =0 es asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n
No tiene pues tiene asintota horizontal.

x* +1
b f(x)dx=| ——dx=...
) -[ ) J x*(x—1)
Descomponemaos en fracciones simples la fraccion del integrando.

xX+1 A B _C

xz(x—l)_x+x2+x_—1

x*+1  Ax(x-1)+B(x-1)+Cx’
x*(x-1) x*(x-1)

x? +1= Ax(x-1)+B(x-1)+Cx?

Xx=0->1=B(-1)—>B=-1

x=1-52=C
X=-1-52=2A-2B+C 5 2=2A+2+2>2A=-2= A=-1
X+l -1 -1 2

x*(x-1) x x* x-1
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j—+—+—dx— J dx— J—dx+J—dx—

:—Jldx—jx‘zdx+2 idx:
X x-1

X 2 1
=—In|x|—_—1+2ln|x—14: —In|X|+In(x-1) +;+K

Si la primitiva debe pasar por el punto (2, 0) se cumple:

—In2+|n(2—1)2+%+K:0:K:InZ—%
2(x—-1)*
La primitiva buscada es F(x):—Inx+ln(x—1)2—l+ln2—£:Inu—l—l
X 2 X X 2
x* +1
¢) Lafuncion f(x) =——— no corta el eje de abscisas.
x*(x-1)
f(x)= 0:>X—+1=0:>x2+1:0:>x:\/—1=Noexiste
x*(x-1)

El area pedida es la integral definida de la funcion entre 2 y 4.

; 4 X2+l , 171
Area=| ————dx=|-In[x|+In(x-1)"+=| =
2 x*(x—1) X

2

:[—In4+ln(4—1)2 +ﬂ—[—ln2+ln(2—l)z+ﬂ=

:—In4+ln9+1+ln2—lnl—1 |n§—3:|n9—1_1254 2
4 2 4 4 2 4
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1
Problema 4. Se dan las matricesA=| b 01|yYB =[_i g ZJ , que dependen del pardmetro real b.
-1 2 - -
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de b para que cada una de las matrices AB y BA tenga inversa. (3 puntos)
b) Los valores de b para que la matriz ATA tenga inversa, siendo AT la matriz traspuesta de A.
(3 puntos)
c) La inversa de ATA, cuando dicha inversa exista. (4 puntos)
a) Calculemos la expresion de ambas matrices:
1 2 10 2 -1-2 0+2b 2-2 -3 2b 0
AB=b 0 ( 1 b J: -b+0 0+0 2b-0|=|-b 0 2b
-1 2 1-2 0+2b -2-2 -1 2b 4
1 2
-1 0 2 -1+0-2 -2+0+4 -3 2
BA: b 0 = 2 = 2
-1 b -1 -1+b°+1 -2+0-2 b -4
-1 2
Para que AB tenga inversa su determinante debe ser distinto de cero.
-3 2b O
|AB|=|-b 0 2b|=-4b*-8b*+12b" =0
-1 2b 4
No existe la inversa de AB, independientemente del valor de b.
Para que BA tenga inversa su determinante debe ser distinto de cero.
-3 2
IBA[=| , =12-2b?
bs -4
12-20* =0=6-b*=0=6=b’=b=+6
Para cualquier valor de b distinto J_r\/g existe la inversa de BA.
b) Calculamos la expresion de ATA.
12 1 b -1 1b1121b21202 b’+2 0
Asib Ol=A :(2 0 2JZ>ATA:(2 0 2j >0 :(; 02 4+o_4jz( 0 8)
12 1 og) NOTETE AR
Averiguamos si su determinante se puede anular.
0 P+2 0 )
AT A= =8(b”+2)
0 8

|ATA=0=8(b*+2)=0=b"+2=0=>b=+~2 = No existe
El determinante de A" A nunca se anula. La inversa de A" A existe siempre.

c) La inversa existe para cualquier valor de b. La calculamos.
2 2
ATA b*+2 0 3(ATA)T: b*+2 0
0 8 0 8

_ (b?+2 0) (8 0O 1
(ATA)1—MJ((ATA)T)_AOIJ 0 8J_[0 b2+2]_ b*+2
AT 8(b’+2)  8(b*+2) | 4 1

8
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Problema5. Se dan el plano 7 :2x+y—-z-5=0y los puntos (1,2, —1), B(2,1,0).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La ecuacion implicita del plano que pasa por los puntos A, By es perpendicularam. (4 puntos)
b) Las ecuaciones paramétricas de la recta r que es perpendicular a  y pasa por A.

Encuentra dos planos cuya interseccion sea la recta r. (1+2 puntos)
c) La distancia entre el punto B y la recta r. (3 puntos)

a) Si el plano " pasa por Ay por B tiene como uno de sus vectores directores el vector
AB=(2,1,0)—(1,2,-1)=(1,-11) y al ser perpendicular al plano z:2x+y—z-5=0 otro de

sus vectores directores es el normal del plano m: n=(2,1,-1).

B(210)en x-2 y-1 z
u=AB=(L-11)=7z=[ 1 -1 1|=0
v=n=(21-1) 2 1 -

X—=2+2y-2+2+22+Yy-1-x+2=0

3y+3z-3=0=|7r=y+2z-1=0

b) Si la recta es perpendicular al plano 7 :2x+y—z—5=0 tiene como vector director el normal
del plano > v, =n=(2,1,-1).

A(L2,-1)er x=lv2a
- . =>|r=y=2+41
v, =n=(21-1) 1.2

Ponemos la ecuacion de la recta en forma continua;:

x-1 y-2 z+1
2 1 -1

r

Separamos esta ecuacién en dos igualdades que nos proporcionan la ecuacion de dos planos que
se cortan en esta recta. Existen muchos pares de planos cuya interseccion es la misma recta.

x-1 y-2
rEX_1=y_2=Z+1:> 2 1 x—1:2y—4:> iy X—2y+3=0
2 1 -1 y—-2 z+1 -y+2=2+1 -y—-z+1=0

1 -1

Dos planos cuya interseccién es la recta r pueden ser a:X—-2y+3=0y f:-y—-z+1=0.

c) Para determinar la distancia de un punto B a una recta r seguimos el procedimiento descrito en el
siguiente dibujo.
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,ﬁﬁfﬁg
T
______ " |
‘1124
Como tenemos la ecuacion del plano 7z:2x+y—-z-5=0ydelarecta r=y=2+ 1 ; hallamos
14

el punto B” de corte de ambos y la distancia pedida es el médulo del vector BB’.

mr:2X+Yy—-2-5=0
X=1+24

r=y=2+41
z=-1-1

:32ﬂ+2@+2+ﬂ+1+l—5:&362:0:>A:0

A1=0
x=1+24
y=2+41
z=-1-1

= B'(12,-1)

Hallamos las coordenadas del vector que une el punto B con el B".
BB =(1,2,-1)-(2,1,0)=(-11-1)

La distancia del punto B a la recta r es la distancia del punto B al B".

d(B.r)=d(B,B")=[BB]=(-1)° +1* +(-1)° =[\Bu
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Problema 6. En un tridngulo isdsceles, los dos lados iguales miden 10 centimetros cada uno.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La expresion del area A(x) del triangulo, en funcion de la longitud x del tercer lado. (4 puntos)

b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion A(x), 0 < x < 20. (4 puntos)
c) La longitud x del tercer lado para que el area del triangulo sea maximay el valor de esta area.
(2 puntos)
a) La situacion planteada es la del dibujo.
10 10
X
Considerando el tridngulo rectangulo del dibujo:
f
10
T2

Aplicando el teorema de Pitadgoras tenemos que:

2 2 2 2 2
102=h2+[5j —100=h?+ X = h? 2100 X - 400X :>h=,/4oo X
2 4 4 4 4

Asi el area del triangulo es:

— X2 [400 — x°
«. [400-X . V400 —x .
x-h 4 2 _ Xy/400— X
2

2 2 4

Area(x)=

b) Si los dos lados miden 10 cm el lado desigual debe medir entre 0 y 20 cm.
Derivamos la funcion area.

xN400-x* 1 > , 1 - Zx
A(X)=" 0 = ZxJ400-x2 = A(X)==| V400 X2 + x— =2
) 4 4 ) 4{ Z\400-x2
(\/400— x? )2 -x? 1

(400X2)X2] 400-2x%  200-x2

, 1
A(x)== == =
(x) 4 J400 - X 4[ J400 - X

4J200—x 2400 X2

Igualamos a cero.

200 - x?

24/400 - x°

A'(x)=0= =0=200-x*=0= x=+/200 =14.14 cm
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Estudiamos el cambio de signo en el intervalo [0, 20] de la derivada antes y después de x =+/200

e En (0, \/200) tomamos x = 10 y la derivada vale

200-10° 100
A(x)= = > 0. La funcion crece en (0,+/200).
) 24400-10%  2+/300 ( )

e En (\/200, 20) tomamos x =15y la derivada vale
— 2 —
A(x)= 200-15" 25
24/400-152 24175

< 0. La funcién decrece en (\/200, 20).

La funcion sigue el esquema siguiente.

El area crece en el intervalo (0, \/200) y decrece en (\/200, 20).

c) Por el gréafico anterior se deduce que en x =/200 hay un maximo relativo del area del triangulo.

Como el area para x = 0 es 0 y para x = 20 también es 0 el maximo relativo lo sera absoluto.
Dicho valor méaximo es:

2
+/200,/400—(+/200) ~ 200/400-200 200 _
4 4 4

50 cm?

Area(ﬂ) =
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BAREMO DEL EXAMEN:

Se elegira solamente UNA de las dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y aproximada a las
centésimas.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar calculo simbdlico ni
almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y gréficos deberan
estar siempre debidamente justificados.

OPCION A

2X +3z1=«

Problema A.l. Se da el sistema de ecuaciones { x—2y+2z=5 , donde « es un parametro real.
X—y+5z=a+1

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de a para los que el sistema es compatible y determinado. (4 puntos)
b) La solucion del sistema cuando o = —1. (3 puntos)
¢) El valor de o para que el sistema tenga una solucion (X, y, z) que verifique x+y+z=0.

(3 puntos)

Problema A.2. Seda el plano 7:2x+y+2z=8 Yy el punto P = (10, 0,10).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La distancia del punto P al plano =. (3 puntos)
b) El area del triangulo cuyos vértices son los puntos A, B y C, obtenidos al hallar la interseccién

del plano = con los ejes de coordenadas. (4 puntos)
c) El volumen del tetraedro cuyos vértices son P, A, By C. (3 puntos)

x* +x?+5x—3
x* +2X+5

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El dominio de la funcién 4. Los limites lim h(x) y Iirrg h(x) . (1 + 2 puntos)

Problema A.3. Se da la funcién real / definida por h(x) =

b) La asintota de la curva y = h(x) . (2 puntos)
c) La primitiva de la funcion 4 (es decir, jh(x)dx ) y el area de la superficie encerrada entre las

rectasy=0,x=1,x=5ylacurva y=h(x). (3 + 2 puntos)
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OPCION B

1 4 X
Problema B.1. Se dan las matrices Az[ 1 GJ y X :(y]

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de a para los que la ecuacion matricial AX =a X solo admite una solucion.
(4 puntos)

b) Todas las soluciones de la ecuacion matricial AX =5X.. (3 puntos)

4
c) Comprobar que X = (J es una solucion de la ecuacion matricial AX =2X ', sin calcular la

4 4
matriz A% obtener el valor B tal que A'® [1) = ﬂ[l] : (3 puntos)
Problema B.2. Se dan en el espacio la recta r :x—_a :l4 :% yelplano 7:x+2y+3z=6 .

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La posicidn relativa de la recta r y el plano 1 en funcion de los pardmetros reales oc y 3.

(5 puntos)
b) La distancia entre larectar y el plano m cuandox =6y § = 3. (3 puntos)
c) La ecuacion del plano que pasa por (0,0,0) y que no corta al plano . (2 puntos)

Problema B.3. Un proyectil esta unido al punto (0, 2) por una cuerda elastica y tensa. El proyectil
recorre la curva y=4—x* de extremos (—2,0) y (2,0).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La funcién de la variable x que expresa la distancia entre un punto cualquiera (x,4—Xx?) de la

curva y=4—x’y el punto (0, 2). (2 puntos)

b) Los puntos de la curva y=4—x* a mayor distancia absoluta del punto (0,2) para —2 <x < 2.
(2 puntos)

c) Los puntos de la curva y =4—x* a menor distancia absoluta del punto (0, 2) para —2 <x < 2.
(2 puntos)
d) El area de la superficie por la que se ha movido la cuerda eléstica, es decir, el &rea comprendida
entre las curvas y=4—x*e y=2-|x| cuando-2<x<2. (4 puntos)

301 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Julio 2019 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

Soluciones

OPCION A

2X +3z=a

Problema A.1. Se da el sistema de ecuaciones < x—2y+2z=5 , donde a es un pardmetro real.
X—y+5z=a+1

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de o para los que el sistema es compatible y determinado. (4 puntos)
b) La solucion del sistema cuando o = —1. (3 puntos)
¢) El valor de a para que el sistema tenga una solucion (X, y, z) que verifique x+y+z=0.
(3 puntos)
a) La matriz de los coeficientes asociada al sistema es
2 0 3 2 0 3
A=|1 -2 2| condeterminante |A/=|1 -2 2/=-20-3+18+4=-1%0
3 -1 5 3 -1 5

Al ser el determinante de A no nulo el rango de la matriz de coeficientes es siempre 3 al igual
que el rango de la ampliada y el nimero de incdgnitas. El sistema es siempre COMPATIBLE
DETERMINADO.

b) Para a = — 1 el sistema es compatible determinado.

2X +3z=-1
El sistema queda {x—2y+2z=5 . Lo resolvemos con laregla de Cramer.
3X—-y+5z2=0
-1 0 3 2 -1 3
5 -2 2 1 5 2
x=0 -1 5=1O—15—2=7 y=3 0 5=50—6—45+5=_4
2 0 3 -1 2 0 3 -1
1 -2 2 1 -2 2
3 -1 5 3 -1 5
2 0 -1
1 -2 5
. 3 -1 0 :1—6+1O:_5
2 0 3 -1
1 -2 2
3 -1 5

2X +3z=«
c) Afadimos al sistema {x—2y+2z=5  unaecuacion mas x+y+z =0 Yy averiguamos el valor
3X—-y+5z=a+1
de a.
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X+y+2=0 Ecuacion 22 - 2 - Ecuacion 12| [ Ecuacién 32 - Ecuacion 12
2X +3z1=«a 2X +37 =« X -2y +2z =5
X—2y+2z=5 - -2x -2y -2z =0 -Xx -y -z =0
3X—-y+52=a+1 -2y +7 =« -3y +z =5

Ecuacion 42 - 3 - Ecuacion 12 X+ y+z=0

3x -y +bz =a+l -2y+1=a
ax 3y 82 =0 [T 3ysz-5 [
-4y +27 =a+l —4y+2z=a+1

2 - Ecuacioén 32 - 3 - Ecuacion 22| [Ecuacion 42 - 2 - Ecuacion 22

-6y +2z =10 -4y +27 =a+l
16y -3z =-3 4y 21 =-2a =
-z =-3a+10 0 =-a+l
X+ y+z=0
-2y+l=«
=
-z=-3a+10
O=-a+1

Para que este sistema tenga solucion debe cumplirse que la cuarta ecuacion sea cierta, es decir,

0=—a+1:>
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Problema A.2. Se da el plano 7 :2x+y+2z=8 Yy el punto P = (10, 0,10).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La distancia del punto P al plano . (3 puntos)
b) El area del triangulo cuyos vertices son los puntos A, B y C, obtenidos al hallar la interseccion del
plano & con los ejes de coordenadas. (4 puntos)
c) El volumen del tetraedro cuyos vértices son P, A, By C. (3 puntos)

a) Utilizamos la férmula de la distancia de un punto a un plano.

P(10,0,10) _ . |20+0+20-8 [32
= Distancia(P,7) = =|—u
m.2X+y+22-8=0 Ja+1+4 3

b) Hallamos los puntos de interseccion del plano i con cada uno de los ejes.
T.2X+y+22=8

_ y=0] {=2x=8=x=4= A(4,0,0)
eje OX —
z=0
T.2X+Yy+22=8
_ x=0] = y=8=B(0,8,0)
eje OY _)z—O

T.2X+y+22=8

x=0] r=2z=8=12=4=C(0,0,4)

y=0}
El area del tridngulo de vértices A, B y C es la mitad del modulo del producto vectorial de los
vectores que unen Acon By A con C.

eje0Z —»

AB=(080)-(400)=(480)] . . |' 1K _
- — ABxAC=|-4 8 0|=32i+32k+16j=(3216,32)
AC =(0,0,4)—(4,0,0)=(~4,0,4) 4 0 4

ABxAC| 321167132 48 _
2 2

Area triangulo ABC = 24 u?

c) El volumen del tetraedro es la sexta parte del valor absoluto del producto mixto de los vectores
que unen uno de sus vértices con los demas.

AB =(0,8,0)—(4,0,0)=(-4,8,0) 6 0 10
AC=(0,0,4)—(4,0,0)=(~4,0,4) = AP-(ABxAC)=|-4 8 0|=192+320=512
AP =(10,0,10)—(4,0,0) =(6,0,10) 0 4

Volumen del tetraedro = % =185,33u°

OTRA FORMA DE RESOLVER c)
El area del tetraedro PABC es la tercera parte del producto del area de la base (el triangulo ABC)
por la altura (distancia de P al plano definido por los puntos A, B 'y C).

p 24.%

Area ABC3 -d(P, 7) _ 33 _ 2:6 _[g5.330°

Volumen del tetraedro =
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3, 2 .
Problema A.3. Se da la funcion real / definida por h(x) = XX +ox—3 :

X2 +2X+5
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El dominio de la funcidn 4. Los limites lim h(x) y Iirrg h(x) . (1 + 2 puntos)
b) La asintota de la curva y =h(x) . (2 puntos)

c) La primitiva de la funcion 4 (es decir, Ih(x)dx) y el area de la superficie encerrada entre las

rectasy=0,x=1,x=5ylacurva y=h(x). (3 + 2 puntos)

x>+ x?+5x-3

a) El dominio de la funcion h(x) = son todos los numeros reales salvo los que

X?+2Xx+5
anulen el denominador.
—2+.J4— 24—
X2 +2X+5=0=x= 2+ 24 20 _—2% 16=Notienesolucic’m

El dominioes R.
Calculamos los limites pedidos.

3 2 3
. . XX +5x-3 . X .
lim h(x) = lim = lim — = lim x:

X—>+00 X—>+00 XZ +2X+5 X—>+00 ¥ X—>+00
. . X*+x*+5x-3 |-3
limh(x) =lim—; =|—
x>0 x>0 X°+2X+5 5

b) Esta curva no presenta asintotas verticales, pues su dominio es R . Tampoco presenta asintotas
X+ X +5x-3

horizontales, pues hemos visto que lim —; +00,
x>0 XT 4+ 2X+5
Solo nos queda averiguar si tiene asintota oblicua.
Asintota oblicua. y=mx+n.
x*+ x> +5x-3
. 2 X3+ x*+5x-3 . X
m= lim —X+2X+5  _ jim —— = lim = =1
X—>+o0 X x—>+o  X° 4+ 2X° +5X X—>-+o0 X3
3 2 2 2
i . X"+ X +5x-3 . + X"+ 35X -3 —2X° =
n= lim h(x)—mx = lim =—; —x:llmxa/ B\; A ~5x _
X400 x40 X4+ 2X+5 X—>-+0 X +2X+5
2 2
. —X° =3 . =X
=lim ——=Ilim —=-1

X—>+0 X2 +2X+5 xot+e X

La asintota oblicua es

c) Determinamos la primitiva de la funcién h.

3,2 _
[h(x)dx= f X+ X+ 9% =3 4y — (Realizamos la division)
X" +2X+5
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x> +x* +5x -3 |x*+2x+5

—x® —2x* -5x x -1
0 —x* 0 -3
x> 2x 5
0 2X  +2

Seguimos calculando la integral.

2
Ih(x)dx=fx—1+zzx—+2dx=.[xdx—jdx+jzzx—+2dx= X——x+|n(x2+2x+5)+C
X" +2X+5 X" +2X+5 2

X3 +x*+5x-3
X +2X+5
y =0 se cortan.

Para calcular el area pedida debemos comprobar si la funcion h(x) = y larecta

x*+x*+5x-3
X* +2X+5
No es facil resolver esta ecuacion, por Ruffini no sale solucidn.

=0=> X +x°+5x-3=0=>

Comprobemos si cambia de signo en el intervalo [1, 5].

x}+x*>+5x-3
x| ()= x> +2x+5

1 40
%>0
%>O
%>0
%>O

x*+x°+5x-3
X? +2X+5
el rea pedida es la integral definida de la funcion con limites de integracion 1y 5.

aa B~ w0

La conclusién es que la funcion h(x) = es siempre positiva en el intervalo [1,5] y

5.3, 2 _ 2 5
Area:J'X +2X OX=3 iy = X——x+|n(x2+2x+5) =
T XT+2Xx+5 2 )

—525|52105 121|1225—
—?—+n( + +)—E—+n(++)—

=%+In40+%—ln8: 8+In5u?
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OPCION B

1 4 X
Problema B.1. Se dan las matrices Az[ L 6) y X =[yj

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de a para los que la ecuacion matricial AX =aX solo admite una solucion.

(4 puntos)
b) Todas las soluciones de la ecuacion matricial AX =5X.. (3 puntos)

4
c) Comprobar que X = (J es una solucion de la ecuacion matricial AX =2X v, sin calcular la

H 100 100 4 — 4
matriz A% obtener el valor 8 tal que A L p nE (3 puntos)

a) Obtenemos el sistema de ecuaciones a partir de la ecuacion matricial.

1 4\(x X X+4y ax) X+4y=ax (1-a)x+4y=0
AX =aX = =q = = = =
-1 6)\y y —X+6y ay —X+6y=ay —x+(6—a)y:0

Este sistema tiene solucion Unica si el determinante de la matriz de los coeficientes es no nula.

l-«o 4 5 )
=6-ag-6a+a " +4=a"-Ta+10=0
-1 6-«
a—7—+3—5
a_?ir«/49—40_7i3_ 2
2 2 a=7_3=2
2

Tiene solucién Gnica cuandoes a#2 y a #5.

b) Resolvemos la ecuacion matricial que sabemos tendrd infinitas soluciones.

1-5)x+4y=0 Ax+4vy =0
AX:SX:( ) y }:> Y

= -X+y=0=x=
—x+(6-5)y=0 } g Y

-X+y=0

. X .
Las soluciones son X :[ ] para cualquier valor x € R
X

1 4)\(4 4+4 8 4 _, -
c) AX = = = =2| |=2X.Xes solucidn de la ecuacion.
-1 6){1 -4+6 2 1

Multiplicamos por la matriz A la ecuacion AX =2X
AX =2X = AAX = A2X = A’X =2AX =22X =2°X = A’X =2°X
Multiplico por la matriz A de nuevo.
AAX = A2°X = A°X =22 AX =22X =2° X = A’X =2°X

Repitiendo esta operacion las veces necesarias se llegaria a la igualdad:
APX =2"°X  por lo que el valor de B es 21%,
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Problema B.2. Se dan en el espacio larecta r :X_—a =l4 :é yelplano 7:x+2y+3z=6 .

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La posicion relativa de la recta r y el plano 7 en funcion de los parametros reales «< y .

(5 puntos)
b) La distancia entre larecta r y el plano m cuando < =6y § = 3. (3 puntos)
c) La ecuacion del plano que pasa por (0,0,0) y que no corta al plano . (2 puntos)

a) La posicion relativa de plano y recta depende, inicialmente, del vector normal del plano
n=(1,2,3) y el director de larecta v, =(-1,—4, /).

Calculamos su producto escalar, si este es cero los vectores son perpendiculares y por tanto
plano y recta son paralelos o la recta esta contenida en el plano, si es distinto de cero son
secantes.

v, n=(-1-4,5)(1,23)=-1-8+38=0= =3
Si B #3el producto escalar es no nulo y plano y recta son SECANTES. Se cortan en un punto.

Si 8 =3el producto escalar es nulo y debemos ver si son paralelos o la recta esta contenida en el
plano. Para ello comprobamos si el punto P. (a,0,0) de la recta esta contenida en el plano.

P(2,0,0)ex

=2>a+0+0=6=>a=06
T X+2y+32=6

Hay dos posibilidades:
Siendo B =3, si =6 larecta estd contenida en el plano. Si « # 6 la recta es paralela al plano.

b) Cuando o =6 y B =3 hemos visto que la recta esta contenida en el plano y por tanto la distancia
esO0.

c) Para que un plano no corte a otro deben de ser paralelos y por tanto deben tener el mismo vector
normal. El plano 7 :x+2y+3z =6 tiene vector normal n= (l, 2,3) , por lo que el plano pedido

tiene vector normal n = (1, 2,3) y pasa por el punto (0,0,0).

7 X+2y+3z+D=0
Pasa por (0,0,0)

}:>0+O+0+D=0:> D=0= |7 x+2y+3z=0
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Problema B.3. Un proyectil esta unido al punto (0, 2) por una cuerda elastica y tensa. El proyectil
recorre la curva y=4—x* de extremos (—2,0) y (2,0).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La funcion de la variable x que expresa la distancia entre un punto cualquiera (x,4—x°) de la

curva y=4—xy el punto (0, 2). (2 puntos)
b) Los puntos de la curva y=4—x* a mayor distancia absoluta del punto (0,2) para —2 <x < 2.

(2 puntos)
c) Los puntos de la curva y =4—x* a menor distancia absoluta del punto (0, 2) para —2 <x <2.

(2 puntos)
d) El area de la superficie por la que se ha movido la cuerda elastica, es decir, el area comprendida
entre las curvas y=4—x*e y=2-|x| cuando—2<x<2. (4 puntos)

a) Dibujamos la trayectoria del proyectil:

i I
1 T T
-2 -1 1

Le afiadimos la cuerda y nos queda la situacion

Expresemos la distancia del punto (0,2) a uno cualquiera de la grafica (X,4—Xx?).

f (x) =distancia ((0,2), (x,4-x* ) = \/(x—o)z +(4-x? _2)2 -

:JxZJr(Z—xz)2 =X 4+ X —4x% =X —3x2 + 4

b) Hallamos el maximo de f(x) usando la derivada.

3 _ 3
F(X) =X B 14 = f ()= X X K
X =3 +4 X' —3x2+4

Igualamos a cero la derivada
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3_
Fr =0 —2X 3% 0o ox_3x=0=
VXt =3x* +4
x=0
x(2x2—3):0:>

2x2—3:o:>x2:g:>x:i\ézﬂ,22

VVeamos que ocurre en los intervalos en que se divide el intervalo [-2, 2].

En {—2, —\EJ tomamos el valor x = -1,5. La derivada vale

2(-1,5)* -3(-1,5 _ g
( ) ( ) = 2’25<0.La funcion decrece.

J(-15)'-3(-15) +4 ¥

f'(-15)=

3
e En —\/g, OJ tomamosx =-1 > f (-1) = 2(_1) —3CY :l > 0. La funcion crece.
2 JED -3(-1 +4 F

2(1)° -3( -
e En|OQ, 3 tomamosx=1-> f (1) = E) (2) =—l<0.Lafuncién decrece.
2 JO)' =30 +4 7
] 2(1,5)’-3(1,5 _
e En §,2 tomamosx =1,5-> f'(1,5) = (L5) -3¢5) :2’25>0.LafunC|()n

2 J(-L5)' -3(-15) +4  *
crece.

El esquema que representa el crecimiento y decrecimiento de la funcion es:

— -1/*\1*/3*
3 ’ i

_ \f :
La maxima distancia estaria en x = 0 (maximo local) o en los extremos x = -2 o en x = 2.
En el dibujo inicial se aprecia que la distancia es mayor en x =2y en x = -2, comprobémaoslo.

F(-2)=\(-2)' -3(-2)' +4=16-12+4=1B

£(0)=0* ~3(0) +4 =4

1(2)=4(2)' -3(2)° +4 =16-12+4 =B

La méxima distancia se produce en los puntos (2,0) y en (-2,0).

(]|

c) La minima distancia se produce en X = —E yen X= \/g como se ha comprobado en el

apartado anterior.
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2 2
/3 3 3 5 3 3 3 5
Como y(—,[=)=4—-|—|=| =4——==—; —)=4—| |- | =4——==—
A 2) 2 2 2 o 2) 2 2 2
35 35
Los puntosson | —, [—,= | Y | /=, —
2 2 2 2

d) Dibujamos la region de la cual queremos hallar el area.

y 2+X si —2<x<0 - :
La funcién y = 2—|x| = 5 - 5 Por lo que dividimos el recinto en dos partes.
—X sI O<x<

<}
o

el

L

3
Tepeteretetateruten,
TESATOTEaTeT RS,
o
A
e .,

0 2
Area = I4—x2—(2+x)dx+j4—x2—(2—x)dx:
-2 0

0 2 3 27 3 22
=J2—x2—xdx+I2—x2+xdx= ox— XX x| -
° 0 3 2, 3 2|
3 02 3 (92 3 2 302
0.0 0] [pp €2 D] [y @, @] [0 0, 0]
3 2 3 2 3 2 3 2
_4-8,0,4.8,9 9y 163616120
3 3 3 3 3

OTRA FORMA DE HACERLO.
Aprovechando la simetria y sencillez de la figura
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la calculamos con una integral definida y la segunda con la férmu

un tridngulo de base 4 y altura 2.

area primera

3

El

Area bajo la parabola es

2 P

Base- Altura 4-2

-7

El area del triAngulo es Area

2

—u
3

20

16 _
3

da es 16—136—4:12—

El area ped
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N
SISTEMA UNIVERSITARI VALENCLA
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PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD
CONVOCATORIA: JUNY 2019 CONVOCATORIA: JUNIO 2019
Assignatura: MATEMATIQUES Il Asignatura: MATEMATICAS I

BAREMO DEL EXAMEN:
Se elegira solamente UNA de las dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y aproximada a las centésimas.
Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar calculo simbolico ni
almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice 0 no la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan
estar siempre debidamente justificados.

OPCION A
1 0 a

Problema A.1. Se dan la matriz A=| -2 a+1 2|, que depende del pardmetro real a, y una
-3 a-1 a

matriz B de orden 3 tal que B? :% | —2B , siendo | la matriz identidad de orden 3.

Obtener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado:
a) El rango de la matriz A en funcion del parametro a y el determinante de la matriz 2A™

cuando a=1. (2+2 puntos)
X -1
b) Todas las soluciones del sistema de ecuaciones Al y |=| 2 | cuando a=-1 (3 puntos)
z 0
¢) La comprobacién de que B es invertible, encontrando m y n tales que B =mB+nl .
(3 puntos)
. ) X—=Vy+ 3=0 7-2
Problema A.2. Consideremos en el espacio las rectas r: yS:iXx=y+l=——
2X—2+3=0 2
Obtener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado:
a) La ecuacidn del plano que contiene a las rectas r y s. (3 puntos)

b) La recta que pasa por P(O,—l, 2) y corta perpendicularmente alarectar. (4 puntos)

c) El valor que deben tener los parametros a y b para que la recta s esté contenida en el plano
mriXx—2y+az=b. (3 puntos)

Problema A.3. Se considera la funcion f(x) = xe X .

Obtener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado:
a) Las asintotas, intervalos de crecimiento y de decrecimiento, asi como los maximos y minimos

relativos de la funcion f (x). (3 puntos)

b) La representacion grafica de la curva y = f (x) . (2 puntos)

c) El valor del parametro a para que se pueda aplicar el teorema de Rolle en el intervalo [0,1] a
la funcion g(x) = f (x) +ax. (1 punto)

d) El valor de las integrales indefinidas If(x)dx , J'xe’xdx : (4 puntos)
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OPCION B

X+y+z=4
Problema B.1. Se da el sistema <3x+4y+5z=5 , donde a es un parametro real.
7X+9y+1lz=a

Obtener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de a para los que el sistema es compatible y los valores de a para los que el

sistema es incompatible. (4 puntos)
b) Todas las soluciones del sistema cuando sea compatible. (4 puntos)
c) Ladiscusion de la compatibilidad y determinacion del nuevo sistema deducido del anterior al

cambiar el coeficiente 11 por cualquier otro nimero diferente. (2 puntos)

Problema B.2. Sea = el plano de ecuacion 9x+12y +20z =180 .
Obtener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado:
a) Las ecuaciones de los dos planos paralelos a © que distan 4 unidades de 7. (4 puntos)
b) Los puntos A, B y C interseccidn del plano © con los ejes OX, OY y OZ y el angulo que
forman los vectores AB y AC . (4 puntos)
c) El volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen O de coordenadas y los puntos A, By
C. (2 puntos)

Problema B.3. Las coordenadas iniciales de los méviles Ay B son (0,0) y (250,0),
respectivamente, siendo 1 km la distancia del origen de coordenadas a cada uno de los puntos (1,0)

y (0,1). EI mdvil A se desplaza sobre el eje OY desde su posicidn inicial hasta el punto (OS—ZSJ

con velocidad de 30 km/h y, simultaneamente, el movil B se desplaza sobre el eje OX desde su
posicion inicial hasta el origen de coordenadas con velocidad de 40 km/h.
Obtener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado:

a) Ladistancia f (t) entre los moviles A 'y B durante el desplazamiento, en funcién del a tiempo
t en horas desde que comenzaron a desplazarse. (2 puntos)

b) El tiempo T que tardan los méviles en desplazarse desde su posicion inicial a su posicion
final, y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion f a lo largo del trayecto.

(4 puntos)
c) Los valores de t para los que la distancia de los moviles es maxima y minima durante su
recorrido y el valor de dicha distancia. (4 puntos)
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Soluciones
1 0 a
Problema A.1. Sedanlamatriz A=| -2 a+1 2|, que depende del pardmetro real a, y una
-3 a-1 a

matriz B de orden 3 tal que B® :% | —2B , siendo | la matriz identidad de orden 3.

Obtener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado:
a) El rango de la matriz A en funcion del parametro a y el determinante de la matriz 2A™" cuando

a=1. (2+2 puntos)
X -1

b) Todas las soluciones del sistema de ecuaciones A| y |=| 2 | cuando a=-1 (3 puntos)
z 0

¢) La comprobacién de que B es invertible, encontrando m y n tales que B™*=mB+nl . (3 puntos)

a) Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

1 0 a
|Al=|-2 a+l 2 :a(a+1)+0—2a(a—1)—[—3a(a+1)+0+2(a—1)]:
-3 a-1 a

=a2+a—2a2+2a—[—3a2—3a+2a—2}:—a2+a+2a—[—3a2—a—z]z
=-a’+a+2a+3a’°+a+2=2a"+4a+2
|A|:O:>2a2+4a+2:0

Simplificando = a*+2a+1=0=a=——— " =——=-1

Caso 1. Sia #-1.
|A|#0 y por tanto rango de A es 3.

Caso 2. Sia=-1.
|A| =0. El rango de A no es 3, debe ser menor. La matriz A queda
1 0 a 1 0 -1
A=-2 a+l 2|=|-2 0 2
-3 a-1 a -3 -2 -1
De la cual podemos extraer un menor de orden 2 no nulo, como

1 0 -1
0 2
A=-2 0 2 |=> =4+0
-2 -1
-3 -2 -1

El rango de A es 2

Ademas, piden el calculo del determinante de la matriz 2A™" cuando a=1.
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1 0 a 1 01
Sia=1entonces A=|-2 a+l 2|=|-2 2 2]|.
-3 a-1 a -3 0 1

Tenemos dos formas de proceder: La primera es aplicando propiedades de los determinantes y la
segunda es calculando el valor de la matriz 2A™ y averiguar el valor de su determinante.

La primera via:

2A™ es una matriz 3x3, luego ‘ZA’l‘:Z:‘“A’l‘:S-i: . 8 __8 .8
|Al 2a’+4a+2 2+4+2 8
La sequnda via:
Como |A|=2a’+4a+2=8=0 podemos calcular la inversa de A.
1 01 1 -2 -3
A=[-2 2 2|=A"={0 2 O
-3 01 1 2 1
2 0 00 0 2
+ -~ +
2 1 11 1 2
2 4 po-g p o[22
Adj(AT)= - + _ |4 a4 -2
2 1 1 1 1 2
6 0 2
-2 -3 1 -3 1 -2
+ - +
2 0 0 O 0 2
2 0 -2
A s 0 s
Adj( AT 6 0 a
AN =|-1/2 1/2 -1/2
A 8
3/4 0 1/4
1/4 0 -1/4) (1/2 0 -1/2
Asi tenemos que 2A™'=2| -1/2 1/2 -1/2|=| -1 1 -1
3/4 0 1/4 3/2 0 1/2
1/2 0 -1/2 . ;
Su determinante vale [2A™=| -1 1 -1 :1+0+0_[_Z+0+0}=%+Z=%=1
3/2 0 1/2
1 0 a 1 0 -1
b) Si a=-1entonces A=| -2 a+l1 2|=|-2 0 2
-3 a-1 a -3 -2 -1
X -1 1 0 -1)x -1
Cuando a=-llaecuacion: Al y |=| 2 |queda|-2 0 2 |ly|=]| 2
z 0 -3 -2 -1)\z 0
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Tenemos dos formas diferentes de resolver este sistema: La primera es multiplicando las
matrices y resolviendo el sistema de ecuaciones resultante y la segunda es hallando la inversa de

X -1 X -1 X -1
lamatriz Ay la solucionseria Al y |=| 2 |[=>A7A|y |=A" 2 |[=|y|=A" 2
z 0 z 0 z 0
La primera via:
1 0 -1)x -1 X—12 -1
-2 0 2|ly|=| 2 |=| -2x+27z |=| 2
-3 -2 -1)\z 0 —-3X-2y-1 0
x-z=-1 2(2-1)+22=2 }
—2X+22=2 =>x=z-1=
3x_2y-2=0 -3(z-1)-2y-z=0
—22+2+271=2 —271+2+271=2 2=2
—32+3—2y—z:0}3—32+3—2y—z:0}:>—2y—4z:—3}
—2y:4z—3:y:4Z;3
X=z-1
La solucién es y = 42-3
Z=1
La sequnda via:
-1 X -1
Alyl=| 2 |=|y|=A" 2
z 0 z 0
1 0 -1
SiA=|-2 0 2 |=|A=0+0-4-[0+0-4]=0
-3 -2 -1

Esta segunda via no es posible, ya que no podemos calcular la inversa de A.

¢) Tenemos que la matriz B es de orden 3x3 y ademas B* = % 1 -2B.
Si juntamos las matrices B: B> +2B = % I

Si multiplicamos por 3: 3B* + 6B :gl =3B*+6B=1

Sacando factor comtn: 3B*+6B=1=B(3B+61)=]
Y por definicion de la matriz inversa tenemos que B =3B +6l .

Los valores buscados sonm=3yn=6.
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. . X—-y+ 3=0 7—2

Problema A.2. Consideremos en el espacio las rectas r: yS:Xx=y+l=——
2Xx-2+3=0 2

Obtener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado:
a) La ecuacidn del plano que contiene a las rectas r y s. (3 puntos)
b) La recta que pasa por P(O, -1, 2) y corta perpendicularmente a la recta r. (4 puntos)
c) El valor que deben tener los parametros a y b para que la recta s esté contenida en el plano
TiX—2y+az=>b . (3 puntos)

a) Estudiemos la posicion relativa de ambas rectas. Para ello determinamos sus vectores directores
y algun punto derys.
X—y+3=0 x=y-3 X=y-3 z-3
; =T =T 7-3=>r:X=y-3=——
2x-2+3=0 2X=2-3 X:T 2

x-0 y-3 z-3
1 1 2

r

La recta r tiene como vector director vT =(1,1,2) y pasa por el punto P, (0, 3, 3)
x-0 y+1 z-2

La recta s:x=y+1=z;22 esde laforma s:

1 2
Tiene como vector director \7S =(1,1,2) y pasa por el punto P, (O, -1, 2)

Como tienen el mismo vector director las rectas son paralelas y la situacién es:

Por tanto, el plano que las contiene tiene como vectores directores v, =V, =(1,1, 2) y el vector
PP, =(0,-12)—(0,3,3)=(0,—4,-1) y pasa por el punto P, (0,3, 3). Su ecuacion es:

x-0 y-3 z-3
i 1 1 2 |=0=>7:-x+0-4(z-3)-[0-y+3-8x]=0=
0 -4 -1

=>r.-X-474+12+y-3+8X=0=>7:7Xx+y—-4z+9=0

b) Para determinar la recta que pasa por P y corta perpendicularmente a la recta r empezamos
hallando el plano perpendicular a r y que pasa por P.
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Este plano tiene como vector normal el director de la recta v, = (1,1, 2), asi el plano tiene
ecuacion z:x+y+2z+D=0.Como pasa por P tenemos:

T X+y+22+D=0

=0-1+22+D=0=>3+D=0=D=-3
P(O,—1,2)e7z'

El planoes 7:x+y+2z-3=0.
X—y+3=0

Hallamos el punto Q de corte del plano 7 :x+y+2z—-3=0 con larecta r: :
2X—2+3=0

X=y+3=0—>x=y-3
2x—2+3=0

{2(y—3)—z+3:0 {2y—z—3:0
= =
X+y+2z-3=0

y—3+y+2z-3=0 (2y+2z-6=0

Cambiamos el signo a la segunda ecuacion y las sumamos.
2y—-2-3=0
—2y-22+6=0=>-3z=-3=1z=1
0 -3z+3=0

Sustituyendoen 2y—z-3=0=2y-1-3=0=2y=4=y=2
Volviendo a sustituiren x=y-3=>x=2-3=-1
El punto de corte de la recta r y el plano 7 tiene coordenadas Q(—l, 2, 1) .

La recta t que se nos pide hallar es la que pasa por P(O,—l, 2) y Q(—l, 2, 1). Tiene como vector
director PQ =(-1,2,1)—(0,-1,2) =(-1,3,-1), su ecuacion es:

P(O,—1,2) } X y-l-l -2
. = J -
PQ=(-13,-1) 3

z2-2 . .
Paraquelarecta s:x= y+1:T esté contenida en el plano 7 :x—2y+az =b deben de

ocurrir dos cosas:
El punto P(O,—l, 2) de la recta s debe estar en el plano y el vector director de la recta

\7S =(1,1, 2) debe ser perpendicular al normal del plano.
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n=Ax+By+Cz+D =0

Primero:
P(0,-12) pertenecean}
=0+2+2a=b=b=2a+2
miX—2y+az=>b
Segundo:
v=(L12)
n=(1-2a) =(112)(1-2,a)=0=>1-2+2a=0=>2a=1= a=%

v, L n— v,-n=0
Sustituyendo en la primera ecuacion tenemos: b=2a+2=b=1+2=3

Los valores pedidossona=0.5y b =3.
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Problema A.3. Se considera la funcion f(x) = xe X .

Obtener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado:
a) Las asintotas, intervalos de crecimiento y de decrecimiento, asi como los maximos y minimos

relativos de la funcion f (x). (3 puntos)

b) La representacion grafica de la curva y = f (x). (2 puntos)

c) El valor del parametro a para que se pueda aplicar el teorema de Rolle en el intervalo [0,1] ala
funcion g(x) = f (x) +ax. (1 punto)

d) El valor de las integrales indefinidas I f(x)dx , jxe‘xdx . (4 puntos)

X

XZ

a) El dominio de la funcion f(x) = xe ¥ = es R . No presenta discontinuidades.

Asintota vertical: La funcién no presenta al no anularse el denominador.

Asintota horizontal: calculamos su limite cuando x tiende a infinito y a menos infinito.

. X o g A . 1 1

lim — = 2 _ Indeterminacion (Regla de L'Hopital) = lim —/—=—=0
X—>+00 eX o0 X—>+00 eX '2X o0

. X o L, NI . 1 1

lim — = — = Indeterminacion (Regla de L'Hopital) = lim ———=—=0
X——0 X e x>-o aX 9% 0

La asintota horizontal es y =0

Asintota oblicua: Como tenemos asintota horizontal no puede haber oblicua.
Para estudiar el crecimiento determino la expresion de la derivada.
f)=xe™ =" (x)=1e™ +x(-2x)e™* =(1-2x*)e™*
La igualamos a cero:
1-2x*=0=1=2x" =%’ :%: x=i\/%=i0,707

f’(x)=0:>(1—2x2)e‘X2 =0={ o

e =0; Esto no es posible

Situando estos puntos criticos sobre la recta real y valorando la derivada antes del menor, entre
ellos y después del mayor, podremos determinar el comportamiento de la funcion.

. 1
e Enelintervalo [—oo, —\/;J tomamos el punto —1 y calculamos

f(-1)= (1— 2(-1)° )e‘(‘l)2 =(-1)e'= —% <0. En este intervalo la funcion decrece.

. 1 1
e Enelintervalo {—\/; +\/;] tomamos el punto 0 y calculamos

f(0) =(1—2 : Oz)e’02 =(1)e® =1>0. En este intervalo la funcién crece.
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. 1
e Enelintervalo (\/; +ooJ tomamos el punto +1 y calculamos

fr@)=(1-20")e " =(-1)e"' = _1 0. En este intervalo la funcién decrece.
e

La funcion sigue el esquema del dibujo siguiente.

La funcidn presenta un minimo en X = —\/% =-0,707 y un maximo en X = \/% =0,707.

. 1 1 i 1 1
Decrece en los intervalos | —co, — > y E,+oo . Crece en el intervalo | — §,+ 3

b) Realicemos una tabla para hacer su representacion grafica:
X y=xe*
-2 | -2/e*=-0,036

1) Le ;_0’36 y utilizando los datos de las asintotas y maximos y minimos obtenidos

1/e=0,36
2/e*=0,036

c) La funcion queda g(x)= f(x)+ax= xe™ +ax

www.ebaumatematicas.com
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Esta funcion es continua en el intervalo [0,1] al ser suma de funciones continuas, es derivable al
ser suma de funciones derivables y la tercera condicion para aplicar el teorema de Rolle es que

9(0)=g() > 0e % +a0=1e "’ +al=0=e'+a=>a=—
e

-1 ., . .
Para a=— la funcion g(x) cumple las condiciones para poder aplicar el teorema de Rolle en el
e

intervalo [0,1].

—x2 1 —x? 1 —x?
d) La primera integral es inmediata J f(x)dx = _[XG dx = —2.[—2X€ dx=—e" +C
Para el calculo de la segunda integral utilizamos el método de integracién por partes.

Integramos por partes
_[xe‘xdx ={U=x=du=dx = x-(—e‘x)—j—e‘xdx =

dv=edx=v= je‘xdx =—e

=—xe "+ ‘[e*de =—xe*—e*+C
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X+y+z=4
Problema B.1. Se da el sistema <3x+4y+5z=5 , donde a es un pardmetro real.
7X+9y+1lz=a

Obtener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de a para los que el sistema es compatible y los valores de a para los que el sistema

es incompatible. (4 puntos)

b) Todas las soluciones del sistema cuando sea compatible. (4 puntos)

c) La discusion de la compatibilidad y determinacion del nuevo sistema deducido del anterior al

cambiar el coeficiente 11 por cualquier otro nimero diferente. (2 puntos)
X+y+z=4

a) Estudiamos la compatibilidad del sistema <3x+4y+5z =5 en funcién del parametro a.
7X+9y+1lz=a

1 1 114
La matrizampliada asociadaes |3 4 5 |5
7 9 11|a

Utilizando el método de Gauss:

3 3 3|-12 (11 1| 4
Fila2a—2-Filal2> 3 4 5
0 1 2 \ 7 7 9 11| a

a1
U
o
[EEN
N
|
\'

7 -7 —7| -28 11 1 4
Fila32—7-Filal2> 7 9 11 a =|0 1 2| -7
0 2 4 \—28+a 0 2 4|-28+a

0 2 —4| 14 11 1 4
Fila3®—2-Fila22>0 2 4 |-28+a=|0 1 2| -7
0 0 O \—14+a 0 0 0|-14+a

X+y+z=4
El sistema triangular equivalente al inicial es: y+2z=-7
0=-14+a

Este sistema solo es compatible si —14 + a = 0, es decir a = 14.

Casol.a=14.
X+y+z=4
. . L . X+y+z=4
El sistema queda y+2z =-7. Este sistema es compatible indeterminado { 97 =7
+272=—
0=0 y
Caso 2. a # 14.
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X+y+z=4
El sistema triangular equivalente al inicial es: y+2z=-7 La tercera ecuacion es una
0=-14+a

igualdad imposible y por tanto el sistema es incompatible.

Utilizando los rangos

1 1 1|4
La matriz ampliada asociadaes |3 4 5 |5
7 9 1l |a
11 1
La matriz de coeficienteses A=|3 4 5 |y su determinante vale
7 9 11
11 1
|Al=[3 4 5|=44+35+27—(28+33+45)=106-106=0
7 9 11

El rango de la matriz A no es 3. Su rango es 2 ya que hay un menor de orden 2 no nulo

11
=4-3=1+#0

3 4
11 1|4

Y la matriz ampliada asociada al sistemaes Am=|3 4 5 | 5. Si consideramos el menor de
7 9 11|a

orden 3 formado por la 28, 32 y 42 columna obtenemos

1 1 4

4 5 b5|=5a+45+176—(180+4a+55)="5a+221-235—-4a=a—14
9 11 a
Igualandolo a cero 2 a— 14 = 0 - a = 14, nos surgen dos posibilidades:

Caso 1.a=14. Rango de A =2 y rango de Am = 2 < n° de incdgnitas=3. El sistema es
compatible indeterminado.

Caso 2. a # 14. Rango de A =2 y rango de Am = 3. Como son distintos el sistema es
incompatible.

X+y+z=4
b) El sistema es compatible cuando a = 14. Queda de la forma: <3x+4y+5z=5
7X+9y+11z =14
que aplicando el método de Gauss como ya se ha hecho nos queda un sistema que resolvemos.

X+y+z=4
X+y+z=4
y+2z=-7= =>X-22-7T+71=4=x=12+11
0=0 y=-22-7

325 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Junio 2019 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

x=z+11
Las soluciones son y=-2z-7
1=1

c) Si vamos a sustituir 11 por cualquier otro valor pasamos a un parametro b. Asi queda:
X+y+z=4
3X+4y+5z2=5
7X+9y+bz=a
En este caso el determinante de la matriz de los coeficientes queda dependiente de dicho valor:
111
|A|=|3 4 5/=4b+35+27-(28+3b+45)=b-11
7 9 b
Igualandolo a cero, nos salen dos casos distintos:

Casol.b=11.
Ya estudiado en los apartados anteriores

Caso2.b#11

Rango de A es 3, el rango de la ampliada también es 3 igual que el nGmero de incdgnitas. El
sistema es compatible determinado.
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Problema B.2. Sea = el plano de ecuacion 9x+12y +20z =180 .

Obtener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado:

a) Las ecuaciones de los dos planos paralelos a m que distan 4 unidades de 7. (4 puntos)

b) Los puntos A, B y C interseccion del plano & con los ejes OX, OY y OZ y el angulo que forman

los vectores AB y AC. (4 puntos)
c) El volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen O de coordenadas y los puntos A, By C.
(2 puntos)

a) Un plano paraleloa 7 :9x+12y+20z-180=0 tiene el mismo vector normal y su ecuacion seria
7:9x+12y+20z+ D =0. Al ser paralelos la distancia entre ellos es la distancia de un punto de

ellos al otro plano. Tomamos un punto de m, por ejemplo, tomamos el valor x =0 ey =0 por lo
que queda 20z =180=z=9. Un punto de w es P(0, 0, 9) y la distancia al plano paralelo n" es:

. . |90+120+209+D|
Distancia(z, 7") = Distancia(P, z") = =
V9?2 +127 + 207
_ [180+D|  [180+D| [180+D)|
- /B1+144+400 625 25

Como debe ser 4, se cumple:

180+ D=100= D =-80
180+ D=-100= D =-280

B80+D]_,_, ngo-s D|:100:{

Las ecuaciones de los dos planos pedidos son:
r
T

/ 7
A i

7:9x+12y+20z2-80=0 Yy 77:9x+12y+20z-280=0

x=0
y=0
Los puntos de corte se obtienen resolviendo los sistemas de ecuaciones correspondientes:
Punto de corte de © con eje OX:

9x+12y+20z-180=0
y=0 = 9Ix+0+0-180=0=9x=180 = x =20 El punto es A(20,0,0)

z=0

.y el OZ tiene ecuacion {

z=0

b) El eje OX tiene ecuacion {y , el QY tiene ecuacion {

Punto de corte de m con eje OY:

327 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Junio 2019 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

9x+12y+20z-180=0
x=0 = 0+12y+0-180=0=12y =180 = y =15 El punto es B(0,15,0)
z=0

Punto de corte de m con eje OZ:
9x+12y+20z-180=0
x=0 = 0+0+20z2-180=0= 20z =180 = z =20 El punto es C(0,0,9)
y=0

Los vectores pedidos tienen coordenadas AB = (0,15,0)—(20,0,0) =(-20,15,0) y

AC =(0,0,9)—(20,0,0) = (-20,0,9) .

El angulo entre ellos se obtiene con la formula del producto escalar.

_ AB-AC _ (=20,15,0)-(-20,0,9) _ 400
|AB||AC| /20%+152/20% +9* 25481

(E,Tc)zarccos[ 400 j:43,15°

25/481

COS(KB,E)

c) El volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen O de coordenadas y los puntos A, By C se
obtiene por la formula del producto mixto. Previamente calculamos los vectores OA = (20,0,0) ,

OB =(0,15,0) y OC =(0,0,9) .

— = —— 20 0 O
OA,0B,0OC 15.
Volumen del tetraedro = % _1 0 15 0|= 20;659 =450 u®
0O 0 9

OTRA FORMA DE RESOLVERLO

Como O es el origen de coordenadas y los puntos A, B y C estan en los ejes de coordenadas el
angulo que forman las aristas OA, OB y OC es de 90°. El volumen del tetraedro que determinan
los cuatro puntos es la sexta parte del producto de las distancias de O a cada uno de los otros
puntos.

Volumen del tetraedro = @ =450 u®
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Problema B.3. Las coordenadas iniciales de los moéviles Ay B son (0,0) y (250,0),
respectivamente, siendo 1 km la distancia del origen de coordenadas a cada uno de los puntos (1,0)

y (0,1). EI mdvil A se desplaza sobre el eje OY desde su posicidn inicial hasta el punto (Os—?j

con velocidad de 30 km/h y, simultaneamente, el movil B se desplaza sobre el eje OX desde su
posicion inicial hasta el origen de coordenadas con velocidad de 40 km/h.
Obtener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado:

a) Ladistancia f(t) entre los moviles Ay B durante el desplazamiento, en funcién del tiempo t en

horas desde que comenzaron a desplazarse. (2 puntos)
b) El tiempo T que tardan los moviles en desplazarse desde su posicion inicial a su posicion final, y
los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion f a lo largo del trayecto. (4 puntos)
c) Los valores de t para los que la distancia de los mdviles es maxima y minima durante su

recorrido y el valor de dicha distancia. (4 puntos)

a) La posicién del punto B al pasar 1 hora es B, (250—40, 0).
La posicion del punto B al pasar t horas es B, (250—40t, O).
La posicion del punto A al pasar 1 horaes A (0, 30).

La posicion del punto A al pasar t horas es A (0, 30t).

[ Y\ 1001
[ 375 1904

V2 gt

1704
1604
As 450

140

130+
As 120

Distancia cuando han pasado 5 horas

Distancia cuando han pasado 4 horas

Distancia cuando han pasade

Distancia cuando han pasado 2 horas

\ Distancia cuando ha pasado 1 hora
! ! o 1

L L L L L L L L L L L L L L L
A 10 20 30 40 30 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200 210 220 230 240 2
Bs B Bs B: B:

260

L

i
=

=~}

La distancia entre los puntos al pasar t horas es el modulo del vector que los une:

AB, =(250-40t, 0)—(0, 30t)=(250-40t,—30t)

AB]= J(250-40t)’ +(~30t)" = /62500 +1600t” — 20000t + 900t” =

— /2500t — 20000t + 62500 = \/100 (25t2 — 200t + 625) =

329 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Junio 2019 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

- \/2500(t2 ~8t+25) =50V/t* ~8t +25

La funcion que expresa la distancia entre los dos puntos es f (t) = 50+/t> —8t + 25

b) El mévil A cuando pasan t horas tiene posicién A (0, 30t). Llega a (03—;5] cuando

35 =30T = 375=60T =T = 375 =6+ 15 =6 horas y cuarto
2 60 60

El mévil B cuando pasan t horas tiene posicion B, (250—40t, 0). Llegaa (0,0) cuando

250-40T =0=40T =250=T =@=6+E=6+1:6 horas y cuarto
40 40 4

La funcion f(t) esta definida de 0 a 6.25 h.
Estudiemos su variacién. Para ello utilizamos la derivada:

f(t)=50Vi 81425 = f " (t)=50_ =8  _ 100t-400 _ 50t—200
NP —8t+25 28125 P —8t+25

f'(t)=0:>M:O:>50t—200:0:>t=%:4h

Jt2—8t+25
VVeamos que ocurre antes, entre y después del punto critico que exista a las 4 horas.

502-200  -100

e En (0,4) tomamos el valor 2 y f'(2):m_ \/_

505-200

e En (4,6.25) tomamosel valor5y f~(5)=
J5> -85+ 25 J_

L~

67)11

< 0. La funcion decrece.

> 0. La funcion crece.

La funcion decrece de 0 a 4 horas y crece de 4 a 6.25 horas

c) Utilizamos el esquema anterior.
La distancia es minima en t = 4 horas y esa distancia es:

f (4) =5074% —84+ 25 = 50416 —32 + 25 = 50-3 =150 km

La distancia minima se produce a las 4 horas y es de 150 km.
La distancia maxima debe estar en uno de los extremos del intervalo [0, 6.25]

t= 0= f(0) =504/0> —80+25 =505 = 250 km

t= 6,25= f(6,25) =504/6,25? —86,25+25 =187,5 km

La distancia maxima se produce a las 0 h (al comenzar) y es de 250 Km.
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CONVOCATORIA: JULIOL 2018 CONVOCATORIA: JULIO 2018
Assignatura: MATEMATIQUES Il Asignatura: MATEMATICAS I

BAREMO DEL EXAMEN:

Se elegira solamente UNA de las dos OPCIONES, A o0 B, y se han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y aproximada a las centésimas.
Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar calculo simbdlico ni
almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice 0 no la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan
estar siempre debidamente justificados.

OPCION A
X+ y =1
Problema A.1. Se tiene el sistema de ecuaciones < (a—1)y+z=0 , donde a es un

x + ay+(a-1)z=a

parametro real. Se pide obtener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento
utilizado:

a) Los valores del pardmetro a para los cuales el sistema es compatible (5 puntos).
b) Las soluciones del sistema cuando a =1 (3 puntos).
c) La solucion del sistema cuando a = 0 (2 puntos).

x=2y=0

Problema A.2. Se tiene el plano 7:x—y+z-3=0, la recta s:{ y el punto A(1,1,1).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La recta que pasa por A, corta a la recta s y es paralela al plano (4 puntos).
b) El plano que pasa por A, es perpendicular al plano = y paraleloa larectas (3 puntos).
c) Discute si el punto (3,2,1) esta en la recta paralela a s que pasa por (5,3,1) (3 puntos).

Problema A.3. Consideremos la funcién f(x) =ax® +bx*+cxcos(zx) que depende de los

parametros a, b, ¢. Obtener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado:
a) La relacion entre los coeficientes a, b, ¢ sabiendo que f(x) toma el valor 22 cuando x = 1
(2 puntos).
b) La relacion que deben verificar los coeficientes a, b, ¢ para que sea horizontal la recta tangente
alacurvay = f(x) en el punto P de dicha curva, sabiendo que la abscisa del punto P esx = 1.
(4 puntos).

c) I:XCOS(H’X) dx (4 puntos).
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OPCION B

Problema B.1. Resolver los siguientes apartados, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:
a) Dadas A y B, matrices cuadradas del mismo orden tales que AB = Ay BA =B, deducir que
A=Ay B°=B (4
puntos).

10
b) Dada la matriz A= {0 O] se pide encontrar los parametros a, b para que la matriz

a o0
B= L b} cumplaque B>=B pero AB=AYy BA=B (2 puntos).
x 1 0
c) Sabiendo que |y 2 1|=3, obtener razonadamente el valor de los determinantes
z 3 2
2x 1 0 x+1 1
2y 2 1llyl|ly+3 2 (4 puntos).
2z 3 2| |z+5 3
X+y=3 ) o
ProblemaB.2. Dada larecta r: X+dy_z7=8 se pide obtener razonadamente, escribiendo todos
los pasos del razonamiento utilizado:
a) Las ecuaciones paramétricas de la recta r (3 puntos).
b) La ecuacion del plano  que es paralelo a r y pasa por los puntos (5,0,1) y (4, 1, 0)
(4 puntos).

c) La distancia entre la recta r y el plano m obtenido en el apartado anterior (3 puntos).

Problema B.3. Dentro de una cartulina rectangular se desea hacer un dibujo que ocupe un rectangulo
R de 600 cm? de area de manera que:

Por encima y por debajo de R deben quedar unos margenes de 3 cm de altura cada uno. Los margenes
aizquierda y a derecha de R deben tener una anchura de 2 cm cada uno.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El area de la cartulina en funcidn de la base x del rectdngulo R (3 puntos).
b) El valor de x para el cual el area de la cartulina es minima (5 puntos).
c) Las dimensiones de dicha cartulina de area minima (2 puntos).

332 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Julio 2018 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

Soluciones
OPCION A
X+ y =1
Problema A.1. Se tiene el sistema de ecuaciones (a—l) y+z=0 , donde a es un

x + ay+(a-1)z=a

parametro real. Se pide obtener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento
utilizado:

a) Los valores del parametro a para los cuales el sistema es compatible (5 puntos).
b) Las soluciones del sistema cuando a =1 (3 puntos).
c) La solucion del sistema cuando a = 0 (2 puntos).

Estudiamos el sistema antes de responder a lo planteado en el ejercicio.
La matriz de coeficientes y ampliada del sistema son:

1 1 0 1 1 0 1
A=/0 a-1 1 |; A/IB=|0 a-1 1 O
1 a a-1 1 a a-1 a

Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

1 1 0
IA=l0 a-1 1 |=(a-1)"+1+0-0-0-a=a’+1l-2a+l-a=a>-3a+2
1 a a-

3+
|A=0=a’-3a+2=0=a= - _

Estudiamos las tres situaciones diferentes que se nos plantean.

CASO1l a#1lya=2

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el de la matriz
ampliada y el nimero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado.

CASO 2. a=1
En este caso el determinante de A es nuloy su rango noes 3, serd 2 o 1.
Utilizamos el método de Gauss para estudiar el rango de Ay de A/B.

Fila3* — Fila1? e

1101y |,y 44 1101
AIB=[0 0 1 0|=1" " o ~l0 010
L1 O0LY 1970 0 0 Nuevafilaz| |2 200

El rango de Ay de A/B es 2 y el namero de incognitas es 3. El sistema es compatible
indeterminado.
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CASO 3. a=2
En este caso el determinante de A esnuloy surangonoes 3, sera2 o 1.
Utilizamos el método de Gauss para estudiar el rango de Ay de A/B.

Fila3?* - Fila1?
1101 1 2 1 92 1
A/B=0110:>_1_10_1 = 0=
1212 0 1 1 1 — Nuevafila3? !
Fila3® — Fila 22 — 2
001 1 1 1101
=10 -1 -1 0 =0 110
0 0 0O 11— Nuevafila3? LQ_Q .

A

El rango de A es 2, el de A/B es 3. Al ser los rangos distintos el sistema es incompatible.

Resumiendo: Si a=1y a= 2 el sistema es compatible determinado, si a=1 el sistema es
compatible indeterminado y si a=2 el sistema es incompatible.

a) El sistema es compatible cuando a = 2.

b) Paraa =1 el sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos a partir del sistema
equivalente obtenido anteriormente.

A/B

=T
=
o = O

1
0=
1

o O -

X=1-y
z=0

=

c) Cuando a = 0 el sistema es compatible determinado. Hallamos su solucion.

X+ y=1 X+y=1
{x+y:1 {x+y:1
-y+z=0=>3z=y = = =
Xx-y=0 X=Y
X —z=0 X —z=0
> y+y=1l= y—l = x—1 = z—E
2 2 2

., 1
La solucion es x=y=z=§.

N < X
|

1-4
A
0
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-2y=0
X=y y el punto A(1,1,1).

Problema A.2. Se tiene el plano 7:x—-y+z-3=0, larecta s:{

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Larecta que pasa por A, corta a larecta s y es paralela al plano = (4 puntos).
b) El plano que pasa por A, es perpendicular al plano t y paralelo a la recta s (3 puntos).
c) Discute si el punto (3,2,1) esté en la recta paralela a s que pasa por (5,3,1) (3 puntos).

a) Estudiamos la posicion relativa de la recta s y el plano .

m:X—=y+2-3=0 X-y+z2-3=0
3'{X_2y:0 = X=2y =2y-y+0-3=0=>y=3=x=6=P(6,3,0)
lz=0 z2=0

El plano t y la recta s se cortan en el punto P(6, 3, 0).

Buscamos una recta r paralela al plano y que corte a la recta s. Ademas, pasa por el punto A.
Hallamos el plano ©” paralelo a Ty que pasa por A. Dicho plano contiene la recta r.

T X—-y+2-3=0 ,

i =>7:Xx-y+z+D=0
7 llr
=1-1+1+D=0=>D=-1=7:Xx-y+2z-1=0

A(l, 1, 1) ern

Hallamos el punto B de corte de la recta s con el plano 1"
7iX—y+z-1=0 X—y+z-1=0
|x=2y=0 =>X=2y =2y-y+0-1=0=
z=0 z2=0
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=y-1=0=y=1=x=2=B(210)

La recta r pedida debe pasar por los puntos Ay B.

A(LLl)er A(LLl)er x=1+4
- — =|r:qy=1
B(210)er] v/ =AB=(210)-(111)=(10,-1)

b) El plano " perpendicular al plano = tiene como uno de sus vectores directores el normal del
plano t. Como el plano m"” es paralelo a la recta s otro vector director del plano es el director de

la rectas.

[x=2y=0

1z=0

A(111)ex” x-1 y-1 z-1

ﬁ:ﬁ:(l,—l,l) =701 -1 1|=0=0+2y-2+2-1+27-2-0-x+1=0=>
v=v, =(2,10) 2 1 0

= |77 —x+2y+32-4=0

c) Hallamos la recta t paralela a s que pasa por (5,3,1).

. X=5+24
u, =V :(2,1,0)

=>t:3y=3+1
(5,3,1)et ;-1

Comprobamos si el punto (3, 2, 1) pertenece a la recta t.

X=5+24
3=5+24 —2=2A -1=2
t:cy=3+41
1 =132=3+4 =:-1=4 =<:-1=1
=
1=1 1=1 1=1
(3,2, et?

La recta t.pasa por el punto (3, 2, 1).
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Problema A.3. Consideremos la funcion f(x):ax3+bx2+cxcos(7zx) que depende de los

parametros a, b, c. Obtener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado:
a) Larelacion entre los coeficientes a, b, ¢ sabiendo que f(x) toma el valor 22 cuando x = 1

(2 puntos).
b) La relacion que deben verificar los coeficientes a, b, ¢ para que sea horizontal la recta tangente a
la curva'y = f(x) en el punto P de dicha curva, sabiendo que la abscisa del punto P es x = 1.

(4 puntos).

c) I:x cos(zx)dx (4 puntos).

a) Si f(x) toma el valor 22 cuando x =1 se debe cumplir que f(1) =22 .
}:> 22=a-1*+b-1’ +c-1cos(7) =

f (x) =ax® + bx* + cxcos(7x)
f(1)=22

b) Si es horizontal la recta tangente a la curva y = f(x) en x = 1 debe cumplirse que su pendiente es
0y por tanto debe ser f “(1)=0.

f (x) =ax® +bx* +cxcos(zx) = f "(x) =3ax’ +2bx+ccos(7zx)+cx(—sen(7zx))7z

f “(x) =3ax’ + 2bx +ccos(zx) — zcxsen(x)

= 0=3a-1"+2b-1+ccos(z)—zcsen(z) =
f (1)=0

—|0=3a+2b—c]

c) Calculamos primero la integral indefinida usando integracion por partes.

u=X-—du=dx
Ixcos(ﬁx)dx=

dv =cos(zx)dx=v= jcos(zx)dx = 1sen(7rx)
T

- x-isen(ﬂx)—Jisen(ﬂx)dx = isen(7rX)—l'£(—COS(”X)) =

V3 T v /A

X 1
=—sen(zX)+—cos(zx)+K
= sen () +— cos ()
Lo aplicamos al calculo de la integral definida pedida.

1
I:XCOS(ﬂ'X) dx = {% sen(7x)+ %COS(ﬂ'X)l =

:{isen(z)+izcos(ﬁ)}—{gsen(0)+i2008(0)}=—i2—iz: __3

T T T T
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OPCION B
Problema B.1. Resolver los siguientes apartados, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:
a) Dadas A y B, matrices cuadradas del mismo orden tales que AB = Ay BA = B, deducir que
A=Ay B*=B (4 puntos).

10 a
b) Dada la matriz A= {O 0}, se pide encontrar los pardmetros a, b para que la matriz B = L

cumpla que B°=B pero AB=AY BA=B (2 puntos).
x 1 0

c) Sabiendo que |y 2 1|=3, obtener razonadamente el valor de los determinantes
z 3 2

2x 1 0 x+1 1 0

2y 2 1llyly+3 2 1 (4 puntos).

2z 3 2 z+5 3 2

0
b

|

a) Comprobamos las igualdades.
AB = A ,
=>A=A-A=AB-A=A-BA=A-B=A
BA=B
AB=A

=B*=B-B=BA-B=B-AB=B-A=B
BA=B

b) Averiguamos cuando se cumple B* =B

a’=a
, a O|[a 0] [a O a® 0] [a 0
B"=B= = = = =ia+bh=1=
1 bill b 1 b a+b b’ 1 b ,
b =b
a=0
a’-a=0—-a(a-1)=0>40 — ([a=0
a=1 b=1
=Ja+b=1 ><0

b=0 a=1
b’-b=0->b(b-1)=0><0 —>
b=1

Comprobamos si se cumple también AB= Ay BA=B.

Paraa=0yb=1.
00
a=0;, b=1=B=
11
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o[ ol oo o4

0 0|1 O 00
BA= = #B
2o ot o
Paraa =0y b =1 se cumple todo lo pedido.

0

s 3 51 o

Paraa =1y b =0 no se cumple todo lo pedido.

10
a=1 sz:B:L }

La unica solucibnesa=0yb = 1.

c) Calculamos el primer determinante.

2x 1 0 . x 1 0
Sacamos 2 como factor comun

2y 2 1|= _ =2ly 2 1|=2-3=[¢]
en la primera columna

2z 3 z 3 2

Calculamos el segundo determinante.

x+1 1 0
y+3 2 1=
z+5 3 2

Separamos la suma de la primera columna
=ly 2 1+3 2 1=

en suma de dos determinantes
Z

En el segundo determinante
=+ La primera columna es la suma de las otras dos ; =3+0=3

por lo que el determinante vale 0
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X+y=3
Problema B.2. Dada la recta r :{ Z 8 se pide obtener razonadamente, escribiendo todos
X+4y—-z=
los pasos del razonamiento utilizado:
a) Las ecuaciones paramétricas de la recta r (3 puntos)
b) La ecuacion del plano T que es paralelo a r y pasa por los puntos (5,0,1) y (4,1,0) (4 puntos)
c) La distancia entre la recta r y el plano m obtenido en el apartado anterior (3 puntos)

€, ” (1))

a) Expresamos las variables “x” y “z” en funcion de “y”.

X+y=3 X=3-Y
r: = =3-y+4y-7=8=3y-7z=5=3y-5=71=

X+4y—-z=38 X+4y—-2=8
X=3-1
=>ryy=4
z=-5+31

b) El plano  que es paralelo a r y pasa por los puntos (5, 0, 1) y (4, 1, 0) tiene como vectores
directores el director de la recta r y el vector que une ambos puntos.

X=3-4

riy=4  =v,=(-113) AB=(5,0,1)—(4,1,0)=(1-11)
z=-5+31
(5,0,1)672' X—5 y 7z -1

T Gz(—1,1,3):>7r: -1 1 3 |=0=>x-5+3y+z-1-7+1+y+3x-15=0=>
v=(1-11) 1 -1 1

= 4x+4y-20=0=|7:X+y-5=0

c) Como larectary el plano 1t son paralelos la distancia entre la recta y el plano es la distancia de
cualquier punto de la recta al plano.

Xx=3-1
riy=214 = P(3,0,-5)er
z=-5+31
TiX+y-5=0 3+0-5| 2
d(r.z)=d(Pr)=—n 2 _ 2 [
o [P [
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Problema B.3. Dentro de una cartulina rectangular se desea hacer un dibujo que ocupe un rectangulo
R de 600 cm? de 4rea de manera que:

Por encima y por debajo de R deben quedar unos margenes de 3 cm de altura cada uno. Los margenes
a izquierda y a derecha de R deben tener una anchura de 2 cm cada uno.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El area de la cartulina en funcion de la base x del rectangulo R (3 puntos).
b) El valor de x para el cual el area de la cartulina es minima (5 puntos).
c) Las dimensiones de dicha cartulina de area minima (2 puntos).

La situacion planteada es la del dibujo.

1k

'™

R y' y+6

X

'3

x+4
. . - 600
a) El area del rectangulo R del dibujo es 600 > xy =600=y = ~
La cartulina es un rectdngulo de base x + 4 y de altura y + 6.

Areacartulina:(x+4)(y+6)=(x+4)(@+6j:(x+4)(

X

600+6xj_
X

_(x+4)(600+6x) 600x+24x+2400+6x>  6x° +624x+2400
X X X

2
La funcion area de la cartulina es A(x)= 6x” +624x+2400
X

b) Usamos la derivada.

(12x+624)x —(6X2 +624X + 2400) | 12%? +624x— 62 — 624X — 2400

2 2

AT(x)= X X

62 —2400

A’(x) ?

X
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6x° — 2400

X2

A'(X)=O:> =0=>6x*-2400=0= x*-400=0= x* =400 = |x = /400 = 20

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de este punto critico x = 20 para comprobar si
es un valor minimo del &rea.

e Enelintervalo (0,20)tomamos x =10y la derivada vale A"(10) = 500-2400 _ -18<0.

100
La funcién decrece en (0, 20).
5400-2400 _10

e Enelintervalo (20,600)tomamos x =30y la derivada vale A" (30) = 300 3

0

. La funcién crece en (20,600).

La funcion cambia de decrecer a crecer en x = 20. La funcion presenta un minimo. El area
presenta un minimo en x = 20 cm.

c) Para x =20 tenemos que y = % =30.

La cartulina de area minima tiene dimensiones: x + 4 = 24 cm de ancho, y + 6 = 36 cm de alto.

342 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Junio 2018 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

PAU Junio 2018 Matematicas II

U

% GENERALITAT COMISSI() GESTORA DE LES PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT ‘:\@'«
\\ VALENCIANA COMISION GESTORA DE LAS PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAL ' i
PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

CONVOCATORIA: JUNY 2018 CONVOCATORIA: JUNIO 2018
Assignatura: MATEMATIQUES Il Asignatura: MATEMATICAS I

BAREMO DEL EXAMEN:

Se elegird solamente UNA de las dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y aproximada a las centésimas.
Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar calculo simbdlico ni
almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y gréaficos deberan
estar siempre debidamente justificados.

OPCION A
y—-z=1-a
Problema A.1. Se tiene el sistema de ecuaciones <—x +z=5 , donde a es un parametro real.
—ax+y-z=1

Se pide obtener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores del parametro a para los cuales el sistema es compatible determinado (2 puntos).

b) Las soluciones del sistema cuando a = 3 (4 puntos).
c) Las soluciones del sistema para los valores de a que lo hacen compatible indeterminado
(4 puntos).

Problema A.2. Dados los puntos A(-1,2,4), B(2,3,5) y C(3,5,3), donde A es un parametro real,

se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El valor del parametro A para que el segmento AC sea la hipotenusa de un triangulo rectangulo
de vértices A,By C (3 puntos).

b) El area del triangulo de vértices A, By C cuando 4 =6 (4 puntos).
c) La ecuacion del plano que contiene al triangulo de vértices A, By C cuando A =6 (3 puntos).

Problema A.3. Dada la funcién f(x)=

5 se pide obtener razonadamente, escribiendo los

pasos del razonamiento utilizado:
a) El dominio y las asintotas de la funcion f(x) (2 puntos).
b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion f(x). (4 puntos).
c) El area limitada por la curva 'y = f(x), el eje de abscisas y las rectas x =2 y x =3 (4 puntos).
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OPCION B

Problema B.1. Sea A una matriz cuadrada tal que A*+2A =31, donde I es la matriz identidad.
Calcular razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de a y b para los cuales A™ =aA+bl (3 puntos).
b) Los valores de o y B para los cuales A* = aA+ Sl (4 puntos).
c) El determinante de la matriz 2B™, sabiendo que B es una matriz cuadrada de orden 3 cuyo
determinante es 2 (3 puntos).
Problema B.2. Dados el punto A(5, 7, 3) y larecta r :X—_l3 = yTJrl = % , Se pide obtener

razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Larecta s que corta a la recta r, pasa por el punto A, y es perpendicular a la recta r (4 puntos).

b) La distancia del punto A alarectar (3 puntos).
c) La distancia del punto B(1, 1, 1) al plano xt que pasa por (3, -1, 0) y es perpendiculara r
(3 puntos).

Problema B.3. Se divide un alambre de longitud 100 cm en dos partes. Con una de ellas, de longitud
X, se construye un tridngulo equilatero y con la otra, de longitud 700 — x, se construye un cuadrado.
Se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La funcion de la variable x que expresa la suma de las areas del tridngulo equilatero y del
cuadrado, siendo 0 <x <100 (4 puntos).
b) El valor de la variable x en el intervalo [0,100] para el cual dicha funcién (suma de las areas
en funcion de x obtenida en el apartado a) ) alcanza su minimo valor (3 puntos).
c) El valor de la variable x en el intervalo [0,100] para el cual dicha funcion alcanza su maximo
valor. Interpretar el resultado obtenido (3 puntos).
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Soluciones
OPCION A
y—-z=1-a
Problema A.1. Se tiene el sistema de ecuaciones 1—x +z=5 , donde a es un parametro real.
—ax+y-z=1
Se pide obtener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores del parametro a para los cuales el sistema es compatible determinado (2 puntos)
b) Las soluciones del sistema cuando a = 3 (4 puntos)
c) Las soluciones del sistema para los valores de a que lo hacen compatible indeterminado
(4 puntos)

a) La matriz de coeficientes A y la matriz ampliada asociadas al sistema son:

0O 1 -1 0 1 -11-a
A={-1 0 1 |A/B={-1 0 1 5
-a 1 -1 -a 1l -1 1

Averiguamos cuando se anula el determinante de A.

0 1 -1
|Al=[-1 0 1l|=-a+l-1=-a
—a 1 -1

[Al=0=[a=0]

Si el valor de “a” es distinto de cero el determinante de A no se anula y su rango es 3, el rango de
A/B también es 3 y como son también 3 el nimero de incognitas tenemos un sistema compatible
determinado.

b) Cuando a = 3 el sistema es compatible determinado (apartado anterior). Lo resolvemos.

y—-z=-2 y=2-2
-X +z=5 ={z-5= = -3(z-5)+(z-2)-z=1=-3z+15+z-2-z=1=
-3Xx+y-z=1 -3X+y-z=1

=4-2=2
=-31=-12=z2=4|= J = Solucion:|x=-1, y=2;z=4
X=2-5=-1

c) Como el determinante de A se anula para a = 0, comprobamos si el sistema es compatible
indeterminado para a = 0. Y lo resolvemos.

y—-z=1 y=1+z 1 X=-5+41
=1+z2
-X +z2=5= —x:5—z:>{;/ c Z:>So|uciones:y=1+/1 ;siendo A e R
=-5+
y-z=1 y=1+z z=1

345 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Junio 2018 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

Problema A.2. Dados los puntos A(-1,2,4), B(2,3,5) y C(3,5,3), donde A es un parametro real,

se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El valor del parametro A para que el segmento AC sea la hipotenusa de un triangulo rectangulo de
vérticesA,By C (3 puntos).

b) El area del triangulo de vértices A, By C cuando A =6 (4 puntos).

c) La ecuacion del plano que contiene al triangulo de vértices A, By C cuando A =6 (3 puntos).

a) Hacemos un dibujo de la situacion planteada.
A

®
B C

Para que AC sea la la hipotenusa de un tridngulo rectangulo de veértices A, By C el &ngulo B
debe ser de 90°. Los lados AB y BC deben ser perpendiculares y por tanto el producto escalar de

los vectores BA y BC debe ser nulo.
BA=(-12,1)-(2,3,5)=(-3,-1LA-5)
E:(3,5,3)—(2,3,5)=(1,2,—2) =(-3,-11-5)(1,2,-2)=0=>
BA-BC =0

=-3-2-24+10=0=>-21=-5= ﬂzg

b) Cuando A =6 el tridngulo no es rectangulo y debemos calcular su area usando la férmula

, [BAxBC|
AreaABC="———.

A

B C
= i ]k
BA=(-3,-1,6-5)=(-3,-11) . o o
. = BAxBC=-3 -1 1|=2i+j-6k+k-6j-2i
BC =(1,2,-2) 1 2 o
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BAxBC =0i-5j -5k =(0,-5,-5) =

= = u

— Area ABC =
2 2 2

BA<BC| J0*+(-5)'+(-5)' V&0 [5v2
2

c) Cuando A =6 los puntos son: A(-12,6), B(2,3,5) y C(3,5,3)
La ecuacion del plano  que contiene al triangulo de vértices A, By C debe tener como vectores
directores BA y BC, y contener un punto cualquiera de los tres.

u=BA=(-3,-16-5)=(-3-11) x+l y-2 72-6
v=BC=(12,-2) =z:-3 -1 1|=0=
A(—1,2,6)e7r 1 2 -2

= 2(x+1)+y-2-6(z-6)+z-6-6(y—2)-2(x+1)=0=

— 28+ R+y—R-62+36+2-6-6y+12— 2% —2=0=

= -5y -52+40=0=|7:y+2-8=0

347 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Junio 2018 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

Problema A.3. Dada la funcion f(x)= se pide obtener razonadamente, escribiendo los

2
X —
pasos del razonamiento utilizado:
a) El dominio y las asintotas de la funcion f(x) (2 puntos).
b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion f(x) (4 puntos).

c) El area limitada por la curva 'y = f(x), el eje de abscisas y lasrectasx =2 y x =3 (4 puntos).

a) El dominio son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.
1 x=0
X? — X x=1

f(x)=

:>x2—x=03x(x—1)=0:>{

El dominio de la funcién es R—{O,l} .

Asintotas verticales. x=a
¢ Xx=0 es asintota vertical?

. . 1
iy £09 = lim 7 =5 =2
x =0 es asintota vertical.
¢ Xx=1 es asintota vertical?
. . 1
lem f(x)_lxlm o —6_00
X =1 es asintota vertical.
Asintota horizontal. y=b
. . 1
b=Ilimf(x)=lim——=—=0
X—>00 X—o X< — X 00

y =0 es asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n.
No existe pues existe asintota horizontal.

b) Calculamos la derivada y la igualamos a cero en busca de sus puntos criticos.
0(X* —x)-(2x-1)  1-2x

(xz—x)2 (xz—x)2

£ (x) =

f'(x):O:%:O:ﬂ—Zx:O:Zx:l:x:%

(x* =)

Estudiamos el crecimiento antes, entre y después de este valor y los valores excluidos del
dominio: x=0; x=1.

e Enelintervalo (—«,0) tomamosx =-1y la derivada vale f"(-1)= 2 % >0.

(-2 +1)2

La funcion crece en (—,0).

348 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Junio 2018 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

e Enelintervalo (0%) tomamos x = 1/4 y la derivada vale

1-=
f (lj = 2 = 138 > 0. La funcién crece en (0%)

e Enelintervalo (%1] tomamos x = 3/4 y la derivada vale
1-3
f(Ej = 2 ___ 128 _0. La funcién decrece en [ = 1.
4 2 9 2
m 3
4 4
: : . 1-4 -3
e Enelintervalo (1, +oo) tomamos x = 2y laderivada vale f"(2)=———= " <0.La

@)

funcion decrece en (1,+0).

Resumiendo: La funcion crece en (—oo,O)u(O, %) y decrece en (%,1})(1, +0)

c) La grafica de la funcion no corta el eje de abscisas.

f(x) =

=0=1=0=Noes posible!

El valor del area pedida es la integral definida de la funcion entre 2 y 3.
Calculamos primero la integral indefinida.

o=
X —X

Descomposicion en fracciones simples
1 1 A B 1 A(x-1)+Bx

X2—X x(x—1) X Txa1 x(x—1) - x(x—1)

x=1-1=B 1 -1 1
— =4
Xx=0—>1=—-A—>A=-1 x*-x x x-1

=1=A(x-1)+ Bx:{

= —+—dx_ j dx+J—dx_—Inx+In(x 1)+K

Calculamos la integral definida.

3
Area=J " _de [ Inx+In(x- 1] [ In3+In(3- 1] [ In2+1In(2- 1)]

=2In2-1In3=0.287 u?
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OPCION B

Problema B.1. Sea A una matriz cuadrada tal que A*+2A =31, donde I es la matriz identidad.
Calcular razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de a y b para los cuales A™ =aA-+bl (3 puntos).
b) Los valores de oy B para los cuales A* =aA+ Sl (4 puntos).
c) El determinante de la matriz 2B™, sabiendo que B es una matriz cuadrada de orden 3 cuyo
determinante es 2 (3 puntos).

a) Utilizamos la igualdad A* +2A=3I.

A*+2A=31 = A(A+21)=3I :A(%(A+2I) ==

1
:A(£A+glj:I:>Al:1A+gI:> 3
3773 3773 2

3

b) Utilizamos la igualdad A* +2A=3I.

A*+2A=3] = A*=-2A+3l

At = A2 N =(-2A+3l )(—2A+3I)=4A2—6AI ~6IA+91% =4A* ~12A+91 =

4 a=-20
= A :4(—2A+3|)—12A+9| =-8A+121 -12A+91 =-20A+ 21l = f=21

c) Aplicamos las propiedades de los determinantes.

oy B es cuadrada de orden 3 P [ 1 —81 _Jigles —81—4
e T
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Xx-3 y+1 z

Problema B.2. Dados el punto A(5, 7, 3) y larecta r: —— =5 se pide obtener

-1 3
razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Larecta s que corta a la recta r, pasa por el punto A, y es perpendicular a la recta r. (4 puntos)

b) La distancia del punto Aa larectar (3 puntos).
c) La distancia del punto B(1, 1, 1) al plano = que pasa por (3, -1, 0) y es perpendicular a r
(3 puntos).
a) Lasituacion es la planteada en el dibujo.
s
tA
20°
ol
P r

Hallamos el plano " perpendicular a la recta r que pasa por A.
n=v,=(-132)| #:-x+3y+2z+D=0
=
A(57.3)er A(573)ex
=77 :-X+3y+22-22=0

Hallamos el punto P de corte del plano " y larectar.

X=3-41
_ P (3-10
r:x—3:y—+1:£:r:{ﬁ( ) =>riy=-1+31
-1 3 2 v, =(-1,3,2) 22

7 —X+3y+22-22=0

X=3-4
= —(3-2)+3(-1+31)+41-22=0=
r-qy=-1+31
z2=21
x=3-2=1
=-3+1-3+91+41-22=0=>141-28=0=>1=2=>y=-1+6=5=
71=21A=4

La recta s pasa por el punto Ay P. Hallamos su ecuacion.

}:—5+21+6+D:0:> D=-22=

P(154)
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A(5,7,3)es} A(5.7.3)es } X-5 y-7 z-3
= = |S. = =

P(L54)es| v,=AP=(154)-(57,3)=(-4,-2,1) -4 -2 1

S

b) La distancia del punto A a la recta r es la distancia de A a P, es decir, el modulo del vector
AP =(-4,-2,1).

d(Ar)=d(AP)=|AP|=(-4) +(-2)" +1* =|V21u

c) Hallamos la ecuacidn del plano © que pasa por (3, -1, 0) y es perpendicular a r. Al ser
perpendicular a la recta tiene como vector normal el director de la recta.

}:—3—3+0+D:0:>D=6:>

n=v,=(-132)| 7:-x+3y+2z+D=0
~(3-1,0)ex

= r.-X+3y+22+6=0

Aplicamos la formula de distancia de un punto al plano para calcular d (B,?Z') :

B(111) _ |+3+2+6 10 _[5Vi4

=d(B,7)=
7r:—x+3y+22+6:0} (Bor \/(_1)2+32+22 J14 7
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Problema B.3. Se divide un alambre de longitud 100 cm en dos partes. Con una de ellas, de
longitud x, se construye un triangulo equilatero y con la otra, de longitud 700 — x, se construye un
cuadrado. Se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

a) La funcion de la variable x que expresa la suma de las areas del triangulo equilatero y del cuadrado,
siendo 0 <x <100 (4 puntos).

b) El valor de la variable x en el intervalo [0,100] para el cual dicha funcion (suma de las areas en
funcidn de x obtenida en el apartado a) ) alcanza su minimo valor (3 puntos).

c) El valor de la variable x en el intervalo [0,100] para el cual dicha funcion alcanza su maximo
valor. Interpretar el resultado obtenido (3 puntos).

a) Hacemos un dibujo descriptivo.

X 100-x

El triangulo equilatero debe tener de perimetro x, por lo tanto, cada uno de sus lados iguales
miden x/3. Hallamos su altura para poder hallar su area.

x/3

Tomamos el triangulo rectdngulo que se obtiene con la mitad del triangulo equilatero y
aplicamos el teorema de Pitagoras.

Hallamos el &rea del triangulo equilatero.

Area triangulo =

X X
base-altura 3 12 = X° —ﬁxz
2 2 6J12 36

00—-x

El cuadrado tiene como perimetro 100 — X, por lo que su lado mide 1

2 2
Area cuadrado = (1004_ X) = (25 - ﬁj

y Su area es:
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La funcion suma de las dos areas es:

2
‘/_x _e25. X 0, NE] X2

f (x) = Area cuadrado + Area triangulo = 5 X
4 36 16 4 36

16 36

f(x)= (1 “/ng —§x+625 siendo 0< x <100

b) Hallamos la derivada y la igualamos a cero, en busca de sus puntos criticos.

, 1 3 NG]
f(x)zz(ﬁ+¥jx_? (8 18J 2 :{1+£JX—§=03

8 18 2
f’(x)=0
\/_ 25
1 3 25 P 25 25 900
=S| —+— [X=—=X= = = = =56.5cm
Ls 18) 2 1+ﬁ 1+£ 9+43 |9+44/3
8 18 4 9 36

Hemaos encontrado un punto critico, sustituimos en la derivada segunda y comprobamos que es

f7(x)= [; 1/;] ”(56.5) = [; 1—\/§J>O

900

9+4\/§

c) Solo existe un punto critico de la funcién y es un minimo. Por tanto, el maximo valor se alcanza
en los extremos del intervalo de definicién [0, 100].
Valoramos la funcidon en los dos extremos y vemos donde alcanza dicho valor maximo.

f(0)= (1 ‘/—J 0?20+ 625=[625¢cm?

16 36 2

B3

f(100)=[%+£j-1oo2 225 1100+ 625 = |481.125¢cm’

La suma de las &reas es minima para X = =56.5cm

El valor maximo de la suma de areas se consigue con x = 0, es decir utilizando todo el alambre
para construir el cuadrado.
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CONVOCATORIA: JULIOL 2017 CONVOCATORIA: JULIO 2017
Assignatura: MATEMATIQUES Il Asignatura: MATEMATICAS I

BAREMO DEL EXAMEN:

Se elegird solamente UNA de las dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y aproximada a las centésimas.
Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar calculo simbdlico ni
almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan
estar siempre debidamente justificados.

OPCION A
PROBLEMA A.1. Sean A y B dos matrices cuadradas de orden 3 talesque A°=—A— | y
100
2B°=B,siendo 1 =| 0 1 0| la matriz identidad. Obtener razonadamente, escribiendo todos
0 01
los pasos del razonamiento utilizado:
a) La justificacion de que la matriz A es invertible (2 puntos)
y el célculo de la matriz A% en funcién de A y de |. (2 puntos)
b) Los valores posibles del determinante de B. (3 puntos)
c) El valor del determinante de la matriz B2, sabiendo que la matriz B tiene inversa.

(3 puntos).

X—2y-2z=1
X+3y—-z=1
razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de my n para los que la recta r y el plano z se cortan en un punto. (3 puntos)

b) Los valores de my n para los que la recta r y el plano z no se cortan. (3’5 puntos)
c) Los valores de m y n para los que la recta r esta contenida en el plano . (3’5 puntos)

PROBLEMA A.2. Sedan larecta r :{ yelplano 7:2 x+Yy+mz=n.Obtener

PROBLEMA A.3. Se consideran las curvas y=x>, y=ax Yy la funcién f(x):x3—ax
, siendo a un parametro real ya > 0. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:

a) Los puntos de corte de la curva y= f(x) con los ejes coordenados y los intervalos de

crecimiento y de decrecimiento de la funcién f. (1 + 2 puntos)

b) La grafica de la funcion f cuando a = 9. (3 puntos)

c) Calcular en funcién del parametro a, el &rea de la region acotada del primer cuadrante encerrada
entre las curvas y=x’e y=ax, cuando a > 1. (2 puntos)

d) El valor del pardmetro a para el que el &rea obtenida en el apartado c) coincide con el area de
la region acotada comprendida entre la curva y=x’, el eje OX vy las rectas x=0 y x=2
(2 puntos)
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OPCION B
0 0 1 1 00
PROBLEMA B.1. Se consideran las matrices A=|0 1 0 (el={0 1 0].
1 0 O 0 01

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La justificacion de que A tiene matriz inversa y el calculo de dicha inversa A
(2 + 2 puntos)
b) La justificacion de que A*=1, (2 puntos)
c) El calculo de las matrices A7, A y A0, (4 puntos)

PROBLEMA B.2. Sea la recta r :XT—lzgzz_—ll y el plano 7:2x—y+bz=0, siendoayb dos

parametros reales. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

a) El punto de interseccion de la recta r y el plano z cuandoa =—b = 1. (2°5 puntos)

b) La distancia entre la recta r y el plano = cuandoa = b = 4. (2°5 puntos)

c) La posicion relativa de la recta r y del plano z en funcion de los valores de los pardmetros a y
b. (5 puntos)

PROBLEMA B.3. Se considera el triangulo T de vértices O = (0,0),A=(x,y) yB=(0,y),
siendo x > 0,y >0, y tal que la suma de las longitudes de los lados OA y AB es 30 metros.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El area del triangulo T en funcion de x. (3 puntos)
b) El valor de x para el que dicha area es méaxima. (5 puntos)
c) El valor de dicha drea maxima. (2 puntos)
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SOLUCIONES

OPCION A

PROBLEMA A.1. Sean Ay B dos matrices cuadradas de orden 3 talesque A°=—A— | y

1 00
2B*=B,siendo I =| 0 1 0| la matrizidentidad. Obtener razonadamente, escribiendo todos

0 01
los pasos del razonamiento utilizado:
a) La justificacién de que la matriz A es invertible (2 puntos)
y el calculo de la matriz A3 en funcién de A y de |. (2 puntos)
b) Los valores posibles del determinante de B. (3 puntos)

c) El valor del determinante de la matriz B2, sabiendo que la matriz B tiene inversa.
(3 puntos)

a) Como A’=—A-— | tenemos que A’+A=—1=-A’-A=1=A(-A-1)=1, por lo que la
matriz A tiene inversa, siendo su inversa A" =—A—1.

Calculamos A3.

A =A-A=(-A-1)-A=-A"-A=—(-A-1)-A=A+1-A=I

b) Sabemos que B es una matriz cuadrada de orden 3, por lo que B2 también es una matriz cuadrada
de orden 3 y se cumple |2B°|=2°|B°|.

2B°=B = [2B°|=|B| = 2°|B°|=|B| = 8|B['=|B| = 8|B] -|B|=0=

|B|=0
= |B|(8[B[" ~1) =0= {0

8B ~1=0 B[’ :%—>|B|:\/g:ig

c) Multiplicamos por la inversa de B en la ecuacién matricial 2B°=B.
2B°=B=2B*-B=B=2B*-B-B'=B-B'=2B’=1
Aplicamos las propiedades de los determinantes.

287 = | :»\232\=|||:>23\BZ\=1:>\32\:%
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PROBLEMA A.2. Sedan larecta r :{X 2y-2z=1 yelplano 7:2 x+y+mz=n.Obtener
X+3y—-z=1

razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de my n para los que la recta r y el plano z se cortan en un punto. (3 puntos)

b) Los valores de my n para los que la recta r y el plano z no se cortan. (35 puntos)

c) Los valores de my n para los que la recta r esta contenida en el plano z. (3°5 puntos)

a) Paraque el plano y la recta se corten en un punto el sistema formado por sus ecuaciones debe tener
solucion Unica. Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente mas
facil de analizar.

Ecuacién 22— Ecuacién 18

X +3y -z =1

. X—-2y-2z=1 X—-2y-2z=1
Ix+3y-z=1 |[=>x+3y-z=1 =

-X 42y +2z =-1

Ti2X+y+mz=n 2X+y+mz=n

5y +z =0 — Nueva Ecuacion 22
Ecuacion 32— 2-Ecuacion 12
X—-2y—-2z=1
2X  +Yy +mz =n . 0
-2x  +4y +4z =-2 = yre= =

5y +(m+4)z =n-2— Nueva Ecuacion 3* By+(m+4) z=n-2

Ecuacion 32— Ecuacion 22

Sy +(m+4)z = n-=-2 X—2y-2z=1
—oY —Z = 0 = b5y+ z=0
(m+3)2 = n-2— Nueva Ecuacion 3? (m+3) z=n-2

Para que el sistema equivalente obtenido tenga solucion Unica debe ser m+3#0=>m=-3 y el
valor de n no influye en que la solucién sea Unica.
Larecta ry el plano z se cortan en un punto para cualquier valor de m distinto de —3.

b) Para que la rectary el planoz no se corten el sistema no debe tener solucion. Utilizamos lo
conseguido en el apartado a).

- X—2y-2z=1 Xx—2y-2z=1 X—2y-2z=1
|x+3y-z=1 =>x+3y-z=1 (= 5y+ z=0
T2X+y+mz=n| 2X+y+mz=n (m+3) z=n-2

La tercera ecuacion debe ser una igualdad imposible y para ello debe ser m+3=0=m=-3y
ademas n—-2=0=n=2.
Larectary el plano z no se cortan para m=-3y n=2.

c) Para que la recta r esté contenida en el plano z el sistema debe tener infinitas soluciones.
La tercera ecuacion debe ser una identidad y para ello debe ser m+3=0=m=-3 y ademas
Nn-2=0=n=2.
La recta r esta contenida en el plano 7 para m=-3 y n=2.
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PROBLEMA A3.Se consideran las curvas y=x*, y=axyla funcién f(x)=x’—ax

, siendo a un parametro real ya > 0. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:

a) Los puntosde cortedelacurva y=f (x) con los ejes coordenados y los intervalos de crecimiento

y de decrecimiento de la funcion f. (1 + 2 puntos)

b) La grafica de la funcion f cuandoa =9. (3 puntos)

c) Calcular en funcidon del parametro a, el area de la region acotada del primer cuadrante encerrada
entre las curvas y=x’e y=ax, cuando a > 1. (2 puntos)

d) El valor del parametro a para el que el area obtenida en el apartado c¢) coincide con el area de la
region acotada comprendida entre la curva y=x>, el eje OX y lasrectas x=0y x=2.
(2 puntos)

a) Hallamos los puntos de corte de la curva y = f (x) =x>—ax con los ejes coordenados.
ConelejeQY (x=0):
y=x’—-ax

—=y=0-a-0=0= A(0,0
x=0 } y ( )

Coneleje OX(y=0):
x=0— A(0,0)
y=x'—ax
y=0

o(2.9)
C(—a,0)

Estudiamos el crecimiento o decrecimiento de la funcidn usando la derivada. Determinamos los
puntos criticos de la funcion.

=x-ax=0=x(x*-a)=0=
} ( ) X -a=0—->x=+/a—>

f'(x)=3x"-a

:3x2—a=0:>3x2:a:>x2:E:{a>0}:>x=i\/§
f'(x)=0 3 3

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos dos valores.

e Enelintervalo —oo,—\/gJ tomamos x=—2\/§ y la derivada vale

2
f’ —2\/E =3 _2\/§ —a=4a—-a=3a>0. La funcidn crece en —oo,—\/E .
3 3 3

e Enelintervalo —\/§,+\/§j tomamos x =0 vy la derivada vale f (0) =3-0°-a=-a<0

. La funcion decrece en —\/E, +\/§ .

3 3
. a a .
e Enelintervalo £+\/; +ooj tomamos x = 2\/; y la derivada vale
2
, a a . a
f (2@):3{2@] —a=4a—a=3a>0.La funcién crece en [+\/;,+OOJ.
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Resumiendo: La funcion crece en (—oo,—\/gJu(ﬁ—\/%, +ooJ y decrece en [—\E, +\/§).

b) Paraa =9 la funcién queda f (x) =x>—9 x. Por lo visto en el apartado a) sabemos que la funcion
corta los ejes en (0, 0), (3, 0) y (=3, 0). La funcidn crece en (—oo,—\/g)u(+\/§,+oo) y decrece en

(—\/5, +J§) . Hacemos una tabla de valores y la representamos.

X |y=x*-9x
-2 8
-3 0
-1 8
0 0 .
1 -8 7
3 0 it
2 10 -4 f(x)=¢ 9

12

c) Lascurvas y=x>e y=a x se cortan en los puntos que corte que hemos obtenido en el apartado
a). Se cortan en C(—\/E,O); A(0,0) y B(\/E,o) .

El area de la region acotada del primer cuadrante encerrada entre las curvas y=x° e y=ax,
cuando a > 1 es el valor absoluto de la integral de la diferencia de las funciones entre x =0 y

x=+a.

Como a > 1 entonces \/a >1, comprobamos que grafica es superior en x=1¢ (O,\/E) :

y=1"=1

1 Como a > 1 la recta esta por encima de la curva.
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Area:Ifax_xsdx{an_ﬂﬁ (va) (va) { 0 04}

El area del recinto del dibujo es % unidades cuadradas.

3
y=uw

d) Calculamos el area de la region acotada comprendida entre la curva y=x°, el eje OXy las

rectas x=0 y x=2.La funcion y=x> corta el eje OX en x =0, por lo que el area es la integral
definida de la funcién entre 0 y 2.

4P 4 4
Area:.[ozxsdx:[xz} :{%}—{Z}:MZ
0

Igualamos el valor del area obtenida en el apartado ¢) a 4 y despejamos el valor de a.

aZ

Z=4:>a2:16:>a=\/1_6:4

Como a > 0 solo consideramos el valor positivo de laraiz: a=4.
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OPCION B
0 0 -1 1 00
PROBLEMA B.1. Se consideran las matrices A={0 1 0 |el=|{0 1 0.
1 0 O 0 01

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La justificacion de que A tiene matriz inversa y el calculo de dicha inversa AL

(2 + 2 puntos)
(2 puntos)

(4 puntos)

b) La justificacion de que A% =1.
c¢) El calculo de las matrices A7, A% y A%,

a) La matriz tiene inversa si su determinante es no nulo.

00 -1
|Al=0 1 0[=0+0+0—(-1)-0-0=120
10 0

El determinante tiene un valor no nulo y la matriz A tiene inversa. La calculamos.

Adj

At Adj(AT):

0
0

-1

o - O

1
0
0

A

1

+

R O O O O Bk

0

o rkr O kP O

0 O 0 1
+
-1 0 -1 0
0 1 0 0
-1 0 -1 0
01 0 0
+
00 01

b) Calculamos las potencias sucesivas de A hasta llegar a A%

o O

o O =

0 0 -1)(0 0 -1 -1 0 0
A*=/0 1 01//l0 1 01=|0 0
1 0 0){1 0 O 0 -1
-1 0 0)0 -1 0 01
A=ANA=| 0 1 0 0O|={0 1 O
0 0 1M1 0 -1 0 0
0 10 0 -1 1 00
A*'=A°A=| 0 1 0//0 1 0|=|0 1 O|=I
-1 0 O)\1 0 O 0 01
c) Utilizamos la igualdad A* = 1.
0 01
A =A"AN=I-AP=A*=|0 1 0
-1 00
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-1 0
A30=A4-7+2=A4-7_A2=(A4)7_A2=|7_A2=A2= O 1 0
0 0 -1
1 00
A100=A4'25=(A4)25=|25=|= 010
0 0 1
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PROBLEMA B.2. Sea la recta r :XT_1=§=Z—_11 y el plano 7:2x—y+bz=0, siendoayb dos

parametros reales. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

a) El punto de interseccion de la recta r y el plano z cuandoa =—b = 1. (2’5 puntos)

b) La distancia entre la recta r y el plano = cuandoa =b = 4. (2’5 puntos)

c) La posicion relativa de la rectary del planozen funcion de los valores de los
parametros ay b. (5 puntos)

a) Cuando a=—b=1 el plano tiene ecuacion z:2x—y—-z=0 y larectaqueda r :XT_lz 1T 1

Pasamos la ecuacion continua de la recta a ecuaciones paramétricas y resolvemos el sistema
formado con las ecuaciones de plano y recta.

x=1+41
x=1 'y z-1 {Pr(l’o’l) :
T R . I

r:2X—y—-2=0
Xx=1+44
=2(1+42)-2-(1-2)=0=>2+81-1-1+1=0=
r.qy=0+24
z=1-1
x:1+4_—1:i
2
:ﬁlz—k:izzgz y=—1 :P-L:gg
8 8 2 88
1.9
8 8
: - . 1-19
El punto de interseccion de recta y plano tiene coordenadas P > 8's)

b) Cuandoa=b =4 larecta queda r: X;1=%= Z_ll yel plano 7:2x—y+4z=0.

Estudiamos la posicion relativa de recta y plano.
La recta tiene como vector director v, =(4,4,-1) y el plano tiene como vector normal el vector

n=(2,-1,4). Comprobamos si el producto escalar de ambos vectores es nulo.

Al ser el producto escalar nulo la recta y el plano son paralelos o la recta esta contenida en el
plano. Calculamos la distancia de recta a plano.
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[T

Al ser la recta paralela al plano la distancia de recta a plano es el valor de la distancia de un
punto cualquiera de la recta al plano.

=4

m2X—y+4z=0 |2.1_0+4.]4 6

P (L0,1)er }jd(r’”)d(ﬂ’”)\/22+(1)z+42 J21

unidades

Al ser la distancia no nula la recta y el plano son paralelos situandose la recta a una distancia de

5 unidades del plano.

J21

c) Si el producto escalar del vector director de la recta y el normal del plano es no nulo la rectay el
plano son secantes (coinciden en un punto). Si el producto es nulo recta y plano son paralelos o
la recta esta contenida en el plano.

XY 2 (4amy)|
4 a -1 =vV,-n=(4,a,-1)(2,-1b)=8-a-b

7z:2x—y+bz:0—>ﬁ:(2,—1,b)

v,.n=0=>8-a-b=0=[8-h=a]

Si a=8—b recta y plano son secantes.

(=7

Si a=8-b recta y plano son paralelos o la recta esta contenida en el plano. Para que la recta esté
contenida en el plano basta con que un punto de la recta pertenezca al plano.

x-1 y z-1

=2 -2 - P =(102)
4 8-b -1
7:2X—y+bz=0 =21-0+b1=0=[b=—2]
Pern

Aparecen dos situaciones distintas:
Si a=8-b y b=-2 larecta estd contenida en el plano. Si a=8—b y b= -2 larecta es paralela
al plano.

Resumiendo: Si a=8—b recta y plano son secantes, si a=8—b y b=-2 la recta esta contenida
enelplanoysi a=8-b y b= -2 larecta es paralela al plano.

365 de 380 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU Julio 2017 Matemadticas Il en la Comunidad Valenciana

PROBLEMA B.3. Se considera el triangulo T de vértices O = (0, 0), A= (x,y) y B=(0,y),

siendo x > 0,y >0, y tal que la suma de las longitudes de los lados OA y AB es 30 metros.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El area del triangulo T en funcion de x. (3 puntos)
b) El valor de x para el que dicha &rea es maxima. (5 puntos)
c) El valor de dicha area maxima. (2 puntos)

a) Dibujamos un ejemplo de la situacion planteada tomando x =3 ey = 2.

|BOY) x A(x,p)

]
L

7

0(0,0)

Si aplicamos el teorema de Pitagoras tenemos:
OA? =0B? + AB? = OA” = y* + X* = OA =X’ +y°

Como la suma de las longitudes de los lados OA y AB es 30 metros tenemos:

2
OA+AB =30 = X2 + y2 +x =30 =\ + y? =30—x:>(«/x2+y2) =(30-x)’ =

x* +y® =900+ x* —60x = y* =900 - 60x = y = /900 — 60x

El tridngulo OAB es rectdngulo en el vértice B. Su area es la mitad del producto de la base por la
altura.

Area T = % = x—\,QO(;—60x = x\/225—15x = A(x) = x\/225—15x

b) Derivamos la funcion y la igualamos a cero en busca de los puntos criticos.

450x — 45%2
A(X) = x+/225-15% =/225x? —15x% = A"(X) =
() () 24/225x —15x%°
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450x — 45x°

24/225x% —15%°

=0=450x—-45x* =0=10x-x* =0=

A(x)=0=

x=0

jx(lo_x)203{10—x=o—>x=10

Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x = 10.

e Enelintervalo (0,10) tomamos x =5y la derivada vale
p— " 2
a(5)= 05455 1125

22552158+

e Enelintervalo (10,30) tomamos x = 15y la derivada vale

— . 2 —
A’(15)= 450-15-4515° _ 3375 <0. El 4rea decrece en el intervalo (10,30).

2225157 ~15158°  +

> 0. El &rea crece en el intervalo (0,10) )

La funcion Area crece antes de x = 10 y decrece a partir de este valor por lo que el area es
maxima para x = 10.

c) Sustituimos el valor x = 10 en la funcién Area y obtenemos el valor maximo del area del
triangulo T.

A(lO) —10+/225-150 = 50+/3 = 86.6 unidades cuadradas
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BAREMO DEL EXAMEN:

Se elegira solamente UNA de las dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y aproximada a las centésimas.
Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar célculo simbélico ni
almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice 0 no la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan
estar siempre debidamente justificados.

OPCION A

—X+ay+2z=a

PROBLEMA A.1. Se da el sistema de ecuaciones {2x+ay—z=2 dependiente del pardmetro
ax—y+2z=a

real a. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La solucion del sistema cuando a = 2. (3 puntos)

b) Los valores del pardmetro a para los que el sistema es compatible y determinado. (3 puntos)

c) El valor del parametro a para el que el sistema es compatible e indeterminado (2 puntos)

y obtener todas las soluciones del sistema para ese valor de a. (2 puntos)
X+ y—-z+1=0

PROBLEMA A2. Se dan el punto P=(111), la recta r: y el plano
X+2y—-z-1=0

. X+y+z=1. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado, las ecuaciones de:

a) El plano que contiene al punto Py alarectar. (2 puntos)

b) La rectas que pasa por el punto Py es perpendicular al plano x, la distancia del punto P al
plano mt y el punto de interseccién de la recta s con el plano . (2+2+2 puntos)

c) El plano o que contiene a la recta r y es perpendicular al plano 7. (2 puntos)

PROBLEMA A.3. Se desea unir un punto M situado en un lado de una calle, de 6 m. de anchura,
con el punto N situado en el otro lado de la calle, 18 m. méas abajo, mediante dos cables rectos, uno
desde M hasta un punto P, situado al otro lado de la calle, y otro desde el punto P hasta el punto N.

Se represento la calle en un sistema cartesiano y resulté que M = (O, 6) ,P=(x,0)y N=(18,0). El

cable MP tiene que ser mas grueso debido a que cruza la calle sin apoyos intermedios, siendo su
precio de 10 €/m. El precio del cable PN es de 5 €/m.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El costo total C de los dos cables en funcion de la abscisa x del punto P, cuando 0 < x < 18.

(3 puntos)
b) El valor de x, con 0 <x <18, para el que el costo total C es minimo. (4 puntos)
c) El valor de dicho costo total minimo. (3 puntos)
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OPCION B

PROBLEMA B.1. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

5 -4 2
a) La comprobacién de que C?=2 C — I, siendo C=| 2 -1 1 |e | la matriz identidad de
4 4 -1
orden 3x3. (2,5 puntos)
y el valor de la matriz C*. (2,5 puntos)

b) El valor del determinante de la matriz (3A“)(4A2 )71, sabiendo que A es una matriz cuadrada

de cuatro columnas cuyo determinante vale — 1. (3 puntos)
c) La matriz B que admite inversa y que verifica la igualdad B B=B. (2 puntos)

PROBLEMA B.2. Sea T un tetraedro de vértices O =(0,0,0), A=(111), B=(3,0,0) y

C =(O, 3,0). Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La ecuacion del plano = que contiene a los puntos A, By C. (1 punto)
y las ecuaciones de la recta ho perpendicular a = que pasa por O. (2 puntos)
b) El punto de interseccion de la altura ho y el plano =. (3 puntos)
c) El érea de la cara cuyos vértices son los puntos A, By C, (2 puntos)
y el volumen del tetraedro T. (2 puntos)
X’ +1

, para cualquier valor real x = 0, se

PROBLEMA B.3. Dada la funcion f definida por f (x)=

pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f, (2 puntos)
y los extremos relativos de la funcién f. (1 punto)
b) Las asintotas de la curvay = f(x). (3 puntos)
2
c) El area de la region plana limitada por la curva f (x): X +1, 1< x<e,el segmento que une
X
los puntos (1,0) y (e,0), y lasrectasx =1y x =e. (4 puntos)
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SOLUCIONES
OPCION A

-X+ay+2z=a

PROBLEMA A.1l. Se da el sistema de ecuaciones {2x+ay—z=2 dependiente del pardmetro
ax—y+2z=a

real a. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La solucion del sistema cuando a = 2. (3 puntos)
b) Los valores del pardmetro a para los que el sistema es compatible y determinado. (3 puntos)
c) El valor del pardmetro a para el que el sistema es compatible e indeterminado (2 puntos)
y obtener todas las soluciones del sistema para ese valor de a. (2 puntos)
—X+2y+22=2
a) Cuando a = 2 el sistema queda {2x+2y—z=2 . Lo resolvemos utilizando el método de Gauss.
2X—-y+22=2

oyt g2 Ecuacién 32 — Ecuacion 22
;x+2y+ 2_2 2X -y 42z =2
XTey—z1=2 =1 oy 2y +z =-2

-3y +3z =0 — Nueva ecuacion 3?

2X—y+2z=2

Ecuacién 22 +2 - Ecuacion 12

X 42y -z =2 —X+2y+2z=2 —X+2y+27=2

= 6y+3z=6=> 2y+1=2 =

—2X +4y +41 =4
-3y+3z=0 -y+z=0

6y +3z =6— Nueva ecuacion 22

—X+2y+2z=2 —X+4y=2
—X+2y+2y=2 2
= 2y+1=2=> = 2= —Xx+4—=2>
2y+y=2 y=2->|y=— 3
z=Yy 3
8 -2 2 2
3 3 3 3

., 2
La solucion es x=y=z=§.

b) Para que el sistema sea compatible y determinado la matriz de coeficientes y la matriz ampliada
deben tener rango 3, mismo valor que el nimero de incognitas.

-1 a 2 -1 a 2 a
A= 2 a -1| A/IB=|2 a -12
a -1 2 a -1 2 a
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Comprobamos cuando el determinante de la matriz A se anula.

-1 a 2
|Al=[2 a -l=-2a-a’-4-2a°-4a+1=-3a’-6a-3
a -1 2

|Al=0=-3a’-6a-3=0=a’+2a+1=0=

_24+.0922_441. _ _
e 2_~/2 411 _ 2i¢6=_2:_1

2:1 2 2

=

Para a = —1 el determinante de A se anula y su rango es menor de 3.

Para a = —1 el determinante de A no se anula y el rango de la matriz A es 3. El rango de la
matriz ampliada A/B también es 3 e igual que el nimero de incognitas.

Para a = —1 el sistema es compatible y determinado.

c) En el apartado anterior hemos visto que para a=—1 el determinante de A se anula. Estudiamos el
rango de Ay el de la matriz ampliada A/B para este valor. Para ello utilizamos el método de Gauss
para triangular la matriz A/B.

Fila 3* — Fila 12
-1 -1 2 1 11 9 1
AlB=|2 -1 -12|=1, | , 4 =N
-2 0 0 0 0-— NuevaFila3®
Fila 22 + 2 - Fila 12 — N8
s 1 4 2 -1 -1 21
5 5 4 o =0 -3 30
0 —3 3 0 —> NuevaFila2 LAU 0

El rango de A es 2, al igual que el de A/B, pero es menor que el namero de incognitas (3).
Para a = -1 el sistema es compatible indeterminado.
Obtenemos las soluciones partiendo del sistema triangular obtenido.

-1 -1 2-1

-X-y+2z=-1 -X-y+2z=-1
0 -3 30|=> = =
-3y+3z=0 y-z=0
0 0 00O
—X—-y+2z=-1
= }:>—x—z+22:—1:>—x+z:—1:>
y=12

Las soluciones del sistemaparaa=-1son x=1+4; y=4;z=4, AeR.
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X+ y—-z+1=0
PROBLEMA A2.Se danel punto P=(1 1 1), la recta r: y el plano
X+2y—-z-1=0
. X+y+z=1. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento

utilizado, las ecuaciones de:

a) El plano que contiene al punto Py alarectar. (2 puntos)

b) La rectas que pasa por el punto Py es perpendicular al planor, la distancia del punto P al
plano 7 y el punto de interseccion de la recta s con el plano =. (2+2+2 puntos)

c) El plano o que contiene a la recta r y es perpendicular al plano 7. (2 puntos)

a) Obtenemos un punto y un vector director de la recta r.

{x+ y—z+1=0 {x=—y+z—1
r: =

=>-y+2-1+2y-7-1=0=
X+2y-z-1=0 X+2y-z-1=0

X="3+% (P (-320)
:>y—2:0:>:>x:—2+z—1:—3+z:>r: y=2 \7_(101)
z2=21 P

El plano " que contiene al punto P y a la recta r tiene como vectores directores el vector director
de larecta: v, = (1,0,1) y el vector que une el punto P y el punto Pr de la recta.

P=(L11l)enxn x-1 y-1 z-
7 qu=PP. =(-3,2,0)-(111)=(-4L-1)=~:|4 1 -1|=0=
v=v, =(1,0,1) 10 1

= Xx-1-y+1+0-z+1+4y-4+0=0=|z":x+3y—-z-3=0

b) Si la recta s es perpendicular al plano m tiene como vector director el vector normal del plano.

TIX+Y+2Z =1:>ﬁ=(1,1,1)

X=1+A1

U =n=(111)
S: =|s:sy=1+14,4eR
P(Lll)es 72144

Hallamos la distancia del punto P al plano =.

DX z-1=0 _
T XTYE }:d(pﬂ)zw_i_&

=—= unidades
P(111) JEi+? 3003
Hallamos el punto Q interseccion de la recta s con el plano .
TiX+y+z=1

X=1+4 -2
=21+ A+1+A+1+1=1=231="2=2>1=—=
s:icy=1+41 3

z=1+41
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Wl
Wl
Wl
N

2 1:>Q(

Podemos comprobar que la distancia del punto P al plano m es la distancia de P a Q. Esta es una

segunda forma de obtener la distancia de P al plano
. 8
Hi

-4

or0-F3- 5]

Este valor obtenido es la distancia del punto P al plano
c) El plano o que contiene a la recta r y es perpendicular al plano z contiene al punto P ( 3,2 0)
r '] ]

de la recta r y tiene como vectores directores el vector director de la recta v, =(1,0,1) y el vector

normal del plano T: n=(1,1,1)

(-320)ec X+3 y-2 z
v,=(101) ;=o:l 1 0 1=0=0+y-2+2-0-y+2-x-3=0=
1 1

n=(111)

P
u
V= 1

= -X+2-3=0=|c:Xx—2+3=0|

www.ebaumatematicas.com
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PROBLEMA A.3. Se desea unir un punto M situado en un lado de una calle, de 6 m. de anchura,
con el punto N situado en el otro lado de la calle, 18 m. mas abajo, mediante dos cables rectos, uno
desde M hasta un punto P, situado al otro lado de la calle, y otro desde el punto P hasta el punto N.

Se represento la calle en un sistema cartesiano y resulté que M =(0, 6) , P =(x, 0) y N =(18,0) . El
cable MP tiene que ser mas grueso debido a que cruza la calle sin apoyos intermedios, siendo su
precio de 10 €/m. El precio del cable PN es de 5 €/m.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El costo total C de los dos cables en funcién de la abscisa x del punto P, cuando 0 <x <18.

(3 puntos)
b) El valor de X, con 0 <x <18, para el que el costo total C es minimo. (4 puntos)
c) El valor de dicho costo total minimo. (3 puntos)

a) Realizamos un dibujo descriptivo de la situacion planteada.

M
6 metros
S 5 v —
P N
< >

18 metros

Representamos esta situacion en un sistema cartesiano.

=1

M
5 \\
)
* g
1. MP
2 '\\
1 N
X PN
1‘ ! 6 ?\ 0 11 12 13 14 15 16 1715.8_
; P(x,0) v
2 =
18

2.

La longitud del cable PN es 18—x, como cuesta a 5 €/m el coste de este cable es
5(18—x)=90-5x.
La longitud del cable MP lo obtenemos usando el teorema de Pitagoras:

MP? =6° + x> = MP =+/36+ X

Como este cable cuesta a 10 €/m el coste del cable MP es 10+/36+ X° .

El coste total del cable de M a N es la suma de ambos costes:
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C(x)=90—5x+10y/36+x*; 0<x<18

b) Derivamos la funcidn coste y la igualamos a cero en busca de sus puntos criticos.

C(x)=90-5x+10v/36 4 x? = C'(x)=-5+10— 2% - 5, 10

24/36 + x? 36+ X2

10x 10x

— =0 ——
\36+ x? \36+ x?

C’(x)=0=-5+ =5=10x=5v36+ X’ =

2
= 2X =/36+ X? :(Zx)2 :(\/36+x2) = 4Ax* =36+ x* = 3x*=36=

= Xx? :3—;=12:>x:\/1_2:3.46 metros

Comprobamos que en X =+/12 hay un minimo viendo si la funcién decrece antes y crece
después de este valor.

10-2

e Antesde x=+/12 tomamos x = 2 y la derivada vale C"'(2)=-5+ ———==-1.84<0.
2) \36+2°
La funcion decrece antes de x=~/12 .
e Después de x= J12 tomamos x = 4 y la derivada vale C'(4) = 104 =0.34>0.

S+ ——
\/36+4°

La funcion crece después de X = V12
Como la funcion decrece en el intervalo (0\/1_2) y crece en el intervalo <J1_2,18) podemos

afirmar que la funcién tiene un valor minimo en x=+/12 .

El cable tiene un coste minimo si elegimos el punto P(\/l_z O)

¢) El coste total minimo es C(Jﬁ)=90—5\/ﬁ+104/36+(«/§)z =90+304/3 =141.96 €.
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OPCION B

PROBLEMA B.1. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

5 -4 2

a) La comprobacion de que C2=2C—1I,siendo C=| 2 -1 1 |ellamatriz identidad de orden
-4 4 -1

3x3. (2,5 puntos)

y el valor de la matriz C%. (2,5 puntos)

b) El valor del determinante de la matriz (:’;A“)(4A2 )71, sabiendo que A es una matriz cuadrada de

cuatro columnas cuyo determinante vale — 1. (3 puntos)

c) La matriz B que admite inversa y que verifica la igualdad B B=B. (2 puntos)

a) Calculamos cada miembro de la igualdad y comprobamos que son iguales.
5 -4 25 -4 2 25-8-8 -20+4+8 10-4-2
C?’=C-C=[2 -1 1|2 -1 1|=|10-2-4 -8+1+4 4-1-1
4 4 -1)\-4 4 -1) \-20+8+4 16-4-4 -8+4+1

9 -8 4
C’={4 -3 2
-8 8 -3

5 -4 2 1 0 0) (10-1 -8 4 9 -8 4

2C -1=2{2 -1 1|-|0 1 0|=| 4 -—2-1 2 |=4 -3 2

-4 4 -1) \0 1 -8 8 -2-1) (-8 8 -3

La igualdad es cierta.
Calculamos la expresion de C*.

9 -8 43)9 -8 4 81-32-32 —72+24+32 36-16-12
C'=C?’C*’=| 4 -3 2| 4 -3 2|=|36-12-16 -32+9+16 16-6-6
-8 8 -3)|-8 8 -3) (-72+32+24 64-24-24 -32+16+9

17 -16 8
C'=| 8 -7 4
-16 16 -7
b) Si A una matriz cuadrada de orden 4 también lo es la matriz A2y A% Si A es una matriz cuadrada
de orden 4 entonces [3A/=3"|A[. Otra propiedad es |A™| :ﬁ .
4 4 4 4
(o) (anc) |- am) =t o] L=ty L <SR S B
[4A?| AN 4t|Af 4f(-1)" 256

c) Multiplicamos en la igualdad por la inversa de B.

BB=B=BB-B'=B-B'=B:l=1=B=1
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PROBLEMA B.2. Sea T un tetraedro de vértices O =(0,0,0), A=(1,1,1), B=(3,0,0) y

C :(0, 3,0). Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La ecuacion del plano 7 que contiene a los puntos A, By C. (1 punto)
y las ecuaciones de la recta ho perpendicular a & que pasa por O. (2 puntos)

b) El punto de interseccion de la altura ho y el plano =. (3 puntos)

c) El area de la cara cuyos vértices son los puntos A, By C, (2 puntos)
y el volumen del tetraedro T. (2 puntos)

a) El plano 7 que contiene a los puntos A, B 'y C tiene como vectores directores AB y AC .

u=AB=(30,0)-(111)=(2,-1-1) Xx-3 y 2
7:v=AC=(0,3,0)-(1L11)=(-12-1)=7:| 2 -1 -1=0=
B(3,0,0)€7[ -1 2 -

=>X-3+Yy+47-72+2y+2X-6=0=>3x+3y+32-9=0=>7:x+y+2-3=0
La recta ho perpendicular a = tiene como vector director el vector normal al plano.

7iX+y+2-3=0=n=(111)

0(0,0,0)eh, x=4
hy:9- - =hy:qy=4;1€R
v=n=(111) J-2
b) Resolvemos el sistema formado por sus ecuaciones.
T X+y+2-3=0
X=A4 x=1
. = A+A+A-3=0=31=3=1=1=1y=1=A(LL1)
h - Y= ;=1
z=21

El punto de corte de recta y plano es el punto A(1, 1, 1).

c) Hallamos el &rea del triangulo ABC como la mitad del modulo del producto vectorial de los
vectores AB y AC.

AB=(2-1-1) . |-k o
. = ABxAC=|2 -1 -l=i+j+4k-k+2j+2i=3i+3j+3k=>
AC =(-1,2,-1) 1 2 1

B ABxAC| [z a.=2
— ABx AC =(3,3,3) = Area ABC:‘ 5 +§ +3 =‘/§_7u2

El volumen del tetraedro T con Vértices en O, A, By C es la sexta parte del valor absoluto del

producto mixto [AB, AC, AO} .
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AB=(2,-1-1) 2 -1 -1
AC =(-1,2,-1) =| AB,AC,AO|=|-1 2 -1
A0 =(0,0,0)-(111)=(-1-1,-1) -1 -1 -

[ﬁ,ﬁ,ﬁ] - 4-1-1-2+41-2=-9

‘[AB, AC, Ao]

Volumen T = = % = g unidades clbicas

6

OTRA FORMA DE OBTENER EL VOLUMEN DEL TETRAEDRO T

Como hemos hallado el plano = que contiene a los puntos A, B y C, hemos hallado el &rea del
triangulo ABC (base del tetraedro), la recta perpendicular a la base que pasa por el punto O y la
distancia de este punto al plano base (altura del tetraedro) podemos calcular el volumen del
tetraedro OABC como la tercera parte del area de la base por la altura.

, , «/ N 27
Area base = Area ABC = Y27 T-\@ 3
2 —=\Volumen T === u’

Altura=d (0, 7)=d (O, A) = |OA =1’ +1° +1° =3
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2

PROBLEMA B.3. Dada la funcion f definida por f (x) _X 1 , para cualquier valor real x =0, se
X

pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f, (2 puntos)
y los extremos relativos de la funcion f. (1 punto)
b) Las asintotas de la curva y = f(x). (3 puntos)
2
c) El area de la regioén plana limitada por la curva f (x): X +l, 1< x<e, el segmento que une los
X
puntos (1,0) y (e,0), y lasrectasx =1y x =e. (4 puntos)

a) Obtenemos la derivada y la igualamos a cero, en busca de sus puntos criticos.

x>+l 20x-1(¥*+1) 2x—x2-1 x*-1

f(X): X :>f(X) NG NG NG

f'(x):O:>X 0= X -1=0=>x’=1=>x=+1=+1

X2

La funcion presenta dos puntos criticos. Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y
después de estos dos valores. Como el dominio de la funcion es R —{0} , incluimos x = 0.

2
e Enelintervalo (—o0,—1) tomamosx = -2y la derivada vale f"(-2)= (-2) -1 _

(-2)

Mlw
Vv
o

La funcion crece en (—o,—1).
e Enelintervalo (-1,0) tomamos x =-0.5 y la derivada vale
(-0.5)° -1

f(-0.5)= o5

=-3<0. La funcién decrece en (-1,0).

2 J—
e Enelintervalo (0,1) tomamosx = 0.5y la derivada vale f"(0.5)= 005—521 =-3<0.La

funcion decrece en (0,1).

2_
2221:§>0.La

e Enelintervalo (1,+c) tomamosx = 2y la derivada vale f’(2)=

funcion crece en (1,+o0).

La funcion sigue el esquema siguiente:

O~

@
-1

-3 2

La funcion crece en (—oo,—1)U (1 +0) y decrece en (—1,0)u(0,1).
La funcidn presenta un maximo relativo en x = -1y un minimo relativo en x = 1.

2
b) El dominio de la funcién f (x)=>—"1 es R—{0}
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Asintota vertical. x=a
¢ x =0 esasintota vertical?

2 2
. .o X+1 0°+1 1
lim f (x)=lim = =~ =
x—0 x—0 X 0 0
x =0 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b

2 2
. .o X5+l . X .
b=lim f (x)=lim =lim=—=limx=o
X—»00 X—o0 X X—00 X X—00

La funcién no tiene asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n

x2+1

o f(x) . o oXP+1 . X
m:|lmL:|lm X _=lim=—==lim= =1

X—o0 X X—0 X X—o0 X XA)OOX

2 2 2

} . X°+1 . X“+1-X .11
nzllm(f(x)—mx):llm —x=lim=——= =lim====0

X—o0 X—00 X X—00 X X*)OOX o0

La asintota oblicua tiene ecuacion y =x.

2

c) Dibujamos la region plana limitada por la curva f (x) _X +1, 1< x <e,el segmento que une los
X
puntos (1,0) y (e,0), y las rectas x=1y x=e.
Mirando el dibujo y contando
cuadraditos de 1 unidad
cuadrada se observa que el area /
pedida valdra entre 4y 5 NI 1
unidades cuadradas. T /
Calculamos el valor exacto del 2 /

area como la integral definida de
lafunciénentre 1 ye.

e

) i t
; X“+1 o1 3 1
Area:J dx = : x=11 e

X
1

e e S S

2 hs 1

x“ 1 1 : :
:J—+—dx:Jx+—dx= ; : 5
X X X : '

1 .

1
r e
X2
=|—+Inx| =
2

1

Y

2 2 2 2
= e—+Ine — 1—+In1 :e_+1_1:e +1:4.1945 unidades cuadradas
2 2 2 2 2
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