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UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD
Curso 2026-2027
MATERIA: MATEMATICAS I

Modelo
orientativo

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente a cinco preguntas, tres de ellas
obligatorias y dos de ellas a escoger entre dos opciones. Todas las respuestas deberan estar
debidamente justificadas.

CALIFICACION: Cada pregunta se calificara sobre 2 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

Responda a las tres preguntas siguientes (calificacion maxima por pregunta: 2 puntos):

Pregunta 1. Dos rectas r y s en un mismo plano n se cortan perpendicularmente en un punto C.
La recta r esta determinada por los puntos P(1, 0, 2) y Q(0, 2, 4) y la recta s esta determinada por
A(0, 4, 2) y el punto C.
a) (1 punto) Halle las ecuaciones del plano © y las coordenadas de C.
b) (1 punto) Halle un punto R de la recta s tal que la distancia de R a Q sea igual a la distancia
dePaQ.

Pregunta 2. Sea la funcion:

e* -1
f (X): e’ +1

a) (1 punto) Halle las asintotas horizontales de f (x).

b) (1 punto) Halle I;n(s)( f (x)+1)dx.

Pregunta 3. Para llegar a tiempo a primera hora al instituto, Ana debe coger a las ocho de la
mafiana una de las tres lineas, L1, L2 o L3, que parten de la estacion de autobuses y tienen parada
cerca del instituto. Las probabilidades de poder coger los autobuses a las ocho de la mafiana en
esta estacion son de 2/3 para L1, 4/5 para L2 y 3/5 para L3. Estos tres sucesos son independientes.
Si Ana esta a las 8 de la mafiana en la estacion de autobuses, se pide:
a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que Ana llegue a tiempo a primera hora a su instituto.
b) (1 punto) Responda solo a uno de los dos apartados siguientes:
b1) Calcular la probabilidad de que no pueda coger la linea L2 sabiendo que solo puede
coger una de las otras dos lineas.
b2) Calcular la probabilidad de que pueda coger exactamente dos de las tres lineas.

Responda a una de las dos preguntas siguientes (calificacion maxima: 2 puntos):

Pregunta 4.1. Dado el sistema de ecuaciones
(a+2)x+y+z=a
Xx—ay+3z=0
3Xx+ay+z=1
se pide:

a) (1 punto) Discutir el sistema en funcidn del parametro a.
b) (1 punto) Resolver el sistema para a=1.
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Pregunta 4.2. Se considera la matriz

>

Il
o - D
R
®» B O

donde a es un nimero real.
a) (1 punto) Determine para qué valores de a la matriz A% es invertible.
b) (1 punto) Para a =0, pruebe que A®=2A y calcule la matriz A°.

Responda a una de las dos preguntas siguientes (calificacion maxima: 2 puntos):
Pregunta 5.1. Sea la funcion
2X+2 si xe[0,2]
f (x)=1ax®+bx si xe(2,5).
~(x=5)" +15 si x¢e[5,7]
a) (1 punto) Halle los valores de a 'y b para los que la funcion f (x) es continua en [0, 7]
b) (1 punto) La longitud de la grafica de una funcién f (x) en un intervalo [x,,,] se

calcula con la integral L = f. /1+( f ’(x))zdx . Utilice la formula dada para calcular la

longitud de la grafica de f (x) en el intervalo [0,2].

—2x+1
x—1
a) (1 punto) Halle los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f (x) .

Pregunta 5.2. Sea f(x)=

b) (1 punto) Halle, si existen, los puntos de la grafica de f (x) cuya recta tangente tenga
pendiente 1.
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SOLUCIONES

Pregunta 1. Dos rectas r y s en un mismo plano 7 se cortan perpendicularmente en un punto C.

La recta r esta determinada por los puntos P(1, 0, 2) y Q(0, 2, 4) y la recta s esta determinada por

A(0, 4, 2) y el punto C.

a) (1 punto) Halle las ecuaciones del plano & y las coordenadas de C.

b) (1 punto) Halle un punto R de la recta s tal que la distancia de R a Q sea igual a la distancia
dePaQ.

a) Hallamos la ecuacion del plano z. Este plano esta definido por los puntos A, Py Q.

AO42)er| U=PA=(042)-(102)=(-L40)]  |x 0 y-2 74
P(L0,2)er ;=v=PQ=(0,2,4)-(10,2)=(-122)t=>7z:{-1 4 0 |=0=
Q(0,2,4)Eﬂ' Q(0,2,4)ex -1 2 2

=8x+0-2(z-4)+4(z-4)+2(y-2)-0=0=8x-2z+8+4z-16+2y—-4=0=>

= 7:8X+2y+22-12=0=|7:4Xx+y+2-6=0

La ecuacion del planoes 7:4x+y+z—-6=0.
Hallamos la ecuacion de la recta r. Esta recta contiene los puntos P y Q.

I — X=0-4
P(10,2)er }jv, R PQ=(—1,2,2)}

=>|r:yy=2+24; AeR
Q(0,2,4)er Q(0,2,4)er 7 =442)

Hallamos la ecuacidn de la recta s. Sabemos que la recta s es perpendicular al vector director
de la recta r y al vector normal del plano . Un vector director de la recta es el producto
vectorial del vector director de la recta r y un vector normal del plano.

v, =(-1,2,2) I L o .
- =v.xn=-1 2 2/=2i+8j-k-8k+j-2i=
74x+y+2-6=0->n=(411) 401 1

=0i+9j-9k =(0,9,—9):>@:%(0.9,—9)40,1,—1)

@=<o,1,—1>}: Bl

siiy=4+a;axelR
A(O,4,2)es J—9 g

Hallamos las coordenadas del punto C como la interseccién de las rectas r y s.
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X=-1

r.qy=2+24;1elR
-1=0—->41=0 x=-0=0
2=4+24
0 =12+421=4+a ={y=2+2-0=2=C=0Q(0,2,4)

X= 4420=2-a  |1=4+2.0=4
Sy=d+a;axelR

1=2-«a

Las rectas se cortan en el punto Q.

b) Un punto R de la recta s tiene coordenadas R(O,4+a, 2—a). Hallamos el valor de o para
que se cumpla lo pedido.

R(0,4+a,2-a)
Q(0,2,4)

=d(RQ)=[RQ|=\/0* +(-2-a)’ +(2+a) =\2(2+a)

}:@=(0,2,4)—(0,4+a,2—a)=(0,—2—a,2+a):»

P(10,2)

PQ=(-122)=d(P, P 22422 =3
Q(0,2,4)}:> Q=(- )=d(P,Q) ‘Q‘ P12%4

d(R,Q)=d(P.Q)=2(2+a) =3=2(2+a) =9=(2+a)’ =g:»

2+ = \f% :i—z_i—z

2
2+a——\/:—>a _3—2:3—‘/_—2
2 J2 2
Existen dos puntos R que cumplen las condiciones pedidas.
Si a—i—z entonces R, | O, 4+i—2 Z—i =0,2+ 3\/_ 4—£ .
2 2 2
Si a:#—Z entonces R2[0,4+_3£/_—2 2——\/_ j [0 2—i 4+ ij
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Pregunta 2. Sea la funcion:

e* -1
f (X) B e’ +1

a) (1 punto) Halle las asintotas horizontales de f (x).

b) (1 punto) Halle .[;n(s)( f(x)+1)dx.

a) Las asintotas horizontales tienen la ecuacion y =b.

Estudiamos la situacion cuando x tiende a +oo.
. . e*=1 e”-1 +4wo-1 A . e
b=lim f(x)=lim—=—-—= = Indeterminacion(L"Hopital) = lim —=1
X—>-+0 x>0 41 ™ 4+1 40041 X—+0 @

Larecta y=1 esasintota horizontal cuando x tiende a +oo.

Estudiamos la situacién cuando x tiende a —oo.

. . e*-1 e”-1 0-1
b=lim f(x)=lim—=—-—= =

X0 =g’ +1 e7+1 0+1
Larecta y=-1 esasintota horizontal cuando x tiende a —co.

~

e’ -1

e”+1 3
»

b) Calculamos primero la integral indefinida.
f(x)+1:e _1+ _e -1+e +1: 2e

X

e +1 e’ +1 e’ +1

i Cambio de variabl
J(f(X)Jrl)dx:j 2e dx:J 2 exdx:{ ambio de varia e}:

e +1 e’ +1 e =t >e’dx=dt

=fidt=2fidt=2|n|t+1|= In(t+1)" =In(e* +1) +K
t+1 t+1

Aplicamos lo obtenido al calculo de la integral definida.
In(3) _ . 23 _ na 2 0 2
J.O (f(x)+1)dx_[ln(e +1)} =In(e™+1) ~In(e®+1) =

0

=In(3+1)° ~In(1+1)° =In16-In4 = In%: In4
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Pregunta 3. Para llegar a tiempo a primera hora al instituto, Ana debe coger a las ocho de la
mafiana una de las tres lineas, L1, L2 o L3, que parten de la estacion de autobuses y tienen parada
cerca del instituto. Las probabilidades de poder coger los autobuses a las ocho de la mafana en
esta estacion son de 2/3 para L1, 4/5 para L2 y 3/5 para L3. Estos tres sucesos son independientes.
Si Ana esté a las 8 de la mafiana en la estacion de autobuses, se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que Ana llegue a tiempo a primera hora a su instituto.
b) (1 punto) Responda solo a uno de los dos apartados siguientes:

b1) Calcular la probabilidad de que no pueda coger la linea L2 sabiendo que solo puede coger
una de las otras dos lineas.

b2) Calcular la probabilidad de que pueda coger exactamente dos de las tres lineas.

a) Llamamos A1, A2 y A3 a los sucesos coger el autobus de la linea L1, L2 o L3, respectivamente.
Ana llega tarde si no puede coger ninguno de los tres autobuses. Hallamos la probabilidad de
que llegue tarde.

P(KlmA_Z mﬁs) = {Sucesos independientes} = P(Al) P(AZ) P (A_B) =

_(1-2) (128 [1-2)=2Lt2_2
3)U" 5)" 5) 355 75

El suceso contrario a llegar tarde es llegar a tiempo.

p(ﬁmﬁmA—s)ﬂ_p(MEmA—s):l_%: %

- : . _— 7
La probabilidad de que Ana llegue a tiempo a primera hora a su instituto vale & .

b1) Debemos hallar P(A_Zl[(Alm A_3)U<K1('\ AB)}). Aplicamos la regla de Laplace.

P(A2/|(ALNA3)U(ALNA3) || = P(Em[(MmES)U(MﬁAg)})=
( [( ) )}) P((AlmA_3)u(K1mA3))

~ P((EmAlmK%)u(EmKlmA3)) ~ P(EmAlmK%)Jr P(A_Zmﬁm A3)

P(ALNA3)+P(ALINA3)  P(AL)P(A3)+P(AL)P(A3)
) P(E)P(M)P(E)+P(E)P(M)P(As)_é-§-§+é-;-2_£_ i,
- P(AL)P(A3)+P(AL)P(A3) 22,13 7 [5
35 35 15

b2) Debemos hallar P((Alm AZmQ)u(AlmA_Z N A3)U(K1ﬁ A2 AB))
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P((Al“ AZ“A_‘Q’)U(AlﬁA_ZmAs)u(Klm AZmAS)):
= P(ALN A2 A3)+ P(ALN A2 A3)+ P( AL A2 A3) =

= P(A1)P(A2)P(A3)+P(AL)P(A2)P(A3)+P(AL)P(A2)P(A3)=

2 4 3) 2 4\ 3 243 16 6 12 |34
=——|l-=|+=|1-= | =+|1-= | == ==t —t—==|=
35 5) 3) 355 75 75 75 |75
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Pregunta 4.1. Dado el sistema de ecuaciones
(a+2)x+y+z=a
Xx—ay+3z=0
3Xx+ay+z=1

se pide:

a) (1 punto) Discutir el sistema en funcion del parametro a.

b) (1 punto) Resolver el sistema para a=1.

a+2 1 1
a) El sistema tiene la matriz de coeficientes A=| 1 —a 3|y la matrizampliada
3 a 1

a+2 1 1 a
A/B=| 1 -a 3 0].
3 a 1 1
Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

a+2 1 1
|Al=| 1 -a 3=-a(a+2)+9+a+3a-1-3a(a+2)=
3 a1

—_a’-2a+9+4a-1-3a%>—6a=-4a° —4a+8:—4(a2+a—2)

|A=0=-4(a’+a-2)=0=a’+a-2=0=

-1+3
~1+ 12 -4(-2) -— =[1=2]
L J (-2) _-1¢3_| 2
2 2 -1-3
— ~=|2=a
2

Analizamos tres situaciones diferentes.

CASO1l . a#1ya=#-2

En este caso el determinante de A es distinto de cero y su rango es 3. El rango de la matriz
ampliada también es 3, al igual que el nUmero de incognitas. El sistema es compatible
determinado (una Unica solucion).

CASO 2. a=1

En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Para este valor la matriz
31 11

ampliada queda A/B=|1 -1 3 0 |. Utilizamos el método de Gauss para obtener una
31 11

matriz triangular equivalente.
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Fila 3% — Fila 1°
3 11 3 1 1 1
AIB=|1 -1 3 0|=y o , .
3111 0 0 O 0 — NuevaFila3?
3-Fila2? — Fila 12 — ME
s 3 9 0 31 1 1
3 1 1 1 =0 -4 8 -1
0 4 8 —1oNuevaFilaze| |29 0 O

A

El rango de Ay el de A/B son iguales a 2, menor que el namero de incognitas (3). El
sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

CASO3. a=-2

En este caso el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Para este valor la matriz
0 1 1 -2

ampliada queda A/B=|1 2 3 0 |[. Utilizamos el método de Gauss para obtener una
3 21 1

matriz triangular equivalente.

Fila 32 — 3 - Fila 22

0 1 1 -2 s o 1 1
A/B:1230:>_3_6_90 =
3 211 0 -8 -8 1— NuevaFila2?
8 - Fila 12 + Fila 22
0 1 1 -2 0 8 8 -16
:>O—8—81:>0_8_81 =
3 2 1 1 0 0 0 -15— NuevaFila1?
A/B
0 0 0 -15
—|0 -8 -8 1
3 2 1 1
N

A

El rango de A es2 y el de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema es incompatible
(sin solucién).

b) Resolvemos el sistema para a =1 utilizando el sistema triangular equivalente obtenido en el
caso 2 del apartado anterior.
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A/B
f—/%
3 1 1 1 X+y+z=1
X+y+z=1 X+y+z=1
0 48 U= isre T1asroay | |y<182_ 1, 57
— + = — + = = = —
0 0 0 O y Y y 4 4+ :

A

:>3x+l+22+z:1:>3x:1—l—3z:>3x:§—32:3 1—z =
4 4 4 4

:x=%—z: y=—+21; 1R

Para a=1 las soluciones del sistema tienen la expresion < y==+24; 1eR.
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Pregunta 4.2. Se considera la matriz

>

Il
o B o
[N RSN
©» B O

donde a es un nimero real.
a) (1 punto) Determine para qué valores de a la matriz A% es invertible.
b) (1 punto) Para a =0, pruebe que A®=2A y calcule la matriz A°.

a) La matriz A* es invertible si su determinante es distinto de cero. Por las propiedades de los
determinantes tenemos que ‘A2°26‘:|A|2°26. El determinante de A™® es distinto de cero

cuando sea distinto de cero el determinante de la matriz A. Averiguamos cuando se anula el
determinante de la matriz A.

a1l 2o 0
A=|1 a 1:a3+0+0—0—a—a:a3—2a:a(a2—2)
0 1 a

a’-2=0-a’=2—>la=+2

A=0=a(a’*-2)=0=
o= alst-2)-0-

La matriz A® es invertible para cualquier valor de a distinto de 0, —/2 y +/2.

1 0 1
1 01 10 0 1+1 O 0 20
A=A"A=|0 2 0 0 1|={2 0 2|=|2 0 2
1 01 10 0 1+1 O 0 20
010 0 2 0 20
Tenemosque 2A=2|1 0 1|=(2 0 2| Secumplelaigualdad A’=2A=|2 0 2
010 0 2 0 20
Calculamos la matriz A’.
010 0 16 O
A=A A A =2A2A-2A=8A°=8-2A=16A=16/1 0 1|=|16 0 16
010 0 16 O
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Pregunta 5.1. Sea la funcién

2X + 2 si xe[0,2
f (x)=1ax®+bx si xe(2,5
~(x-5)" +15 si x€[5,7

]
)
]

a) (1 punto) Halle los valores de a y b para los que la funcién f (x) es continua en [O, 7]
b) (1 punto) La longitud de la grafica de una funcién f (x) en un intervalo [x,,x,] se calcula

con la integral L= fﬁ/1+( f '(x))zdx. Utilice la formula dada para calcular la longitud de la
Xo

graficade f(x) en elintervalo [0,2].

a) Para que la funcidn sea continua deben coincidir el valor de la funcion con los limites laterales.
La funcion debe ser continua en x=2.
f(2)=2-2+2=6

lim f (x)=1lim2x+2=6
2 2 —4a+2b=6=2a+b=3=[b=3-24]

Iirzl f(x)= Iirp ax’+bx=a-2°+2b=4a+2b
i 9=l 1) (2

La funcion debe ser continua en Xx=5.
f(5)=-(5-5)" +15=15

lim f (x) = lim ax* + bx = 25a+5b
o e ) — 25a+5b=15=5a+b=3=[b=3-5a]
lim f (x)=lim—(x-5)"+15=15

(

x—5" x—5"

lim f (x)=Ilim f(x)=f(5)

x—5" X—5"

Reunimos las dos igualdades obtenidas en un sistema y lo resolvemos.

b=3-2a
b3 5a}:>3—2a:3—5a:>3a:0:> a=0/=b=3-2.0=3

Los valores buscados son a=0y b=3.

b) La longitud de la grafica de f (x) en el intervalo [0,2] es el valor de la integral

2
szﬁlljt( £7(x)) dx. En el intervalo [0,2] la funcion tiene la expresion f (x)=2x+2.
0

Su derivada es f“(x)=2. Calculamos la longitud pedida.

2
0

L:i\/1+22dx=f\/§dx=[\/§x} =5-2-J5-0=[2./5
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—-2x+1
x-1
a) (1 punto) Halle los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f (x) :

Pregunta 5.2. Sea f(x)=

b) (1 punto) Halle, si existen, los puntos de la grafica de f (x) Cuya recta tangente tenga
pendiente 1.

a) El dominio de la funcién son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.
El dominio de la funcidones R —{1} . Hallamos la derivada de la funcién y averiguamos cuando
se anula (puntos criticos).

f(x)= x4l f(x)= —2:(x-1)—(-2x+1)-1_-2x+2+2x-1_ 1
x-1

(x-1y (x-1°  (x-1)

Esta expresion de la derivada siempre es positiva. La funcion es creciente en todo su
dominio R—{1}.

b) Para que la recta tangente tenga pendiente 1 la derivada de la funcidn debe ser igual a 1.

' (x)=1m —— =1=1=(x-1)’ > x-1=1-[x=2
(x-1) x—1=-1-[x=0]
Como f(2)= _22'2I1 =-3y f(0)= —%-0;1 =1 los puntos que cumplen lo pedido son
(0-1) y (2,-3).
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